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Vorwort

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen iiber die Theorie der Ge-
schoBbewegung hervorgegangen. Es wendet sich nach Inhalt und Auf-
bau an Leser mit naturwissenschaftlich-technischer Vorbildung, die sich
in die physikalisch-mathematischen Grundlagen der Waffentechnik ein-
arbeiten wollen.
Bei der Abfassung des Manuskripts haben eine Reihe neuerer (bisher
nicht oder nur schwer zuginglicher) Untersuchungen ihren Nieder-
_schlag gefunden, was den Verfasser zu der Hoffnung berechtigt, auch
dem Fachballistiker einige niitzliche Informationen und Anregungen
vermitteln zu konnen.
Zur Theorie der GeschoBbewegung liegen Hunderte von wissenschaft-
lichen Arbeiten vor. Dieses Gebiet ist auch in der Gegenwart Gegen-
stand intensiver Forschungen und kann keineswegs als abgeschlossen
gelten. Bei der Abfassung eines Lehrbuchs, das als erste Einfithrung
in die AuBere Ballistik dienen soll, mufite somit eine relativ einschnei-
dende Stoffauswahl getroffen werden. DaB hierbei — neben der persdn-
lichen Erfahrung des Verfassers — auch dessen Vorliebe fiir bestimmte
Verfahren eine nicht unwesentliche Rolle gespielt hat, soll nicht ver-
schwiegen werden.
Bei der Darstellung der in das Buch aufgenommenen Methoden wurde
nach dem Prinzip verfahren, fiir jede Klasse von Problemen jeweils
mindestens ein Verfahren so ausfiihrlich abzuhandeln, daB der Leser in
der Lage ist, die Ableitungen selbstindig nachzuvollziehen und ein-
schlagige Probleme der ballistischen Praxis zu 16sen.
Auf die Wiedergabe alternativer Verfahren fiir ein und dasselbe Problem
muBte im allgemeinen verzichtet werden. Bei der Entscheidung zwischen
zwei ballistisch gleichwertigen Methoden haben die rechentechnischen
Vorziige den Ausschlag gegeben.
Die AuBere Ballistik ist physikalisch ein Teilgebiet der Dynamik, dessen
mathematische Behandlung dadurch erschwert ist, daB die Differential-
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gleichungen fiir die GeschoBbewegung in der Luft im allgemeinen Fall
keine geschlossene Losung zulassen. Der Leser wird der Erorterung der
in diesem Buch behandelten Probleme deshalb nur dann in vollem Um-
fang folgen konnen, wenn er iiber mathematische und physikalische
Grundkenntnisse in dem Umfang verfiigt, wie sie von einem Absol-
venten einer Ingenieurschule bzw. einem Hochschulstudenten einer tech-
nischen Fachrichtung nach dem zweiten Studienjahr gefordert werden.
Da der potentielle Leser des Buches nur in den seltensten Fillen Ge-
legenheit haben wird, zusétzlich Vorlesungen iiber das behandelte Stoff-
gebiet zu horen, werden die Ableitungen der Formeln relativ aus-
filhrlich wiedergegeben. Durchgerechnete Beispiele, Kontrollfragen
und Ubungsaufgaben sollen die Aneignung des Stoffes im Selbststudium
erleichtern.

Abschnitte, die etwas hoéhere mathematische Anforderungen stellen
oder weiterfithrende Betrachtungen enthalten, sind mit einem Stern (¥)
vor der Abschnittsnumerierung gekennzeichnet; sie kdnnen bei der
ersten Durchsicht des Buches iibergangen werden.

Im Mittelpunkt dieses Buches stehen diejenigen auBenballistischen
Probleme, die mit den sogenannten Punktmasse-Modellen (Bewegung
einer Punktmasse im Vakuum bzw. im lufterfiillten Raum) gel6st wer-
den koénnen, .

Kapitel 1 gibt einen Uberblick iiber Gegenstand, Hauptaufgaben und
Methoden der AuBeren Ballistik.

Kapitel 2 ist der Bewegung eines ,punktférmigen“ Geschosses im
Vakuum gewidmet. Am Beispiel dieses mathematisch leicht zuging-
lichen Problems werden das Begriffssystem der AuBeren Ballistik und
die Methodik der Behandlung von Bahnmodellen erliutert.
Kapitel 3 behandelt das Kriftesystem am GeschoB3 in dem Umfang, wie
dies fiir die Formulierung des sogenannten klassischen Bahnmodells der
AuBeren Ballistik (Bewegung einer Punktmasse im lufterfiillten Raum)
erforderlich ist. Die Ausfithrungen konzentrieren sich darauf, die
Normalatmosphiren und Standard-Luftwiderstandsgesetze, die fiir die
Auflenballistik von Bedeutung sind, einzufiihren und zu erldutern.

In Kapitel 4 wird das klassische Bahnmodell der AuBeren Ballistik
formuliert, wobei eine Reihe dquivalenter Darstellungen der ballisti-
schen Bewegungsdifferentialgleichungen méglich ist. Unter Verwendung
der abgeleiteten Bewegungsgleichungen wird ein Uberblick iiber die
allgemeinen Eigenschaften von Flugbahnen im lufterfiillten Raum ge-
geben.
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Kapitel 5 behandelt die analytischen und numerischen Verfahren zur
Integration der Bewegungsgleichungen des klassischen Bahnmodelis.
Breiten Raum nehmen hierbei diejenigen Methoden ein, die auf die
Berechnung rasanter Flugbahnen zugeschnitten sind.

Kapitel 6 enthilt eine systematische Darstellung der (linearen) auBen-
ballistischen Storungstheorie. Die Darstellung ist so gewihlt, daB die
abgeleiteten Beziehungen leicht auf andere (kompliziertere) Bahn-
modelle iibertragen werden kénnen.

Aufbauend auf den Darlegungen der Kapitel 1 bis 6, wird in Kapitel 7
die Methodik der Vorbereitung, Durchfiihrung und Auswertung von
SchuBtafel-SchieBen bei der Erdartillerie erdrtert. Die relativ ausfiihr-
liche Abhandlung dieses Problemkreises ist gerechtfertigt, da die’ Auf-
stellung von SchuBtafeln ohne Zweifel die wichtigste angewandte Auf-
gabe der AuBeren Ballistik ist.

Auf die meBtechnischen Probleme, die bei SchuBtafel-SchieBen zu 16sen
sind, kann allerdings nicht nidher eingegangen werden.

Nicht behandelt werden in diesem einfithrenden Lehrbuch die Be-
wegung von Geschossen um ihren Schwerpunkt, die Bewegung von
Raketengeschossen auf der Antriebsbahn, die artilleristische SchieB-
lehre sowie die Methoden der konstruktiven Ballistik. Diesen Themen-
kreisen sind im Rahmen dieser Lehrbuchreihe gesonderte Arbeiten ge-
widmet,

Der Anhang des Buches enthilt einige Ausziige aus ballistischen
Tafelwerken, die fiir die Durchrechnung der Zahlenbeispiele und die
Losung der Ubungsaufgaben benétigt werden, ferner eine Zusammen-
stellung der verwendeten Formelsymbole, das Literaturverzeichnis so-
wie ein Namen- und Sachregister.

Um Riickverweisungen zu erleichtern, sind alle wichtigen Gleichungen so-
wie die Tabellen, Bilder, Ubungsaufgaben und Kontrollfragen numeriert.
Die Numerierung erfolgt hierbei durch zwei Zahlen, die durch einen
Punkt getrennt sind: Die erste Zahl bezeichnet das Kapitel, die zweite
Zahl dient zur fortlaufenden Numerierung innerhalb der Kapitel.
Verweisungen auf das Literaturverzeichnis am Ende des Buches stehen
in eckigen Klammern.

Die Anregung zur Abfassung des vorliegenden Lehrbuchs verdanke
ich meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Dr. E. h. Waldemar
Wolff (Langebriick/Dresden). Seine Vorlesungen zur Theoretischen
Ballistik, die sich durch strenge Wissenschaftlichkeit, enge Praxis-
bezogenheit und hohe didaktische Meisterschaft auszeichneten, waren
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mir Vorbild bei der Auswahl und Darstellung der in diesem Buch ab-
gehandelten Probleme.

Der Lektor des Buches, Genosse Dipl.-Ing. Werner KieBhauer, hat den
Fortgang der Arbeiten an dem Manuskript mit stindigem Interesse ver-
folgt und durch zahlreiche Hinweise gefordert, wofiir ich ihm herzlich
danke.

Ich danke weiterhin meinen Mitarbeitern sowie allen Genossen, die mich
bei den Vorarbeiten zu diesem Buch tatkriftig unterstiitzt haben, ferner
dem Militdrverlag der Deutschen Demokratischen Republik fiir das
geduldige Eingehen auf die Wiinsche des Autors und der Offizin
Andersen Nexd, Leipzig, fiir die gediegene Ausfiihrung des komplizier-
ten Formelsatzes und die gute Gestaltung des Buches.

Dresden, den 3.Januar 1972 G. Hauck



1. Einleitung: Ballistische Flugbahnmodelle

Die klassische AuBere Ballistik, der das vorliegende Buch gewidmet ist,
studiert die Bewegung von ungelenkten Geschossen unter dem Einflu3
duBerer Krifte vom Austritt aus der Waffenmiindung (bei Raketen:
vom BrennschluBpunkt an) bis zum Auftreffen auf dem Ziel.

Die Analyse der Krifte und Faktoren, von denen der Flugbahnverlauf
und die Genauigkeit der Bahnvorhersage abhingen, ist ebenfalls Auf-
gabe der AuBeren Ballistik.

Aus der vorgenannten Abgrenzung des Gegenstands der AuBeren
Ballistik ist erkennbar, daB diese Disziplin auf Ergebnisse der Dynamik,
der Stromungslehre und der Thermodynamik zuriickgreifen muf3 und
sich in hohem Grade moderner mathematischer Methoden bedienen
wird.

Die Ballistik als eigenstindige Wissenschaft zu betreiben, resultiert
nicht in erster Linie aus dem Querschnittscharakter und dem groflen
Umfang des Fachgebiets, sondern ist vielmehr eine notwendige Folge
der Vielzahl spezifischer Problemstellungen und Algorithmen.

Die wissenschaftliche Ballistik hat in den zuriickliegenden Jahren eine
tiefgreifende Wandlung erfahren, die einer Neubegriindung der Ballistik
als physikalisch-mathematische Disziplin gleichkommt. Diese Entwick-
lung ist gekennzeichnet durch eine Prizisierung der ballistischen
Modelle und die Ausarbeitung leistungsfahigerer Losungsalgorith-
men.

Hauptanliegen der AuBeren Ballistik ist es, Verfahren und Methoden
zu entwickeln, die es gestatten, von dem bekannten Bewegungszustand
eines Flugkorpers (Geschosses) zu einem gewissen Zeitpunkt ¢t = ¢, mit
hinreichender Genauigkeit auf den Bewegungszustand des betreffenden
Flugkorpers zu einem spédteren Zeitpunkt ¢ = t* > ¢, zu schlieBen
(direkte Aufgabe der AufBenballistik).

Der Bewegungszustand eines Geschosses wird durch Angabe der
Bahnelemente charakterisiert.



Im Falle der ebenen Bewegung eines als Massenpunkt idealisierten Geschosses konnen
als Bahnelemente etwa Verwendung finden: die Flugbahnkoordinaten x und y, die
Bahngeschwindigkeit » und der Neigungswinkel # der Bahntangente, dargestellt als
Funktion der Flugzeit ¢.

Durchliuft * das Intervall von ¢t = ¢, bist = ¢, (¢, < t* £ t,), soist die
obengenannte direkte Aufgabe der AuBeren Ballistik damit identisch,
fiir das Intervall [¢,, t.] den Verlauf der Bahnelemente des Flugkérpers
vorherzusagen.

Das Problem der Bahnvorhersage umfaBt drei Teilprobleme:

~ die Aufstellung eines physikalischen Modells fiir den zu untersuchen-
den Bewegungsvorgang;

- die Beschreibung des physikalischen Bahnmodells durch ein geeignetes
mathematisches Modell;

— die Losung des Gleichungssystems des mathematischen Bahnmodells.

Man verfihrt hierbei nach dem Prinzip, die geforderte Genauigkeit der
Bahnvorhersage mit dem einfachsten (am wenigsten komplizierten)
Bahnmodell zu erreichen.

Ein Flugkorper unterliegt wihrend seiner Bewegung im erdnahen Raum
einer groBen Anzahl von Einfliissen.

Das physikalische Bahnmodell sondert aus dieser Vielzahl von Einfliissen
diejenigen aus, die fiir den Ablauf des zu untersuchenden Bewegungs-
vorgangs als unwesentlich erscheinen. Ob beieiner derartigen (mehr oder
weniger willkiirlichen) Aufspaltung der Einfliisse in wesentliche und
unwesentliche wichtige Effekte verlorengehen, zeigt sich allerdings erst
nach genauer Analyse der Lésungen des mathematischen Bahnmodells.

Einem bestimmten physikalischen Bahnmodell — hier verstanden als
Summe der physikalischen Idealisierungen — konnen sehr unterschied-
liche mathematische Bahnmodelle zugeordnet werden. Die in diesem
Buch dargestellten auBBenballistischen Probleme werden mathematisch
zweckmiBigerweise als Anfangswertaufgaben fiir Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen formuliert. Durch Lésung dieser Anfangswert-
aufgaben erhilt man die Bahnelemente der vorhergesagten (idealen)
Bahn.

Das physikalische Bahnmodell greift aus der Gesamtheit E von Ein-
fliissen, die auf den Flugkdrper einwirken, nur eine gewisse Teilmenge M
heraus (siche die schematische Darstellung Bild 1.1). Man wird also
nicht erwarten konnen, daB die Bahnelemente der Modellbahn B genau
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mit den aus einem SchieBversuch folgenden Bahnelementen der realen
Bahn A iibereinstimmen: Es entstehen Vorhersagefehler Ax (Bild 1.2).
Bis jetzt ist stillschweigend angenommen worden, daB die Gleichungen
des mathematischen Bahnmodells exakt gelost werden kénnen. Das ist
jedoch nur in Sonderfillen moglich: Im allgemeinen ist man gezwungen,
an Stelle der gewiinschten exakten Modellbahn B eine gendherte (nume-
risch ermittelte) Modellbahn C zu benutzen.

Bild 1.1
Schema der Modellbildung

Der durch die numerische Approximation der exakten Modellbahn B
hervorgerufene SchuBweitenfehler sei dx (Bild 1.2).

Bei dem heutigen hohen Stand von numerischer Mathematik und
Rechentechnik kann man fast immer erreichen, dafl der Approxima-
tionsfehler 3x betragsmiBig wesentlich kleiner als der Modellfehler Ax
ist: |9x] < |Ax]. Die Gesamtgenauigkeit der Bahnvorhersage hingt
somit in erster Linie von der Vollstdndigkeit des zugrunde liegenden
physikalischen Bahnmodells ab.

Bild 1.2

Vorhersage- und Approxima-
tionsfehler bei Flugbahnen

A — wahre (experimentelle)
Bahn; B — Modellbahn, C -
numerische Approximation
der Modellbahn

Stellt sich nach dem Losen der Modellgleichungen heraus, daB das
gewidhlte Bahnmodell zu speziell (zu stark eingeschrinkt) ist, sich also
ein zu groBer Modellfehler |Ax] ergibt, so kann man (in begrenztem
Umfang) noch nachtriglich die Teilmenge M der erfafften Einfliisse
durch eine Stérungsrechnung erweitern: M — M’ (siehe Bild 1.3).

Die Durchfiihrung einer speziellen Stérungsrechnung ist aber nur dann

11



sinnvoll, wenn die nachtriglich zu beriicksichtigenden FEinfliisse als
geringfiigige Abweichung von den urspriinglich zugrunde gelegten
Bedingungen zu werten sind. In diesem Fall ist der Arbeitsaufwand fiir
die Storungsrechnung hiufig wesentlich geringer als der Aufwand fiir
die erneute Lésung der allgemeinen Modellgleichungen. Bei umfassen-
den Anderungen der physikalischen Voraussetzungen der Bahnvorher-
sage empfiehlt es sich allerdings, das Bahnmodell (bzw. die in das Bahn-
modell eingehenden Funktionen und Parameter) abzuindern und die
Losung der Modellgleichungen unter den neuen Voraussetzungen zu
wiederholen.

Bild 1.3
Schema der nachtriglichen Erweiterung eines Modells mit
Hilfe der Stirungstheorie

Die Aufstellung von Modellen fiir andere Teilbereiche der Ballistik er-
fordert im Prinzip die gleichen Uberlegungen, die hier fiir Bahnmodelle
dargestellt worden sind.

Die in diesem Buch enthaltenen auBenballistischen Verfahren sind auf
Bahnen von Geschossen kurzer und mittlerer Reichweite zugeschnitten.
Bei der Formulierung von Bahnmodellen fiir die Bewegung derartiger
Flugkorper sind Festlegungen zu folgenden Teilfragen zu treffen:

I. der (idcalisierten) Struktur des Flugkorpers,
II. dem Bezugssystem, in dem der Bewegungsvorgang betrachtet wer-
den soll,
III. dem Kréftesystem am Flugkorper (Vernachlissigung ,,zweitran-
giger™ Krifte),
IV. der Struktur des Mediums, in dem sich das Gescho3 bewegt (ectwa
‘Wabhl einer Standardatmosphére), und
V. dem Bewegungszustand des Flugkérpers im Anfangspunkt des Vor-
hersageintervalls.

In den folgenden Kapiteln werden zwei spezielle Bahnmodelle be-

sprochen:

— das parabolische Bahnmodell fiir die Bewegung eines punktformigen
Geschosses im Vakuum und
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~ das klassische Bahnmodell, das die Bewegung eines Punktmasse-
Geschosses im lufterfiillten Raum beschreibt.

In der ballistischen Praxis werden drei Hauptaufgaben der AuBeren
Ballistik unterschieden:

Die 1. Hauptaufgabe der Auferen Ballistik besteht in der Ermittlung der
Bahn des als Massenpunkt idealisierten Geschosses unter meteorolo-
gischen und ballistischen Normalbedingungen.

Die 2. Hauptaufgabe der Auperen Ballistik umfaBt das Studium der
Rotationsbewegung des Geschosses um seinen Schwerpunkt sowie die
Ermittlung des Einflusses der GeschoBrotation auf die Bahnelemente
der Schwerpunktsbahn und die Streuung des Auftreffpunkts.
Gegenstand der 3. Hauptaufgabe der Auferen Ballistik ist die Durch-
fithrung der Stdrungsrechnung, in der Artillerie auch als Theorie der
Verbesserungen bezeichnet.

Die Theorie der Verbesserungen verfolgt das Ziel, den EinfluB, den
kleine (zufillige oder systematische) Abweichungen der meteorologi-
schen und ballistischen Bedingungen des SchieBens von den Standard-
bedingungen auf die Bahnelemente des Geschosses ausiiben, zu ermit-
teln und durch Korrektur der Anfangsbedingungen des SchieBens zu
kompensieren.

Als 4. Hauptaufgabe der Auperen Ballistik konnte die Aufstellung von
SchuBtafeln hinzugefiigt werden.

Mit den in diesem Buch dargestellten Bahnmodellen lassen sich nur die
1., 3. und 4. Hauptaufgabe erschopfend behandeln.

Die Ergebnisse, die bei der Losung der Hauptprobleme der AuBeren
Ballistik erzielt werden, finden ihre praktische Anwendung bei der Pro-
jektierung von Waffen, Geschossen und artilleristischen Geréten,

Kontrollfragen zu Kapitel 1

1.1. Welche Teilprobleme faBt man unter dem Oberbegriff Bahnvorhersage zusammen?

1.2. Was verstehen Sie unter einem (physikalischen bzw. mathematischen) Bahnmodell?

1.3. Zu welchen Teilfragen sind Festlegungen erforderlich, um ein Bahnmodell ein-
deutig zu definieren?

1.4, Charakterisieren Sie den Inhalt der Hauptaufgaben der AuBeren Ballistik!
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2. Die parabolische Theorie der Geschofibewegung

Im luftleeren Raum und bei konstanter Fallbeschleunigung sind die
Flugbahnen eines Geschosses Parabeln. Man bezeichnet das diesen
Bewegungsvorgang beschreibende auBenballistische Modell deshalb als
parabolisches Bahnmodell.

Das parabolische Bahnmodell ist bei den iiblichen GeschoB-Anfangs-
geschwindigkeiten als Modell fiir die Bahnvorhersage im allgemeinen
ungeeignet. Eine Reihe von Beziechungen, die sich mit der parabo-
lischen Theorie ergeben, sind jedoch als relativ gute Naherungsformeln
von praktischer Bedeutung.

Der Hauptgrund, der fiir eine ausfiihrliche Darstellung der parabolischen
Theorie spricht, ist methodischer Art: Das Bahnmodell der parabo-
lischen Theorie hat eine so einfache Struktur, daBl nahezu alle auBBen-
ballistischen Aufgaben geschlossen gelost werden konnen. Das para-
bolische Bahnmodell ist deshalb vorziiglich geeignet, die Methodik der
Aufstellung und der mathematischen Behandlung von Bahnmodellen zu
demonstrieren und die fiir die AuBenballistik typischen Begriffsbildun-
gen zu erldutern.

2.1. Das Bahnmodell der parabolischen Theorie

Zur Konstruktion eines physikalischen Bahnmodells sind, wie in
Kapitel 1 ausgefiihrt, eindeutige Festlegungen iiber die Struktur des
Flugkorpers, das Bezugssystem, das Kriftesystem am Flugkorper, die
Struktur des Mediums, in dem sich das GeschoBB bewegt, sowie den
Bewegungszustand im Anfangspunkt des Vorhersageintervalls erforder-
lich.

Das Bahnmodell der parabolischen Theorie beruht auf folgendem System
von Voraussetzungen:
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1. Struktur des Flugkdrpers: Das Geschof ist eine Punktmasse der
Masse m; iiberdies gelte m = const.

I1. Bezugssystem: Als Bezugssystem dient ein rechtwinklig-kartesisches
Koordinatensystem {x, y, z}, das fest mit der Erdoberfliche verbun-
den ist. Von der Erdrotation wird abgesehen; das x,y,z-System
kann somit als Inertialsystem behandelt werden.

II1. Kriftesystem am Flugkorper: An dem (punktférmigen) GeschoB
greift als einzige Kraft die Schwerkraft G = mg, an; der Vektor g,
der Fallbeschleunigung ist konstant nach Betrag und Richtung
(g0 = Igol = const).

IV. Struktur des Mediums, in dem die Geschofbewegung vonstatten geht:
Die Flugbahn verlduft im Vakuum.

V. Bewegungszustand im Anfangspunkt des Vorhersageintervallst): Das
GeschoB befindet sich zum Zeitpunkt z = ¢, im Ursprung O des
x,¥,2-Systems und hat dort die Geschwindigkeit v =v, = (%o, Yo, Z0)*)
relativ zur Erdoberfliche.

Unter den Voraussetzungen I bis V sind die GeschoBflugbahnen
Parabeln (parabolische Theorie der Geschofbewegung).

Die Tangentialebene an die (kugelformig vorausgesetzte) Erde im Ab-
gangspunkt heiBe Miindungsebene; die hierzu senkrechte Ebene, die den
Vektor der Anfangsgeschwindigkeit v, und den Vektor der Fall-
beschleunigung g, enthélt, heie Abgangsebene.

Der Ursprung O des erdfesten x,y,z-Systems befinde sich an der Erd-
oberfliche, wobei die Koordinatenachsen wie folgt gewihlt werden:
Die x-Achse ist die Schnittgerade von Abgangs- und Miindungsebene
und wird positiv in Richtung zum Ziel gezdhlt. Die positive y-Achse
weist entgegengesetzt zur Richtung von g,; die z-Achse erginzt die
x- und y-Achse zu einem Rechtssystem (siehe Bild 2.1).

Da die Abgangsebene die Vektoren v, und g, enthilt und auBer der
Schwerkraft keine weiteren Krifte wirken, tritt die Flugbahn an keiner
Stelle aus der x,y-Ebene heraus. Der GeschoBflug kann deshalb als zwei-
dimensionaler (ebener) Bewegungsvorgang behandelt werden.

1) Diese Voraussetzung wird bei spiteren Untersuchungen (wie bei der Behandlung des
Bombenwurfs) abgeschwicht werden.

2) (%0, Yo, Zo) ist eine Kurzbezeichnung fiir %o i, + Yo i, + Zo i, worin i,, i,, i, die
Einheitsvektoren in x-, y- bzw. z-Richtung bedeuten. Diese symbolische Schreib-
weise fiir die Komponenten eines Vektors wird im folgenden wiederholt benutzt
werden.

In Matrizenschreibweise ist (Xg, Yo, Zo) der Spaltenvektor [%g, Yo, éo]T .
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Um ein bestimmtes (vorgegebenes) Ziel Z zu treffen, muB die Ab-
gangsebene folglich so gewiahlt werden, daB} sie den Zielpunkt Z enthilt.
Der durch ¢ = t, festgelegte Anfangspunkt des Vorhersageintervalls
heiBe Abgangspunkt, der durch ¢t = ¢, definierte Endpunkt des Vorher-
sageintervalls soll Auftreffpunkt genannt werden. Die Flugbahnelemente
im Abgangspunkt erhalten den Index ,,0“ (¢, Xo, Yo, Vo, Do), die Flug-
bahnelemente im Auftreffpunkt den Index ,,e% (¢, Xc, Ve» Ve o)

a £y  Bid2l
/ 7 ! Zur Wahl des Bezugssystems
Z in der parabolischen Theorie
/s

Unter der Voraussetzung V fallen Abgangspunkt und Ursprung des
x,y,z-Systems zusammen: (ty; Xo, Vo, Vo> Fo) = (o3 0, 0, vg, Fo).

Bei Bahnen kurzer Reichweite kann man Miindungsebene und Erdober-
fliche miteinander identifizieren. Die Entfernung vom Abgangspunkt
bis zum Auftreffpunkt auf der Erdoberfliche nennt man dann meist
Horizontalschufweite (Bild 2.1; siehe auch Abschnitt 4.1.4.).

Die Voraussetzungen I bis V definieren das physikalische Bahnmodell.
Um diesem physikalischen Modell ein entsprechendes mathematisches
Bahnmodell zuzuordnen, geht man von dem 2. Newtonschen Axiom aus:

Masse mal Beschleunigung = Kraft
m X b = K. 2.1)
GemiB Voraussetzung II ist im vorliegenden Fall K = G = mg,. Mit

d>x d%y d%z

s ’ =-£’",2.;
de? ~ dr? dtz) *. 7. 2

b =(bes by, b)) = <

K = (K.x’ Ky’ Kz) = (0, - G> 0)
ist die vektorielle Gleichung (2.1) den drei skalaren Gleichungen dqui-
valent

mi=0 my=-—-mg,, mZ=0, 2.2
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Zu dem Differentialgleichungssystem (2.2) treten die Anfangsbedingun-

gen {t = t,):
x(to) = y(to) = z(to) = 0; 23
x(to) = up, Mto) = wo, Z(t) =0.

Fiir die Komponenten %, = y, und y, = w, des Vektors der Anfangs-
geschwindigkeit v, liest man in Bild 2.2 ab

Uy = Vg COS ¥y, Wo = 0 sin B, 2.4

wenn man den Abgangswinkel mit #, bezeichnet.

Bild 2.2
=y Die Flugbahnparabel

0 £

Das mathematische Bahnmodell der parabolischen Theorie lautet wegen
(2.2) bis (2.4) damit:

X = 0, x.(tO) = Uy, x(to) = 09
V= —8os M(to) =wo, ¥(to) =0, (2.5
2 = 0, z.(to) = 0, z(to) = 0.

Das Anfangswertproblem (2.5) — und damit auch die durch dieses
Anfangswertproblem beschriebenen Flugbahnen — hdngen nicht von der
GeschoBmasse m ab: Bei gleichen Anfangsbedingungen bewegen sich
alle Geschosse — unabhdngig von ihrer Masse und Form — auf derselben
Bahn.

Die drei Differentialgleichungen 2. Ordnung, aus denen das System (2.5)
besteht, sind nicht miteinander gekoppelt, konnen also getrennt vonein-
ander und in beliebiger Reihenfolge integriert werden. Das Fehlen einer »
Kopplung ist der mathematische Ausdruck dafiir, daB die Bewegungen
der Punktmasse in x-, y- und z-Richtung voneinander unabhingig sind
und ~ ohne sich gegenseitig zu beeinflussen — iiberlagert werden kon-
nen.

Aus der dritten Gleichung des Systems (2.5) liest man ab, daB die
z-Koordinate der Flugbahn zu allen Zeiten ¢ identisch Nullist: z(f) = 0.

2 Hauck, AuBere Ballistik 17



Die Differentialgleichung fiir die z-Koordinate kann deshalb bei den
folgenden Uberlegungen unberiicksichtigt bleiben. Das System (2.5)
reduziert sich damit auf":

.7'5 = 0, N x.(to) = Ug, x(tO) = 0’

j = —go, Wto) = wo, Xto) =0.

(2.6)

Das Anfangswertproblem (2.6) ist das mathematische Modell fiir die
ebene Bewegung eines Geschosses im Vakuum.

Es erhebt sich die Frage, wie die in diesem Abschnitt formal eingefiihr-
ten Begriffe Anfangszeitpunkt des Vorhersageintervalls, Abgangspunkt
und Anfangsgeschwindigkeit auf das praktische SchieBen zu iibertragen
sind. Beim SchieBen mit Rohrwaffen kann dies in der folgenden Weise
geschehen.

Der Anfangszeitpunkt des Vorhersageintervalls t, ist derjenige Moment,
in dem die mechanische Verbindung zwischen GeschoB und Rohr
endet.

Der Abgangszeitpunkt ist als der Moment definiert, in dem der Ge-
schoBboden (bei fliigelstabilisierten Geschossen: das Heck des aero-
dynamischen Stabilisators) durch den Miindungsquerschnitt der Waffe
tritt. Dieser Zeitpunkt ist bei Experimenten besser zu bestimmen als der
Moment, in dem die mechanische Verbindung zwischen Rohr und Ge-
schoB endet.

Bei Untersuchungen zur GeschoBbewegung wird der Abgangszeit-
punkt in der Regel als Nullpunkt der Zeitmessung genommen.

Der Abgangspunkt wird definiert als Lage des GeschoBschwerpunkts
im Anfangszeitpunkt ¢, des Vorhersageintervalls.

Da die Abmessungen eines Geschosses im Vergleich zur SchuBweite
klein sind, kann man als Abgangspunkt auch das Zentrum des Miin-
dungsquerschnitts annehmen.

Der Abgangswinkel §, ist der Winkel, den der Vektor der Bahngeschwin-
digkeit des Geschosses im Abgangspunkt mit der Miindungsebene
bildet. Im allgemeinen unterscheidet sich dieser Winkel von dem Er-
hohungswinkel @ des Rohres, der vor dem SchuB (beim Richten der
Waffe) eingestellt worden ist. (Der Winkel ¢ ist definiert als Winkel
zwischen der Seelenachse des Rohres und der horizontalen Miindungs-
ebene.)

Die Abweichung des Abgangswinkels #, von dem Erh6hungswinkel ¢,
die Abgangsfehlerwinkel & genannt wird, kommt durch Deformationen
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und Schwingungen des Rohres beim Schufl zustande: ¢, = ¢ + 4.
Neben dem vertikalen Abgangsfehler kann auch ein horizontaler Ab-
gangsfehlerwinkel w auftreten. (Die ideale, gewiinschte Abgangsebene
bildet mit der tatsichlichen Abgangsebene den Winkel w.)

Die Anfangsgeschwindigkeit v, ist eine hypothetische GriBe; sie stimmt
nicht mit der Geschwindigkeit v4 des Geschosses im Abgangspunkt iiber-
ein.

Durch den Gasstrahl, der beim SchuB aus der Waffe austritt, wird das
GeschoB nach Verlassen des Rohres noch eine gewisse Strecke be-
schleunigt; der Geschwindigkeitszuwachs betrdgt hierbei etwa 0,59
bis 1,59 von v4. Bereits in einer Entfernung von wenigen Metern vor
der Waffenmiindung ist die Nachwirkung des Gasstrahls jedoch so weit
abgesunken, daB die verzégernde Wirkung des Luftwiderstands iiber-
wiegt.

Da die Nachstrémung der Pulvergase sowohl meBtechnisch wie auch
rechnerisch schwer zu erfassen ist, mifit man in mehreren Entfernungen
x; (i =1,2,...), die auBerhalb des Nachwirkungsbereichs liegen, die
GeschoBgeschwindigkeiten v;. Mit Hilfe der Formeln fiir die Bahn-
elemente wird hieraus die GeschoBgeschwindigkeit im Abgangspunkt
berechnet. Der bei dieser Reduktion ermittelte Zahlenwert fiir v heifit
Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses (Symbol: v,).

Aus dem Gesagten ist ersichtlich, daB sich fiir v, unterschiedliche
Zahlenwerte ergeben, wenn man den RiickschiuB von den Geschwindig-
keitsmeBwerten v; in den Entfernungen x; auf die Geschwindigkeit v,
im Abgangspunkt (x, = 0) unter Verwendung unterschiedlicher Bahn-
modelle ausfiihrt.?)

2.2. Die Integration der Bewegungsgleichungen

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, die Gleichungen (2.6) des
mathematischen Bahnmodells der parabolischen Theorie zu integrieren
und Formeln fiir die Flugbahnelemente aufzustellen. Der Weg, der zur
Losung dieser Aufgabe eingeschlagen wird, ist methodisch so angelegt,
daB er auch bei der Behandlung des klassischen Bahnmodells der
AuBeren Ballistik gangbar ist.

Aus dem 2. Newtonschen Axiom ergeben sich die ballistischen Be-
wegungsgleichungen als System von zwei Differentialgleichungen

1) Siehe hierzu Abschnitt 5.2.1.5 und Bild 5.5.
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2.0rdnung. Eine derartige Darstellung der Bewegungsgleichungen ist
fiir viele Untersuchungen der Ballistik nicht sehr zweckmiBig; man
transformiert deshalb das System von zwei Differentialgleichungen
2.Ordnung in ein System von vier Differentialgleichungen 1. Ordnung.
Wie aus der Mathematik bekannt ist, kann eine derartige Umwandlung
auf unendlich viele Arten vorgenommen werden, wenn man zuldt, daB
in dem transformierten System eine andere unabhingige Variable und
neue abhingige Variable auftreten.

In den folgenden Abschnitten werden zwei neue Variablensysteme
(Systeme der Bahnelemente) eingefiihrt, die in der Ballistik hiufig be-
nutzt werden. Das Anfangswertproblem fiir die Flugbahn hat in diesen
Variablensystemen unterschiedliche Gestalt und Struktur.

Die Benennung der verschiedenen Formen der Flugbahndifferential-
gleichungen soll vereinbarungsgemi nach der darin auftretenden un-
abhiingigen Variablen erfolgen.

Diese Bezeichnungsweise ist so lange eindeutig, wie bei jeder unabhén-
gigen Variablen nur ein Satz von abhingigen Variablen benutzt wird.
Fiir unterschiedliche Variablensysteme mit ein und derselben abhin-
gigen Variablen miissen deshalb zusitzliche Bezeichnungen eingefiihrt
werden (z.B. t-System und modifiziertes t-System).

2.2.1. Das ¢-System der Bewegungsgleichungen

Das z-System der Bewegungsgleichungen erhilt man aus (2.6), indem
man die Horizontal- und die Vertikalkomponente der Bahngeschwindig-
keit » als neue Variable # und w einfiihrt:

u:=dx/dt, w:=dy/dt.})

Man erhilt nach einer kurzen Umformung als Anfangswertproblem im
{tIx, y, u, w}-System:

k= u, x(to) = 0;

y=w, Wto) = 0; @
=0, u(to) = g = vg cos Po;

W= — g, W) = wg = ,sin &,.

1) In Definitionsgleichungen steht auf der Seite der zu definierenden GriBe neben dem
Gleichheitszeichen ein Doppelpunkt (: = oder =:).
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Die Integration dieses Anfangswertproblems liefert die Bahnelemente
x, ¥, 4, w als Funktion der Flugzeit ¢ sowie der Flugbahnparameter v,
und &#,. Die Lésung von (2.7) kann damit in der Form angesetzt wer-

den:
X = ¢x(t; to|vo, 00), y = 'Py(t; tOlDOs 00): (2 8)
u =@ t; tolvo, Bo), W = @u(2; tolve, Fo)-

Die Falibeschleunigung g, wird im Rahmen der parabolischen Theorie
als universelle Konstante behandelt.

Um die Struktur der Funktionen ¢; (j = x, y, 4, w) zu ermitteln, miis-
sen die Differentialgleichungen (2.7) integriert werden.

Die Integration der dritten und vierten Gleichung von (2.7) liefert:

U=1uy, W=WwWg—gol.

Setzt man dies in die ersten beiden Gleichungen von (2.7) ein, so neh-
men diese die Gestalt an:

X=uy, Y=Wo—got.

Die Integration dieser sehr elementaren Differentialgleichungen ergibt

(to = 0):

t t

x=1] wdr=ut} =uot,
1] 0
t 1 ¢ 1
Wo — go)dr = wo-r—-—g012> =wyt — —got%
[1] 2 0 2
Die Losung (2.8) lautet somit explizit:
x = @(t; to|ve, B) = (vo cos By) ¢, (2.9)
¥ = @)(t; tolve, Bo) = (vo sin d) t — % go 1%, (2.10
u = @(t; tolve, $o) = vo cos ¥y, (2.11)
w = @, (f; tolve, Do) = vosin ¥ — go 1. (2.12)

Aus diesen Formeln ist ersichtlich:

1. Die Kurve y = @ t) ist eine nach unten gedffnete Parabel, deren
Scheitel die Koordinaten (1, y,) hat:

2
(ts9 ys) = (ﬂ sin 190, -ﬂ,— sin? ‘290).
8o 2g0
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2. Die Flugbahnparabel y = @(t) ergibt sich durch Uberlagerung einer
Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit v, in Richtung der
Abgangslinie und einer reinen Fallbewegung (siehe Bild 2.3a).

Wyt

=y

0| upl
a) .b)
Bild 2.3 Kinematische Beziehungen in der parabolischen Theorie

a - Zerlegung der GeschoBbewegung in eine Translationsbewegung lings der

Abgangslinie OA und eine reine Fallbewegung lings AB;
b — Zerlegung der Bahngeschwindigkeit v im Flugbahnpunkt P in die Hori-
zontalgeschwindigkeit u und die Vertikalgeschwindigkeit w

Man liest in Bild 2.3b ab:

v = Vi + w?, (2.13)
p:=tand = wfu. 2.19)

Ersetzt man in (2.13) und (2.14) u und w gemaB (2.11) und (2.12), so
erhilt man fiir die Zeitabhingigkeit der Bahngeschwindigkeit v und der
Flugbahnneigung p:

v = @1; tolvg, Bo) = \/(Uo cos Bo)* + (vo sin H — g, 1)?;

vo Sin ¥ — go ¢ (2.15)
Vg cOs B )

P = @(t; tolvg, Bo) =

Wegen p = tan ¥ folgt hieraus fiir den Neigungswinkel # der Bahn-
tangente:

D = @ylt; tolvg, P9) = arctan (tan B — ——g°—t-——-). (2.16)

vo cos Py
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Die Formeln (2.13) und (2.14) sind rein kinematischer Art und deshalb
von der Struktur des verwendeten Bahnmodells unabhingig. Die
Giiltigkeit der Formeln (2.15) und (2.16) hingegen ist auf die parabo-
lische Theorie beschriankt.

Bild 2.4 veranschaulicht den Verlauf der Bahnelemente x, y, u, w, v
und p als Funktion der Flugzeit ¢, wie er sich nach der parabolischen
Theorie ergibt. Zum Vergleich sind die entsprechenden Verldufe fiir
den lufterfiillten Raum eingetragen (unterbrochene Linien). Die Bahn-
parameter sind der Bildunterschrift zu entnehmen.

Der Charakter der Zeitabhingigkeit der Bahnelemente im lufterfiillten
Raum unterscheidet sich quantitativ und qualitativ von der Zeitabhin-
gigkeit der Bahnelemente im Vakuum, was recht deutlich wird, wenn
man die Bahnelemente nicht als Funktion von ¢, sondern als Funktion
von t/t, darstellt (Bild 2.5).

2.2.2. Das x-System der Bewegungsgleichungen

Neben dem ¢-System {t|x, y, u, w} hat das x-System {x|y, ¢, 4, p}, das
die Bahnelemente y, ¢, 1, p : = tan & als Funktion von x und den bei-
den Parametern v, und 9, liefert, weite Verbreitung gefunden.

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen im x-System bereitet keine
Schwierigkeiten.

Durch Anwendung der Kettenregel folgt aus den ersten drei Gleichun-
gen von (2.7):

dr _1
dx u’
dy dy dr y w
T w e E e
du _dudt & _0_,
dx dr dx

Ferner gilt:

(Fortsetzung Seite 28)
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Bild 2.4 Verlauf der Bahnelemente im Vakuum (——) und im lufterfiillten Raum
( - —+-) als Funktion der Flugzeit t (bei gleichem Abgangswinkel 8¢ und glei-
cher Anfangsgeschwindigkeit vy)

(Beispiel: vo = 1000 m|s; 8¢ = 40°; c4s = 0 bzw. 0,5 m*/kg)
a — Horizontalentfernung x;

b — Flugbahnordinate y;

¢ — Betrag v der Bahngeschwindigkeit v;
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Bild 2.4 (Fortsetzung)
d - Horizontalkomponente u der Bahngeschwindigkeit v;
e — Vertikalkomponente w der Bahngeschwindigkeit v;
f— Neigung p := tan & der Bahntangente

25



bx
£
Xy
Gy
T oo i E———
0 a5 1

0 95 10

&

R S T T

L o g ¢ N
e
0 a5 . 10
q
Bild 2.5 Verlauf der Bahnelemente im Vakuum (-——) und im lufterfiillten Raum
(=o s ) als Funktion der relativen Flugzeit tft, (bei gleichem Abgangswinkel

¥y und gleicher Anfangsgeschwindigkeit v,)

(Beispiel: vy = 1000 m/s; Bg == 40°; c43 = 0 bzw. 0,5 n?lkg)}
a - Horizontalentfernung x;

b - Flugbahnordinate y;

¢ ~ Betrag v der Bahngeschwindigkeit v;
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Bild 2.5 (Fortsetzung)
d — Horizontalkomponente u der Bahngeschwindigkeit v;
e — Vertikalkomponente w der Bahngeschwindigkeit v;
f - Neigung p := tan® der Bahntangente
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Die Bewegungsgleichungen im x-System lauten somit:

dy

—=p, ¥(x0) = 0; (2.17)
dx

A _ L kx) =0; (2.18)
dx u

du

— =0, u(xg) = g = vy cOs P} 2.19)
dx

d

L 2 p(xg) = po = tan 9. (2.20)
dx u?

Aus (2.19) folgt u = u, = const, das Differentialgleichungssystem
(2.17) bis (2.20) ist damit elementar integrierbar. Diese Integration
braucht jedoch nicht explizit ausgefiihrt zu werden, da die Beziechung
zwischen den Bahnelementen ¢ und x auf Grund von (2.9) bekannt ist:

x=uot.

SchlieBt man den Schuf senkrecht nach oben (&, = + =#/2) und senk-
recht nach unten (#, = —=/2) ausdriicklich aus, so sind die Zuord-
nungen £ — x und x — ¢ eindeutig. Man erhilt die Darstellung der
Bahnelemente als Funktion von x deshalb auch unmittelbar dadurch,
daB man in den Formeln des #-Systems fiir die Bahnelemente ¢ = x/u,
einsetzt. Das Ergebnis dieser Umformung lautet:

t = plx; Xolvo, Do) = X[ttp, up = vy cO8 Dy, (2.21)
¥ = 9(x; Xolvo, Po) = xtan Gy — % gox?/up, (2.22)
v = p,(x; Xolto, Po) = o cos ¥ /1 + (tan ¥, — gox/ud)”
(2.23)
? = pu(x; Xolvo, ¥o) = arctan (tan $, — gox/ua). .29

Da die Bahnelemente ¢ und x zueinander direkt proportional sind, hat
die Flugbahnkurve y = y,(x) qualitativ den gleichen Verlauf wie
y = y,(9) (Bild 2.4b).

Bei komplizierteren Bahnmodellen existieren im allgemeinen keine
geschlossenen Formeln fiir die Bahnelemente, so daB man gezwungen
ist, die Integration der Bewegungsgleichungen wie auch den Wechsel
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der unabhiingigen Variablen ¢ — x mit Hilfe numerischer Verfahren
vorzunchmen.

‘Welche der beiden Darstellungen der Flugbahnelemente (z-System oder
x-System) zweckmiBiger ist, hdngt von der jeweils zu bearbeitenden
Aufgabenstellung ab. Hat man z. B. eine Tabelle der Flugbahnelemente
mit dem Tafeleingang x zu berechnen, so wird man dem Formelsatz
(2.21) bis (2.24) den Vorzug geben; werden die Flugbahnelemente hin-
gegen als Funktion der Flugzeit ¢ benétigt (wie beim SchieBen auf sich
bewegende Ziele), dann ist der Formelsatz des #-Systems vorteilhafter.

2.2.3. Der Energiesatz fiir die Gescholbewegung im Vakuum

Um den Energiesatz fiir die Geschofbewegung im Vakuum herzuleiten,
quadriert man die erste der Gleichungen (2.15):

v? = (v c0s Bg)? + (vg sin Py — got)?
= v (cos? ¥y + sin? 9y) — 2 go (v sin Fg « t — % got?).

Der Ausdruck in der ersten Klammer hat den Wert eins; der Term in
der zweiten Klammer ist nach (2.10) gleich der Flugbahnordinate y. Die
vorstehende Gleichung vereinfacht sich damit zu

v =03 — 2 goy. (2.25)
Nach Multiplikation mit der Masse m des Geschosses und einer gering-
fiigigen Umformung folgt hieraus der Energiesatz

m m 2
— vz + m = — Vg, .2
> 8o¥ 5 o (2.26)

Yin + Voo = ¥y = const.

Bei der Bewegung eines Geschosses im Vakuum ist die Summe aus kine-
tischer Energie Wy, und potentieller Energie ¥, lings der Flugbahn
konstant und gleich der Miindungsenergie ¥y = % m v3.%)

Die Beziehung (2.25), die man auch in der Form

v = v: — 280y 2.27)

schreiben kann, verdient selbstindiges Interesse.

1y Ein Bewegungsvorgang mit dieser energetischen Eigenschaft heiBt in der Physik
konservativ.
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Bei konstanter Anfangsgeschwindigkeit (v, = const) ist die Bahn-
geschwindigkeit v durch die Héhe y iiber dem Miindungshorizont ein-
deutig bestimmt: Aus y, = y, folgt v; = »,. Somit gilt fiir die Bahn-
geschwindigkeit v, im Auftreffpunkt (Bedingung: y, = yo = 0):

Ve = Vg-

Die Auftreffgeschwindigkeit ist im Vakuum gleich der Anfangsgeschwin-
digkeit.

Ein senkrecht nach oben geschossener Korper erreicht seine maximale
SteighShe yp,, im Umkehrpunkt der Bewegungsrichtung, der durch die
Bedingung v = O charakterisiert ist. Mit » = 0 folgt aus (2.25):

o2
=9 (2.28)
28

ymax

2.3.  Die Bahnelemente im Flugbahngipfel

Als Flugbahngipfel (kurz: Gipfel) G bezeichnet man denjenigen Punkt
im Innern des Vorhersageintervalls [¢,, ¢.], in dem die Flugbahnkurve

¥ = p(x; Xolvo, F0) (2.29)

als Funktion von x ein relatives Maximum annimmt.?)

Wie aus der Differentialrechnung bekannt ist, lautet eine notwendige
Bedingung fiir das Maximum der Funktion (2.29) (bei konstant gehal-
tenen Parametern vy und 9¥g):

4 I A _
(dx )x= = [ax P, (x; xolt0, 00)]x=x‘ = 0. (2.30)

Da lings der Flugbahn dy/dx = p gilt, kann man (2.30) ersetzen
durch
Ps = ¥p(Xg; Xolvo, 4o) = 0. (2.31)

Durch Auflésen von (2.31) nach x, erhilt man die Gipfelabszisse
X = x,; die iibrigen Gipfelelemente folgen mit x = x, aus (2.21) bis
(2.24).

1) Zu den Begriffen relatives Maximum und absolutes Maximum einer Funktion siche
etwa Fichtenholz, G.M.: Differential- und Integralrechnung, 2., berichtigte Aufl.,
Berlin 1966, Bd. 1, S.268.
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Der Nachweis, daB der fiir x = x, erreichte Extremwert ein Maximum
ist, 148t sich leicht erbringen. Man hat lediglich zu zeigen:

2
d’y < 0.
dx? x=x,

Unter Verwendung von (2.20) erhilt man

2
dx2 »=x, dx \dx/ J.=s, dx /z=x, ug

In Bild 2.6 sind vier typische Vorhersageintervalle [to, 1] skizziert.
Bild 2.6a zeigt die Gestalt des Vorhersageintervalls bei GeschoBflugbahnen der Kiasse
Boden - Boden.

Bild 2.6

va Typische Vorhersage-
intervalle

£ a - Geschofflugbahn

. der Klasse Boden -

Boden; b - Bomben-
wurf aus dem Hori-

g 8]
P> ; 7 zontalflug; ¢ - Ge-
2 £ 0 2 schofflugbahn der
0 £ Kilasse Boden - Luft;
L4 (s 77 /.
9 ) *

d - Geschofiflugbahn
der Klasse Luft—Boden

Vorhersageintervalle der in Bild 2.6b eingezeichneten Art treten beim Bombenwurf aus
dem Horizontalflug auf. Die Anwendung der Bedingungsgleichung (2.31) liefert hier
den Abgangspunkt O, der zugleich hichster Flugbahnpunkt Giber dem Miindungs-
horizont ist.

Bei Bahnen der Klassen Boden ~ Luft und Luft — Boden ist im Vorhersageintervall im
allgemeinen kein Punkt enthalten, dessen Abszisse x der Gleichung (2.31) geniigt
(Bild 2.6¢ und d).

Die Vorhersageintervalle, die beim SchieBen gegen ein vertikales Bodenziel mit rasan-
ten Flugbahnen auftreten, sind vom Typ Bild 2.6¢.

Unter Beachtung von (2.24) und (2.31) erhilt man als Bedingungs-
gleichung fiir die Gipfelabszisse x = x, der parabolischen Flugbahn
o Xg
= tan ¢y - ——2v0 =0,
Pe 0 (vq cos 9,)?
2

Xy = L tan &g - (vo cos D)2 = 29 sin P cos Fy. (2.32)
&o 8o
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Wegen sin &, cos #, = % sin 28, kann man hierfiir auch schreiben
2
= 20 in24,. (2.33)
2go
Setzt man (2.32) in (2.21) ein, so folgt fiir die Flugzeit ¢, vom Abgangs-
punkt bis zum Gipfel

Xg

va sin P cos Do
&o Vo COS ¥y

g =

ty = 2% sin &o. 2.34)
o

Entsprechend erhilt man aus (2.22) und (2.32) fiir die Gipfelordinate

2
Ve = X, ( tan 8y — g°x2‘ =% gin Jo cos B, (tan Do — 1 tan 9, ),
21 8o 2
vz
Vg = ——sin? #,. (2.35)
2g0
Durch Elimination von v, sin 9 aus (2.34) und (2.35) findet man die
im folgenden wiederholt benutzte Formel

Ve = % 8otss (2.36)
Die Gipfelhohe y; hat die gleiche Grofe wie die Strecke, die das Geschof
in der Zeit t, im freien Fall zuriicklegt.

V2 /
173 L
W p
Bild 2.7
% Sy Zur Lage des Gipfels
4 E g der Flugbahnparabel
¢ i 4 ‘

Die Gipfelpunkte aller Parabeln mit konstantem Abgangswinkel, aber verschiedener
Anfangsgeschwindigkeit v, liegen auf der Geraden L mit der Gleichung

—z-=tani., n=£Etan .
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Die Symbole 7 und & bezeichnen hier die Koordinaten der Geraden, die durch den
Abgangs- und Gipfelpunkt verlauft.
Fiir tan A erhilt man aus (2.32) und (2.35):

tan A = -y—':—;—tam%.

Xg
Im Flugbahngipfel weist der Vektor der Bahngeschwindigkeit parallel
zur x-Achse; der Betrag v, von v, ist somit gleich u,:

N e XAt er—

vy = o] = 1y, = uy = vy cos By.

Den Punkt, der hier Gipfel genannt worden ist, nennt man in der Literatur hiufig
Scheitel, Diese Bezeichnung ist jedoch nur im Vakuum gerechtfertigt. Unter Scheitel
einer Bahnkurve versteht man in der Mathematik den Punkt groBter Bahnkriimmung.
Dieser Punkt ist zwar bei parabolischen Bahnen mit dem Gipfelpunkt identisch, nicht
jedoch bei Bahnen im lufterfiillten Raum: Hier liegt der Scheitelpunkt auf dem ab-
steigenden Ast der Flugbahn zwischen Gipfel- und Auftreffpunkt.

In der Ballistik des Bombenwurfs wird der Begriff Gipfelhohe nicht nur fir den verti-
kalen Abstand des Gipfelpunkts (Bedingungsgleichung: p = 0) von dem Miindungs-
horizont verwendet, sondern auch fiir die maximale (geometrische) Hohe der Flugbahn
iiber dem Erdboden.

2.4. Die Bahnelemente im Auftreffpunkt in der Miindungsebene

Der Auftreffpunkt in der Miindungsebene liegt in der gleichen Hohe
wie der Abgangspunkt (siehe Bild 2.1, Seite 16).
Die Bedingungsgleichung fiir den Auftreffpunkt lautet somit

Ve = @y(te; tolvo, Do) = Yo (2.37)

bzw. bei Verwendung des x-Systems

Ve = Py(xes Xolvo, Bo) = Yo. (2.38)

Durch Aufiésen von (2.37) nach ¢, bzw. (2.38) nach x, erhdlt man die
Flugzeit bis zum Auftreffpunkt bzw. die HorizontalschuBweite.

Mit ¢, aus (2.10) folgt gemdB (2.37) fiir die Flugzeit t, vom Abgangs-
bis zum Auftreffpunkt (y, = y, = 0):

vosin By * te — % got2 = 0; (2.39)
t, = 29 Gin 9,. (2.40)
8o
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Der trivialen Losung 7, = 0, die (2.39) ebenfalls erfiillt, entspricht der
Abgangspunkt.
Fiir die Horizontalschufweite x, erhilt man aus (2.9) und (2.40):

X, = tgl, = Uy COS P * ﬂsin 9y,
. 8o
Xo = —2 sin 20,. (2.41)
go

Fiir die Auftreffgeschwindigkeit v, war bereits aus (2.27) gefolgert wor-
den: v, = v,.
Um den Neigungswinkel der Bahntangente im Auftreffpunkt ¢, zu ermit-
teln, setzt man (2.40) in (2.16) ein:

¥, = arctan ( tan ¢, — 8 2% sin &
vocos ¥y gLo

= arctan (—tan &) = arctan [tan (—3¢)] = — J,.

Der Auftreffwinkel . ist betragsmifig gleich dem Abgangswinkel:
w, = |9, = ¥, (Bild 2.8).

Y
%\ AN Bild28
x  Zur Definition der
0 % Auftreffwinkel 9, und
\\ o,

Die in den Abschnitten 2.3. und 2.4. abgeleiteten Formeln fiir die
Bahnelemente im Gipfel- und Auftreffpunkt sind in Tabelle 2.1 zu-
sammengestelit.

Durch Vergleich der angegebenen Formeln findet man

Xg=%x, t,=%1. 2.42)

Die Gipfelabszisse x, halbiert die HorizontalschuBweite x.; die Flug-
zeit ¢, vom Abgangspunkt 0 bis zum Gipfel G ist betragsmiBig gleich
der Flugzeit vom Gipfel G bis zum Auftreffpunkt E in der Miindungs-
ebene.
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Tabelle 2.1 Bahnelemente von Abgangs-, Gipfel- und Auftreffpunkt
nach der parabolischen Theorie

Bahnelement Abgangspunkt Gipfelpunkt Auftreffpunkt

Vo . 2 0o .

t 0 —sin ¥, sin 9y
&o 8o
2

x 0 % sin 26, 2 sin 28
8o 8o

y 0 % sin? &, 0

280
v vo vo cos B 0o
] 9o 0 -

Ersetzt man in (2.36) #, gemiB (2.42) durch 1¢,, so erhilt man eine
Beziehung, die unter dem Namen Hauptsche Formel bekannt geworden
ist:

Yy = 2212, ‘ (2.43)

Die Hauptsche Formel gilt auch im lufterfiillten Raum in guter Nihe-
rung.

2,5, Die maximale SchuSiweite in der Miindungsebene

Wie man (2.41) entnimmt, ist die SchuBweite in der Miindungsebene
eine Funktion der beiden Flugbahnparameter v, und ¢,. Man kann
deshalb symbolisch schreiben

Xe =f(UO: 00)'

Es erhebt sich die Frage: Wie muB der Abgangswinkel 4, gewihlt
werden, damit (bei vorgegebener Anfangsgeschwindigkeit v,) die
SchuBweite moglichst groB wird?

Diese Frage 148t sich an Hand von (2.41) sehr leicht beantworten:
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Die HorizontalschuBweite x. wird am groBten, wenn sin 2 #,= 1 ist.
Das ist der Fall fiir

2%, =7n/2 +nx (n=0,1,2...).

Bei Beschrinkung auf Abgangswinkel, die im 1. Quadranten liegen,
gilt fiir den optimalen Abgangswinkel 3%:

9% = z/4. (2.44)
Die Herleitung von (2.44) kann auch mathematisch formal erfolgen.

In einem Maximum der Funktion x. = f(vo, 3o) muB (fiir v, = const) die Bedingung
erfiillt sein

[ 0 f(vo,ﬂo)] =0. (2.45)

6190 P0= '30'

Lost man diese Gleichung nach 4% auf, so erhilt man die Beziehung fiir den opti-
malen Abgangswinkel.

Die Bezichung (2.45) ist eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Maximums.

Ein Maximum liegt mit Sicherheit dann vor, wenn zusétzlich zu (2.45) gilt:

32

—7 o, b )] <0. (2.46)

[619%, 02707 =80
Differentiation von f (vo, %) = (v3/go) sin 28, ergibt

ad 202
= foo, 86) = =20 cos 205, 247
9% )

92 40} .
_6—5§—f (o, %) = — goo sin 28. (2.48)

Die Bedingungsgleichung fiir den optimalen Abgangswinkel lautet somit: cos 28 = 0.
Hieraus folgt: 24% = /2 + nv (n=0,1,..)),

k17 T
9 =—+n—,
o 4 2

und bei Beschriankung auf den ersten Quadranten (0 £ 8 < =/2):
OF = n/4 = 45°, (2.49)
Mit 4¥ aus (2.49) erhilt man fiir die 2. Ableitung von x, nach dq:

(aZf) __ 4u
093 / 90=60% 2

die Bedingung (2.46) ist also erfiillt.
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Die maximale Schufweite x¥* ergibt sich durch Einsetzen von (2.44) in
(2.41) zu

2 2
vo . )
x¥ = 22 gin 20% = 22, (2.50)
8o £o
70
/,é i T
T
a5 A N
0 /11 AN
x¢ 04 "
i .
/11 g N\ | B2 '
1 ! Relative Schupweite x,/x¥ als Funk-
1 1 tion des Abgangswinkels 8,
0 /8 Yy mlh Uy Inf8 ale

Die zugehorige Flugzeit ¢¥ hat den Wert

= 20 gt = 220, (2.51)
8o &o

Man beachte, daf t* nicht die maximale Flugzeit des Geschosses ist,
sondern die Flugzeit fiir die maximale Schufweite!

Die Flugzeit erreicht ihren gréBten Wert, wenn das GeschoB senkrecht
nach oben geschossen wird (%, = =/2):

Triagt man x./x¥ = sin 29, als Funktion von &, (0 £ ¢, < =/2) auf,
so erkennt man, daB jede SchuBweite x, < x* unter zwei Abgangs-
winkeln &4, , &, erreicht werden kann: Der eine dieser Abgangswinkel ist
grofer, der andere kleiner als der optimale Abgangswinkel (Bild 2.9).

Bild 2.10
Zur Definition der unteren

£ o y und oberen Winkelgruppe
0 Xy X
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Man sagt, die Winkel d,, und 9,, gehéren der unteren bzw. oberen

Winkelgruppe an.

Auf Grund der Symmetrie der Sinuskurve gilt (siehe Bild 2.9):
Bor + o2 =72, Doz = 72 — oy, (2.52)
74 — Doy = Bop — /4. (2.53)

2.6. Der Schuf im geneigten Geliinde
2.6.1. Aufgabenstellung

Bei der Ableitung der Formeln fiir die Bahnelemente war stillschwei-
gend angenommen worden, daB sich der Auftreffpunkt E (das Ziel) in
der durch den Abgangspunkt verlaufenden Horizontalebene, der so-
genannten Miindungsebene, befindet. Diese Voraussetzung soll nun-
mehr fallengelassen werden.

In Verallgemeinerung der friitheren Ableitungen wird angenommen, dafl
das Geldnde in SchuBrichtung gleichférmig ansteigt oder abfallt (Schuf
im geneigten Gelinde). Das Gelindeprofil in der Umgebung des Auftreff-
punktes moge hierbei hinreichend genau durch eine Ebene G approxi-
miert werden kOnnen, die senkrecht auf der Abgangsebene steht
(Bild 2.11).

\Q\

™

Bild 2.11
% Der SchuB im geneigten Ge-

0% £ — r  linde
a1

Um die Rechnungen nicht unnétig zu komplizieren, sollen die Ablei-
tungen auf den Sonderfall beschrinkt werden, daB die Gelindeebene G
durch den Abgangspunkt O verlduft, also sowohl Abgangspunkt wie
Auftreffpunkt in der Ebene G liegen (Bild 2.12).

Der Winkel zwischen der Miindungsebene und der Richtung zum Ziel
heiBe Geldndewinkel (Symbol: &).

Der Vektor der Anfangsgeschwindigkeit bildet mit der Richtung zum
Ziel den Aufsatzwinkel (Symbol: «).
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Zwischen dem Abgangswinkel 3, dem Geldndewinkel £ und dem Auf-
satzwinkel &« besteht somit die Bezichung

B =a + &. (2.54)

Fiir den Gelindewinkel & = 0 erhilt man ¥, = «. Um MiBverstind-
pissen vorzubeugen, wird « in diesem Fall mit dem Index ,,0“ gekenn-
zeichnet (¢ = 0: & = &)

Der Betrag des Winkels zwischen der Flugbahntangente im Auftreff-
punkt und der Gelindeebene G wird Auftreffwinkel im Geldnde genannt
und mit wg bezeichnet.

Das Symbol D bedeutet die Schrigschufweite OF (Bild 2.12); (xg, y&)
sind die Koordinaten des Auftreffpunkts im x,y-System.

8y
/]
2 (773 £ - 6/
n 7 ’\:}[ e Bild 2.12
(4 . N Die Flugbahnelemente
057 AT beim Schup auf einer
L3 geneigten Ebene G

Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist es, die SchrigschuBweite D sowie
die Bahnelemente im Auftreffpunkt E durch v,, x und ¢ darzustellen,
die Bedingung fiir das Erreichen einer maximalen SchrigschuBweite
herzuleiten und praktische Anwendungen der abgeleiteten Formeln zu
erschlieBen.

2.6.2. Die Bahnelemente im Auftreffpunkt

Die kartesischen Koordinaten xg, yg des Auftreffpunkts E ergeben
sich mathematisch als Koordinaten des Schnittpunkts der Flugbahn-
parabel mit der Geraden G (Bild 2.12).

Die Gerade G (Ebene) hat die Gleichung

y = xtane. (2.55)
Die Flugbahn des Geschosses wird im x,y-System durch

2
y = xtan 9, — 5% (2.22)

2
2u°

beschrieben.
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Im Schnittpunkt E = (xg, yg) der Kurven (2.55) und (2.22) muB somit
gelten

2
x

Vs = Xptan ¢ = xg tan 9, — g2° = (2.56)
Uo

Die triviale Losung xg = 0, yg = 0 liefert den Abgangspunkt O. Da
diese Loésung hier nicht von Interesse ist, kann xg > 0 vorausgesetzt
und (2.56) durch xg dividiert werden. Man erhilt

SoXe
tan ¢ = tan ¥, —
Y
bzw. nach x; aufgeldst
2
Xg = 2uo (tan 9, — tan ¢). 2.57)

8o

Diese Gleichung 148t sich noch auf eine etwas andere Form bringen,
wenn man ¥, und #, gemiB

P =a + &, Uy = vyc08 Py = vyc08(x + &) (2.58)

ersetzt und das Additionstheorem fiir den Sinus anwendet:

203 '
Xg = <Yo cos? (x + &) [tan (& + &) — tan &]
8o
203 . .
=ﬂw[sm(¢x + &) cos & — sin e cos (& + &)]
go cos €

2
=20 oS E) Gt g — el
Zo cos ¢

2 .
- 2vp sin & cos (x + e). (2.59)
2o cos ¢

Zwischen den Koordinaten xg, yg des Auftreffpunkts E, dem Gelinde-
winkel & und der SchrigschuBiweite D bestehen die Beziehungen

xg = Dcose, yg=Dsine, (2.60)
wie man aus Bild 2.12 abliest.?)

1) Die Variablen D, ¢ sind die ebenen Polarkoordinaten des Punktes E.
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Durch Gleichsetzen von (2.59) mit der ersten der Gleichungen (2.60)
erhilt man fiir die Schrdgschufweite D dic Formel
2 .
D= 2vo sin« cos (x + s), @.61)
2 = cos’e
die fiir £ = 0 in die friiher abgeleitete Formel (2.41) fiir die Horizontal-
schuBweite x, iibergeht.
Um die Flugzeit t = t, vom Abgangs- bis zum Auftreffpunkt zu be-
rechnen, benutzt man die Bezichung x = u,t (2.9), die im Auftreff-
punkt E die spezielle Form xg = 4, #z annimmt. Einsetzen von (2.58)
und (2.60) in tg = xgfu, liefert '
Xp Dcos ¢

tp= T = —"7——
Uy vocos(x + &)

bzw. mit D aus (2.61):

LT 2.62)

Zur Berechnung der Auftreffgeschwindigkeit vy geht man zweck-
maBigerweise von der aus dem Energiesatz abgeleiteten Formel (2.27)
aus, in die man y = yg aus (2.60) einsetzt. Man erhilt

v = 0o V1 — (2g0/ve) D sin ¢. (2.63)
Der Neigungswinkel 95 der Flugbahntangente ergibt sich aus (2.24):

goXE

2
Uo

tan 9y = tan &, —

bzw. mit xg = Dcos e und do=x + &:

Dc
tan9g =tan(x + ¢) — Tg__os_s_
vp cos? (x + &)

2sina

= tan (& + &) — .
cos ecos (& + &)

Die rechte Seite dieser Gleichung kann mit Hilfe der bekannten tri-
gonometrischen Beziehung

sin p cosp = % [sin (p — ) + sin (¢ + )] 2.64)
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wie folgt umgeformt werden:

sin (¢ + &) cos € — 2sinex

tan ¥y =
£ cos £cos (& + €)

_ 4 [sin(x + 2¢) + sina] — 2sinex
- cos e cos (& + &)

b

tan 9, = sin (o +2¢) — 3 sino (2.65)

2cos(x + &)cos e

Bild 2.13 Der Auftreffwinkel wg im Gelinde
a - Auftreffpunkt E auf dem aufsteigenden Flugbahnast;
Gelindewinkel ¢ > 0;
b — Auftreffounkt E auf dem absteigenden Flugbahnast;
Gelindewinkel € > 0;
¢ — Auftreffpunks E auf dem absteigenden Flugbahnast;
Geliindewinkel € < 0

Fiir den (stets positiv gewdhlten) Auftreffwinkel wg im Geldnde liest
man in Bild 2.13 ab:

wE=8—?9£-

Die Beziehung, die wg durch o und e ausdriickt, erhilt eine sehr einfache

Form, wenn man zum Kotangens des Winkels wg iibergeht.

Unter Verwendung des Additionstheorems fiir den Kotangens ergibt

sich :

cotecotdy +1 1 4+ tan etandy
cotdg — cot & tan & — tan 95

cotwg = cot(e — 9g) =
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Einsetzen des fiir tan ¢}z abgeleiteten Ausdrucks liefert nach einiger
Zwischenrechnung, die hier weggelassen ist, die Formel

cotwyp = cotax — 2tan ¢, (2.66)

(Siche Ubungsaufgabe 2.7.)
Damit sind alle Bahnelemente im Auftreffpunkt E bekannt.

‘Die abgeleiteten Formeln fiir die Bahnelemente im Auftreffpunkt E lassen sich auch
dadurch gewinnen, daB man ein x’,)’-System einfiihrt, das gegeniiber dem x,y-System
um den Winkel & gedreht ist (siche Abschnitt 2.9.2.3.).

2,6.3. Die maximale Schrigschuiweite

Die Berechnung der maximalen SchrigschuBweite D* sowie der Bahn-
elemente, die dieser SchuBweite entsprechen, erfolgt mathematisch in
der gleichen Weise wie bei der Ermittlung der maximalen Horizontal-
schuBBweite (Abschnitt 2.5.).

Eine notwendige Bedingung fiir das Erreichen eines Maximums der
SchragschuBweite D = F(x; vy, ¢) lautet

0F(; vo, €) _
[—&x :LM‘ =0, ; 2.67)

wenn v, und ¢ als konstante Parameter angesehen werden und «* den
optimalen Aufsatzwinkel bezeichnet. Mit

202 sin o cos (& + €)

D = F(x; v, 8 = (2.61)

2o cos?¢
lautet die Gleichung fiir den optimalen Abgangswinkel «* (2.67)
explizit

2
9F -2 [cos a* cos (a* + &) — sin«* sin (x* + )] = 0.
0 Jy=an 8o COSZE

Der Ausdruck in eckigen Klammern kann mit Hilfe des Additions-
theorems fiir den Kosinus zusammengefaBt werden zu

cos 2x* + &) = 0.
Bei Beschrankung auf den 1. Quadranten gilt:
20* + e =4n, a* =1(3n — o). (2.68)
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Der optimale Winkel x* 148t sich sehr leicht konstruieren. Man erhilt
«*, wenn man den Winkel zwischen der Entfernung zum Ziel OF und
der positiven y-Achse halbiert (siche Bild 2.14).

Fiir ¢ > 0 (in SchuBrichtung ansteigendes Geldnde) ist a* < 45°; fiir
¢ < 0 (in SchufBrichtung abfallendes Geldnde) ist x* > 45°.

by /
Vs £ ;
¥
£ X
0 7
9
by /
o* .
% Bild 2.14
@ X
| =  Zur Konstruktion des
0 £ optimalen Aufsatz-
b) winkels «*

£

Aufsatzwinkel &, die groBer als der optimale Aufsatzwinkel «* sind
(¢ > «*), werden als Aufsatzwinkel der oberen Winkelgruppe bezeich-
net; Aufsatzwinkel & < «* sollen Aufsatzwinkel der unteren Winkel-
gruppe heillen. Diese Festlegung stellt eine naheliegende Verallgemeine-
rung der friiher gegebenen Definition der Winkelgruppen dar. Man
beachte jedoch, daBl der Grenzwinkel zwischen unterer und oberer
Winkelgruppe vom Geldndewinkel abhingt.

Um die Formel fiir die maximale SchrigschuBweite D = D* zu erhal-
ten, muB «* aus (2.68) in (2.61) eingesetzt werden:

_ 20 sin (n/4 — £/2) cos (n/4 + &/2)
Lo cos? ¢ )
Unter Verwendung der trigonometrischen Beziehung (2.64) folgt hieraus

D*

D+ =L§_.—sins+5in(ﬂ:/2)=v_§_.l——sins

-2 cos? ¢ 2o cos? ¢

2 . 2 .
vo 1 —sine vo 1 —~sine
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Die maximale Schrigschufweite geniigt somit der Beziehung

pr=to, !

_ 2.69
g 1 +sine (2.69)

Fiir ¢ = 0 geht D* in die MaximalschuBweite in der Miindungsebene
x¥ iiber:

D} = x¥ = v3/go (¢ =0).

Man kann deshalb an Stelle von (2.69) auch schreiben

x¥ :
D¥ = ——= (2.70)
1 +sine
In Bild 2.15 ist p* : = D*/x¥* als Funktion von ¢ aufgetragen.
b~
|
|
|
|
|
!
! 1 Bild 2.15
| Relative maximale Schrigschufweite
! & @* := D*/x} als Funktion des Ge-
I —w &  lindewinkels &
~7f2 4 /4

Die maximale SteighShe des Geschosses, die bei ¢ = /2 erreicht wird,
ist halb so groB wie die MaximalschuBweite in der Miindungsebene
(e =0):

IxESD*<x¥ (Grzez0).

Bei einem vorgegebenen Geldndewinkel € konnen nur diejenigen Ziele £
erreicht werden, deren Schriigentfernung OF = D vom Abgangspunkt
O Kkleiner, hochstens gleich der maximalen SchrigschuBweite D* ist:
D £ D*. Die Kurve, die in der x,y-Ebene von den Endpunkten E* der
maximalen SchrigschuBweiten D* = f(¢) beschrieben wird, grenzt so-
mit den EinfluBbereich einer im Punkt O stationierten Waffe ab. Bei
Giiltigkeit der parabolischen Theorie ist diese Grenzkurve eine Parabel,
die sogenannte Sicherheitsparabel (siche Bild 2.16).
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Die Beziehung (2.70) stellt die Gleichung der Sicherheitsparabel in
Polarkoordinaten D, ¢ dar. Man kann sie unschwer auf die von der
Schule her gewohnte Form der Parabelgleichung bringen. Mit

D* =\/§Tﬁ3, D*sine =19,
(£, n: laufende Koordinaten der Sicherheitsparabel) geht (2.70) iiber in
xs =D*(1 +sine) = s/2=_2—+17—2 + 7,
(xe —m)P =& + 97,
£ = x¥(x¥ - 2. .71)

Fiihrt man in (2.71) noch eine Parallelverschiebung der &-Achse gemiB
7 =7 + % x¥* durch, so folgt

& = -3 7.

Das ist aber die Gleichung einer nach unten (zur negativen #-Achse zu)
gedffneten Parabel, deren Scheitel im Ursprung des &,7%-Systems liegt.

12

e
(as}

Bild 2.16 Die Sicherheitsparabel

Ziele, die im Innern der Sicherheitsparabel liegen, k6nnen jeweils durch
zwei Bahnen mit unterschiedlichen Abgangswinkeln o,,x, erreicht
werden. Zwischen diesen Winkeln besteht die Beziehung

(3} + Xy = 2{x*
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bzw. mit (2.68):
&, =% — & — ;. 2.72)

Durch Einsetzen von (2.72) in (2.61) priift man leicht nach, daB sich
fiir &, die gleiche SchuBweite wie fiir &, ergibt:

D(ecy5 00, 8) = D(ex2; g, €).

Durch Rotation der Sicherheitsparabel um die y-Achse erhilt man den
rdumlichen Wirkungsbereich der Waffe.

*2.7. Ballistik des Bombenwurfs

2.7.1. Aufgabenstellung

Der Bombenwurf ist ballistisch dadurch gekennzeichnet, daB der Abgangspunkt héher
liegt als der Auftreffpunkt (Bild 2.17). Die Flugbahn beginnt somit nicht mehr im
Ursprung des Koordinatensystems, sondern in ¢iner endlichen Hohe yo > 0 liber dem
Bezugsniveau y = 0.

Der Einfachheit halber soll angenommen werden, daB3 die Anfangsgeschwindigkeit vy
der Bombe mit der Fluggeschwindigkeit des Bombenflugzeugs im Abwurfzeitpunkt
(2o = 0) Gbereinstimmt,

7] 7
%
Yo Bild 2.17
£ Flugbahn einer Bombe ( Abwurf aus
7 . ] x dem Steigflug: 8¢ > 0)

Das mathematische Bahnmodell des z-Systems (Abschnitt 2.2.1.) ist abzuindern in:

x=u, x(to) = 0; @.73)
y=w,  yto) =yo; (2.74)
i=0, u(to) = uo; .75
W= —go, w(to) = wo. (2.76)

Das vorstehende Differentialgleichungssystem unterscheidet sich von dem System (2.7)
lediglich dadurch, daB die Anfangsbedingung y(f,) = 0 durch die Anfangsbedingung
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¥(to) = ¥o + O ersetzt ist. Diese an sich geringfiigige Anderung erschwert jedoch an
einigen Stellen die mathematische Behandlung wesentlich.

Das Ziel der folgenden Betrachtungen besteht darin, das Anfangswertproblem (2.73)
bis (2.76) zu integrieren und Formeln fiir die Bahnelemente aufzustellen.

2.7.2. Die Bahnelemente der Bombenbahn

Auf die gleiche Weise wie in Abschnitt 2.2.1.erhilt man fiir die Elemente der Bomben-
bahn:

x =11, @D
y=Yo+ wat—3%got? 2.78)
u=ug, .79
w=wy — gol. (2.80)
Fiir v findet man
v =13+ 28000 — s (2.81)
der Neigungswinkel & der Bahntangente ergibt sich wiederum aus
dy ¥y w
t ’l? e = IS e,
an dx x u
tand = tand, — SoL., (2.82)

Uo

Die Beziehungen fiir die Bahnelemente des Gipfels kénnen aus Abschnitt 2.3. iiber-
nommen werden; lediglich y, ist durch (v, — ¥,) zu ersetzen.

Zur Vereinfachung der Formelschreibweise ist es zweckmiBig, das Verhiltnis der
potentiellen Energie des Geschosses zu dessen kinetischer Energie im Abgangspunkt
als Parameter g einzufiihren:

q‘=z&= m&Yo _ 280 Yo (2.83)
7o 3 mv 02 "

Die Bezichung (2.81) fiir die Bahngeschwindigkeit kann man damit in der Form
schreiben

v=voA/l+q(1——yy—). (2.84)
0

Die Bedingungsgleichung fiir den Auftreffpunkt der Bombe in der durch den Ko-
ordinatenursprung verlaufenden Horizontalebene lautet: y = 0.

Setzt man in (2.78) y = 0, so erhilt man eine Gleichung fiir die Flugzeit tz der Bombe
vom Ausklinken bis zum Auftreffen auf der Erdoberfliche;

Yo+ wote —goti=0.
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Als Losung dieser quadratischen Gleichung in #g ergibt sich
+ 2
Wo W Yo
e =2(5) [22+ 220
£ 6’2 8o

bzw. mit wy = v, sin 9 und (2.83):

vosin'go A/ q
tp=—250% (34 14 .
E 8o ( sin? & )

Der Ausdruck vor der Klammer ist gleich der Flugzeit 7, vom Abgangspunkt bis zum
Flugbahngipfel, so daB man die vorstehende Bezichung auch schreiben kann

=1, (1 + J 1+ 4 190). @385)

Um die horizontale Wurfweite xg der Bombe zu ermitteln, ist in (2.77) fir ¢ die Flug-
zeit 7 einzusetzen:

xE=x,(l+A/ + 2 ) (2.86)
)
X, bezeichnet die Abszisse des Flugbahngipfels.
Die Auftreffgeschwindigkeit vg folgt mit y = 0 aus (2.84):
ve=00v1+g; @2.87)

sie ist unabhdngig von dem Abgangswinkel 8.
Der Auftreffwinkel g ergibt sich mit £ = ¢5 aus (2.82):

tandg = —tandy [1 + —L — = 19A/1 . 2.88
andg anoJ +sin2190 an 9, +Su1229 (2.88)

Beim Bombenwurf aus dem Horizontalflug vereinfachen sich die Formeln (2.85), (2.86)
und (2.88) wegen Jp = 0 zu
= V2p0lg0, %% = v~ 2y0lg0, tandh = —~/q. (2.89)
Die Flugzeit ¢4 ist gleich der Zeit, die ein Korper bendtigt, um im Vakuum die Hohe yq
zu durchfallen:
Yo =380 (11, (1) = 2y,/go.

Wenn die Bombe vor dem Abwurf die Geschwindigkeit v, des Flugzeugs hat und iiber
keinen Eigenantrieb verfiigt, so muB sie - um das Ziel zu treffen - in der Entfernung x4
vor dem Ziel ausgeklinkt werden (Bild 2.18).

Bild 2.18
X Zur Definition des Vorhaltewinkels @

4w |
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In der Praxis des Bombenwurfs wird beim Anflug jedoch nicht die Kartenentfernung xg
verfolgt; man miBt vielmehr fortlaufend den Vorhaltewinkel $ und die FlughShe yq
iiber Grund. Fiir den Tangens des Vorhaltewinkels ¢ liest man in Bild 2.18 ab

tan(") = x_,E. = .ﬂ)_ E‘y_o_ = _2:’
Yo Yo &o -\/q
cot§ =1+/q. (2.90)

2.7.3. Die maximale Bombenwurfweite

Die maximale Bombenwurfweite wird nicht aus dem Horizontalflug, sondern beim
Steigfiug (%9 > 0) des Triagerflugzeugs erreicht.
Der optimale Winkel &, = #¢ folgt mit xg (2.86) aus der Bedingung

(9xg/300)90=0,* = 0.

Nach einigen Zwischenrechnungen, die hier weggelassen sind, findet man

cotdd =+1+gq (2.91)
(siche Ubungsaufgabe 2.2.). Fiir die maximale Wurfweite xg erhilt man damit
2 —
x§=%°—\/l+q=x:\/1+q. (2.92)
o

Setzt man yo = 0 (g = 0), so gehen die in diesem Abschnitt abgeleiteten Formeln in
die bekannten Bezichungen fiir Bahnen der Klasse Boden -~ Boden iiber.

2.8. Grundbegriffe der Stérungstheorie

Die schuBtafelmiBige Anfangsgeschwindigkeit und die berechneten
Abgangswinkel werden beim GefechtsschieBen wohl in den seltensten
Fillen eingehalten werden kénnen. Die wahre Anfangsgeschwindigkeit
und der tatsichlich vorliegende Abgangswinkel unterscheiden sich von
den Sollwerten um kleine Betrige dv,y, 8%,. Es erhebt sich die Frage,
wie sich diese kleinen Fehler dv,, 39, der Anfangsgeschwindigkeit und
des Abgangswinkels auf die Flugbahnelemente auswirken.

Die Beantwortung dieser und Ahnlicher Fragen ist Gegenstand der
ballistischen Stdrungstheorie.

Die Ausfithrungen dieses Abschnitts verfolgen das Ziel, eine erste Ein-
fithrung in die Methodik der linearen Behandlung von Parameter-
storungen zu geben. Hinsichtlich der systematischen Darstellung der
linearen Stérungstheorie sei auf Abschnitt 6.3. verwiesen.
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2.8.1. Vergleichsvariable

Wihlt man fiir die Flugbahnparameter v, und @, spezielle Zahlen-
werte vy = Do, P = ¥y, so ist der Flugbahnverlauf eindeutig be-
stimmt. Eine Anderung der Flugbahnparameter gemaB

Uo=6o'—)ijo=ﬁo+svo, 79():190—’290:190""8790

bewirkt den Ubergang von der urspriinglichen Bahn zu einer benach-
barten (gest6rten) Bahn (Bild 2.19).

g =x=;?=const
Fa
7 ____!.’yl“’ﬂ“____P NG
x
0 x £ £

Bild 2.19 Zur Definition des Begriffs Vergleichsvariable
~
OE ungestorte (Normal-) Bahn;
OE' gestorte Bahn;
a - storungsbedingte Verschiebung des Flugbahnpunktes P der Normalbahn
fiir die Vergleichsvariable x = X = const;
b - stdrungsbedingte Verschiebung des Flugbahnpunktes P der Normalbahn
fiir die Vergleichsvariable y = y = const

Um die durch Parameterinderungen bewirkten Abweichungen der
Bahnelemente zu berechnen, reicht die Kenntnis der Parameterdnde-
rungen v,, 8, und des Verlaufs der ungestdrten Flugbahn nicht aus,
da jedem Punkt der ungestrten Bahn auf unendlich viele Arten Ver-
gleichspunkte der gestdrten Bahn zugeordnet werden konnen. Um das
Stérungsproblem eindeutig 16sbar zu machen, muBl somit zusétzlich ein
Vergleichskriterium vorgegeben sein, das jedem Punkt der ungestorten
Bahn eindeutig einen Punkt der gestérten Bahn zuordnet.

Die Zuordnung der Referenzpunkte erfolgt meist in der Weise, daB3
man eines der Bahnelemente (z. B. x) konstant hilt. Die in der Ballistik
am hiufigsten benutzten Vergleichskriterien (Zuordnungsvorschriften)
sind

=1t =const; x=X=const bzw. y = J = const.
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Die festgehaltene Variable, beziiglich der die Zuordnung von gestorter
und ungestorter Bahn erfolgt, heilit Vergleichsvariable.

Die Vergleichsvariable t wird fiir die Berechnung der stérungsbedingten
Sprengpunktverlagerung beim Schiefen auf Luftziele mit (Uhrwerks-)
Ziindern bendtigt.

Die Vergleichsvariable x stellt die adiquate Vergleichsvariable beim
Schieflen gegen Ziele dar, deren Hohe in der GroBenordnung der
Gipfelhohe der Flugbahn liegt (z. B. BeschuB3 von Panzern mit Pak).
Die Vergleichsvariable y ist der Bekdmpfung von Flichenzielen mit
Bahnen der Klasse Boden — Boden angepaBt.

Bei unterschiedlichen Vergleichsvariablen ergeben sich auch unter-
schiedliche Zahlenwerte fiir die Stérungen. Es ist eine wichtige Teil-
aufgabe der Stérungstheorie, Verfahren zu entwickeln, mit denen Sto-
rungsvektoren von einer Vergleichsvariablen auf eine andere transfor-
miert werden koénnen.

2.8.2. Storungskoeffizienten

Der EinfluB von Parameterstérungen , — 6o + 30y, Do = H + 89
auf die Bahnelemente wird in der Ballistik durch Angabe der ent-
sprechenden Stérungskoeffizienten beschrieben. So setzt man die Sto-
rung 8x; der HorizontalschuBweite x,, die durch eine vo-Anderung
bedingt ist, in der Form an (Vergleichsvariable y):

8xl = Xi(te’ﬁ) 8”0: ﬂ = (603 190)'

Der Storungskoeffizient X3(¢,|4) ist der Proportionalititsfaktor zwischen
der ve-Anderung und der daraus resultierenden Abweichung dx; der
HorizontalschuBweite.

Die Bahnelemente werden (wie bisher) mit Kleinbuchstaben bezeich-
net, die dazugehdOrigen Stérungskoeffizienten mit dem entsprechenden
GrofBbuchstaben. An dem Symbol des Storungskoeffizienten steht als
oberer Index die Vergleichsvariable, als unterer Index der die Stérung
verursachende Flugbahnparameter. Das Argument j weist darauf hin,
daB die Storungskoeffizienten fiir die ungestérte Losung (die Normal-
bahn) zu berechnen sind. Man nennt @i Parametervektor der Bahn.
Analog schreibt man fiir den EinfluB einer 9,-Anderung auf die Hori-
zontalschuBweite

8xz = X(telR) 3%0.
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Die Addition dieser beiden Fehlerterme lefert (3x, = dx; + 3x;):

8x, = Xy(tel ) vy + Xy(telp) 8%6. (2.93)
Entsprechende Bezichungen ergeben sich fiir die Abweichungen 3.,
3v. und 39, der Bahnelemente 7., ve und J:

8te = T:;(telﬁ) 8UO + T;(telﬂ) 8"9'09- (294)
8ve = Vz(telﬁ) 8UO + V:;(telﬂ) 8'1903 (295)
89, = O3t Svo + O5(telR) 8. (2.96)

Unm einen Stérungskoeffizienten vollstindig zu kennzeichnen, sind an-

zugeben:

— das zugrunde liegende ballistische Bahnmodell,

— das Bahnelement, dessen Storung berechnet werden soll,

— das Vergleichskriterium (die Vergleichsvariable) fiir die Zuordnung
der gestérten Bahn zur ungestérten (Normal-) Bahn,

— der Parameter, dessen Anderung die Stérung der Bahnelemente her-
vorruft, und

— die Stelle der (Normal-) Bahn, an der die Anderung der Bahnelemente
infolge des Storungseinflusses untersucht werden soll.

Die Storungskoeffizienten sind also keineswegs Konstanten.

Um die in (2.93) bis (2.96) auftretenden Stérungskoeffizienten zu be-
rechnen, entwickelt man die Bahnelemente der gestorten Bahn um den
Auftreffpunkt E der ungestorten Bahn (Parameter: 8y, 9,) in Taylor-
Reihen.

Unter Verwendung der in Tabelle 2.1 (Seite 35) angegebenen Formeln
gilt
a) fiir die ungestirte Bahn:
X = (%/go) sin 28y, £, = (280/80) sin B,
fe = Do, B = "190;
b) fiir die gestdrte Bahn:
_ (8o + dvp)?
8o
oo 40, = 200 F 3 o a4 oy,
8o
b, = b, + Ov, = by -+ Sv,,

J. =8, + 89, = - + 890).

R = £, + dx, sin 2(0, + 89,),
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Entwickelt man die rechten Seiten dieser Gleichungen nach Potenzen
von dv, und 3%,, so erhilt man ~ bei Abbrechen der Entwicklungen
nach den linearen Gliedern — fiir die StSrungen der Bahnelemente im
Auftreffpunkt
A A2
dx, = 2% gn 204 - Svo + 25 cos 28, « 39,
8o 8o

Ste = 2- sin 190 . SUO + ’2—'01 c03’50 '800’
Lo 8o

dv, = dvg, OF, = — 3.

Hierfiir kann man auch schreiben

8%, = (2R.60) 0o + 2%, cot 29, - 89, (2.97)
St, = (f/b0) Ovo + FocotBy -« 89, (2.98)
Sv = $vo, (2.99)
89, = —5%. (2.100)

Vergleicht man die Bezichungen (2.93) bis (2.96) mit (2.97) bis (2.100),
so findet man fiir die Stérungskoeffizienten:

X:(telﬂ) = 22e/60: :;(telﬁ) = 25&0 cot 2"90)
Tt = 2./bo, To(teld) = f. cot B,

(2.101)
Vatla) =1, Va(tln) =0,
Gu(tl) = 0, 63(tlp) = —1.

Analog lassen sich die Storungskoeffizienten fiir andere Variablen-
systeme und Vergleichsvariable ermitteln.

Im lufterfiillten Raum ist eine analytische Berechnung der Stérungs-
koeffizienten im allgemeinen unméglich.
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2.8.3. Die Fehlertransport-Matrix

Die Beziehungen (2.93) bis (2.96) koénnen zu einer Matrizengleichung
zusammengefaf3t werden. Hierzu definiert man die beiden Spalten-
matrizen (Spaltenvektoren):

dx,

¢ 3¢, . [800]
b s | #7180,

3,

sowie die 4 x 2-Matrix

XUt Xedh

TR TeR)
W p) = , 2.10
CR =1 v e @19

Ot O5(tlR)

Die vier Gleichungen (2.93) bis (2.96) sind dann der Matrizenglei-
chung?) gleichwertig:

§e = P(t|R) On. (2.103)

Die Multiplikation der im Abgangspunkt vorhandenen (Anfangs-)
Storung ép mit der Matrix P*(¢|4) bewirkt, daB die Stérung du lings
der Flugbahn bis zum Auftreffpunkt FE fortgepflanzt und dort in eine
Stérung &, der Bahnelemente ,,umgewandelt* wird. Der Name Fehler-
transport-Matrix fiir W*(t| i) wird hierdurch verstindlich.

Wie man aus (2.101) folgert, hat die Fehlertransport-Matrix im vor-
liegenden Fall die Struktur

2% 0o 2% cot 28,

t./bo £, cot &,
vlp) = . 0 . (2.104)
0 ~1

1) Hinsichtlich der Rechenregeln fiir Matrizen siche das auf Seite 30, FuBnote 1, zitierte
Buch von Fichtenholz.
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In der ersten Zeile dieser Matrix stehen die Stérungskoeffizienten fiir
die SchuBweite x,, in der zweiten die Stérungskoeffizienten fiir die
Flugzeit ¢,, in der dritten und vierten Zeile die Stérungskoeffizienten
fiir die Auftrefigeschwindigkeit v, und den Auftreffwinkel 9.

Die Stérungskoeffizienten der ersten Spalte gehdren zu dem Parameter
vo, die der zweiten Spalte betreffen Anderungen des Abgangswinkels &, .

Ist ¥, gleich dem Winkel der maximalen SchuBweite (#, = 9% = 45°),
so geht die Matrix (2.103) iiber in

21’5o/go 0

V2/ge N2 bo/go
w1 |0) = l/g ’(’)/g

0 —1

Man erkennt an dem Element [¥7(¢,|#)]12, daB eine kleine Abweichung
3%, von dem optimalen Abgangswinkel die maximale Horizontal-
schuBweite (in erster Ndherung) nicht verdndert; die Flugzeit dndert
sich jedoch.

2.8.4. Ballistische Mittelwerte
2.8.4.1. Aufgabenstellung und Ausgangsannahmen

Die Stérungen der Bahnelemente, die in dem vorangegangenen Ab-
schnitt behandelt worden sind, kamen durch konstante Abweichungen
der Flugparameter vy, 9, von einem Normalwert q, 9, zustande.
Neben diesen relativ einfach zu behandelnden Parameterstdrungen tre-
ten hidufig Stérungen auf, deren Betrag lings der Flugbahn variiert.
Hierfiir ein Beispiel:

Die GroBe des Widerstandes, den ein GeschoB bei seiner Bewegung
durch die Luft erfahrt, hingt von dem physikalischen Zustand der Erd-
atmosphdre ab. Die meteorologischen Elemente der Atmosphére (Luft-
druck, Luftdichte, Lufttemperatur u.a.) sind Funktionen der Hohe
iiber dem Erdboden. Um die mathematische Behandlung der auBen-
ballistischen Bewegungsgleichungen zu vereinfachen, kann man diese
Funktionen in vielen Fillen durch ihre konstanten Mittelwerte ersetzen
und die Verédnderlichkeit der meteorologischen Elemente mit der Héhe
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dann als ,,Abweichung* (,,Storung”) von den konstanten Mittelwerten
interpretieren.

Auch dann, wenn die Normalbahn fiir einen bestimmten Standard-
verlauf der meteorologischen Elemente berechnet worden ist, besteht
die Notwendigkeit, den EinfluB der (im allgemeinen héhenabhéngigen)
Abweichungen des realen Verlaufs der meteorologischen Elemente von
dem Standardverlauf der Normalatmosphére!) zu bestimmen.

Die Mittelung der meteorologischen Elemente muf in den genannten
Fillen so erfolgen, daf der Mittelwert die gleiche ballistische Wirkung
auf das betrachtete Flugbahnelement ausiibt wie die variable (Stir-)
Funktion selbst.

Die exakte Erfiillung dieser Anpassungsbedingung ist im allgemeinen
nur fiir ein einziges Bahnelement und in einem einzigen Flugbahnpunkt
(etwa dem Auftreffpunkt) moglich; sie erfordert erheblichen mathe-
matischen Aufwand.?)

Zur Ermittlung von ballistischen Mittelwerten geht man in der ballisti-
schen Praxis nach folgendem Schema vor:

- Das von der Flugbahn iiberstrichene Hohenintervall [0, y,] wird in m
(in der Regel gleich breite) horizontale Schichten unterteilt.

— Innerhalb der einzelnen Schichten wird die zu mittelnde (Stor-)
Funktion g(y) durch einen konstanten Wert ¢; (das arithmetische
Mittel in der i-ten Schicht) ersetzt.

- Die Schichtmittel p; werden mit geeignet gewahlten (universellen oder
auf das Waffensystem bezogenen) Gewichtsfaktoren ¢; multipliziert
und zu dem ballistischen Mittelwert @ nach der folgenden Vorschrift
zusammengefaBt:

K

21
1

—_—_ (2.105)
Z q;
=1

¢=

Das Problem der ballistischen Mittelung reduziert sich somit darauf,
geeignete Gewichtsfunktionen vorzugeben.
Um die Gewichtsfaktoren g, zu ermitteln, wird in der &lteren Ballistik

1) Siehe Abschnitt 3.2.6.
2) Hinsichtlich der exakten Berechnung ballistischer Mittelwerte sei auf Abschnitt 6.9.
verwiesen,
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die Hypothese benutzt: Der Einfluf} einer Stérung auf die Flugbahn eines
Geschosses ist um so grdfer, je linger diese auf das Geschofl einwirkt.
Diese Annahme lautet in der Sprache der Mathematik: Das ballistische
Mittel der héhenverinderlichen Funktion ¢(p) ist das Zeitmittel @, dieser
Funktion lidngs der Flugbahn des Geschosses,

P = ti J - @(») dv. (2.106)

Um das Integral (2.106) auswerten zu kdnnen, bendtigt man die Zeit-
abhéngigkeit der Flugbahnordinate y = y(f); die Losung der ballistischen
Bewegungsgleichungen muB also bereits bekannt sein. Die Zahlenwerte
der Gewichtsfaktoren und der ballistischen Mittelwerte hingen tiber
die Flugbahndifferentialgleichungen somit wesentlich von dem zu-
grunde liegenden Bahnmodell ab.

Mit y = y(¢) kann man (2.106) in der Form schreiben

@ = ;l-f “ey@)] dr. (2.107)
e 4]

Unterteilt man das von der Flugbahn iiberstrichene Hohenintervall
[0, ¥.] in m horizontale Schichten der Breite Ay,(i =1, ..., m) und
sieht die zu mittelnde Funktion innerhalb der einzelnen Schichten als
konstant an,

@(y) = @; = const
Q-1 SYyEyi=y-1 +Ay; i=12,...,m),
dann geht (2.107) in die Summe tiber

Po= Y s, 4 =Atft.. (2.108)

i=1

At ist die Verweilzeit des Geschosses in der i-ten Schicht.

Mit (2.108) hat man eine Darstellung des Typs (2.105) gefunden.?)

Je feiner die Schichteinteilung gewéhlt wird (das heiBt: je groBer m ist),
um so besser approximiert die Summe (2.108) das Integral (2.107).

1) Es ist auch der umgekehrte Weg moglich: Geht man von (2.108) aus, 50 148t sich
(2.106) durch den Grenziibergang A¢; — 0 gewinnen.
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Die Annahme, daB der EinfluB des Zustands der Atmosphire auf ein
GeschoB um so groBer ist, je langer sich das Geschof8 in den betreffen-
den Schichten der Atmosphire aufhilt, erscheint auf den ersten Blick
als sehr verniinftig. Eine eingehendere Nachpriifung zeigt jedoch, daBl
diese Hypothese einen schwerwiegenden Mangel hat: Sie unterscheidet
nicht zwischen Einfliissen, die am Anfang der Bahn auftreten, und
Einfliissen, die in der Endphase der Bahn vorliegen. Eine derartige
Unterscheidung ist jedoch erforderlich: Storungen, die bereits kurz
nach dem AbschuB auf das Geschof3 einwirken, verdndern den ge-
samten nachfolgenden Bahnverlauf, wihrend Einfliisse, die erst kurz
vor dem Auftreffen des Geschosses entstehen, ,,keine Zeit mehr haben®,
die Flugbahnelemente zu verfilschen. So kann ein Fehler des Abgangs-
winkels um einige Grad bewirken, daB das GeschoB das Ziel weit
verfehlt, wihrend eine Anderung des Auftreffwinkels um den gleichen
Betrag die Effektivitit des Schusses praktisch nicht beeintrichtigt.

2.8.4.2. Gewichtsfaktoren fiir die Mittelung variabler Storungen

Die Gewichtsfaktoren g, = At,ft,, die gleich der relativen Verweilzeit
des Geschosses in der i-ten Schicht sind, konnen bei Zugrundelegung
des parabolischen Bahnmodells rasch berechnet werden.

Bild 2,20
' ¥ 6 Schichteinteilung des Hohen-
Vg y . intervalls [0, y,} zur Berech-
¥ ”’/// \/g>\ 5 nung der ballistischen Ge-
¥t ; Ahy wichtsfaktoren q,
Hia MANE o, Bhi=Ay=y -y
/] Xy Xe

Nach der Hauptschen Formel (2.43) gilt fiir die Flugzeit #; vom Punkt
M, bis zum Punkt M} (Bild 2.20):

t =\/§E\/yg - i

Entsprechend erhilt man fiir die Flugzeit ¢;_, vom Punkt M,_, bis
zum Punkt M{_,:

tio1 = V880 Ny = Vi-s-
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Die Aufenthaltsdauer des Geschosses in der i-ten Schicht betrigt
damit

Aty =ty —t; = \/8/80(\’/}’g - Vi1 — N/J'g - ¥i)-

Hieraus folgt fiir die relative Verweilzeit At,/t, in der i-ten Schicht

A"=’r1___ﬁ=\/1_li_-_l__\/_&_ (2.109)
t° te yg yl

Bis jetzt ist noch nichts iiber die Dicke Ay, (i = 1, 2, ..., m) der einzel-
nen Schichten vorausgesetzt worden; die Formel (2.109) gilt somit fiir
beliebige Schichtdicken.

Unterteilt man den Bereich zwischen Miindungshorizont und Flug-
bahngipfel in m Schichten gleicher Stirke Ay,

Ay, =Ay, = -+ = Ay, = Ay,

dann wird y; = i Ay, y, = m Ay, und man erhilt fiir das Gewicht g,
der i-ten Schicht

gii=Atfte = N1 = (i = Djm — 1 — ijm. (2.110)

Die nach (2.110) berechneten Gewichte ¢, sind fir m =1bism =5
in Tabelle 2.2 aufgefiihrt.
Die oberste Schicht erhilt jeweils das gréBte Gewicht, die unterste

Tabelle 2.2 Gewichtsfaktoren q; = Atft,
nach der parabolischen Theorie

N 1 2 3 4 5

1 1,00 0,29 0,18 0,13 0,11
2 0,71 0,24 0,16 0,12
3 0,58 0,21 0,14
4 0,50 0,19
5 0,44
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Schicht das geringste. Das Verhéltnis der Gewichte von oberster und
unterster Schicht wichst mit zunehmender Schichtanzahl.

Beriicksichtigt man die Fehlerfortpflanzung langs der Flugbahn, so
kann die Tabelle der Gewichtsfaktoren eine wesentlich andere Struktur
aufweisen.

Tabelle 2.3 Gewichtsfaktoren fiir Fla-Bahnen
(Dmitriev [1], zitiert nach [2])

1 1,000 0,678 0,467 0,355 0,287
2 0,322 0,381 0,298 0,271
3 0,152 0,252 0,229
4 0,095 0,150
5 0,063

Tabelle 2.3 enthilt einen Auszug aus einer Gewichtsfaktortafel fiir Ge-
schosse von Fla-Waffen, die durch numerische Integration der St§-
rungsdifferentialgleichungen ermittelt worden ist. Man erkennt, daf
die bodennichste Schicht das stirkste Gewicht erhilt, die Gipfelschicht
hingegen das geringste. Hieraus ist zu schluBfolgern, daf3 die in Boden-
nihe auftretenden Stérungen den stirksten Einflul auf den Bahnverlauf
ausiiben.

2.8.4.3. Die mittlere Flugbahnhihe

Ist die Funktion ¢[y(f)] von einfacher analytischer Gestalt, etwa ein
Polynom in ¢,

o) =] =ao +a,t + -+ +a, 1,

so 14Bt sich das Integral (2.107) geschlossen auswerten. Der auf diesem
Wege ermittelte analytische Ausdruck fiir § kann dazu benutzt wer-
den, eine mittlere ballistische Héhe ¥ zu definieren, indem man fordert:
Die Funktion ¢(y) nehme in der Hohe y = ¥ ihren ballistischen Mittel-
wert @, an.

Die Bedingungsgieichung fiir y lautet damit () = &.
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Ist p(p) fiir y €0, y,] stetig, dann kann man wegen der Giiltigkeit des
1. Mittelwertsatzes der Integralrechnung schreiben:

y=8r ==

Im folgenden soll g fiir zwei spezielle Funktionen ¢(y) explizit berech-
net werden; die Zeitabhéngigkeit der Flugbahnordinate y = y(¢) mége
hierbei Gleichung (2.10) geniigen.

a) Ansatz ¢(») = a, + a, y: Mit
¥(@) =wot — 3 g01%, Wy = v sin o
te = 2 Wo/(go, e =1 W%/go
folgt gemiB (2.107) fiir &,:

t, Te 1
@ = -]-f (ap +a,y)dr =a, + -a—lf <WoT - ‘—go‘fz) dz
te Jo le o 2
1 1 2 Wo 2
=ap + a; ;Wote—_ggote =ao+a,—(1-—

&o 3
2
=ay + a; ( ;jg).

Es gilt somit
y=%y, B =1%=00667. 2.111)

b) Ansatz ¢(y) = a, + a, y*: Man erhilt fiir @,:

_ ("
¢,=—f (20 + a;7?) do
te Q
a, [ 1
= a, +——2—f (wﬁrz—gowor3+—g§1“>dr
te Jo 4

1 1 1
=a, + a; (3 wals — - Eoo fe + Egﬁtﬁ)

1

1
=ao+alw§tez(—3——

—1—+—— =aq +az—8—2
25 0T M5 Je
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Damit folgt als mittlere Hohe p:

5 =~/8/15y, B =+/8/15 =0,730. (2.112)
Ein Vergleich der Resultate (2.111) und (2.112) zeigt
3 * 5%,

es gibt also keine universelle mittlere ballistische Hohe. Die in der klas-
sischen Ballistik sehr hiufig benutzte Bezichung 7 = % y, gilt lediglich
bei linearem Verlauf von ¢ mit der Hohe y.

Enthilt die als Polynom angesetzte Funktion ¢ = @(y) verschieden
hohe Potenzen von y, so ist § keine reine Zahl mehr, sondern hingt von
den Entwicklungskoeffizienten a; sowie y, selbst ab.

2.9. Einige Anwendungen der parabolischen Theorie

In diesem Abschnitt soll an einigen ausgewihlten Fragestellungen gezeigt werden, wie
die parabolische Theorie zur (ndherungsweisen) Lésung von Aufgaben der ballistischen
Praxis benutzt werden kann.,

2.9.1, Die Formel von Lender zur Korrektur des Aufsatzwinkels

Bei ciner gegebenen Waffe ist der Aufsatzwinkel «y, der zum Treffen eines in der
Miindungsebene in der Entfernung x. befindlichen Zieles erforderlich ist, ¢ine bekannte
Funktion von x., die der Schufitafel eninommen werden kann. Waffen, die vorzugs-
weise im direkten Richten eingesetzt werden, tragen an oder in der Visiereinrichtung
eine entsprechende Skala g = og(xe).

Liegt das Ziel auBerhalb der Miindungsebene (Gelindewinkel ¢ == 0), so ist zum
Erreichen der SchrigschuBweite D = x, an der Waffe im allgemeinen ein anderer
Aufsatzwinkel & =+ &, einzustellen.t)

Bei Giiltigkeit der parabolischen Theorie und bekannten &y und ¢ kann der fir das
SchieBen mit Gelindewinkel erforderliche Aufsatz « (bzw. die Aufsatzwinkelkorrektur
Aox: = & — &g) rechnerisch ermittelt werden.

Fir ein in der Miindungsebene liegendes Ziel (Horizontalentfernung: x.) ergibt sich
der Aufsatzwinkel &g aus

02
Xe = —2sin 2.
&o

1) Bei den folgenden Betrachtungen wird angenommen, daf der Abgangsfehlerwinkel
Null ist: § = 0.
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Fiir die SchrigschuBweite D war abgeleitet worden (2.61):

_ 293 sinocos (x + &)

D 2
2o cos? ¢

Gleichsetzen der beiden letzten Gleichungen liefert eine Beziehung zwischen o, o und ¢
sin 20y cos? & = 2 sine cos (& + &). (2.113)
Die rechte Seite dieser Gleichung wird so umgeformt, daB der gesuchte Winkel & nur

in dem Argument einer Winkelfunktion vorkommt,
Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir den Sinus und Kosinus sowie der Beziechungen

sin? =% (1 — cos 2x); sin2x = 2sinx cosa
erhilt man fiir die rechte Seite von (2.113):
2sinx cos (¢ + €) = 2sinx (Cosx cos ¢ — sin« sin €)
= 2sinx cosx-cos e — 2sin?x-sin ¢
=sin2x-cose — (1 — cos2x) -sine

= (sin 2« cos & + cos 2x sin £) — sin €;

2sinxcos(x + €) =sin(2x + £) — sin e. 2.114)
1804, £
170°
160° \\
150° «
140°
130
1 N -5
100° N o, =35°
PR N NN 1w, =200
70 . N N\ L o= 15
600 [~ \ \\& \/ lb - ’0°
7 o\ x\\‘ / a,= 5°
40 SN
20 -y OSANY
S SN
70: = = ————

0
S/ /ST AR (M /A A A /. /A /A /¢

Bild 2.21 Aufsatzwinkel o als Funktion des Gelindewinkels €
(nach [2])
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Einsetzen von (2.114) in (2.113) ergibt die Formel von Lendert):

sin (2x + &) = sin2xycos? ¢ +sine 2.115)
bzw. nach « aufgelsst

a = % [arcsin (sin 2 cos? & + sin €) — &].

Bild 2.21 veranschaulicht den Verlauf des Aufsatzwinkels als Funktion vono und«g.
Sind x und «g klein, dann kann man (2.115) dadurch vereinfachen, daB mandiex und o,y
enthaltenden Winkelfunktionen jeweils durch das erste Glied ihrer Potenzreihen-
entwicklungen ersetzt:

sin 209 & 2,
sin(2x + &) =sin2xcos & + cos2xsine & 2 o cos € -+ sin €.
Unter Verwendung dieser Entwicklungen folgt aus (2.115):
o Xagcose (x,xp <1). (2.116)
Die Aufsatzwinkelkorrektur
Ax _x—%
%o &0

errechnet sich damit aus der Beziehung

Aafog X cose~— 120 (x,x0 <1) .117)
bzw. bei kleinem Gelindewinkel (¢ < 1):
Axfog & —%e2, (2.118)

Die Bezichungen (2.116) und (2.118) leisten im lufterfiillten Raum als Nédherungs-
formeln gute Dienste.

dx

N\
y \ /70/ A’urzschu/? y Bild 2.22
Aufsatzwinkel &, fiir
N\ den starres Schwenken
-40° -?3' & 50° der Flugbahn erlaubt
\Weusc/u \ ist, als Funktion des
/ 20, K Geldndewinkels ¢

Bei Schiitzenwaffen wird die Abhingigkeit des Aufsatzwinkels vom Geldndewinkel
meist vernachléssigt; man schwenkt die Flugbahn ,,starr”. Hierdurch ergeben sich im
allgemeinen SchuBweitenfehler, da es fiir jeden Gelidndewinkel ¢ jeweils nur einen
einzigen Aufsatzwinkel «g = & gibt, bei dem (im Rahmen der parabolischen Theorie)
starres Schwenken erlaubt ist.

1) F.F.Lender, sowjetischer Waffenkonstrukteur, verdffentlichte diese Formel 1921 [3].
(Zitiert nach [4].)
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Mitx = ag = G geht die Lendersche Formel in eine Bestimmungsgleichung fiir & {iber:
sin (2 @ + &) = sin 28 cos? ¢ + sin &.

Diese Gleichung 148t sich durch geeignete Umformung der Winkelfunktionen nach ®

auflGsen:
tan® = (1 — cosg)cote. (2.119)

Die Kurve & = f(¢) ist in Bild 2.22 wiedergegeben.

*2.9.2. Rasanzmafe fiir Flugbahnen?)
2.9.2.1. Vorbemerkungen

Die ballistischen Eigenschaften einer Fiugbahn werden durch den Verlauf der Bahn-
elemente charakterisiert. Neben diesen ballistischen Charakteristiken kdnnen eine
Reihe von taktischen Flugbahnparametern eingefithrt werden, die Aussagen dariiber
treffen, inwieweit ein bestimmter Flugbahntyp zur Losung einer speziellen (taktischen)
Gefechtsaufgabe geeignet ist.

Die Ausfithrungen des Abschnitts 2.9.2. verfolgen das Ziel, zwei der taktischen Flug-
bahnparameter, nimlich die Rasanz R und die Entfernung des direkten Schusses X,
zu definieren. Ein weiterer taktischer Flugbahnparameter, der bestrichene Raum B,
wird in Abschnitt 2.9.3. eingefiihrt.

Wihrend der Parameter R cine reine Flugbahneigenschaft ist, stellen die Parameter
Entfernung des direkten Schusses und bestrichener Raum eine Verbindung zwischen der
Geometrie der Flugbahn und der Geometrie des Zieles her.

Die auf der Grundlage des parabolischen Bahnmodells gewonnenen Aussagen gelten
auch im lufterfiiliten Raum in iiberraschend guter Niherung, wie an Zahlenbeispielen
gezeigt wird.

2.9.2.2. Die Definition des Rasanzmafles R

Der taktische Wert einer Rohrwaffe, die im direkten Richten eingesetzt wird, ist (bei
sonst konstanten Leistungsdaten) um so groBer, je gestreckter (,,rasanter) die Flug-
bahn verlduft.?)

Als Ma8 fiir die Gestrecktheit einer Flugbahn dient in der Artillerie die Entfernung des
direkten Schusses (bezogen auf ein Ziel vorgegebener Hohe d).

Der taktische Flugbahnparameter Entfernung des direkten Schusses X ist in allen
modernen Schufitafeln angefiihrt, weist jedoch den Nachteil auf, von der Bezugs-
Zielhohe abhingig zu sein. Im folgenden wird deshalb ein RasanzmaB R eingefiihrt,
das (unabhingig von der Geometrie des Zieles) eine reine Flugbahneigenschaft ist.

1) Dieser Abschnitt ist eine iiberarbeitete Fassung der Arbzit [5].
2) Der Grund fiir diesen dem Artilleristen geldufigen Sachverhalt wird in den folgenden
Abschnitten ersichtlich werden.
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Am Beispiel des parabolischen Bahnmodells 148t sich zeigen, daB das RasanzmaB R
die taktischen Eigenschaften gestreckter Flugbahnen adiquat beschreibt.

Die Zusammenhinge zwischen den taktischen Flugbahnparametern Rasanz R und
Entfernung des direkten Schusses X werden in Abschnitt 2.9.2.5. behandelt.

Eine Flugbahn wird (im taktischen Sinne) als rasant bezeichnet, wenn sie in dem Inter-
vall zwischen Abgangspunkt (Miindung der Waffe) O und Auftreffpunkt E (Ziel) ge-
streckt verlduft, Es ist deshalb sinnvoll, die Rasanz einer Flugbahn (bzw. eines Flug-
bahnabschnitts) durch das Verhiltnis der Schriagentfernung des Zieles vom Abgangs-
punkt zum maximalen Abstand der Flugbahn von der Visierlinie zu messen. Dieser
Quotient ist um so groBer, je geringer die Abweichung der Flugbahn von der Visier-
linie ist.

Bild 2.23
Zur Definition des
. Rasanzmafes R

Bezeichnet man die Schrigentfernung zum Ziel mit D und den maximalen Abstand
der Flugbahn von der Visierlinie im Intervall [0, xg] mit &, so lautet die Definition der
Rasanz R:

R:= D6, xel0, xg] (2.120)

(siehe Bild 2.23). Die Rasanz R ist ein dimensionsloser Parameter; er nimmt Zahlen-
werte zwischen 0 und + 00 an:

0=<R= +.

Wenn Abgangs- und Auftreffpunkt in derselben Horizontalebene liegen, spezialisiert
sich die Definitionsgleichung (2.120) zu dem Quotienten R, aus HorizontalschuB-
weite x, und Flugbahnhohe (Gipfelordinate) y,:

R = Ry = x¢/¥;. @.121)

Die Flugbahnelemente x. und y, kénnen der jeweiligen SchuBtafel oder einem ballj-
stischen Tafelwerk (z. B. [6]) entnommen werden, falls fiir x, und y, keine geschlossenen
Darstellungen méglich sind.

Bei vorgegebener Schrigentfernung D ist die Rasanz R um so groBer, je geringer die
Uberhshung & der Flugbahn iiber der Visierlinie ist. Aus der Definitionsgleichung
(2.120) und Bild 2.23 ist jedoch andererseits ersichtlich, daf die Rasanz R keine uni-
verselle Flugbahnkonstante darstellt; ihr konkreter Zahlenwert hiangt vielmehr wesent-
lich von der Lage und Linge des herausgegriffenen Flugbahnabschnitts ab.
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2.9.2.3. Die Rasanz R beim Schieffen mit Gelindewinkel

Legt man das parabolische Bahnmodell zugrunde, so 148t sich R durch den Aufsatz-
winkel & und den Geldndewinkel € darstellen.
Die Gleichungen fiir die Flugbahnelemente x und y im #-System lauteten

x=upt, y=wot—%got?% (2.122)

Up 1= vy COS Dy = v €Os (& + &)
o o . ) o ‘ (2.123)
Wo i = vg sin ¥y = vy sin(x + &);

sie kénnen als Parameterdarstellung der Flugbahnparabel y = y(x) aufgefaBt werden.

Man erhilt die Schrigentfernung D und die Uberhshung 6 sehr rasch, wenn man ein
rechtwinklig-kartesisches Koordinatensystem x’, y* einfiihrt, das aus dem x,y-System
durch eine Drehung um den Winkel ¢ entsteht (Bild 2.24).

Bild 2.24

Drehung des Koordi-
natensystems Xx,y~ in
das x',y’-System

Wegen Giiltigkeit der Transformationsformeln?)

x’=xcose + ysine,

y' = —xsine + ycose
geht die Parameterdarstellung (2.122) der Flugbahn iiber in

X =ugtcose+ (Wt —Lgot?sine, (2.124)

¥y = —ugtsine + (wot —%got?cose. (2.125)
Die Bedingungsgleichungen fiir die Schriigentfernung D und die maximale Uber-
héhung J lauten (siehe Bild 2.24):
' _ dyide
dx’ dx’/ds
Mui;lf’ ; 0 folgt aus (2.125) fiir die Flugzeit 7z vom Abgangspunkt 0 bis zum Auftreff-
punkt E:

y =0 bzw.

2vy sinc
g Cose

(2.126)

g =

1) Siche etwa Bronstein, I N.; Semendjajew, K.A.: Taschenbuch der Mathematik fiir
Ingenieure und Studenten der Technischen Hochschulen. Leipzig 1958, S.170.
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Entsprechend liefert dy’/dx’ = 0 die Flugzeit f5 vom Abgangspunkt O bis zum Punkt C
(siehe Bild 2.24):

v Ssina 1.
— = —"fg. 2.12
go COS& 2 'k ) @127)

15 =

Fiir die Schrigentfernung D und die Uberhshung & erhilt man durch Einsetzen von
(2.126) in (2.124) bzw. (2.127) in (2.125):

W} sinxcosdy

D =x'(tp) = 2 (2.128)
Lo Ccos“ &
2 a2
8=y =2 & 2.129)
2gy cose
Die Rasanz R betrigt damit
D 4cos(x + ¢
R= L. 2%slet 8
8 sino cos €
oder
R =4 (cotx — tan ¢). (2.130)

Der Zahlenwert von R hingt (beim parabolischen Bahnmodell) nur von dem Aufsatz-
winkel & und dem Gelindewinkel ¢ ab (siehe Bild 2.25).

30
l

2 7
4 £ =-20°
/ €= ga"

=
0 \s - A £2 W

\ |
—— ]
[ 0° 2° 30° 40° 50° 60° 70°

o ————o

Bild 2.25 Rasanzmaf R der parabolischen Flugbahnen als Funktion
des Aufsatzwinkels  fiir ¢ = 0°, +20°, +40°

Fir & = 0 (SchuB im horizontalen Gelinde) spezialisiert sich (2.130) zu
R=4cotdy (F = xp). .131)

Mit einer gegebenen Anfangsgeschwindigkeit vy und einem bestimmten Aufsatz-
winkel &« werde eine Schrigentfernung D, erreicht, Wollte man in der Miindungsebene

1) Wegen x ~ tist OC’ = 4 OE’, was zur Konstruktion des Punktes C benutzt werden
kann.
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die gleiche SchuBweite x. = D, erzielen, so ist ein anderer Abgangswinkel oy &+«
erforderlich, der sich aus

sin 2o = D go/v}

errechnet (vy = const). Die zugehorige Flugbahn besitzt die Rasanz R = Ry = 4coteg.
Die Beziehung (2.130) fiir die Rasanz R kann man damit in der Form schreiben

R = Ro tanag (coto — tan &) = Rp tanag cotax (1 — tana tan ). (2.132)
Fiir kleine Aufsatzwinkel (x, ¢ < 1) gilt auf Grund der Lenderschen Formel (2.116),

x X axgcose (D = const),
so daB sich (2.132) vereinfacht zu

& R
Rz R0—9—= 2
22 cos e

= Rpsece (D = x, = const). (2.133)

Bei konstanter (vorgegebener) Schufweite nimmt die Rasanz mit wachsendem Betrag des
Geliindewinkels € proportional zu sec € zu.

Eine von (2.132) abweichende Darstellung fiir R ergibt sich, wenn nicht die Schrig-
entfernung D, sondern der Aufsatzwinkel « konstant gehalten wird (¢ = &g = const).
Die Rasanz R der Flugbahn beim Geldndewinkel ¢ = 0 werde wieder mit R, bezeich-
net. Dann ist fiir R die Darstellung méglich

R=Ro(l —tanxptane) (x =g = const). 2.134)

Bei konstantem Aufsatzwinkel (&« = &y = const)verringert sich die Rasanz mit wachsen-
dem Gelindewinkel; sie ist bei positivem Gelindewinkel (¢ > 0) kleiner, bei negativem
Gelindewinkel (¢ < 0) hingegen grifer als Ry.

Fiir oy < 1 vereinfacht sich (2.134) zu

R Ry (1 —«ptane). (2.135)

Sind sowohl der Aufsatzwinkel &« wie auch der Gelindewinkel ¢ klein, so kann die
Rasanz R in erster Niherung als konstant angenommen werden; siehe (2.133) und
(2.135).

2.9.2.4. Die Rasanz R bei einem in der Miindungsebene liegenden Ziel

Die folgenden Uberlegungen beschrinken sich auf den Spezialfall, daB das Ziel in der
Miindungsebene liegt, da hierbei bereits die wesentlichen Eigenschaften rasanter Flug-
bahnen erkennbar sind.

Bild 2.26 zeigt den Verlauf der Rasanz R, als Funktion des Abgangswinkels 9, nach
der parabolischen Theorie sowie fiir drei ausgewihlte Bahnscharen im lufterfiillten
Raum.

Man liest aus Bild 2.26 ab: Mit wachsendem Abgangswinkel 8, nimmt die Rasanz R,
monoton ab (v, = const, ¢ = const).})

1) Hinsichtlich der Definition des Ballistischen Koeffizienten ¢ siche Abschnitt 3.4.
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Da sich mit zunehmendem Abgangswinkel die SchuBweite in der unteren Winkelgruppe
vergroBert, in der oberen Winkelgruppe jedoch verringert, kann die vorstehende Aus-
sage auch wie folgt formuliert werden: Mit Vergriferung der Schufweite x, nimmt in
der unteren Winkelgruppe die Rasanz ab, in der oberen Winkelgruppe jedoch zu.

10 \ —
=
0 10° 2° 30° e 0° &0° 2

Yy ——

Bild 2.26 Rasanzmaf R als Funktion des Abgangswinkels 8,
a — parabolische Theorie;
b — klassisches Bahnmodell: vy = 800 mfs; c43 = 0,1 mkg;
¢ - klassisches Bahnmodell: vy = 800 mfs; c4z = 1,0 m*[kg;
d - klassisches Bahnmodell: vy = 800 m(s; c43 = 6,0 m*[kg

Um die mathematische Bezichung zwischen der Rasanz R,
Ro = 4 cotdy, Q.13m
und der HorizontalschuBweite x.,
2
xe = ~2sin 28, @.137)
&go

herzuleiten, ist aus (2.136) und (2.137) der Abgangswinkel 9, zu climinieren.
Fiihrt man einen dimensionslosen Parameter ¢ gemiB

0 1= 8o Xe/V] (2.138)
ein, so kann (2.137) wie folgt geschricben werden:
2 cotdy
1 + cot?d,
Durch Substitution cotd, = Ry/4 geht diese Gleichung in eine Beziehung zwischen o
und R, liber:
e [1 + (Ro/4)?] = Ro/2
bzw. nach R, aufgeldst

@ = 2sindycosdy =

R, = %[1 FV1-¢] (2.139)

Das obere (untere) Vorzeichen gilt fiir die obere (untere) Winkelgruppe.
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Bei der Diskussion der Beziehung (2.139) k6nnen zwei Fille unterschieden werden:

a) Man verfolgt den Verlauf der Rasanz R, bei einer Flugbahnschar, deren Bahnen
gleiche Anfangsgeschwindigkeit, jedoch unterschiedliche Abgangswinkel haben
(vg = const, 8y: variabel).

b) Man untersucht die Rasanz R, bei einer vorgegebenen SchuBweite und variabler
Anfangsgeschwindigkeit (x, = const, vo: variabel).

| ¥ k
Rp i
\ Bild 2.27
0 RasanzmaB R, als Funktion des
Parameters g = xo[x¥
O - parabolische Theorie;
N + ~ klassisches Bahnmodell:
Y 3 vo = 800 ms;
\\ cs3 = 0,1 m*lkg;
. O - klassisches Bahnmodell:
i N vo = 800 ms;
\‘\\ ca3 = 1,0m?[kg;
e A - klassisches Bahnmodell:
|- vo = 800 m/s;
- -0 0+ =] c43 = 6,0 kg
0 02 0 05 08 10

?——D

Zu a) Fur eine Flugbahnschar mit konstanter Anfangsgeschwindigkeitist der Parameter o
gleich dem Verhiltnis von SchuBweite x. zu maximaler SchuBweite x*:

prm EoXe X Yo 2.140)
v vdlgo  x¥F

Interpretiert man g als Quotienten aus SchuBweite und maximaler SchuBweite, so ist
(2.140) in ausgezeichneter Ndherung auf Flugbahnen im lufterfiillten Raum anwendbar
(siehe Bild 2.27).

Ein Vergleich der Rasanzkurven in Bild 2.26 und 2.27 zeigt, daB bei der dimensions-
losen Darstellung Ry = Ry(g) die parabolische Theorie eine bessere Naherung liefert,
als dies bei Darstellung der Rasanz als Funktion des Abgangswinkels &, der Fall ist.
In der unteren Winkelgruppe, die beim SchieBen im dirckten Richten auf Bodenziele
ausschlieBlich interessiert, werden um so gréBere Rasanzwerte erhalten, je kleiner die
SchuBweite x. gegeniiber der maximal méglichen SchuBiweite x¥ ist. Hieraus ergibt sich
eine fiir die Praxis bedeutungsvolle Konsequenz: Wird zur Losung einer Gefechts-
aufgabe eine hohe Rasanz der Flugbahn gefordert, wie dies etwa bei der Panzer-
bekdmpfung der Fall ist, so kann jeweils nur ein kleiner Bereich der mit der betreffen-
den Waffe maximal erzielbaren SchuBweite taktisch genutzt werden.
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Mit VergréBerung des Entfernungsbereichs 0 < x < x/, in dem Ry £ R)) (R}: vor-
gegeben) gelten soll, muB die maximale Reichweite x¥ des Geschosses gesteigert
werden, wie man aus (2.139) und (2.140) abliest.

Zu b) Bei vorgegebener Schufentfernung (x. = const) wird die Rasanz in der unteren
Winkelgruppe Ro, mit zunechmender Anfangsgeschwindigkeit rasch gréBer.

Unter der Voraussetzung ¢ < 1, die beim Schieen im direkten Richten auf Bodenziele
praktisch immer erfiillt ist, folgt aus (2.139):

Rou & ::- ~ 2. 2.141)

Die Rasanz Ry wichst in der unteren Winkelgruppe etwa proportional zum Quadrat der
Anfangsgeschwindigkeit.

2.9.2.5. Die Entfernung des direkten Schusses

Als Entfernung des direkten Schusses bezeichnet man diejenige GrenzschuBBweite X,
bis zu der die Flugbahnhdohe y; kleiner als eine vorgegebene Zielhshe 4 ist:

wE=d (xe=X).

In dem Entfernungsintervall [0, X] kann ein Ziel vorgegebener Hohe 4 (beim Schieen
im direkten Richten) mit fester Visiereinstellung x. = X bekdmpft werden (siche
Bild 2.28).

Zwischen der Entfernung des direkten Schusses X, der Zielhdhe 4 und den ballistischen
Flugbahnparametern bestehen einige einfache Beziehungen, die im folgenden abgeleitet
werden sollen.

by
17 g
\% @
3
-
0 g X=X

Bild 2.28 Zur Definition der Entfernung des direkten Schusses X

Die Bedingungsgleichung fiir die Entfernung des direkten Schusses lautet: y; = 4.
Tabelle 2.1 entnimmt man fiir y,:
v3
8o

Der Grenzwinkel &, = §,, der zu der Entfernung des direkten Schusses X gehort,
geniigt somit der Gleichung

Vo= sin2 8.

2 dgo
2

Vo

sin2 9y = =:s.
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Fiir die Entfernung des direkten Schusses gilt andererseits

2
X = 22 sin 28, (2.142)
&o
bzw. mit g := goX/v3:
sin 28, = a. (2.143)

Die GroSle s ist die auf die maximale Steighthe y¥ des Geschosses bezogene relative
Zielhdhe, der Parameter § ist der Quotient aus der Entfernung des direkten Schusses X
und der maximalen SchuBiweite x*.

Um die Bezichung zwischen s und g herzuleiten, ist aus den Gleichungen (2.142) und
(2.143) der Abgangswinkel J, zu eliminieren:

g = sin 28, = 2sin Jy cos o = 2 v/sin? Jo (1 — sin? &),
6=2vVs( — 9. (2.144)

Da g und s dimensionslose Parameter sind, gilt (2.144) fiir beliebige (parabolische)
Flugbahnen.
Der Verlauf der Funktion § = g(s) ist in Bild 2.29 veranschaulicht.

710 [
74
? 36| / \
Bild 2.29
a2 Relative Entfernung des direkten Schusses
@ = X/x2 als Funktion der relativen Ziel-
hihe s = dafy¥

0 a2 aé af a8 4

S

Bei der Ubertragung der Formel (2.144) auf den lufterfiillten Raum macht sich stdrend
bemerkbar, daB die maximale Steighthe y} des Geschosses in den SchuBtafeln in der
Regel nicht angegeben ist. Man kann sich hier mit der fiir das Vakuum giiltigen
Bezichung helfen?):

v =3%xE

Aus (2.144) lassen sich zwei Bezichungen gewinnen, mit deren Hiife aus einer bekann-
ten Entfernung des direkten Schusses die Entfernungen des direkten Schusses fiir eine
andere Zielhohe bzw. eine andere Anfangsgeschwindigkeit errechnet werden kénnen.

1) Hinsichtlich der exakten Berechnung der maximalen Steighthe cines Geschosses im
lufterfiillten Raum siche Abschnitt 5.2.2.
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Bei einer vorgegebenen Anfangsgeschwindigkeit und einem speziellen GeschoB sei die
Entfernung des direkten Schusses X = X, fiir die Zielhhe ¢ = 4, bekannt, Gesucht
ist die Entfernung des direkten Schusses X = X, fiir die neue Zielhohe 4 = 4,.

Mit 01 = Xu/x¥, s1=dify¥; 62 = Xaofx¥, sz = dofy®
folgt aus (2.144):

02 sy (1 — s5)
== [— (2.145)
01 A/ 53 (1 = 5y)
bzw. unter Beachtung der Deﬁnitionsgleichungen fiir g und s:
(723 Sa
Xz = X;A/ (vo1 = Vo2 = V). (2.146)
1 — 51

Die in der Praxis interessierenden Zielhdhen 4; sind klein gegeniiber der halben
MaximalschuBweite (4, < x¥/2)., Unter dieser Voraussetzung gilt

di 2 (i,
= —= 1
i e x* <
so dal man (2.146) vereinfachen kann zu
X, =X, ‘/dz/(h (o3 = Vo2 = vo). (2.147)

Bei einer vorgegebenen Flugbahn verhalten sich die Entfernungen des direkten Schusses
wie die Quadratwurzeln aus den Zielhohen.

Diese Aussage gilt auch im lufterfiillten Raum in guter Nidherung, wie das im folgenden
Abschnitt wiedergegebene Beispiel zeigt.

Bei konstanter Zielhdhe (6, = 4, = d) sind die Entfernungen des direkten Schusses pro-
portional zur Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses.

Diese Behauptung kann leicht bewiesen werden. Unter den Voraussetzungen s;, s, < 1,
d; = d, = 4 erhiilt man aus (2.145):

X2 - x:: yg*l = Poz

Xy x4 J’:z Vo1

Xo =X, =22 (4, =d, = d), (2.148)
Vo1

was zu zeigen war.
Da X;/d = Ry1, X2/é = Ry, ist, folgert man aus (2.148):

X _Ro  Res _ o2

Xy Ros ’ Ros Vo1
Bei vorgegebener (konstanter) Zielhihe 4 verhalten sich die Entfernungen des direkten
Schusses wie die Rasanzwerte der Flugbahnen.
Diese Aussage darf als Bestitigung dafiir gewertet werden, daB das RasanzmaB R
zweckentsprechend definiert worden ist: Eine grofe Rasanz R hat eine grofe Entfernung
des direkten Schusses X zur Folge.
Ferner gilt: Bei Entfernungen des direkten Schusses, die zu ein und derselben Zielhohe d
gehoren, verhalten sich die Rasanzwerte der entsprechenden Flugbahnen wie die Anfangs-
geschwindigkeiten.

(4, = dy = d). (2.149)
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2.9.2.6. Ein Zahlenbeispiel zur Transformation der Entfernung
des direkten Schusses

Aus der SchufBtafel eines Artilleriegeschosses (o = 515 m/s) entnimmt man fiir die
Zieththe 4, = 2 m als Entfernung des direkten Schusses X; = 630 m. Gema8 (2.147)
sollte die Entfernung des direkten Schusses X, fiir ein Ziel der H6he ¢, = 3 m dann
betragen

X, = 630v/1,5m = 772 m.

Die SchuBtafel gibt X,5 = 760 m an.

Die Ubereinstimmung zwischen X, und X,g ist fur die Belange des praktischen
SchieBens vollig ausreichend.

Verringert man die Anfangsgeschwindigkeit von v, = 515 m/s auf vy, = 458 m/s, so
erwartet man gemif3 (2.148) fiir die Zielhohe 4 = 2 m als Entfernung des direkten
Schusses

X, = 630--ﬂm = 560 m.
515

Laut SchuBitafel ist X,5 = 550 m.
Die Ubereinstimmung zwischen X, und Xy ist auch in diesem Fall {iberraschend gut.

*2.9.3. Der bestrichene Raum

Ist die Zielhohe 4 kleiner als die Gipfelhdhe y, der Flugbahn (4 < y;), dann kann das
Ziel - bei fester Visiereinstellung x, = % - nur in einem Teilbereich B des Entfernungs-
intervalls [0, X] bekdmpft werden (Bild 2.30). Dieser Bereich B heiBt bestrichener Raum.
Seine GroBe hingt sowohl von den Flugbahnparametern wie auch von der Hohe 4
des Zieles ab.

4 6
{g — Bild 2.30
B Zur Definition des bestriche-
——wy NenRaumesB (B = bo + b)

0 b b _|f

Sieht man die Flugbahn als Parabel an, dann sind die Teilbereiche by und b., aus
denen sich der Entfernungsbereich B zusammensetzt, aus Symmetriegriinden gleich
groB:

B=b0+ be=2b0=2be'

Es geniigt somit, die Tiefe eines dieser Bereiche explizit zu berechnen.
Setzt man in der Gleichung fiir die Flugbahnparabel (2.22) die Koordinaten (b, 4)
des Flugbahnpunkts P, (Bild 2.30) ein, so entsteht eine quadratische Gleichung fiir by :

8053
4= bo tan’ﬁo - 2 (2.150)
2ug
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Division dieser Gleichung durch die Gipfelhohe y, liefert

a_ — bg tan &y (1 _ 2obo )
Vs Y 2 ujtandy
= 2bo g (1 _ &obo )
2 sin §p cos By 2vZsindgcosdy )’
4 _ 4bo (1 _ ﬁ)_ 2.151)
Vg Xe Xe

Es erweist sich als zweckmiBig, die relative Zielhéhe und die relative Ausdehnung des
bestrichenen Raumes als neue Parameter k bzw. 3 einzufiihren,

a B _2bg
Vs Xe Xe
Die Beziehung (2.151) geht damit in eine quadratische Gleichung fiir 5 iber:
k=250 -1%53.
Die Losung dieser Gleichung lautet
F=1x1-k.

Dafiir k < 1(4 < y,) der relative bestrichene Bereich 3 < 1 sein muB, gilt in der vor-
stehenden Gleichung das untere Vorzeichen:

F=1—+1-¢. 2.152)

10

92 Bild 2.31
/ Relativer bestrichener Bereich § = B/x, als
Funktion der relativen Zielhdhe k = dfy,

0 a2 gk g6 48 1w

Bild 2.31 veranschaulicht den Verlauf des relativen bestrichenen Bereichs 5 = B/x, als
Funktion der relativen Zielhdhe k& = dfy;.
Gleichung (2.152) 148t sich auch in der Form schreiben

B=ux(-~1-4. (2.153)
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Fir k = 1(d = y,) ist B mit der Entfernung des direkten Schusses X identisch
k—>1:B-=X).

Bei Steilbahnen der Erdartillerie interessiert ausschlieBlich der zielnahe Anteil b, des
bestrichenen Raumes. AuBerdem ist bei Bahnen dieses Typs £ <1 (d < y,).

Unter der Voraussetzung ¥ < 1 kann die Wurzel in (2.153) in guter Naherung durch
die ersten beiden Glieder ihrer Reihendarstellung ersetzt werden:

ber dx. [l —(1 =3k -4k =4x. k(1 + 1h).
Mit Hilfe der Definitionsgleichung fiir k sowie der Formeln fir x, und y, folgt hieraus
b, & dcotdg [1 + (d/x.) cotdp].

Im luftleeren Raum ist der (positive) Auftreffwinkel w, = —3, gleich dem Abgangs-
winkel &, so daB cotd, durch cot o, ersetzt werden kann:

be & dcotw, [1 + (d/xe) cot w]. 2.159)

Die Ubertragung dieser Formel auf den lufterfiillten Raum erfolgt in der Weise, daB
man fiir w, den Auftreffiwinkel w.s aus der SchuBtafel einsetzt.

Im lufterfiillten Raum erhilt man Auftreffwinkel 4, mit |&,| > #¢.!) Die Flugbahn-
parabel, die die gleiche Schulweite und den gleichen Auftreffwinkel wie die Flugbahn
im lufterfiillten Raum hat, verlduft somit oberhalb der SchuBtafel-Flugbahn; sie
ist in der Nahe des Auftreffpunkts schwicher gekriimmt als die Flugbahn im luft-
erfiliten Raum.

y P
F
a
Por top Gog "
[7] (be )[’
(be ) F

Bild 2.32 Zur Definition des Korrekturfaktors {
(P — Parabel; F- Flugbahn im lufterfiillten Raum)

Da zur Herleitung von (2.154) die Flugbahn als Parabel angenommen worden ist,
erhilt man bei der Anwendung von (2.154) auf Flugbahnen im lufterfiillten Raum
einen zu kleinen bestrichenen Bereich (Bild 2.32). Man korrigiert diese Abweichung
durch Finfiigen eines Faktors { > 1:

be = dcotwes [1 + & (d/x.) cOs wes. (2.155)

ErfahrungsgemiD liegt { in der Grofenordnung £ &~ 4/3.

1) Siehe hierzu Abschnitt 4.3.2,
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*2.9.4. Die Verkantungsfehler

2.9.4.1. Vorbemerkungen

Ein Fehler, der beim SchieBen im direkten Richten relativ hiufig auftritt, ist das Ver-
kanten der Waffe. Man versteht hierunter die (ungewollte) Drehung der Waffe um eine
Verkantungsachse. Der Einfachheit halber soll im folgenden angenommen werden,
daB die Verkantungsachse mit der Visierlinie identisch ist.

A

4 . e —
= £

Bild 2.33 Lage von Abgangslinie OA und Visierlinie VE beim Schuf ohne Verkanten
(OE — Horizontalebene)

Bild 2.34
Relative Lage von Visierlinie

OA und Abgangslinie OA
beim rechtsverkanteten Schuf
(Verkantungswinkel y; die
Visierlinie liegt in der Hori-
zontalebene)

a — Blick in Schuprichtung;
b — Draufsicht; ¢ — Seiten-
ansicht (perspektivisch)
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Die Waffe sei mit Hilfe des daran angebrachten Visiers auf ein Ziel gerichtet, das sich
in dem Punkt E der Miindungsebene befindet. Die Seelenachse der Waffe bildet dann
mit der Visierlinie den ErhShungswinkel ¢, der bei dem Abgangsfehlerwinkel § = 0
mit dem schuBltafelmiBigen Erhohungswinkel J iibereinstimmt (Bild 2.33).

Um das im Punkt E befindliche Ziel zu treffen, reicht es allein noch nicht aus, daB die
Abgangs- und Visierlinie den Winkel &, einschlieBen. Es muB} dariiber hinaus gefordert
werden, daB3 die Visierlinie in der Abgangsebene liegt, die von dem Vektor der Anfangs-
geschwindigkeit v, und dem Vektor der Fallbeschleunigung g, aufgespannt wird.
(Seelenachse, Visierlinie und Vektor der Fallbeschleunigung miissen komplanar sein.)
Wird die Waffe um die Visierlinie als Drehachse gedreht (verkantet), so weist die
Abgangslinie aus der Zeichenebene von Bild 2.33 heraus. Hierdurch ergibt sich ein
effektiver Abgangswinkel #, der kleiner als der schuBtafelmiBige Abgangswinkel &,
ist (# < 9) und eine SchuBweitenverkiirzung zur Folge hat. AuBerdem entsteht eine
seitliche Abweichung der Flugbahn aus der Ziclebene 0A4B (Bild 2.34).

Die das Dreieck OA’B’ enthaltende Ebene ist die Abgangsebene des Geschosses; sie
bildet mit der Zielebene den Seitenwinkel .

Gegenstand der folgenden Ableitungen ist es, den SchuBweitenfehler 3x, und die Seiten-
abweichung z, des Auftreffpunkts in der Miindungsebene zu berechnen, die bei Ver-
kantung der Waffe um einen gewissen Winkel ¢ entstehen.

Die Losung dieser Aufgabe erfolgt in zwei Schritten: Im ersten Schritt werden einige
Beziehungen abgeleitet, die unabhingig von dem zugrunde liegenden Bahnmodell sind.
Diese universellen Beziechungen werden im zweiten Schritt fiir die parabolische Theorie
spezialisiert.

2.9.4.2. Die universellen geometrischen Beziehungen

Der effektive Abgangswinkel 9 und der Seitenwinkel 8 (Bild 2.34) kénnen in einfacher
Weise durch den schuftafelmiBigen Abgangswinkel #¢ und den vorgegebenen Ver-
kantungswinkel y dargestellt werden. Man liest aus Bild 2.34¢ ab

A'B° _ A'B.-cosy _ AB

sin®}) = — = —-cosy,
oA’ oA 0A
sin 8 = sin 8, cos y. (2.156)
Fiir tan j ergibt sich entsprechend

B TR B
tnf= 22 - ABSmy _ AP g,

OB OB OB
tan = tand, siny. (2.157)

Die Formeln (2.156) und (2.157) ermdglichen die Berechnung der gesuchten Winkel
#¢ und .

Mit OE =:x,, OE’=:x!, OC =:x,und CE’ =: z, entnimmt man Bild 2.34b:
x; = x}cosf.
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Fir den relativen SchuBweitenfehler infolge Verkantens besteht somit die Bezichung

— ’
Eﬁ_:u:&cmﬁ_l. (2.158)
Xe Xe Xe
Entsprechend erhilt man fiir die Seitenabweichung

Ze = x.sinf = ~% - x, sin . (2.159)

Xe
Die SchuBweite x. in der Miindungsebene ist (im Rahmen der parabolischen Theorie)
eine Funktion von vy und #p; x. = f(vo,$,). Entsprechend gilt x. = f(vy, #(). Um
den SchuBSweitenfehler 3x, und die Seitenabweichung z. numerisch berechnen zu
konnen, muB somit die funktionelle Abhéngigkeit der HorizontalschuBiweite x, vom
Abgangswinkel ¢ bekannt sein, die sich durch Integration der Bewegungsgleichungen
des betreffenden Bahnmodells ergibt.

2.9.4.3. Die Treffpunktsabweichung nach der parabolischen Theorie

Bei Giiltigkeit des parabolischen Bahnmodells 148t sich die Treffpunktsverlagerung in
der Miindungsebene formelméBig berechnen.
Der Quotient x./x., der in (2.158) und (2.159) auftritt, kann wie folgt durch Winkel-
grofen ausgedriickt werden:
xt _ sin248y _ sindjcosdy
X, sin2d, sin 9g cos &g
und mit (2.156):
x; _ cosB
Xe cos Py
Unter Zuhilfenahme der Geometrie von Bild 2,.34c¢ findet man

- COS Y.

cosdy  OF/OF OF __1 __ 1
cosBy  OB/OA OB OB/OB ©osB’

Fir x!/x, folgt:
Yo _ 008y (2.160)
x. cosf

Fiir den relativen SchuBweitenfehler infolge Verkantens erhilt man somit die Formel
Sxe/xe =cosy —1<0. (2.161)

Die Flugzeit ¢, erfihrt beim Verkanten der Waffe den gleichen relativen Fehler wie die
SchuBweite:

3,  tl—1t. 1 1_sinw?{,

t, te t. sin #

Et’f_ =cosy — 1. (2.162)

©
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Der Verlauf des SchuBweitenfehlers (2.161) ist in Bild 2.35 wiedergegeben. Unabhiingig
vom Vorzeichen des Verkantungswinkels y ergibt sich eine Schu3weitenverkiirzung
(0x./x. < 0). Zum Vergleich sind der relative SchuBweitenfehler und der relative Flug-
zeitfehler infolge Verkantens fir eine spezielle Flugbahn im lufterfiillten Raum?') mit
eingezeichnet, Die Ubereinstimmung der drei Kurven ist bei kleinen Verkantungs-

winkeln fiir praktische Belange recht gut.

lo \
N
l/za h | a
Bild 2.35
0 b Relativer SchupBweitenfehler 6x,./x. und rela-
. \Q\C tiver Flugzeitfehler 6t,[t, als Funktion des

Verkantungswinkels y
a - parabolische Theorie: |0x.[x.| und |t,[t,)
\ (fiir vg = 800 mfs; 9o = 30°);

\ b ~ klassisches Bahnmodell: |0x./x.)
%0 \ (fiir vo = 800 m/s; 9y = 30°;

c43 = 0,34 m?lkg);
¢ - klassisches Bahnmodell: |0t./t,| (fiir die
70000 e P - T Flugbahnparameter gemdf b)
7=

&0

Ist der Verkantungswinkel klein, so kann cosy durch die ersten beiden Glieder seiner
Reihenentwicklung ersetzt werden. Man gelangt hierbei zu der Niherungsformel

3x, 8t y?
= iy -, 2.163
Xe te 2 ( )

Fiir die Seitenabweichung z, folgt auf Grund von (2.157), (2.159) und (2.160):

Ze = X, tanficosy = x.tandy siny cos p,

z, = % x. tan 9 sin 2y, (2.164)
Unter Beachtung von

v3 . 203
X.tandg = —L-sin 28, - tan Py = “sin? Py = 4 y,
8o 8o

kann (2.164) auch in der Form geschrieben werden:

Z, = 2y,sin2y = 2}:’

sin 2y ~ L . (2.165)
o Ro

1) Die Vergleichsbahn hat die Bahnparameter c,; = 0,34 m?/kg, v, = 800 m/s;
'30 = 300.
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Fiir den Tangens des Seitenwinkels 8 gilt auf Grund von (2.157) und (2.136):

dsiny (2.166)

tan f = tandy siny =
0

Bild 2.36 zeigt den Verlauf von |§| als Funktion von || und .
Bei einem vorgegebenen Verkantungswinkel ist die Seitenabweichung z, um so geringer,
je grofer die Rasanz der Flugbahn wird (x.: cons?).

40°

b 220" Bii2.36
l 2° 20° Seitenwinkel |B| als Funktion des
o Verkant inkel. i
1A - ~ 1 /0, 1(}er=a;1Qurzlg,;.;rngof s3|g! fiir
. — 1] ] ’ ’
0 = e 5 o (parabolische Theorie; vy = 800 m|s)
] ]"1-——

Wird gegen ein Ziel geschossen, das sich in der Entfernung x, von der Miindung der
Waffe befindet und eine merkliche vertikale Ausdehnung besitzt, so ist der SchuBweiten-
fehler 3x, einem Hohenfehler 8y, dquivalent (Bild 2.37):

3y, = dx.tand.. Wy, (2.167)

Nach Einfiihrung der Rasanz R, in (2.167) erhilt man hieraus unter Beachtung von
(2.161) fiir die Hohenabweichung des Treffpunkts infolge Verkantens

=4xe(cos'y -1) ~_1__
Ro Ro’

fur die Seitenabweichung z. gilt wieder (2.165).

Oy,

y
i Bild 2.37
' Der Hohenfehler 8y, infolge Verkan-
We \ b tens beim Schuf auf ein vertikales
NE (e - Ziel
£ OXp

Beim Schiefen gegen ein vertikales Ziel sind die Fehler der Treffpunktslage infolge Ver-
kantens der Waffe ( bei vorgegebener Schufentfernung x. und konstantem Verkantungs-
winkely) somit um so geringer, je groBer die Rasanz der Flugbahn ist. Hierin besteht ein
wesentlicher Vorzug rasanter Flugbahnen gegeniiber stark gekriimmten Bahnen.
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Kontrollfragen zu Kapitel 2

2.1.
22,

2.3.
24.

2.5.
2.6.

2.7.
2.8.
2.9,

2.10.
2.11.

2.12,
2.13.

2.14.

2.15.

Auf welchen Grundannahmen beruht das Bahnmodell der parabolischen Theorie?
Welcher physikalische Sachverhalt spiegelt sich in dem Fehlen einer Kopplung
zwischen den ballistischen Bewegungsdifferentialgleichungen wider?

Wie sind Gipfelpunkt und Auftreffpunkt einer Flugbahn definiert?

Was verstehen Sie unter dem Begriff optimaler Abgangswinkel? Wie kann er
grafisch ermittelt werden?

Wodurch ist die Grenze zwischen der unteren und oberen Winkelgruppe erklirt?
Welche Symmetrieeigenschaften besitzen die nach dem parabolischen Bahnmodell
berechneten Bahnelemente?

Wie ist beim SchieBen mit Handfeuerwaffen der Aufsatzwinkel (bzw. die Ent-
fernungseinstellung am Visier) zu korrigieren, wenn das Ziel vom Abgangspunkt
aus unter einem Geldndewinkel ¢ > 0 (¢ < 0) erscheint?

Erldutern Sie die Begriffe Vergleichsvariable und Storungskoeffizient!

Welche Angaben sind erforderlich, um einen Stérungskoeffizienten eindeutig zu
bestimmen?

Was verstehen Sie unter einem ballistischen Mittelwert?

Wie ist die Rasanz einer Flugbahn definiert? Welche Bedeutung besitzt eine hohe
Rasanz fir das praktische SchieBen?

Welchen EinfluB hat ein Gelidndewinkel ¢ 2 0 auf die Rasanz?

Erldutern Sie die taktische Bedeutung des Parameters Entfernung des direkten
Schusses!

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Rasanz einer Flugbahn, der Ent-
fernung des direkten Schusses und dem bestrichenen Raum?

Welchen EinfluB hat die Verkantung einer Waffe auf die Treffpunktslage? Wo-
durch kann der EinfluB des Verkantungsfehlers (bei vorgegebenem Verkantungs-
winkel ) verringert werden?

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

2.1.

2.2,

2.3.

24.

2.5.
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Man ermittle die Isochronen der Flugbahnschar mit konstanter Anfangs-
geschwindigkeit (v, = const)! (Als Isochrone einer Flugbahnschar bezeichnet
man den geometrischen Ort aller Punkte, die vom Abgangspunkt aus in der
gleichen Zeit ¢ = 7, 0 < 7 = 1, erreicht werden.)

Man beweise die Formeln fiir den optimalen Abgangswinkel beim Bomben-
wurf ¢ (2.91) und die maximale Bombenwurfweite x% (2.92)!

Ziele, deren Schrigentfernung D kleiner als die maximale SchrigschuBweite D*
ist, konnen durch zwei Flugbahnen erreicht werden, von denen die eine Flug-
bahn der unteren und die andere der oberen Winkelgruppe angehort. In welchem
Verhiltnis stehen die zur gleichen Abszisse x gehdrigen Bahnelemente beider
Bahnen?

Man vergleiche die Bahnelemente im Gipfel- und Auftreffpunkt, die sich beim
SchufB im geneigten Gelinde fiir den Gelindewinkel € = +¢&; > 0 ergeben, mit
den entsprechenden Bahnelementen, die zu dem Gelidndewinkel ¢ = —g; < 0
gehoren!

Aus den Formeln fiir die Bahnelemente D, #g, vg, wg beim SchieBen im Gelande
leite man Naherungsformeln fir kleine Aufsatzwinkel (x, & < 1) her.



*2.6.

2.7.
*2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

Man berechne die Bahnelemente im Auftreffpunkt fiir den in Bild 2.11 dar-

gestellten Fall des Schusses im geneigten Geldnde! Welche Sonderfille sind in

den abgeleiteten Formeln enthalten?

Man beweise die Formeln (2.66) und (2.119)!

Man erweitere die Definition fiir die Entfernung des direkten Schusses X auf

Flugbahnen im geneigten Gelidnde (Entfernung des direkten Schusses D) und

stelle D als Funktion der Bahnelemente «, ¢, vy (bzw. «, €, D*) sowie der Ziel-

hohe 4 dar!

Wie lautet die Fehlertransportmatrix Y*(r.|#) fiir Storungen der Anfangs-

geschwindigkeit vy und des Abgangswinkels &, bezogen auf die Vergleichs-

variable x, im Auftreffpunkt in der Miindungsebene (¢ = 7.)?

Berechnen Sie die Anderungen der Bahnelemente im Auftreffpunkt Eim geneig-

ten Gelidnde bei Anderung des Geldndewinkels um ¢!

Hierbei sind zwei Fille zu unterscheiden:

a) Bei der Anderung von ¢ wird der Aufsatzwinke! « beibehalten.

b) Trotz Anderung von & soll die gleiche SchrigschuBweite erreicht werden.

a) Man berechne auf der Grundlage der in Abschnitt 2.8.4.2. angegebenen
Theorie das Verhiltnis der Gewichtsfaktoren der untersten und obersten
Schicht ¢,/q,, fir m = 1, 5, 10!

b) Welchem Grenzwert strebt ¢, /q,, fiir m — oo zu?

Das Hohenintervall [0, y,] werde in m Schichtenkonstanten Gewichts (g, = const)

unterteilt, Man berechne die Schichtgrenzen y; (i = 1, ..., m; yp = ).



3. Der Luftwiderstand eines Geschosses

3.1. Ubersicht

Ein Geschof} erfahrt bei seiner Bewegung durch die Luft einen Wider-
stand. Richtung und Betrag der an dem GeschoB3 angreifenden aero-
dynamischen Kréfte hingen ab von der geometrischen Form und der
Oberflichenbeschaffenheit des Geschosses, seiner Relativgeschwindig-
keit (und -beschleunigung) gegeniiber der ungestorten Luft in der Um-
gebung des Geschosses, der rdumlichen Crientierung der GeschoBachse
zur Richtung des Bahngeschwindigkeitsvektors und — in starkem MaBe —
von den Eigenschaften und dem physikalischen Zustand der Atmo-
sphére.

Das parabolische Bahnmodell, das in dem vorangegangenen Kapitel
behandelt worden ist, beruht auf der Annahme, daB3 an dem Gescho8
als einzige Kraft die Schwerkraft angreift. Der Luftwiderstand, der bei
allen Schiissen im erdnahen Raum die GeschoBbewegung (mehr oder
weniger stark) beeinfluit, war unberiicksichtigt geblieben.

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, die in der Ballistik gebrduch-
lichen mathematischen Ansétze zur Beschreibung der Luftwiderstands-
kraft zu begriinden und die Abhéngigkeit des Luftwiderstands von den
Parametern des Geschosses und der Atmosphére zu erdrtern. Die Aus-
fiihrungen dieses Kapitels bereiten die Formulierung des sogenannten
Klassischen Bahnmodells der Auferen Ballistik vor, das sowohl die
Schwerkraft wie den Luftwiderstand einbezieht.!)

Die Beriicksichtigung des Luftwiderstands ist bei den heute iiblichen
Kalibern und Anfangsgeschwindigkeiten nicht auf dem Wege iiber eine
einfache Korrektur der Formeln fiir die Bahnelemente des parabolischen
Bahnmodells méglich, da der Luftwiderstand die Schwerkraft im all-
gemeinen dem Betrag nach um ein vielfaches iibersteigt und dem physi-
kalischen Bild des Bewegungsablaufs vollig neue Ziige verleiht.

1) Siehe Kapitel 4.
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Als Beispiel sei angefiihrt, daB bei einem GewehrgeschoB mit einer Anfangsgeschwin-
digkeit 1o = 700 m/s der Luftwiderstand etwa das 40fache der Schwerkraft ausmacht.
Die Auftreffgeschwindigkeit »* der Flugbahn maximaler SchuBweite (optimaler Ab-
gangswinkel 83 & 35°) betrigt hier nur noch etwa ein Sechstel der Anfangsgeschwindig-
keit vy, wihrend nach der parabolischen Theorie v, = v, sein miiBte.

Es ist kein Widerspruch hierzu, daB eine Reihe von Bezichungen der
parabolischen Theorie in guter N#herung auf Flugbahnen im luft-
erfiillten Raum angewandt werden kdnnen, wie etwa die Formeln zur
Transformation der Entfernung des direkien Schusses (Abschnitt
2.9.2.5).

Das Ziel der Ausfiihrungen dieses Kapitels, die Formulierung des klas-
sischen Bahnmodells vorzubereiten, bedingt Stoffauswahl und Dar-
stellung. So werden die Ergebnisse der Stromungslehre nur in dem
Umfang behandelt, wie dies zur Begriindung der in der Ballistik ver-
wendeten Standard-Luftwiderstandsgesetze notwendig ist.

Fiir die Behandlung der Rotationsbewegung des Geschosses um seinen
Schwerpunkt und die Beurteilung der Stabilitdt des Gescho8flugs werden
umfassendere Kenntnisse bendtigt.

In den Ansitzen fiir den Luftwiderstand treten die Zustandsparameter
des Mediums auf, in dem sich das GeschoB bewegt. Es ist deshalb
zweckmiBig, zunichst den Aufbau und die physikalische Struktur der
Erdatmosphire zu besprechen.

3.2. Das Schichtmodell der Erdatmosphiire

3.2.1. Experimentelle Befunde iiber die vertikale Struktur
der Atmosphire

Die Erdatmosphire stellt eine Gashiille dar, die die Erde in Form einer
Kugelschale umgibt. Die vertikale Ausdehnung der Erdatmosphiére
betrigt etwa (2000 --- 3000) km; ihre obere Grenze ist nicht scharf aus-
geprigt (Ubergang der Atmosphire in den interplanetaren Raum).
Ungezihlte Sondierungen der Erdatmosphire haben gezeigt, daB die
Lufthiille der Erde aus einer Anzahl — beziiglich des Erdmittelpunkts
konzentrischer — Schichten mit unterschiedlicher physikalischer Struk-
tur besteht.

Als Klassifikationsprinzip fiir die Schichteinteilung der Atmosphire
dient in der Ballistik der Charakter des Temperaturverlaufs in den
einzelnen Schichten. Da dieser von den dort ablaufenden Energie-
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umwandlungen abhéngt, ist die Klassifikation der Schichten nach dem
Charakter des Temperaturverlaufs im Grunde genommen eine Klassi-
fizierung nach der Struktur der Energieumwandlungsprozesse.

3.2.1.1. Die Troposphdre

Die Troposphére ist die unterste, erdnéichste Schicht der Atmosphire;
sie reicht von der Erdoberfliche bis in eine Héhe von (9 +-- 12) km in
den mittleren Breiten und in eine Héhe von (16 ++- 18) km in den dqua-
tornahen Gebieten. Sie umfafBlt 809, der Gesamtmasse der Lufthiille.
Die physikalischen Prozesse, die in der Troposphdre ablaufen, sind
ausschlaggebend fiir die Bildung von Wolken und Niederschligen.
Diese Schicht wird deshalb auch als Wettersphire bezeichnet.
Charakteristische Besonderheit der Troposphére ist die relativ starke
Strémung der Luftmassen, die sowohl in horizontaler als auch in verti-
kaler Richtung erfolgt. Der Betrag der vertikalen Komponente der
Stromungsgeschwindigkeit der Luft ist im allgemeinen wesentlich klei-
ner als der Betrag der horizontalen Geschwindigkeitskomponente; man
beriicksichtigt in der GeschoBballistik deshalb meist nur den Einflu8 der
horizontalen (tangential zur Erdoberfliche gerichteten) Windkompo-
nente.

Die Lufttemperatur nimmt in der Troposphére um etwa (6,0 - -+ 6,5) grd
je Kilometer Hohenzuwachs ab. Diese Temperaturabnahme 148t sich
wie folgt verstehen: Durch die Absorption der Energie der Sonnen-
strahlung an der Erdoberfliche erwirmt sich die erdnichste Schicht der
Atmosphiére relativ stark. Da warme Luft eine geringere Dichte als
kalte besitzt, steigen die erwdrmten Luftmassen vertikal nach oben,
wobei sie sich adiabatisch ausdehnen. Adiabatische Ausdehnung eines
Gases bewirkt aber einen Abfall der Temperatur.

Die Luftdichte variiert in der Troposphire innerhalb relativ weiter
Grenzen: Das Verhiltnis der Luftdichte an der oberen Grenze der
Troposphire zur Luftdichte an deren unteren Grenze betrdgt in mitt-
leren Breiten 0,3, in den dquatornahen Gebieten etwa 0,15,

Der vertikalen Strémung und Expansion der erwdrmten Luft ist die
Verdampfung eines Teiles des an der Erdoberfliiche befindlichen Was-
sers und die Kondensation des Wasserdampfs in der Erdatmosphire
iiberlagert. Die quantitative Beschreibung des Energie- und Masse-
transports in der Troposphire erweist sich deshalb als recht ver-
wickelt.
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3.2.1.2. Die Tropopause

Die obere Grenze der Troposphére ist die Zone, in der die Abnahme
des Betrags des Temperaturgradienten auf den Wert Null vonstatten
geht. Dieser Ubergangsbereich zwischen Troposphdre und Strato-
sphire heiBt Tropopause; er hat eine Michtigkeit von einigen Kilo-
metern.

Die Hohe der Tropopause iiber der Erdoberfliche ist stark von der
geographischen Breite abhéngig: Sie betrdgt in den Tropen (16 -+ 18)
km, in den mittleren Breiten (10 :*- 12) km und in den Polargebieten
etwa (9 +++ 11) km.

In der Tropopause und der unteren Stratosphire kénnen Stérungen
auftreten, die sogenannten Strahlstrome (jet streams). Die Strahlstrome
stellen Bénder mit hoher Windgeschwindigkeit dar, die eine Linge von
einigen tausend Kilometern, eine Breite von mehreren hundert Kilo-
metern und eine Michtigkeit von einigen Kilometern besitzen.

In den Strahlstromen erreicht die Windgeschwindigkeit Werte von
(100 --- 110) m/s = (360 --- 400) km/h, im Extremfall auch das Dop-
pelte dieser Werte.

3.2.1.3. Die Stratosphdre

Die Stratosphére schlieBt an die Tropopause an; sie erstreckt sich iiber
einen Hohenbereich von (12 --- 50) km.

Bis auf eine relativ starke Ozonanreicherung ist die Zusammensetzung
der Luft in der Stratosphire die gleiche wie in der Troposphire; das
Maximum der Ozonkonzentration wird hierbei in (20 -- 25) km Héhe
beobachtet.

Die Temperatur der Stratosphire ist in ihrem unteren Abschnitt kon-
stant, steigt jedoch mit zunehmender Hohe wieder an und erreicht an
der oberen Grenze der Stratosphdre Werte, die in der GréBenanord-
nung der Temperatur am Erdboden liegen.

Der Temperaturanstieg in der Stratosphidre wird auf die Absorption
der ultravioletten Strahlung der Sonne im Wellenldngenbereich
(2000 -+ 3000) A zuriickgefiihrt. Als weitere Energiequelle kommt die
kosmische Strahlung in Frage.

Die Lufidichte betrigt in 50 km Hohe etwa ein Tausendstel der Luft-
dichte am Erdboden.

Trotz intensiver Forschung mit allen zur Verfiigung stehenden tech-
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nischen Mitteln (Raketen- und Ballonaufstiegen, funktechnischen Me-
thoden usw.) ist die energetische Wechselwirkung zwischen Tropo-
sphire und Stratosphire noch nicht in allen Einzelheiten geklart.

3.2.1.4. Die Stratopause

Die Stratosphire wird nach oben von der Stratopause begrenzt, die in
etwa (50 --- 55) km Héhe liegt.

In der Stratopause ist die Temperatur annihernd konstant; sie betrigt
etwa 0°C.

3.2.1.5. Die Mesosphire

Die nichsthGhere Schicht der Atmosphire, die Mesosphire, liegt
etwa in (55 --- 80) km Hohe. In ihr tritt erneut ein Temperaturabfall
auf, der &hnliche Ursachen hat wie die Temperaturabnahme in der
Troposphire.

Die Mesosphire ist relativ wenig erforscht, da sie weder mit Ballon-
sonden noch mit Satelliten erreicht werden kann.

3.2.1.6. Die Mesopause

Die Mesopause, die in etwa 80 km Hohe liegt, ist die kilteste Schicht
der Erdatmosphire. Ihre Temperatur betragt nur etwa 185°K = —88°C.

3.2.1.7. Die Thermosphdre

An die Mesopause schliet sich nach oben die Thermosphére an.

Die Thermosphire weist gegeniiber den darunterliegenden Schichten
eine Reihe von Besonderheiten auf, von denen die Dissoziation der
Sauerstoff- und Stickstoffmolekiile in ihre atomaren Bestandteile, die
Ionisation von Atomen und Molekiilen sowie die Anreicherung mit
leichten Atomen hervorzuheben sind.

Das Molekulargewicht der Luft 3, betrigt in einer Héhe von 300 km
nur noch My, = 23,73 (gegeniiber M, = 28,97 in den Schichten unter
95 km Hohe).
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Die Absorption der kurzwelligen Strahlung der Sonne in der Thermo-
sphire bewirkt eine VergroBerung der kinetischen Energie der Luft-
partikel, was gleichbedeutend mit einem Temperaturanstieg ist. So be-
trigt die Lufttemperatur an der oberen Grenze der Thermosphére (in
500 km Hohe) etwa 1500°K.

Die hohen Temperaturen der Thermosphire sind fiir den Aufenthait
von Flugkorpern in dieser Schicht kein Hindernis: Da die Dichte der
Luftpartikel mit hoher kinetischer Energie klein ist, wird auf den
Flugk6rper nur eine relativ geringe Warmemenge iibertragen. Die
mittlere freie Weglinge der Luftmolekiile A betrigt in 400 km Hohe
(200 --- 600) m.

Der Hauptteil der Wirme, die Flugk6rper beim Durchqueren der
Thermosphére aufnehmen, stammt nicht aus der Atmosphére, sondern
von der Sonne.

3.2.1.8. Die Exosphdre

Die Exosphire, die AuBenschicht der Erdatmosphire, erstreckt sich
von der Hohe (400 --- 500) km bis zur Grenze der Atmosphire, die bei
(2000 --- 3000) km angenommen werden kann.

Die Exosphire stellt ein hochverdiinntes Gas dar; die mittlere freie
Weglinge der Luftmolekiile erreicht die GréBenordnung von Kilo-
metern.

Der Hauptanteil der Teilchen der Exosphére bewegt sich unter dem
EinfluB des Schwerefelds der Erde auf elliptischen Bahnen; ihre
mechanische Energie (die Summe aus potentieller und kinetischer Ener-
gie) ist annihernd konstant.

Die Dichte der Exosphire ist auBerordentlich gering: In 700 km Hohe
sind in einem Volumen von einem Kubikzentimeter noch 106 Teilchen
enthalten, an der Grenze der Exosphéire nur noch 100 Teilchen/cm?3.
Die zuletzt genannte Teilchendichte entspricht der Dichte der inter-
planetaren Materie.

Die Grenzen zwischen den Atmosphérenschichten sind flieBend; ihre
Hohenlage und Ausdehnung hingen zudem merklich von der geo-
graphischen Breite, der Tages- und Jahreszeit, der Intensitdt der Son-
neneinstrahlung sowie einer Reihe weiterer (teilweise noch nicht vollig
erforschter) Faktoren ab.

Weitere Angaben tiber den Aufbau der Lufthiille der Erde und die physi-
kalischen Prozesse in der Atmosphire findet man z.B. in [7] bis [10].
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3.2.2. Grundannahmen der modernen Modellatmosphiiren

Die Eigenschaften der Atmosphire werden durch Angabe ihrer physi-
kalischen Zustandsparameter beschrieben. Wie diese Parameter auch
gewihlt werden mogen, man wird feststellen, daB der Zustand der
Atmosphire in einem ausgewéhlten Bezugspunkt von Tag zu Tag und
von Jahreszeit zu Jahreszeit innerhalb verhiltnismaBig weiter Grenzen
schwankt. Man weill deshalb im voraus nicht mit Sicherheit, welche
konkreten meteorologischen Bedingungen das Geschofl wahrend seiner
Bewegung durch die Erdatmosphire vorfinden wird. Um dennoch
Flugbahnvorhersagen treffen zu kénnen, ist man gezwungen, fiir die
Bahnrechnungen eine hypothetische mittlere Struktur der Atmosphdre
vorzugeben. Diese angenommene mittlere Struktur der Atmosphire
wird als Modellatmosphdre bezeichnet.

In den Modellen der Atmosphire sind in der Regel noch einige frei
wihlbare Parameter vorhanden. Legt man die Zahlenwerte dieser Para-
meter fest, so gelangt man von der Modellatmosphére zu einer speziel-
len Standardatmosphdre (siche Abschnitt 3.2.6.).

Man verlangt von einer Modellatmosphére, daB sie die im Jahresmittel
vorliegende meteorologische Situation ,,méglichst gut* annihert.
Wann eine Anndherung ,.gut* oder ,schlecht® heiBen soll, ist eine
Sache der Ubereinkunft. In der Ballistik wird man eine Modellatmo-
sphire im allgemeinen dann als gut gewihlt ansehen, wenn die Abwei-
chungen der Tagesbedingungen beim SchieBen von den meteorolo-
gischen Standardbedingungen so klein sind, daB ihre Einfliisse auf die
Flugbahnelemente mit Hilfe der linearen Stérungstheorie berechnet
werden kénnen.

Den Modellatmosphéren der Ballistik sind folgende Grundannahmen
gemeinsam:

I. Die Luft ist ein Kontinuum, das physikalisch als ideales Gas be-
handelt werden kann.
II. Die Temperatur der Luft ist eine bekannte (vorgegebene) Funktion
der geometrischen Hohe 4 iiber der Erdoberfliche.
III. Die Atmosphére befindet sich relativ zur Erdoberflache in stabilem
statischem Gleichgewicht.

Die in der Praxis benutzten speziellen Modellatmosphéiren unterschei-

den sich im wesentlichen

~ hinsichtlich der Struktur der Temperaturverteilung (lineare bzw.
quadratische Abhédngigkeit der Temperatur von der Hohe);
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— in der Art der Beriicksichtigung der Luftfeuchte sowie
— beziiglich der Annahmen iiber die Ho6henabhingigkeit der Fall-
beschleunigung.

Anufgabe der folgenden Abschnitte ist es, die Voraussetzungen I bis ITI
mathematisch durch Gleichungen bzw. Ungleichungen darzustellen
und die funktionelle Abhingigkeit der meteorologischen Elemente von
der Hohe iiber der Erdoberfliche zu berechnen.

3.2.3. Physikalische Beziechungen und Definitionen
3.2.3.1. Parameter der Atmosphdre

Es ist iiblich, den lokalen physikalischen Zustand der Atmosphére
durch Angabe der meteorologischen Elemente

— Luftdruck b,

- Luftdichte g,

— Lufttemperatur ') und

— Windgeschwindigkeit w = (W, W,, W,)

zu charakterisieren. Das Molekulargewicht I, (die spezifische Gas-
konstante ®;) und der Adiabatenexponent »; der Luft werden als be-
kannte Funktionen der Hohe y vorausgesetzt.

Sollen Stréomungsvorginge untersucht werden, die in unmittelbarer
Nihe der GeschoBoberfliche ablaufen, so benétigt man iiberdies die
Zahlenwerte der dynamischen Zihigkeit sowie des Wirmeleitungs-
koeffizienten der Luft.

Fiir Flugkorper, die die oberen Schichten der Atmosphére erreichen,
ist die mittlere freie Weglinge der Luftmolekiile A ein weiterer wich-
tiger Parameter. Der Zahlenwert von 1 ist ein MaB dafiir, inwieweit
die Voraussetzung I (Abschnitt 3.2.2.) giiltig ist (siche hierzu Ab-
schnitt 3.3.2.1.).

Wenn nicht nur die lokalen Eigenschaften der Atmosphére, sondern
auch deren vertikale Struktur untersucht werden sollen, sind weitere
Parameter in die Betrachtung einzubeziehen, wie die Fallbeschleuni-
gung g, am Boden, der mittlere Erdradius Rg und andere.

1) Um Verwechslungen mit dem Stérungskoeffizienten T fir die Flugzeit ¢ zu ver-
meiden, wird die kinetische (absolute) Lufttemperatur, abweichend von der in der
Physik {iblichen Symbolik, mit = bezeichnet.
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Zwischen den genannten Parametern, die fiir die Struktur der Atmo-
sphidre maBgebend sind, bestehen eine Reihe von Beziehungen. Sie
konnen deshalb nicht unabhéngig voneinander vorgegeben werden,
wie sich in den folgenden Abschnitten zeigen wird.

3.2.3.2. Die Zustandsgleichung

In Voraussetzung I (Abschnitt 3.2.2.) war die Luft als ideales Gas
postuliert worden. Diese Voraussetzung besagt: Luftdruck p, Luft-
dichte ¢ und absolute (kinetische) Temperatur = der Luft geniigen der
thermodynamischen Zustandsgleichung

p=Reor. 3.1

Wenn %y gegeben ist, brauchen von den drei meteorologischen Ele-
menten (Zustandsparametern) p, o und v jeweils nur zwei bekannt zu
sein; das dritte Element folgt dann eindeutig aus (3.1).

Die Lufthiille der Erde besteht aus drei Gruppen von Bestandteilen:

— einer Gruppe von Gasen mit nahezu konstantem Mischungsverhilt-
nis (Stickstoff, Sauerstoff, Argon);

— einer Gruppe von Gasen, deren relativer Anteil in der Luft stark
variiert (Wasserdampf, Kohlendioxid, Ozon) und

- staubférmigen (festen) sowie fliissigen Beimengungen (u.a. RuB,
Wassertrépfchen, Schneekristallen).

Die modernen Modellatmosphéren der Aerodynamik und Ballistik be-
riicksichtigen nur die zuerst genannte Gruppe von Gasen, deren Zusam-
mensetzung bis etwa 90 km Hoéhe als konstant angesehen wird.

Der EinfluB der zweiten und dritten Gruppe von Bestandteilen der
Atmosphére kann durch eine Stdrungsrechnung oder eine Korrektur
der Lufttemperaturz,am Boden erfalt werden (siche Abschnitt 3.2.6.3.).
In Hohen iiber 90 km steigt der Gehalt der Luft an leichten Gasen
(Helium und Wasserstoff) stark an, aulerdem macht sich die Dissozia-
tion der molekularen Bestandteile der Luft in zunehmendem Maf be-
merkbar (O, — 2 O, H, - 2 H). Bei Bahnen, die grofle FiughShen er-
reichen, muBl deshalb die Hohenabhingigkeit des Molekulargewichts
M, der Luft unbedingt beriicksichtigt werden: MM, = M, (h). Mit M, ist
aber auch die spezifische Gaskonstante R, der Luft eine Funktion
der Hohe: R, = R ().
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Aus der Giiltigkeit der Zustandsgleichung (3.1) folgt fiir die lokale
Schallgeschwindigkeit a die bekannte Beziehung

a = '\/xL Ry 7; (3.2

#;, bezeichnet den Adiabatenexponenten der (trockenen) Luft.

Da nach Voraussetzung II iiber die Struktur von Modellatmosphéren
(Abschnitt 3.2.2.) die Lufttemperatur eine vorgegebene (bekannte)
Funktion der Hohe 4 ist, kann man (3.2) in dem Bereich, in dem
Ry = const gilt, auch schreiben

a(h) = a, \/ ) 4y =V R(0), (3.3)

To

worin g, die Schallgeschwindigkeit am Boden (2 = 0) bedeutet.
Die Schallgeschwindigkeit in der Modellatmosphére ist eine eindeutige
Funktion der Héhe A.

3.2.3.3. Die statische Gleichgewichtsbedingung

GemiB Voraussetzung ITT (Abschnitt 3.2.2.) befindet sich die Luft der
Modellatmosphire relativ zur Erdoberfliiche in Ruhe. In der Atmo-
sphiire diirfen somit keine Luftstromungen auftreten; es herrscht Wind-
stille (w = 0).

Damit in der Atmosphére keine makroskopischen Stromungen auf-
treten, muB sich jeder aus der Atmosphére willkiirlich ,,herausgeschnit-
tene“ (infinitesimale) Bereich % mit seiner Umgebung im Kriftegleich-
gewicht befinden.

Als Bedingungsgleichung fiir statisches Gleichgewicht der Atmosphire
folgt aus der Eulerschen Gleichung der Hydrodynamik:?)

gradb =p g. (3.4)

Unm diese Vektorgleichung in Komponenten zu zerlegen, fiihrt man ein
lokales kartesisches Koordinatensystem x', 4, z' ein, dessen h-Achse
entgegengesetzt zur Richtung von g weist und dessen x'- und z’-Achse

1) Hinsichtlich der Herleitung der Gleichgewichtsbedingung sei auf die Lehrbiicher der
Hydrodynamik verwiesen, siche etwa Kotschin, N.J.; Kibel, I.A.; Rose, N.W.:
Theoretische Hydromechanik, Berlin 1955.
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in der (lokalen) Tangentialebene an die (kugelférmig vorausgesetzte)
Erde liegen (Bild 3.1).

Wihrend sich die Richtung der Fallbeschleunigung g im erdfesten
x,y,z-System langs der Flugbahn #ndert, weist g im lokalen x',h,z’-
System stets in Richtung der negativen h-Achse. Die Einfithrung des

Bild 3.1
Erdfestes x,y,z-System und
x' lokales x',h,z’-System

lokalen x',h,z’-Systems trigt somit dem Umstand Rechnung, da8 die
Schwerkraft eine Zentralkraft ist, die zum Erdmittelpunkt gerichtet
ist.
Im Abgangszeitpunkt ¢ = ¢, fallt das lokale x’,h,z'-System mit dem
erdfesten x,y,z-System zusammen.
Die Komponentenzerlegung von (3.4) liefert im x',A,2'-System

o op op

Y =" =0, =~ = —pg. 3.5

ox’ oz’ oh, ¢8 3:5)
Der Luftdruck p hidngt weder von x noch von z ab; er ist eine Funktion
allein der Hohe h. Man kann anstelle von (3.5) somit schreiben

v
dh
GemiB Voraussetzung II (Abschnitt 3.2.2.) ist die Lufttemperatur v
eine vorgegebene Funktion der Héhe A. Nimmt man ferner an, daf3

auch die Zusammensetzung der Luft eine bekannte Funktion von 4 ist,
so kann auf Grund der Zustandsgleichung auch ¢ nur von 4 abhéngen:

0
() (k)

Man nennt eine Atmosphire, in der Druck, Dichte und Temperatur
eindeutige Funktionen der Hohe 4 sind, ,horizontal geschichtet®.
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Die Differentialgleichung (3.6) ist demnach die Bedingungsgleichung
fiir statisches Gleichgewicht in einer horizontal geschichteten Atmo-
sphére.

Die Stabilititsbedingung (3.6) kann auch elementar hergeleitet werden. Um dies zu
zeigen, betrachtet man das Kriftegleichgewicht an einem infinitesimalen Quader B, der
gemiB Bild 3.2 aus der Atmosphire ,,herausgeschnitten® wird.

h 540
P(h+Ah
K dn l_l f )
: N
h } JRISEDR DU,
+
/// { ¥
rd 1 41' \';
Bin) Bild 3.2
AG Zur elementaren Her-
wx'  leitung der statischen
0 Gleichgewichtsbedin-
gung der Atmosphiire

Grund- und Deckfliche des Quaders der Masse Am seien parallel zur Erdoberfliiche
und mdgen sich in der Héhe & = A° bzw. A = #° + Ah befinden; ihr Flicheninhalt sei
gleich F.

Da tangential zur Erdoberfliche voraussetzungsgemiB Keine atmosphirische Stromung
herrscht und die Schwerkraft lediglich eine Komponente in A-Richtung hat, kann
weder in x’- noch in z’-Richtung ein Druckgefille vorhanden sein. Der Luftdruck b darf
auf Grund dieser Uberlegung somit von vornherein als Funktion von # allein angesetzt
werden:

p=p(h) @p/ox = ay/oz = 0).
In h-Richtung liegt Kriftegleichgewicht dann vor, wenn sich das Gewicht des Quaders
AG = —o(h) Ak Fg(h)
und die Differenz der Druckkrifte auf die Boden- und Deckfliche des Quaders
AP = [p(°) — p(h° + AW F

gerade kompensieren.
Das Symbol % bezeichnet eine mittlere Hohe zwischen 2 = h° und h = k° + Ah:

h=h +Ak; 0= ARS AR, a7

Die Fallbeschleunigung g wird, wie bei allen neueren Modellatmospharen {iblich, als
hohenabhingig angenommen.
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Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Krifte an dem infinitesimalen Quader B lautet
damit
K., =K, =0,
K, = AP + AG = [p(h°) — p(h° + AR F — ghyo(h) FAR = 0.
Aus der letzten Beziehung folgt
B+ A — 507) _
Ah

Fiihrt man den Grenziibergang Ak — 0 aus, so geht die linke Seite — gemaB der Defini-
tion der Ableitung — in (dp/dh),- - liber; auf der rechten Seite strebt auf Grund von
(3.7) mit Ak auch A/ gegen Null:

92) = —g(") (k).
(F),..= —set

Da h° cine beliebige BezugshShe darstellt, ist diese Gleichung mit (3.6) identisch.

—g(h® + ARy o(h° + AR).

*3.2.3.4. Die thermodynamische Stabilititsbedingung

Wenn sich die Atmosphére — trotz hohenverinderlichen Drucks — in
statischem Gleichgewicht befinden soll, so miissen die meteorologischen
Parameter Gleichung (3.6) geniigen.

Die Bedingung (3.6) ist eine notwendige Bedingung fir stabiles Gleich-
gewicht der Atmosphdre; sie ist jedoch hierfiir nicht hinreichend. Damit
der durch (3.6) bestimmte Gleichgewichtszustand thermodynamisch
stabil ist, muB eine weitere Bedingung erfiillt sein, die dafiir sorgt, daB
in der Atmosphire keine Konvektionsstrémung auftritt, die die vor-
handenen Temperaturunterschiede auszugleichen trachtet.

Die vorgenannte Zusatzbedingung — die thermodynamische Stabilitiits-
bedingung - hat die Form einer einschrinkenden Bedingung fiir den
Temperaturgradienten 4 : = dz/dh.

Die thermodynamische Stabilititsbedingung fiir trockene Luft lautet

Az 4, = —gleps (3.8)
4] € 14,) = gleg, = 9,762 grd/km,

wenn die spezifische Wirme der trockenen Luft bei konstantem Druck
mit ¢y, bezeichnet wird.

Zur Ableitung der Stabilititsbedingung (3.8) betrachtet man ein Massenelement dm der
Atmosphire, das von der Hohe & = k' zur Hohe & = k' + dh aufsteigt. Das Masse-

teilchen sei so klein, daB bei seiner Bewegung die umgebende Luft praktisch weiterhin
in Ruhe bleibt und deren Temperatur nicht gedndert wird.
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Unter diesen Voraussetzungen kann angenommen werden, daB3 die Bewegung des
Masseteilchens von der Hohe & = A’ zur Hohe A = h’ 4+ dh adiabatisch erfolgt. Die
Anderung der spezifischen Entropie s* des Massenclements muf in diesem Fall Null
sein: ds* = 0.

Nach Voraussetzung I (Abschnitt3.2.2.) kann die Luft als ideales Gas behandelt werden.
Fiir die spezifische Entropie s* der Luft gilt somit*):

ds*:cpl_d_-r__l_ﬂ’.’
T e T
ds* dr 1 dp\dha
ds* = 8 ap = (o, T - LB,
dh (c“dh 0 dh) T

Mit dr/dh = : A und der statischen Stabilititsbedingung (3.6) folgt hieraus

ds* = (e d + g)%. 69

Da die Bewegung des Massenelements nach Voraussetzung adiabatisch erfolgen soll
(ds* = 0), muB der Temperaturgradient A = A, der Bedingung geniigen

chAa +g=0, 4,= ~gley.

Man nennt A, adiabatischen Temperaturgradienten.
In der Hohe # = &’ + dh hat das adiabatisch aufgestiegene Masseteilchen die Tempe-
ratur

r
w + dh) = () + (ﬁ) dh =7 + A, dh.
dn/a

Die Umgebung des Massenelements besitzt die fiir die Hohe A" + dh vorgegebene
Temperatur der ungestorten Atmosphire
(W + dh) = =(h’) + d.:i(;:) dh =7 + A’ dh.

Der Temperaturunterschied dv zwischen dem adiabatisch aufgestiegenen Massen-
element und seiner Umgebung betrigt somit

dr =7,(W + dh) — (W + dh) = (A, — AY dh.

Da sich die Atmosphire nach Voraussetzung im statischen Kriftegleichgewicht befin-
det, ist der Druck p in dem betrachteten Massenelement und seiner Umgebung gleich
groB, Die Temperaturdifferenz dz hat dann auf Grund der Zustandsgleichung p = Ry o7
den relativen Dichteunterschied zur Folge?):

d_9= _.QE=_1_(A_A_)'d},.

0 T T

1) Siche etwa Ebert, H.: Physikalisches Taschenbuch. 4., iiberatrb. u. erginzte Aufl,,
Braunschweig 1967, oder Asopexuiti, B. M.; Hemaad, A. A.: Cnpasownur no
Pusure 0an unxcernepos u cmydernmos eysos. Mocksa 1963,

2) Die Hohenabhingigkeit der spezifischen Gaskonstante kann bei diesen Betrachtun-
gen auBer acht gelassen werden.
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Durch diesen Dichteunterschied erfihrt das Massenelement nach dem Archimedesschen
Prinzip eine Kraft dP in A-Richtung:

dP = —dmg d_g
e
Fiir die Beschleunigung b des Massenelements gilt somit
b= _ % _ _&4_ Ayan (3.10)
dm 0 T

Die Beschleunigung b ist positiv (weist in positive A-Richtung) fiir dp < 0. Das ist
dann der Fall, wenn die Dichte des Massenelements kleiner ist als die Dichte der
ruhenden Luft der Umgebung oder, anders ausgedriickt, wenn der Temperatur-
gradient A der Atmosphire kleiner ist als der adiabatische Temperaturgradient A,.
Fir A < A, hat ein Volumenelement, das aus irgendeinem Grunde um dk aus seiner
Ruhelage ausgelenkt ist, das Bestreben, die begonnene (Auf- oder Abwirts-) Bewegung
fortzusetzen. Fiir A < A, befindet sich die Atmosphiire somit in einem thermodynamisch
instabilen Zustand.

Wenn A > A4, ist, so entsteht bei Verschiebung des Volumenelements aus der Aus-
gangslage eine Kraft, die der Auslenkung entgegenwirkt. Das Volumenelement befindet
sich somit in stabilem thermodynamischem Gleichgewicht. Nimmt man an, daB sich die
Luft in dem betrachteten Volumenelement nicht mit der Luft der Umgebung ver-
mischt, so fiihrt das Volumenelement unter dem Einflufl der Riickstellkraft — dhnlich
wie ein Pendel - Schwingungen um seine Ruhelage aus.

Besonders stabil sind diejenigen Schichten, in denen A > 0 gilt, die
Lufttemperatur also mit zunehmender Hohe wichst: Aufwirts oder
abwirts gerichtete Luftstromungen werden sehr rasch geddmpft.

Die Bedingungen (3.6) und (3.8) sind notwendig und hinreichend dafiir,
daB sich die Atmosphire relativ zur (ruhenden) Erdoberfliche in einem
stabilen Gleichgewichtszustand befindet.

Eine detaillierte Diskussion der Bedingungen fiir die Stabilitdat der
Atmosphidre findet man in der ausgezeichneten Monographie von
Chrgian [7]. Dort ist auch die Stabilitdtsbedingung fiir feuchte Luft
abgeleitet.

3.2.3.5. Die Molekulartemperatur

Da die chemische Zusammensetzung der Luft mit der H6he variiert, ist
die Gaskonstante der Luft R eine Funktion der Hoéhe A iiber dem
Erdboden: Ry = R (4). Bei ballistischen Untersuchungen ist die Be-
riicksichtigung der Hohenabhingigkeit von R, unbequem, man elimi-
niert sie deshalb durch Einfithrung einer Molekulartemperatur T*(h), die
an die Stelle der kinetischen Temperatur z(h) tritt.
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Die Molekulartemperatur 7%(h) ist definiert:

*h) = —8-;';(& w(h), Rpo:= R(0). (3.11)

LO

Wie in der Thermodynamik gezeigt wird, ist die spezifische Gaskon-
stante Ry umgekehrt proportional zum Molekulargewicht 9¢t,.. Man
kann die Definitionsgleichung (3.11) deshalb auch in der Form schrei-
ben

*(h) 1 = %z—;’l; w(h), Mo : = My(0). 3.12)

Bis in etwa 90 km Hohe ist die Molekulartemperatur gleich der kine-
tischen Temperatur. Bei groBen Hohen kann die Temperaturdifferenz
Az = t* — 7jedoch erheblich sein. So gibt die Tabelle der sowjetischen
Standardatmosphéire SSA-64, die in Abschnitt 3.2.6.2. besprochen wird,
fiir die H6he A = 200 km die Werte 7% = 1316,10°K, 7 = 1226,80°K
an; die Temperaturdifferenz betrigt Av = 89,30 grd!

3.2.3.6. Die geopotentielle Hohe

Da in der Gleichgewichtsbedingung (3.6) die Fallbeschleunigung g auf-
tritt, ist bei der Aufstellung einer Modellatmosphire stets auch eine
Annahme iiber die H6henabhéngigkeit von g erforderlich. Die Fest-
legung g = const scheidet hierbei von vornherein aus, wenn das Atmo-
spharenmodell nicht nur zur Berechnung klassischer GeschoBflug-
bahnen, sondern auch zur Vorhersage von Bahnen weitreichender
Raketen Verwendung finden soll.

Die Hohenabhéingigkeit der Fallbeschleunigung kann aus den Bestim-
mungsgleichungen fiir die meteorologischen Elemente auf analoge Art
eliminiert werden wie die Hohenabhdngigkeit der spezifischen Gas-
konstanten R : Man kompensiert die Hohenabhéngigkeit von g durch
Einfiithrung einer geopotentiellen Héhe h*, die in den Bestimmungs-
gleichungen der meteorologischen Elemente an die Stelle der geometri-
schen Hohe 4 tritt.

Die Definitionsgleichung der geopotentiellen Hohe A* lautet

h
h* = —I—J‘ g(h)dn (3.13)
8o Jo
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bzw. in differentieller Form

an* = 2B 4. (3.14)
8o

Hierin ist g, die Fallbeschleunigung an der Erdoberfliche (im Ursprung
des x',h,z'-Systems).

Zur Berechnung der Hohenabhingigkeit von g wird das Schwerefeld
der Erde als kugelsymmetrisch vorausgesetzt.

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz ist die Anziehungskraft G
zwischen Geschof} (Masse: m) und Erde (Masse: Mg; mittlerer Radius:
Rg) in den Hohen 4 > 0 und Ay = 0 gegeben durch?):

MEm . MEm
G O TR
E E

Das Symbol y, bezeichnet die universelle Gravitationskonstante. Mit
den Ansitzen

G =y, . (3.15)

G =:mgh), Go=:mgo

folgt aus (3.15) fiir die Hohenabhiingigkeit der Fallbeschleunigung die
Bezichung

Re \? 8o
h = ———— = —— . 6)
&) = g (RE + h) [1 + (h/Re)]? (3.1

Setzt man g(h) aus (3.16) in (3.13) ein, so kann das Integral ausgewertet
werden:

h ’
h*=R§J‘_&_’=_Rg< 1 __1_>
0 (RE + h’)" .RE + h -RE
Hieraus folgen fiir den Ubergang von der geometrischen Hohe A zur
geopotentiellen Hohe A* (und umgekehrt) die Formeln

Re
Re +h'

Re
‘RE - h* )

h* =h h = h* 3.17
Das Produkt m h* ist die potentielle Energie ¥, eines Geschosses der
Masse m, das sich im Abstand 4 von der Erdoberfliche befindet.?) Die

Bezeichnung geopotentielle Hohe fiir h* wird hierdurch verstdndlich.

1) Siehe etwa die in FuBnote 1, Seite 199, zitierte Literatur.
2) Das Gravitationsfeld der Erde wird als kugelsymmetrisch vorausgesetzt.
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3.2.4. Die meteorologischen Elemente der Modellatmosphiire
3.2.4.1. Die Bestimmungsgleichungen
Die Lufttemperatur 7, die Fallbeschleunigung g sowie die Gaskon-

stante R, der Luft seien als Funktionen der Hohe 4 vorgegeben. Die
Zustandsgleichung

p=%Reort (3.18)
und die Stabilititsbedingung
dp = —gopdh (3.19)

reichen dann aus, um den Druck-, Dichte- und Schallgeschwindigkeits-
verlauf in der Modellatmosphére zu berechnen.

Durch Division von (3.19) durch (3.18) erhilt man eine Differential-
gleichung fiir die Druckfunktion p = p(h):

p R (h) 7(h)

Durch Integration dieser Gleichung ergibt sich eine Beziehung fiir die
Abhingigkeit des Luftdrucks p von der geometrischen Hoéhe A, die
sogenannte barometrische Hohenformel.

Nachdem p(h) bekannt ist, erhilt man die H6henabhéngigkeit der
Dichte ¢ aus der Zustandsgleichung (3.1):

o B 4, (3.20)

oty = — 2B __ (3.21)
Re(h) =(h)

Die einzelnen Schichten der Erdatmosphire sind durch ein fiir sie
typisches Temperaturprofil gekennzeichnet (sieche Abschnitt 3.2.1.).
Dieser experimentelie Befund hat fiir die Konstruktion der modernen
Modellatmosphiren grundlegende Bedeutung: Man baut die Modell-
atmosphiren aus Schichten auf, in denen die Ableitung der Molekular-
temperatur T* nach der geopotenticllen Héhe A*, der sogenannte geo-
potentielle Temperaturgradient A*, jeweils konstant ist:

%
AY = (dT ) =const (i=1,2,..).
an* ),

Der Temperaturgradient A¥ kann groBer, kleiner oder gleich Null
sein.
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Innerhalb der einzelnen Atmosphirenschichten dndert sich die Mole-
kulartemperatur 7* somit linear mit der geopotentiellen Héhe A*:

*
T* =1i., + A¥h*,

(3.22)
By Sh* Sk ((=1,2..)).

Die geopotentiellen Héhen Ay, A sind die untere bzw. obere Grenze
der i-ten Schicht.

Fir hf., £h* <hf¥ und A¥ <0 durchlauft v* das Intervall
Ti~1 = 7* = 7}, wihrend p und g in den Grenzen variieren:

P Z2h2hs 12020
Am Erdboden gilt speziell
hg=ho=0, Tt):To.

Um die Temperaturverteilung t* = 7*(h) eindeutig zu beschreiben,
reicht es aus, die Intervallgrenzen h;(j = 0, 1,...), die Temperatur-
gradienten A} der einzelnen Schichten sowie den Bodenwert der Tem-
peratur T, vorzugeben.

Bei der Integration der Differentialgleichung (3.20) hat man zwischen
isothermen Schichten (AF = 0) und Schichten mit linearem Tempera-
turverlauf (AF 2 0, const) zu unterscheiden.

3.2.4.2. Der Druck- und Dichteverlauf in isothermen Schichten

Isotherme Schichten treten bei den modernen Normalatmosphéren nur
im Bereich 4 < 95 km auf. Da in diesem Hohenbereich die chemische
Zusammensetzung der Luft konstant ist, kann man Ry (h) = R, , = const,
¥ = 7 setzen. Unter diesen Voraussetzungen spezialisiert sich (3.20)
in der i-ten Schicht zu

ﬂ = — _g_o__ih).dh = - —-‘g-9—-°dh*, T, =T,
p Aot %o Ao 7y
Integration dieser Gleichung iiber die i~te Schicht liefert
Inp—-—Inp,_, = — -—go—(h* — hi-1),
Lo Ty
b= pios exp[— B0 (w — h 1)] (3.23)
Lo Tt
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Fiir die Luftdichte in der i-ten Schicht erhilt man auf Grund von (3.21)
die gleiche Hohenabhingigkeit wie beim Druck:

0 = Q4-1 €Xp [— o (px h?‘_l)]- (3.24)

Lo Ti

Die geopotentielle Hohe A* kann in (3.23) und (3.24) gemiB (3.17)
durch die geometrische Héhe & ersetzt werden:

&o h Rg hi_1 Rg >]
=p;_,exp| — =22~ - ; 3.23a
? o [ Ao 7 <RE +h Rp+ h_y ( )

0 =0i-1 exp[— £o ( hRs | _moaRe )| (3.24a)
§RL0 T RE + h -RE + hi—l

Wenn die geometrische Hohe h des Flugkdrpers klein gegeniiber dem Erdradius Rg ist
(h < Ry), diirfen die Nenner der Quotienten nach Potenzen von h/Rg entwickelt und
die Entwicklungen nach dem linearen Glied abgebrochen werden:

h* — h* _ hRE — hl—l RE = h _ hi—l

"' " Re+h Rg+hiy 1+ (/Re) 1+ (h—y/Re)
% kil — (B/R] = Ay [1 — (hy_y/Rp)]
=G - h_D0 — G+ h_y)/Re].

Der Term - (2 + h;_1)/Rg gibt den relativen Unterschied zwischen den Hohendifferen-
zen (h* — B¥ ) und (2 — h;_,) an. Man sieht, daB die Differenz der geopotentiellen
Hohen zweier vertikal ilibereinanderliegender Punkte geringer ist als deren geome-
trischer Hohenunterschied.!)

Zahlenbeispiel: Fiir h = h;_; = 15km, Rg = 6371 km erhilt man
_hthey 30

Re T 6,371

<1073 = —4,7%00.

3.2.4.3. Die Druck- und Dichtefunktionen
bei linearem Temperaturverlauf

Ist der geopotentielle Temperaturgradient in der i-ten Schicht konstant,
aber ungleich Null,

dvtjdh* =A* 20 (i=1,2,..),

1) Fiir infinitesimale Hohendifferenzen folgt dies wegen g(h) < go bereits aus der
Definitionsgleichung (3.14) der geopotentiellen Héhe.
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dann gilt dv = Af d#*. Die Differentialgleichung (3.20) kann unter Be-
achtung von (3.11) und (3.14) umgeformt werden zu:

.d_p=__ &o | Reo -g(h)dh=—ﬁ—-—1—'dh*,
p Ro R g Ro ¥

dp =~ go dr*

_p— B Reo AT T* ’

Die Integration dieser Differentialgleichung iiber die i-te Schicht liefert
E3 T * oy

p(h) - [T *(h)] — [1 i /ii < h Rg _ hi—1 Rg >] . (3.25)
Pi-a Ti-1 Ti-1\Re +h  Rg+ hi4
__8

gELO Aﬂf
Die relative Dichte g(h)/p;-, in der i-ten Schicht erhélt man aus (3.21)
und (3.25) unter Beachtung der Definitionsgleichung (3.11) fiir die
Molekulartemperatur
M — p(h) . Re(hi_1) 71 - p(h) . Ty
Qi-1 Ry (k) =(h) Pi-1 Pior THR)

ETOAY it * ay—~1
o® _ [r*(h)] _ [1 N /*1, ( hRe  h_yRg >] 626
Qi"l Ti-1 Ti-]_\RE + h 'RE -+ hi—l

Bei einigen dlteren Standardatmosphiren wird die Fallbeschleunigung
als konstant angenommen. Das ist als Ndherung zuléssig, wenn 4 klein
gegeniiber Rg ist. Man erhilt die diesem Grenzfall entsprechenden
Druck- und Dichtefunktionen formal aus (3.25) bzw. (3.26) durch den
Grenziibergang h/Rg — 0:

an _ [1 LA g hi_l)]ai; on [1 LA G hi_l)]ai—l.

Py Ti-1 Qi-1 Ti-1

P =

(3.27)
3.2.4.4. Der Verlauf der Schallgeschwindigkeit

Fiir die Hohenabhéangigkeit der Schallgeschwindigkeit ¢ gilt in der i-ten
Schicht der Atmosphire unter der Voraussetzung 0 = My o, R = Reo:

*
o (T o
Ti1 \Re +#  Rg+hi_,

a4
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Bei Zuldssigkeit des Grenziibergangs #/Rp — O vereinfacht sich diese
Bezichung zu

a(h)

a;_y

A*
\/1 + = (h—h_). (3.29)
Ti-1

In der Hochatmosphire (A > 90 km) ist infolge der starken Verdiin-
nung der Luft eine Schallgeschwindigkeit (als Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit schwacher Stérungen) nicht mehr definjert (siche hierzu Ab-
schnitt 3.3.2.3.).

*3.2,5. Der Einflufl der Luftfeuchte auf die meteorologischen Elemente
der Modellatmosphéire

3.2.5.1. Die Zustandsgleichung der feuchten Luft

Die Ableitungen in Abschnitt 3.2.4. gelten zunéchst nur fiir trockene Luft. Es soll nun-
mehr die Frage beantwortet werden, wie sich die Druck-, Dichte- und Schallgeschwin-
digkeitsfunktionen dndern, wenn die Atmosphire merklich Wasserdampf enthilt.
Der Wassergehalt der Luft erreicht nur in den bodennahen Schichten der Atmosphire
eine nennenswerte GroBe. Bei der Abschitzung des Einflusses der Luftfeuchtigkeit
kann deshalb die spezifische Gaskonstante der trockenen Luft R;,; (in unserer fritheren
Bezeichnung: ) als konstant angenommen werden.

Behandelt man den Wasserdampf in dem hier in Frage kommenden Temperaturbereich
niherungsweise als ideales Gas, dann ist der Luftdruck p;;, der feuchten Luft, der vom
Barometer angezeigt wird, nach dem Daltonschen Gesetz gleich der Summe des Partial-
drucks der trockenen Luft p,y und des Partialdrucks des Wasserdampfs e:

P = P + e (3.30)

Hierbei ist zu beachten, daB der Partialdruck des Wasserdampfs e den Sittigungs-
dampfdruck des Wassers () nicht {iberschreiten kann:

e < G().

Der Sittigungsdampfdruck €(z) ist eine eindeutige Funktion der Temperatur 7; er wird
mit wachsender Temperatur rasch gréfier.

Einige Zahlenwerte fiir §(z) sind in Tabelle 3.1 zusammengestellt; eine ausflihrlichere
Tabelle findet man z.B. in [7], S.624f.

Im Bereich von —20°C bis + 30°C kann man den Verlauf von €(z) durch die empirische
Formel

§@) = a- 100t/C+D, (3.31)
a = 6,107 mbar; b = 7,6326; c¢ = 241,9 grd
annihern; die Temperatur 7 ist in Grad Celsius einzusetzen.
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Tabelle 3.1 Sdttigungsdampfdruck €(r) des Wassers
als Funktion der Temperatur T (nach [7])

T € T € T €

°C mbar °C mbar °C mbar
-50 0,06354 —15 1,9114 +20 23,371
—45 0,1111 -10 2,8622 +25 31,668
—40 0,1891 -5 4,2142 +30 42,427
-35 0,3138 0 6,1070 +35 56,233
-30 0,5087 +5 8,7181 +40 73,773
-~25 0,8068 +10 12,271 +45 95,850
—-20 1,2538 +15 17,042 + 50 123,39

Die Dichte der feuchten Luft ;. setzt sich additiv aus der Dichte der trockenen Luft
oer (Druck: Py, Temperatur: 7) und der Dichte des Wasserdampfs gwp (Druck: e,
Temperatur: T) zZusammen:

@ = QuL *+ @wp- (3.32)
Eliminiert man in (3.32) g,y mit Hilfe der Zustandsgleichung der trockenen Luft,

Pur = R 0 7,
und gwp mit Hilfe der Zustandsgleichung des Wasserdampfs,

e = Rwpowp 7, (3.33)
so ergibt sich

Rt Rwpr ’
Hieraus folgt nach dem Daltonschen Gesetz (3.30):

_bp—e e P [ ( §R“L) e ]
= + = 1— (1= ) £
o Rwp/ v

bzw. umgeformt

T ER §mwu
—_—  Pri=1—-thog o . (3.39)
1 — Be(e/pn) t Rwp Murr
Die vorstehende Gleichung ist die Zustandsgleichung der feuchten Luft.

Das mittlere Molekulargewicht der trockenen Luft in den bodennahen Schichten kann
mit My = 28,966 angenommen werden; das Molekulargewicht des Wasserdampfs
betriagt Mwp = 18,016. Der Zahlenfaktor S nimmt damit den Wert an

Mawp 18,016
& Do 28,966

Fihrt man eine virtuelle Temperatur T, gemaB

P = o Rin

= 0,3780.

T

- 1 — Bo(e/p)

Tyt

(3.35)
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ein, so kann man die Zustandsgleichung der feuchten Luft (3.34) in der Form der
Zustandsgleichung (3.1) des idealen Gases schreiben:

P = o R 7y (3.36)

Die virtuelle Temperatur t, ist eine Funktion der kinetischen Temperatur 7 und der
Feuchtezahl s := e/pgy..

3.2.5.2. Feuchtemafle

Als MaBe fiir den Grad der Luftfeuchte werden in der Ballistik die relative Feuchte r,
die Feuchtezahl s und die spezifische Feuchte q verwendet, die durch die Gleichungen
definiert sind?):

e

ri=—=, §si= . 3.37)
€ Pro
Mwp

q:= e (0 = const). (3.38)

L

Die relative Feuchte » wird meist in Prozent angegeben, die spezifische Feuchte ¢ in
g/kg. Wie man sich leicht iiberlegt, gilt
q= @wp _ _ Gwp (3.39
O CQuL t Owp
Die FeuchtemaBe s und ¢ sind ineinander tiberfithrbar. Ersetzt man in (3.39) owp und
g, mit Hilfe der Zustandsgleichungen (3.33) und (3.34), so erhilt man
gwp e R v _ Do , e/Pr.

q::——:

¢ Rwpt - Peu [1 — B (e/pe] T My 1 - Pr(e/peL) )

Zwischen g und s besteht damit die Beziehung

_A=B)s _ q 3.40
1= Ths T TS d-96 3.40)

Man kann somit jederzeit von einem der Parameter s, g auf den anderen iibergehen;
mit ¢ = const ist auch s = const. Der Zusammenhang zwischen den FeuchtemaBen ¢
und s ist in Bild 3.3 dargestellt.

Die Erdatmosphire enthilt stets gewisse Mengen an Wasserdampf, wobei der Wasser-
dampfgehalt der einzelnen Atmosphirenschichten relativ stark mit der Héhe variiert.
Die in der Atmosphire vorkommenden Feuchtezahlen s liegen in der Regel zwischen
0,001 und 0,01.

Bild 3.4 veranschaulicht die spezifische Feuchte der atmospharischen Luft g als Funk-
tion der Hoéhe A.

1) In der deutschsprachigen meteorologischen Literatur wird fiir s in der Regel kein
besonderer Name eingefiihrt; in der sowjetischen Literatur hingegen wird s meist
spezifische Feuchte genannt, wihrend g unbenannt bleibt.
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Die modernen Modellatmosphiren, wie die sowjetische Standardatmosphire SSA-64
(Abschnitt 3.2.6.2.), gehen von trockener Luft aus. Beriicksichtigt man den Wasser-
dampfgehalt der Luft, so ergeben sich Druck-, Dichte- und Schallgeschwindigkeits-
funktionen, die von den in Abschnitt 3.2.4. abgeleiteten Beziehungen abweichen.

10
P
08
5 d
Lo 7
04 /
gl A Bild 3.3
Feuchtezahl s als Funktion der spezifischen Feuchte ¢
der Luft

o 67 G 4 68 10

G ——

Der EinfluB der Luftfeuchte auf den Druckverlauf in der Atmosphére soll im folgenden
fiir zwei einfache Spezialfille berechnet werden:

a) Die relative Luftfeuchte r ist konstant: r = ro = const.
b) Die Feuchtezahl s ist eine vorgegebene Funktion der Hohe: s = s(h).

0?
w07
g \
0 AN e
Bild 3.4
// Spezifische Feuchte q in der Tropo-
0 e sphéire und Stratosphdre fiir mittlere
Breiten als Funktion der geometri-
w0 schen Hohe h (nach [7])
0 & & R K W 4 2Bm3
h ——

Weiterhin wird vorausgesetzt:

— Der Luftdruck p, und die Lufttemperatur 7, am Boden sind vorgegeben.

— In der Atmosphiéire herrscht — unabhingig von ihrem Feuchtegehalt - eine konstante
(vorgegebene) Temperaturverteilung; der Temperaturverlauf ist eine lineare Funk-
tion der geopotentiellen Hohe A*:

T(h) = 79 + AF h*, A¥ +0.

Die durch die Verdampfung, Kondensation und Sublimation des Wassers in der-
Atmosphére bedingten physikalischen Prozesse bleiben unberiicksichtigt.
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3.2.5.3. Der Druckverlauf in der feuchten Atmosphdre
bei konstanter relativer Luftfeuchte

Durch Kombination der Zustandsgleichung der feuchten Luft (3.34) mit der statischen
Gleichgewichtsbedingung der Atmosphire (3.6) erhilt man die Differentialgleichung
fir den Druckverlauf in der feuchten Atmosphére:

dpg g
—_——= - = —_——— - e). 3.41
ah (s %4 Rer (b — B (341)
Unter Beachtung von
g dr go
dh* = =dh=——, e=ro€R), o= —
wtTap STt asTg W
kann (3.41) in der Form geschrieben werden
ddﬁ —o P oy re 2D, (3.42)
T T

Die homogene Gleichung hat die Losung pr, = C 7. Das Integral der vollstindigen
Gleichung erhilt man nach der Methode der Variation des Konstanten. Das Ergebnis
lautet

Pr(h) = P (B [1 — ro (A)] (ro = const),

Poto J 1

Die Funktion 7(k) kann fiir jede spezielle Standardatmosphére numerisch berechnet

werden.
Die Dichte der feuchten Luft g; () ergibt sich aus der Zustandsgleichung (3.34), wenn

man dort e = ro &(z) und p (k) aus (3.43) einsetzt.

3.43)

3.2.5.4. Der Druckverlauf in der feuchten Atmosphdre
bei hohenunabhiingiger Feuchtezahl

Die Differentialgleichung fiir die Druckfunktion pey (k) (3.41) nimmt im vorliegenden
Fall die Gestalt an

db, & _
W T R [1 — BLs(®) pre,

d dr
D _ g, 11— B s
Pro T
Die Integration dieser Gleichung ergibt
w(h)
ln&:glln_r__ﬁl‘glf i}i:r,)—]dt'.
Po To o T
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Zwischen der geometrischen Hohe % und der Temperatur 7 besteht die eindeutige

Beziehung
T =T, -—A*h*—'[o—/l* hRE

Rg+ 1

die leicht nach k aufgelsst werden kann. Mit der Substitution

th) ¢
Inn(h) := —fL oy f ;d‘r (3.44)

To

geht die Gleichung fiir den Druck py (#) liber in
Per(B) = e (W) (k). (3.45)

Ist die Feuchtezahl s konstant (s = so = const), so kann das Integral in (3.44) aus-
gewertet werden:

w(h) d
In 7(h) = "ﬁLﬁSof "37'_ —/31_015011'1 ( )

To

(k) = [r(h)] Pr.o1so [m(h)] “hute,

To Po
Fiir den Druckverlauf ergibt sich im Falle s = 5o = const somit
20 _ [l e [a) Ao, (.46
Po Po To

Die Druckabnahme mit der Hohe ist wegen (1 ~ B s¢) < 1 geringer als bei trockener
Luft.

3.2.5.5. Die Schallgeschwindigkeit in feuchter Luft

Fir die Schallgeschwindigkeit a(h) war die Formel angegeben worden (3.2):
a(h) =~ Re ().

Bei der Ubertragung dieser Bezichung auf feuchte Luft muB beachtet werden, dag sich
in Abhiéngigkeit von dem Gehalt der Luft an Wasserdampf sowohl die spezifische
Gaskonstante R, wie auch der Adiabatenexponent »; dndern.

Die spezifische Luftfeuchte sei ¢; die spezifischen Wirmen der trockenen Luft bei
konstantem Druck und konstantem Volumen seien ¢, bzw. ¢y, die spezifischen
Warmen des Wasserdampfs ¢,w und c,w. Dann gilt fir den Adiabatenexponent sy,
der feuchten Luft

(o _ (- g cpL + gcw
(cv)fL (1 - ‘1) CvL + q Cyw

#ep =

Unter Verwendung der Abkiirzungen
p (ch/CpL) —-1; o= (CVW/CVL) -1
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kann man hierfir schreiben

Hep = Ky, —————— 3.4
fL trL 1 + % q ( 7)
Mit den Zahlenwerten
cal cal
= 0,2400 , oy = 0,1714 ,
oL g-grd” * g- grd
cal cal
= 0,4409 , = 0,3307
v ged W g-erd
erhilt man «, = 0,8371; o, = 0,9294; und da g <1 ist,
1+ 0,8371-
L = Mg e 50 (1 — 0,092 g). (3.48)

#0029 - ¢

Man erkennt, daBl der FeuchtigkeitseinfluB auf den Adiabatenexponenten s relativ
gering ist.

Entsprechend kann man die spezifische Gaskonstante der feuchten Luft R, als Funk-
tion von ¢ darstellen:

R
R =0 — @ Ry + ¢ Rwp = Rinn [1 + (& - 1) Q]
ET“trL

=%“P+Qj&_04=m“o+1%m@
bzw. mit 8, = 0,3780:
R = Ry (1 + 0,6078 - 9). (3.49)
Einsetzen von (3.48) und (3.49) in die Formel fiir a(h) liefert in guter Ndherung
ar, X agr [1 + (0,608 — 0,092) g1,
arp X agy (1 + 0,258 - ). (3.50)

3.2.5.6. Fiktive Temperaturen und fiktive Hohen

Der FeuchtigkeitseinfluB auf den Druckverlauf und die Schallgeschwindigkeit 1aBt sich
formal durch Einfithrung sogenannter fiktiver Temperaturen (oder fiktiver Hohen)
beschreiben.

Unter der fiktiven Temperatur % ( der fiktiven Hihe h) versteht man diejenige Temperatur
(bzw. Hohe), in der die trockene Luft den gleichen Druck hat wie die feuchte Luft bei
der Temperatur < (in der Héhe h).

Entsprechend filhrt man zur Beriicksichtigung des Feuchtigkeitseinflusses auf die

Schallgeschwindigkeit eine fiktive Temperatur 7 (bzw. die fiktive Hohe }Az) ein.

Bei konstanter Feuchtezahl (s = so = const) lautet die Definitionsgleichung der fiktiven
Temperatur T somit

P (1)01(1—&_50) . ( T )”l
Po To "\
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bzw. nach 7 aufgelost

-8
t=1 (i) Lot 3.51)

To

Da der Exponent —f; 0y s, in den praktisch interessierenden Fillen klein gegeniiber
Eins ist, kann man (3.51) noch in eine fiir Zahlenrechnungen bequemere Form bringen:

f:,(l + A_?‘,,*)"’L"*"’z,(l _ Mmh),
'(o 10

Der Faktor von A 14Bt sich unter Verwendung von (3.40) und der Definitionsgleichung
fiir a; (3.25) wie folgt umformen:

yl:z_ﬂLAi"olsozﬁLA?" 8 | 9o
To To R dd 1-(0 —qo)B.’
B 8o
L 1.
Y1 1= B Rew 7o g0 (g0 <€1)
Damit giit
fx Tl + 7 ko), 71 = 0,07205/km. (3.52)

Der fiir 7; angegebene Zahlenwert bezieht sich auf die sowjetische Standardatmosphére
SSA-64 (Abschnitt 3.2.6.2.).
Die Definitionsgleichung fiir die fiktive Temperatur T der Schallgeschwindigkeit lautet

2 _ _. 2
afy, = g, R T =00 Ry 7.

Hieraus folgt mit (3.48) und (3.49) fiir 7:

s P o 00929001 + 0,608 ),
#err Rerr, i
tx7d + 0,516 q). (3.53)

Die fiktive Temperatur % fiir den Druck und die fiktive Temperatur 7 fiir die Schall-
geschwindigkeit stimmen — bei gleicher Luftfeuchte — im aligemeinen nicht Gberein.
Sie haben (im Rahmen dieser Ndherungsrechnung) den gleichen Wert lediglich fiir die
Hohe 4516

"~ 0,07205

wie durch Gleichsetzen von (3.52) und (3.53) folgt.
Beide fiktiven Temperaturen %, 7 sind groBer als die tatsichliche (kinetische) Tempe-
ratur der feuchten Luft: £ > 7, 7> 7.

km = 7,2 km,

Zahlenbeispiel: Die Wasserdampfkonzentration in der Luft betrage — unabhéngig von
der Hohe - g = 5 g/kg = 0,005. Fir die Hohe A = 5 km liest man in der Tabelle der
Standardatmosphéire SSA-64 ab: (5 km) = 255,63°K. Die entsprechenden fiktiven
Temperaturen (3.52) und (3.53) lauten (¢ = 0,005; T = 255,63°K):

% = (255,63 + 0,46) °K = 256,09°K
T = (255,63 + 0,66) °K = 256,29°K.
(Nach Voraussetzung ist 7o = To = Ton.)
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Die Temperaturdifferenzen (¥ — 7) und (¥ — v) konnen leicht in dquivalente Hihen-
differenzen umgerechnet werden. Der Temperaturdifferenz Az entspricht die Hohen-
dnderung

~ & . 8o At
Ahx g(;)z) An* x E)— /Tf . (3.54)

3.2.6. Standardatmosphiren
3.2.6.1. Aligemeines

Das in den vorangegangenen Abschnitten entwickelte Schichtmodell
der Atmosphire liefert Formeln fiir den Luftdruck, die Luftdichte und
die Schallgeschwindigkeit als Funktion der geometrischen Hohe A.
Die abgeleiteten Beziehungen enthalten eine Reihe von Parametern
(Yo, 00> To» AF, %1, Re, go), liber deren Zahlenwerte noch in geeigneter
Weise verfiigt werden kann.

Die Einschriankung ,,in geeigneter Weise* soll darauf hinweisen, daB
die Zahlenwerte nicht aller dieser Parameter frei vorgebbar sind, da ein
Teil von ihnen durch physikalische Gleichungen verkniipft ist. So miis-
sen z.B. Po, 00, To und Ry, der Zustandsgleichung (3.1) geniigen.
Wihlt man fiir die Parameter der Modellatmosphére konkrete Zahlen-
werte, so entsteht aus der Modellatmosphire eine spezielle Normal-
oder Standardatmosphdre.

Um ein einheitliches Bezugsniveau fiir Bahnvorhersagen und Leistungs-
vergleiche von Flugkorpern zu schaffen, werden die Normalatmosphi-
ren in den meisten Léndern als staatliche Standards eingefiihrt. Hierbei
ist das Bestreben zu erkennen, die Normalatmosphire so zu wihlen,
dafB sie der klimatischen Lage des Landes bzw. den Bediirfnissen der
betreffenden Waffengattung (Land-, Luft-, Seestreitkrifte) im Mittel
moglichst gut entspricht.

Neben den territorial gebundenen bzw. auf einzelne Waffengattungen
zugeschnittenen Normalatmosphiren gibt es eine Reihe von Atmo-
sphéren, die auf Grund internationaler Abkommen iiber die Linder-
grenzen hinaus giiltig sind. Eine derartige Normalatmosphire ist die
Atmosphire CIRA-61') mit ihrer Erweiterung CIRA-65; siche etwa
Glagolev [11).

1) CIRA = COSPAR International Reference Atmosphere;
COSPAR = Commitee on Space Research.
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Die meteorologischen Elemente (Luftdruck, Luftdichte usw.) sind
verhiltnisméBig starken tages- und jahreszeitlichen Schwankungen
unterworfen. Trotzdem kommt man in der artilleristischen Praxis in
der Regel mit einer einzigen Normalatmosphire aus. Lediglich bei
Geschossen und Flugkorpern, die sowohl unter tropischen wie auch
unter arktischen Wetterbedingungen eingesetzt werden sollen, kann es
sich als notwendig erweisen, neben der SchubBtafel fiir den Standard-
tag zusitzliche SchuBtafeln fiir einen mittleren heiffen Tag und einen
mittleren kalten Tag vorzubereiten.?)

Im folgenden sollen zwei Atmosphiren besprochen werden, die fiir die
ballistische Praxis von besonderer Bedeutung sind.

Um die speziellen Parameterwerte der Normalatmosphéiren von den
allgemeinen Parametern der Modellatmosphire abzuheben, erhalten
die Parameterwerte der Normalatmosphiren zusétzlich den Index ,,\N*.
So bedeutet p, den Bodenluftdruck in der Modellatmosphire, oy hin-
gegen einen speziellen fiir p, vorgegebenen Zahlenwert.

3.2.6.2. Die Standardatmosphdre 64

Eine der modernsten Normalatmosphiren ist die sowjetische Standard-
atmosphire GOST 4401-64, im folgenden mit Atmosphdre SSA-64 be-
zeichnet. Die Atmosphére SSA-64 hat die sowjetische Normalatmosphére
WSA-602%) abgelost, die im wesentlichen mit der weitverbreiteten
ICAQO-Atmosphire iibereinstimmt.

Die Atmosphire SSA-64 geht aus der in Abschnitt 3.2.4. behandelten
Modellatmosphéire durch folgende Parameterwahl hervor:

- Lufttemperatur am Boden: Ton = 15°C = 288,15°K;
~ Luftdruck am Boden: Poxn = 760 Torr;
— Luftdichte am Boden: oon = 1,2250 kg/m?;
— Schallgeschwindigkeit
am Boden: aon = 340,28 m/s;
~ Fallbeschleunigung
am Boden: gon = 9,80665 m/s?;
-~ Adiabatenexponent der Luft
am Boden: wn = 1,4000;

1) Man findet hiertiber Niheres z.B. in [12].
2) WSA-60: Bpemennas crangaptaas atMocdepa 1960. Nidhere Angaben iiber diese
Atmosphire findet man z.B. in {13].
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— Molekulargewicht der Luft

am Boden: Pron = 28,966;
- dynamische Zihigkeit der

Luft am Boden: Hon = 1,7894 - 10~* Poise;
— mittlere freie Weglidnge der

Luftmolekiile am Boden: Jon = 6,3741-10"8 m;
— mittlerer Erdradius: Rgny = 6371210 m.

Bis 95 km Hohe wird das Molekulargewicht der Luft IR,y als konstant
angenommen; von 95 -.- 110 km Hohe verringert sich I, gemidl

h — 35\2
My =23 + 5,966 |1 — .
N ( 145 )

h ist in Kilometern zu messen. Bei 2 = 110 km erreicht das Molekular-
gewicht den Wert IR = 28,934.

Von i = 110 km bis £ = 160 km nimmt I, y linear ab; fiir 4 = 160 km
hat M, den Wert 27,900. Bei noch gréBeren Hohen erfolgt die Ab-
nahme von My nichtlinear (siehe Bild 3.5).

300 =y

? o \\
| 2

h

Bild 3.5

00 Molekulargewicht Wy N der
Luft als Funktion der geo-
metrischen Hohe h (Normal-

P atmosphire SSA-64)
% 3 % 7 7 K]

My —o

Die Originaltabelle der Standardatmosphidre SSA-64 umfaBt den Be-
reich von 2 = —2km bis # = 300 km, wobei die Angaben fiir den
Bereich 200 km < /2 < 300 km nur den Charakter einer Empfehlung
haben, also nicht verbindlich sind.

Der Hauptbereich von A = 0 bis & = 200 km ist in 11 Schichten mit
jeweils konstantem geopotentiellem Temperaturgradienten unterteilt;
die Schichtgrenzen und Temperaturgradienten koénnen Tabelle 3.2
entnommen werden.
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Tabelle 3.2 Schichtgrenzen und Temperaturgradienten
der Atmosphdre SSA-64

Nummer Schichtgrenzen Grenztemperaturen Temperaturgradient
der Schicht in km in °K in grd*/km*

i Ry hy Tiq 7 A%

1 0 11 288,15 216,66 —6,51122
2 11 25 216,66 216,66 0

3 25 46 216,66 274,00 2,76098
4 46 54 274,00 274,00 0

5 54 80 274,00 185,00 —3,49544

6 80 95 185,00 185,00 0

7 95 110 185,00 257,36 5,00000
8 110 120 257,36 332,24 8,01741
9 120 150 332,24 980,05 23,46357
10 150 160 980,05 11553 19,87408
11 160 200 1155,3 1226,8 3,08461

300

km

200

/ /
00— Bild 3.6
Kinetische Temperatur T der Luft als Funk-
tion der geometrischen Hohe h (Normal-
atmosphiire SSA-64)
[ 560 7000 A 7500
'C'-—-———Iﬂb

Die Originaltabelle der Atmosphire SSA-64 enthilt als Funktion der
geometrischen Hoéhe 4:

— .die kinetische Temperatur 7(%) (nach der Celsius- und Kelvin-Skala),
— den Luftdruck p(h) (in mbar, Torr und kp/cm?),

— den relativen Luftdruck p(h)/on,

- die Luftdichte o(h) (in kg/m® und kp-s?/m*),

— die relative Luftdichte 4 = o(#)/eon,

— die Quadratwurzel aus 4,

- die Schallgeschwindigkeit a(#) (in m/s und km/h),

— die dynamische Zahigkeit der Luft u(#4) (in Poise und kp-s/m?),

118



— die kinematische Zahigkeit der Luft »(k) (in m?2/s),
— die Fallbeschleunigung g(h) (in m/s*) und
— die mittlere freie Wegldnge 4 der Luftmolekiile (in m).

Ein Auszug aus der Tafel der Atmosphire SSA-64 ist im Anhang zu
diesem Buch enthalten.
Der Verlauf der Temperatur (%), des Luftdrucks p(h), der Luftdichte
o(h) sowie der Schallgeschwindigkeit a(h) ist in Bild 3.6 bis 3.8 ver-

anschaulicht.
m? 7°
kpjem?] \ kg/m3
70 w?
70" \\ 704
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Bild 3.7

Luftdruck p und Lufidichte ¢ als
Funktion der geometrischen Hohe h
({ Normalatmosphire SSA-64)

Bild 3.8

Schallgeschwindigkeit a in der Luft
als Funktion der geometrischen
Hohe h

( Normalatmosphiire SSA-64)
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3.2.6.3. Die Artillerie~-Normalatmosphdre

Die Standardatmosphire der Armeen der sozialistischen Staaten ist die
sogenannte Artillerie-Normalatmosphdre, im weiteren als Atmosphdre
ANA bezeichnet. Diese Normalatmosphire wurde 1927 in der Sowjet-
union aufgestellt; sieist spiter auf einen groBeren Hohenbereich erweitert
worden.

Die Struktur der Atmosphire ANA unterscheidet sich in mehreren
Punkten erheblich von der Struktur der modernen Standardatmosphi-
ren. Wie bei der Atmosphire SSA-64 sind isotherme Schichten und
Schichten mit konstantem Temperaturgradienten vorhanden; es gibt
jedoch auch zwei Bereiche, in denen die Temperatur eine quadratische
Funktion der geometrischen Hoéhe 4 ist. Weiterhin wird angenommen:

- Die Fallbeschleunigung ist konstant: g = g, = const.
— Die relative Luftfeuchte am Boden betréigt ro = 50%.

Die wichtigsten Parameter der Atmosphéire ANA lauten:

- Lufttemperatur am Boden: Ton = 15°C;
— Luftdruck am Boden: Pon = 750 Torr;
~ Luftdichte am Boden: gon = 1,206 kg/m3;
— spezifische Gaskonstante
der Luft: Ren = 29,27 kpm/(kg - grd);
— Schallgeschwindigkeit
am Boden: aon = 340,79 m/s;
— Fallbeschleunigung: Zon = 9,81 m/s?;
- relative Luftfeuchte: ron = 50%.

Der FeuchtigkeitseinfluB wird durch Einfiihrung einer virtuellen Luft-
temperatur am Boden gemiB (3.35) beriicksichtigt.

Man entnimmt fir 7oy = 15°C Tabelle 3.1, Seite 108: E(15°C) = 17,042 mbar.
Damit ergibt sich

T ox = ToN _ 288,16°K
vJON = =
G(ron) 12,783
1~ fLron—— 1-0,3780-0,5-
Bu ron Yox 750
= ——————288’16 K = 289,09°K.
1 - 0,00322

Bei der Aufstellung der Atmosphire ANA wurde — mit der Genauigkeit der damals zur
Verfiigung stehenden Werte - (7,)on = 288,9°K gesetzt.
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Die Beriicksichtigung des Einflusses der Luftfeuchte auf den Druck-
verlauf p(h) durch Einfithrung einer fiktiven Bodentemperatur (z,), ist
niherungsweise immer dann moglich, wenn die Feuchtezahl s nicht
von der Hohe abhiingt.

Fiir diesen Fall war in Abschnitt 3.2.5.4. abgeleitet worden

Pe(h) = (1 + ili h*)dl(l-hw = |:<1 + A_T h*)l_hso]n >
Po %o To

Pal®) [1 PECUTNY N h] (3.55)

Yo To

Definiert man eine fiktive Bodentemperatur (z,)on gemaf

(@Dox 1= To/(1 — BL o),

so erhilt man aus (3.55) die Druckformel fiir trockene Luft und die
Bodentemperatur (7,)on:

m(h)z[l L At h]
Po (Tv)on

was zu zeigen war.
Ausgehend von dem Bodenwert (z7,)on = 288,9°K, nimmt die Tempe-
ratur in der Atmosphire ANA bis zur Hohe A = 9,3 km linear ab:

7h) = (v)on + A1h, A; = —6,328 grd/km.

Von h = 9,3km bis & = 12 km ist diec Temperatur 7(A) eine quadra-
tische Funktion der Héhe A:

T(h) = Ag + Ay (h — 9,3km) + A; (h — 9,3 km)?;

Ao := 1(9,3 km) = 230,0°K,

A, :=A; = —6,328 grd/km, A4, := 2,344 grd/km?>.
Fiir Hohen tiber 12 km wird die Temperatur 7= als konstant angenom-
MEN: o) = 221,5°K  (h = 12 km).

Hieran schlieBt sich wieder eine Ubergangsschicht an, in der die Tempe-
ratur v eine quadratische Funktion der Hohe 4 ist.

Die Schichtgrenzen und Temperaturgradienten der Atmosphire ANA
sind in Tabelle 3.3 zusammengestellt.
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Tabelle 3.3 Schichtgrenzen und Temperaturgradienten
der Atmosphire ANA

Nummer Schichtgrenzen Grenztemperaturen Temperaturgradient
der Schicht in km in °K in grd/km

i hi—l hi Ti-1 T AIN

1 0 9,3 2889 230,0 -6,328

2 2,3 12,0 230,0 221,5 Aan

3 12,0 31,0 221,5 221,5 0

4 31,0 35,0 221,5 233,5 Aan

5 35,0 50,0 233,5 323,5 +6

6 50,0 60,0 323,5 323,5 0

7 60,0 80,0 323,5 203,5 -6

Ay = —6,328 + 2,344 - (h — 9,3 km) km™?
Asn = 2(h — 31 km) km™!?

100 -
km ;
i
T 40 \;:\\\\_\ v
A \ -~ -~
546 ——r
60 \\ == ‘l
14
40 ~EX i |
(‘/"/
20 [;
\\\—s
S
0 - -

80 200 220 240 260 280 300 320 °K 240

Bild 3.9 Kinetische Temperatur © der Luft als Funktion der geometrischen Hohe h fiir
die Normalatmosphdren SSA-64 und ANA

Der Temperaturverlauf der Atmosphire ANA ist in Bild 3.9 wieder-
gegeben; zum Vergleich ist auch der Temperaturverlauf der Atmo-
sphire SSA-64 eingezeichnet.

Der quadratische Temperaturverlauf bewirkt eine stetige Anderung des
Temperaturgradienten mit der Hohe. Bei den modernen Standard-
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atmosphiren, wie z.B. der Atmosphére SSA-64, weist der Verlauf des
Temperaturgradienten bereits in den unteren Atmosphirenschichten
Spriinge auf; die mathematische Behandlung von einigen Aufgaben der
Stérungsrechnung wird hierdurch erheblich erschwert.

3.3. Die aerodynamischen Kriifte
bei der stationiiren Umstromung eines Geschosses

3.3.1. Der allgemeine Ansatz fiir die aerodynamischen Krifte

Bei der Bewegung eines Geschosses durch die Atmosphire ist das
GeschoB aerodynamischen Kriften unterworfen, die die Gestalt der
Flugbahn und den Verlauf der Bahnelemente (mehr oder weniger stark)
beeinflussen. Die Resultierende dieser Krifte setzt sich aus den senk-
recht zur GeschoBoberfliche wirkenden Druckkréiften und den tangen-
tial zur GeschoBoberfliche gerichteten Reibungskriften zusammen; sie
greift an dem GeschoB im Druckpunkt P an.

Waihrend die Lage des Schwerpunkts S ausschlieBlich von der Massen-
verteilung im Innern des Geschosses abhéngt, wird die Lage des Druck-
punkts nur von den Kréften an der GeschoBoberfliche bestimmt.

Bild 3.10

Relative Lage von Druck-
punkt P und Schwerpunkt S
a - bei fliigelstabilisierten Ge-
schossen; b — bei drallstabili-
sierten Geschossen

Druckpunkt P und Schwerpunkt S fallen im allgemeinen nicht zusam-
men. Bei Geschossen mit groBflichigem Leitwerk liegt der Druckpunkt
niher zum GeschoBboden zu als der Schwerpunkt, bei konventionellen
Geschossen ohne Leitwerk befindet sich der Druckpunkt zwischen
Schwerpunkt und GeschoBspitze (siche Bild 3.10).

Die GroBe des Abstands Druckpunkt/Schwerpunkt hat wesentlichen
EinfluB auf die Stabilitdt des Geschoffluges.
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Im folgenden werden klassische, nichirotierende Geschosse betrachtet,
die eine (relativ zur Erdoberfliche) ruhende Atmosphére mit konstanter
Geschwindigkeit v durchqueren.

Flugbahnberechnungen zeigen, daB die hierbei gewonnenen Ergebnisse
zur Vorhersage der Schwerpunktsbahnen bei der instationdren Bewe-
gung eines rotierenden Geschosses benutzt werden kénnen (siche die
Formulierung des klassischen Bahnmodells in Kapitel 4).

Die Translationsbewegung eines Geschosses mit der Geschwindigkeit v
durch die ruhende Luft ist aerodynamisch der Anstrémung eines ruhen-
den Geschosses mit der Geschwindigkeit — v gleichwertig.!) In beiden
Fillen ergeben sich die gleichen Krifte (Relativitdtsprinzip der Aero-
dynamik). Man macht hiervon in der experimentellen Aerodynamik
regen Gebrauch.

Bei der Anstromung eines ruhenden Geschosses mit konstanter Ge-
schwindigkeit v, stellt sich ein stationdrer Zustand des Strémungsfelds
ein. Die physikalischen Parameter des Stromungsfelds in der Umgebung
des Geschosses hingen dann nicht mehr explizit von der Zeit ¢ ab, ins-
besondere ist die Resultierende R der aerodynamischen Krifte kon-
stant nach Betrag und Richtung.

Bild 3.11

Ersatz der im Druckpunkt P angreifenden Resultie-
renden R der aerodynamischen Krifte durch eine
Kraft R’, die im Schwerpunkt S angreift, und ein
Moment M = {R, R"} um den Schwerpunkt

Hinsichtlich ihrer Wirkung auf das GeschoB kann die im Druckpunkt P
angreifende Resultierende R durch eine im Schwerpunkt .S angreifende
Kraft R” = R und ein Moment M um die zur Richtung von R senk-
rechte Achse durch S ersetzt werden; das Moment M wird durch die
antiparallelen Krifte R und R’ = —R’ gebildet (Bild 3.11). Fiir die
Betrige dieser Krifte gilt

[R| = |R'| = |R"| = R.

1) Anstrémgeschwindigkeiten werden immer auf die ungestérte Strdmung bezogen
( Anstromgeschwindigkeit im Unendlichen).
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In der Ballistik ist es iiblich, die Kraft R’ in den (Stirn-) Widerstand W,
den Auftrieb A und die Querkraft Q zu zerlegen,

Der Widerstand W ist die Komponente von R’ in Richtung der Bahn-
geschwindigkeit v des GeschoBschwerpunkts S. Der Auftrieb A4 ist
senkrecht zu W gerichtet und liegt in der Ebene, die von der Léngs-
achse des Geschosses und dem Vektor v aufgespannt wird, der so-
genannten Widerstandsebene. Die Querkraft Q steht senkrecht auf der
Widerstandsebene.

Die Bezeichnung Auftrieb darf nicht zu der Annahme verfithren, 4
weise stets vertikal nach oben (entgegengesetzt zur Richtung der Fall-
beschleunigung). Der Leser veranschauliche sich die mdglichen Rich-
tungen von A an einer Skizze!

Liegt die Kraft R’ in der Widerstandsebene, dann tritt keine Querkraft
auf (@ = 0). In diesem Spezialfall ergibt sich die in Bild 3.12 skizzierte
Zerlegung.

X

o S Bild 3.12
Zerlegung der Kraft R’ inden(Stirn-) Wider-
stand W und den Auftrieb A

Fiir die Betrdge W, 4, O, M der Krifte W, 4 und @ und des Mo-
ments M findet man aus Ahnlichkeits- und Dimensionsbetrachtungen
die Darstellungen?):

W=%Q1)2ch3 A=%902FC‘3,
O =130 Fcy, M=%00v*Flc,.

Hierin bezeichnet p die Luftdichte, v die Bahngeschwindigkeit (Schwer-
punktsgeschwindigkeit) des Geschosses, F den (maximalen) GeschofB-
querschnitt und ! eine charakteristische Linge des Geschosses. Die
dimensionslosen Koeffizienten ¢,,, ¢a, ¢q Und ¢y heilen Widerstands-
beiwert, Auftriebsbeiwert, Querkraftbeiwert bzw. (Haupt-) Momenten-
beiwert.

(3.56)

1) Hinsichtlich der Begriindung der Ansitze sei etwa auf [2], S.35f., oder [14] verwiesen.
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Die aerodynamischen Beiwerte c,,, ¢,, ¢4, Cq sind keine Konstanten,
sondern Funktionen der dimensionslosen Variablen Mach-Zahl M,
Reynolds-Zahl Re, Knudsen-Zahl Kn sowie des Anstellwinkels 6 der
Symmetrieachse des Geschosses gegeniiber der Bahntangente.?)

Der Ansatz fiir den Betrag des Luftwiderstands W lautet damit aus-
fiithrlich

W = to0v? Fe (M, Re, Kn; d), (3.57)

die Ansitze fiir 4, Q und M haben cine entsprechende Gestalt.

Die dimensionslosen Variablen M, Re und Kn kénnen durch die physi-
kalischen Parameter des Stromungsfelds in der Umgebung des Geschos~
ses dargestellt werden.

Bezeichnet man die dynamische Zahigkeit der Luft mit g, die mittlere
freie Wegliange der Luftmolekiile mit 4 und die lokale Schallgeschwin-
digkeit in der Luft mit a, so giit

M=2, Re=2%% kn=2; (3.58)
a

7

S|

lo ist eine (hier nicht nédher erklirte) charakteristische Lingenabmes-
sung des Stromungsfelds.

Zwischen der Knudsen-Zahl, der Mach-Zahl und der Reynolds-Zahl be-
steht eine einfache Beziehung.

Fiir die mittlere freie Weglinge 4 der Luftmolekiile liefert die kinetische
Gastheorie die Formel?):

i=b =
o V2R, 7

Hieraus folgt durch eine einfache Umformung

T gy _\/&
elhhv a 2

1) Von der thermodynamischen ,,Aufheizung® der GeschoBoberfliche durch die Luft-
reibung sowie dem Warmeiibergang zwischen GeschoBkérper und umgebender Luft
wird im folgenden abgesehen.

2)In der englischsprachigen Literatur wird diese Beziehung meist als Formel von
Chapman bezeichnet.
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oder mit M, Re und Kn aus (3.58):

Kn = |22 M _iage M (3.59)
2 Re Re
Der Quotient M/Re hat die gleiche GréBenordnung wie die Knudsen-
Zahl.

3.3.2. Stromungstypen

Die Mach-Zahl M ist ein MaB fiir die Kompressibilitdt der Luft, die
Reynolds-Zahl Re charakterisiert den Einflul der Zihigkeit, die
Knudsen-Zahl Kn gibt den Grad der Verdiinnung der Luft an. Die
Zahlenwerte dieser Parameter kénnen somit dazu dienen, die Stré-
mungsfelder in der Umgebung von Geschossen zu klassifizieren.

Fiir die klassische Ballistik ist die Abhingigkeit der aerodynamischen
Beiwerte von der Mach- und der Knudsen-Zahl von besonderer Bedeutung.
Im folgenden sollen deshalb nur die Klassifikationen nach der GrofBe
dieser Parameter wiedergegeben werden. Hinsichtlich der Klassifizierung
von Gasstrémungen nach der Stirke des Zihigkeitseinflusses sei der
Leser auf die Lehrbiicher der Stromungslehre verwiesen.

3.3.2.1. Klassifizierung von Strémungen nach der Grife
der Knudsen-Zahl

Nach dem Grad der Verdiinnung der Luft lassen sich folgende charak-
teristische Stromungstypen unterscheiden [15]1):

a) die kontinuierliche Stromung: Kn <€ 1;
b) die Ubergangsstromung: 10-3 < Kn £ 0,25;
¢) die Molekularstrémung: Kn » 1.

Bei der Berechnung von Flugbahnen kurzer und mittlerer Reichweite,
die in den unteren Schichten der Atmosphére verlaufen, ist lings der
gesamten Bahn Kn = /[, € 1. Man kann deshalb bei der Aufstel-
lung von Bahnmodellen fiir derartige Bahnen die diskrete Struktur der
Atmosphidre vernachldssigen und die Luft als physikalisches Konti-
nuum behandeln.

1) Neben dieser Klassifizierung sind auch andere Einteilungen gebriuchlich; siche
etwa [16], Kapitel 6.
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In FlughShen iiber 150 km ist die mittlere freie Wegldnge der Luft-
molekiile 2 von der GroBenordnung der Abmessungen des Flugkdrpers.
An der Oberfliche des Flugkérpers reflektierte Luftmolekiile stoBen
erst in groBer Entfernung vom Flugkérper mit Luftmolekiilen der un-
gestorten Stromung zusammen ; die Struktur des Stromungsfelds wird
durch das Vorhandensein des Flugkdrpers praktisch nicht verdndert.
Die in einer derartigen Molekularstromung auf den Flugkorper aus-
geiibten aerodynamischen Krifte resultieren somit nur zu einem gerin-
gen Teil aus Druckdifferenzen im Strémungsfeld, hingen aber ent-
scheidend von dem Charakter der Wechselwirkung zwischen stoBenden
Molekiilen und GeschoBoberfliche ab.

Obwohl bei der Bewegung von Flugkorpern in groBen Hohen die
aerodynamischen Kréfte im Vergleich zu den Gravitationskriften klein
sind, kOnnen sie bei lingerem Einwirken wesentlichen EinfluBl auf den
Bewegungsablauf gewinnen, wie die Analyse der Parameter von Satel-
litenbahnen zeigt.

Die Berechnung der in Molekularstromungen auf Flugkdrper ausge-
iibten Krifte ist Gegenstand der sogenannten Superaerodynamik. Eine
gute Einfithrung in diesen Problemkreis bietet das Buch von Sidlovskij
[17]. Man findet dort auch weitere Literaturangaben,

3.3.2.2. Klassifizierung von Strémungen nach der Griofe
der Mach-Zahl

Beschrdnkt man sich auf kontinuierliche Stromungen (Kn < 1), so
kann man den Raum, der das GeschoB umgibt, in zwei getrennte Ge-
biete unterteilen: in eine sehr diinne Schicht, die sich eng an die Ober-
flache des Flugkorpers anschmiegt, die sogenannte Grenzschicht, und
den iibrigen AuBlenraum. Die Grenzschicht ist dadurch gekennzeichnet,
daB in ihr die Zahigkeit der Luft einen wesentlichen EinfluB auf den
Stromungsvorgang ausiibt; in dem iibrigen AuBlenraum ist die Zihig-
keit so klein, dal die Stromung als praktisch reibungsfrei angesehen
werden darf.

In Abhéngigkeit von dem Grad der Kompressibilitit werden die Grenz-
schicht und der duBere Stromungsbereich in eine inkompressible Unter-
schallstrémung, eine kompressible Unterschallstrémung, eine Transschall-
stromung, eine Uberschallstromung und eine Hyperschallstromung unter-
teilt.

Die Klassifizierung des Stromungsfelds in der Umgebung eines Ge-
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schosses in eine der vorgenannten Stromungstypen erfolgt in der Regel
durch Angabe der globalen Mach-Zahl M = v/a, die man erhilt, wenn
man v als Relativgeschwindigkeit zwischen GeschoB und ungestérter
Stromung und « als Schallgeschwindigkeit in der ungestorten Stréomung
interpretiert.

Obwohl die Struktur des Stromungsfelds nicht nur von der globalen
Mach-Zahl, sondern auch von der Geometrie und dem Anstellwinkel
des Geschosses abhidngt, lassen sich die in Tabelle 3.4 angegebenen
Zuordnungen treffen.

Tabelle 3.4 Klassifizierung von Gasstrémungen an Hand
der Mach-Zahl (nach [15])

Strémungstyp Mach-Zahl M.

von bis

inkompressible Unterschallstromung 0 0,5

kompressible Unterschallstromung 0,5 0,8

Transschallstromung 0,8 1,2
Uberschallstrdmung 1,2 5
Hyperschallstromung 5 00

Auch dann, wenn die globale Mach-Zahl kleiner als Eins ist, konnen in
der Nihe der GeschoBoberfliche Strémungsbereiche mit lokalen Mach-
Zahlen M > 1 vorhanden sein.

Das Transschallgebiet beginnt bei der globalen Mach-Zahl, bei der
erstmalig eine lokale Mach-Zahl den Wert M = 1 erreicht; an der obe-
ren Grenze des Transschallgebiets sind sdmtliche lokalen Mach-Zahlen
M = 1. Die Ausdehnung des Transschallgebiets hingt von den indivi-
duellen Eigenschaften des betreffenden Flugkorpers ab; dasin Tabelle 3.4
angegebene Intervall 0,8 < M < 1,2 dient nur zur Orientierung.

3.3.2.3. Unstetigkeitsflichen in Strémungen

In dem Stré