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ISPETTORATO DELL'ARMA DI ARTIGLIERIA

Il Ten. Col. Francesco Galanzino, del Servizio Tecnico di Artiglieria, ha
dato veste di pubblicazione alle lezioni di balistica esterna, da Ilui tenute ai
corsi superiori tecnici di Artiglieria.

L’'opera, oltre alla materia dei testi classici di balistica, tratta dei proce-
dimenti di calcolo e sperimentali pid moderni in uso in Italia ed all’estero; essa
percid ha interesse per tutti gli ufficiali di Artiglieria e per gli aspiranti al Ser-
vizio Tecnico in particolare.

Questo Ispettorato, con l'approvazione delle Superiori Autorita, ne ha curata
la presente edizione.

Roma, 11 4 dicembre 1942-XXJ.

L’lIspettore dell’Arma d’Artiglieria
(UBALDO FAUTILLI)

—OLann-
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PREFAZIONE

Il presente libro € la raccolta delle lezioni da me svolte al Corso Superiore
Tecnico d'Artiglieria.

Per la sua compilazione mi sono servito non solo dei classici testi italiani
(Siacci, Bianchi, Cavalli, Bruno) ma sono ricorso anche a quelli stranieri ed,
in particolare, al Cranz ed allo Charbonnier.

E composto di tre volumi :

1) Balistica razionale ;
2) Balistica sperimentale ;
3) Tavole numeriche.

Nel primo volume sono sviluppati i principali fondamenti della balistica esterna,
con speciale riguardo alla soluzione Siacci.

Sono stati anche trattati ampiamente i principali metodi di calcolo per archi,
italiani ed esteri, compresi i piu recenti e per alcuni di essi sono messi a confronto
i risultati finali del calcolo.

Numerosi esempi facilitano la comprensione delle teorie svolte.

Ho ritenuto utile aggiungere un capitolo contenente alcuni elementi di meteoro-
logia elementare e cio allo scopo di far meglio comprendere gli argomenti che ho in
seguito trattati.

Il continuo progredire degli studi sulla aerodinamica, che tanto da vicino
interessano la balistica esterna, avrebbe richiesto un pit ampio svolgimento di tale
materia, nonché del secondo problema balistico, trattato solo qualitativamente. Non ho
ritenuto di farlo perché il lettore potra trovare una completa ed esauriente trattazione
in proposito nella publicazione del Prof. Fitippo Burzio «Complementi di balistica
esterna» Voi. i°® all secondo problema balistico - Rotazione dei proietti» Pub-
blicazione n. 2666 del Ministero Guerra.

Nel secondo volume & contenuto quanto di piu recente é stato fatto in materia
di balistica sperimentale ed applicata e di cui sono venuto a personale conoscenza.

Nel terzo sono riunite le tavole numeriche di piu comune impiego in balistica
esterna.

In particolare sono state ristampate le « Tavole dei fattori di Tiro », del Coman-
dante Fasel1a, la cui unica edizione (Genova 1901) ¢ esaurita e pressoché introvabile.



Di esse mi sono servito Per mumerosi esercizi svolti nel prisno volume, perché, d.
ristretti limiti di smterpolazione, permettono &i conseguire risultati quasi uguals
puelli che si ottengono con la tavola balistica generale del SiaccL
Nella compilazione del primo volwme mi é stato d'aiuto il Magg. Ing. MAR
DonGH1, alla redazione del secondo wvolwwne ha collaborato il Tenente Colonne
Ing. GIUSEPPE BOFFA. Senio percio il dovere di ringraziare 1 duc ufficials suddet
Ringrazio inoltre il Tement: Colonmnello d’artiglieria UMBERTO SELAN ed
Capstano d’artiglievia Prof. Dott. L1vio GRATION dell’ Ispettorato dell’Arma ¢
‘aiwuto che mi hanno dato nella correzione delle bozze di stampa.

IstiTuTOo SUPERIORE TECNICH
ArMI E MUNIZIONI
1942-XXI

T. Col. F. Galanzino.
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INTRODUZIONE

1 - Notizia storiche.

La balistica, (dal greco jiawiw- getto, lancio), studia il moto del proietto,
intendendo per proietto un corpo pesante, lanciato da una bocca da fuoco nello
spazio in una direzione qualsiasi.

Il moto del proietto nell'interno della bocca da fuoco & oggetto di studio
della balistica interna; la balistica esterna, di cui noi ci occupiamo, studia il moto
all’esterno della bocca da fuoco.

Intorno al problema generale che la balistica esterna si propone di risolvere si
affaticarono per prime le menti di grandi italiani: Tartaglia € Galileo; € NON a
caso Galileo €, dopo di Lui, Newton, gettarono al tempo stesso i fondamenti
della balistica, e della meccanica celeste: I'affinita tra le due scienze & cosi stretta,
che il secondo libro dei «Principi della Filosofia Naturale » di Newton non &, in
realta, che un trattato di balistica; Gariteo intravide, molto prima di Newton,
cio che quest’ultimo generalizzo poi, estendendolo al mondo dei pianeti; ma mentre
la meccanica celeste si sviluppa nella sfera della matematica pura, perché le sue
speculazioni si riferiscono a fenomeni che hanno i caratteri dell'eternita e della
perfezione assoluta, la balistica non pud prescindere dalla transitorieta e varia-
bilita dei fenomeni fisici, che si svolgono sulla superficie terrestre; tanto che ci si
puo chiedere se, come scienza applicativa, I'apporto che puo derivare al suo pro-
gredire dalle discipline sperimentali, non sia almeno altrettanto importante come
quello teorico dovuto alla meccanica razionale ed alla dinamica.

Piu precisamente, si potrebbero distinguere nella balistica esterna tre branche
e cioé:

1 - balistica esterna fisica, basata sui principi della meccanica dei fluidi,
e della fisico-matematica, che studia i fenomeni dovuti alla resistenza dell’aria
sulla superficie dei proietti, nonché i fenomeni sonori;

2 - balisticaesterna razionale, che introduce le leggidella fisica nelle equa-
zioni generali del moto;

3 - balistica esterna sperimentale, che verifica lededuzioni dellabalistica
fisica ed il grado di attendibilita delle teorie balistiche.

Un rapido sguardo allo sviluppo della balistica esterna vale a darci la mi-
sura del cammino compiuto in quattro secoli. Fino dal 1537 Tartaglia afferma
per primo che la traiettoria percorsa dal proietto non puo essere in alcuna sua
parte perfettamente rettilinea; osserva perd che in alcuni tratti essa € cosi poco
curva, da potersi considerare quasi retta - e disegna la traiettoria come composta
di due tratti rettilinei - uno secondo la linea di proiezione - Il'altro - il finale-

1 — Balistica cstcriu - Volume |I.



verticale, raccordandoli con un arco di cerchio. Egli segna giustamente la massima
curvatura in prossimita del punto piu alto, e I'estremita del ramo discendente
verticale. Inoltre, Tartagtia provo sperimentalmente che I'angolo di massima git-
tata era di 45°; e dedusse il principio che con angoli complementari si ottene-
vano gittate eguali: principio dimostrato esatto in seguito. Egli si occupo anche
della fabbricazione degli esplosivi, enunciando principi di balistica interna validi
tutt’ora, come quello che ogni bocca da fuoco dovrebbe essere troncata la ove
termina la combustione della carica di lancio.

Circa un secolo dopo Tartaglia, con l'apparizione di Galileo, la balistica
compie un primo gigantesco passo. Galileo getta le basi della dinamica, e la bali-
stica assume forma matematica. Astraendo dalla resistenza dell’aria, Galtileo
concepisce il moto del proietto come risultante di due movimenti - uno orizzontale
ed uniforme, l'altro verticale ed uniformemente vario. Ne deduce che in queste
condizioni la traiettoria € una parabola di 2° grado, curva gia ben nota e della
quale si conoscevano parecchie proprieta interessanti. La soluzione di Galileo
fu percio accolta con grande favore; essa apparve per la prima volta (1632), in
un'opera di Bonaventura Cavalieri - ma tutta la teoria fu poi raccolta da
Galileo stesso nell'opera Dialoghi e discorsi intorno a due nuove scienze (Leida
1638 - Opere di Galileo Galilei ediz. naz. voi. Vili).

Galileo intravede I'importanza della resistenza dell’aria sul moto del proietto,
dichiarando che I'influenza di tale resistenza e tanto piu grande, quanto piu grande
e la velocita iniziale e quanto minore il peso del proietto; asserzione che corrisponde
pienamente a cio che in realta avviene. E da notare che, date le piccole velocita
iniziali di allora, la legge parabolica era molto prossima al vero; cio spiega come,
anche dopo Galileo, gli scrittori di cose d’artiglieria ritenessero la resistenza del-
I’aria come trascurabile.

Con Newton (1710), il problema balistico si sdoppia in problema fisico ed
analitico; il problema fisico ¢ da lui impostato esperimentando sulla caduta di
corpi pesanti; ne deduce che la resistenza dell’aria risulta proporzionale al qua-
drato delle velocita. Riesce perd a determinare analiticamente la traiettoria sol-
tanto nell'ipotesi di resistenza proporzionale alla prima potenza della velocita,
concludendo che la traiettoria si avvicina piu all’iperbole che alla parabola, cioé
ad una curva di 20 grado dotata di asintoto.

Newton aveva infrattanto esposto alcune proprieta sulle flussioni (flussione;
corrisponde a derivata) ma non aveva pubblicato nulla; il matematico tedesco
Leibnitz, giunto alle stesse conclusioni, diede subito alle stampe la sua teoria.
Ne sorse cosi una disputa, in merito alla priorita di questo nuovo strumento del
calcolo, la quale condusse ad una sfida tra Bernoultti, discepolo di Leibnitz, ed
il professore di fisica Keirr dell’'universita di Oxford; a Bernoult1i fu richiesto di
integrare l'equazione del moto di un proietto in un mezzo omogeneo che oppo-
nesse una resistenza proporzionale al quadrato della velocita. Nel 1719, Bernoul1i
dava la soluzione del problema piu generale e cioé per resistenza proporzionale
ad una potenza qualsiasi della velocita. Il problema analitico era dunque gia
bene avviato. Veniva ripreso da Eulero nel 1753 con le sue memorie (Leonardo
Eulero «Opera Omnia 2Bserie - voi. XIV - Ricerche sulla vera curva che descri-
vono i corpi lanciati nell’aria » in cui, basandosi sulla soluzione di Bernoulli e



sulla formula di Newton per la resistenza quadratica, dimostra che calcolando per
archi successivi alcune traiettorie, si possono ricavare gli elementi di traiettoria di
un proietto qualunque, dando una tabella delle funzioni che servono per questo
calcolo.

Partendo dallo studio di Eulero,il generale Otto costrui in seguito (1844),
una serie di tabelle modificate che resero segnalati servizi.

Quasi contemporaneo del Bernoutti, nel 1741, il fisico inglese Robins
inventa il pendolo balistico, atto a determinare sperimentalmente la velocita del
proietto in un punto qualsiasi della traiettoria. Il problema fisico occupa intensa-
mente gli studiosi ed una commissione francese; (1839-1840), presieduta da Di-
dion, costruisce un nuovo e piu perfezionato pendolo, per mezzo del quale si ese-
guiscono numerose esperienze. Ma, a quest’epoca, l'invenzione dovuta al generale
Giovanni Cavalli, cioé la rigatura delle bocche da fuoco, segna una vera rivo-
luzione e di conseguenza nuove complicazioni nei problemi della balistica. | proietti
sferici, fino allora unicamente impiegati, davano luogo a grandi dispersioni nel
tiro, dovuto, come ci si rese conto, a rotazioni irregolari assunte dal proietto
uscendo dall’'anima attorno ad un asse qualunque.

Si era cercato percio di dare al proietto una rotazione iniziale attorno ad un
asse stabile, proponendo proietti eccentrici, lenticolari ed altri mezzi; ma la solu-
zione di Caval1i, per cui la rigatura elicoidale conferisce al proietto oblungo una
rotazione intorno al suo asse, che, essendo asse di inerzia minimo & anche asse
di rotazione stabile, risultd ben presto la migliore. Tanto piu ¢ da apprezzare la
geniale intuizione del Cavalli, in quanto erano ancora pressoccheé sconosciute le
proprieta del giroscopio.

Inoltre il proietto oblungo aveva, ad egual calibro, un peso maggiore del proietto
sferico, era meglio atto a vincere la resistenza dell’aria e doveva quindi raggiun-
gere portate superiori; il che fu brillantemnte confermato da esperienze eseguite
dal Cavarii stesso.

Ma |’adozione della rigatura, dando luogo contemporaneamente ad un forte
movimento di rotazione del proietto, veniva a complicare il problema analitico
del moto.

Gli studi di Saint Robert € di Mayewsky dimostrarono che ip generale, I'in-
fluenza del movimento di rotazione sul movimento di traslazione era piccola;
inoltre, da esperienze eseguite in Francia, (a Gavre nel 1859-1861), ed in Italia,
(1869-1870), si riscontro che le leggi del moto, valide per i proietti sferici pote-
vano applicarsi anche a proietti oblunghi, correggendole con un coefficiente co-
stante indipendente dalla velocita, e dipendente soltanto, (per quanto fu possibile
accertare con i mezzi e nelle condizioni delle esperienze di quell’epoca), dalla forma
e dalle dimensioni del proietto.

E da notare che nelle esperienze del 1859-1861, istituite per verificare il com-
portamento dei proietti oblunghi, furono per la prima volta usati i cronografi
elettrici in luogo del pendolo balistico: tali cronografi permettono la misura della
velocita senza bisogno di fermare il proietto; quindi, con due cronografi, si puo
effettivamente misurare la velocita di uno stesso proietto in due punti della stessa
traiettoria e dedurre, con maggior precisione, l'effetto della resistenza dell’aria.
Quasi contemporaneamente, il conte di Saint Robert, pubblicava (1855) il suo
trattato Del moto dei proietti nei mezzi resistenti (ripubblicato nelle Memorie, scien-



tifiche dello stesso autore 1872 - voi. |), dando forma semplice ed elegante alle
equazioni differenziali del movimento e ricavandone le proprieta della traiettoria.

Il problema analitico veniva ripreso, nel corso dei primi anni del X 1X secolo,
da eminenti matematici come Borda e Legendre; essi tentavano di migliorare il
metodo di Eulero, introducendo nuove espressioni della resistenza, o proponendo
sviluppi in serie.

Ma doveva I’'ltalia per opera di F rancesco Siacci, uUfficiale di artiglieria e po-
tente analista, insegnante di balistica per un ventennio alla Scuola di Applica-
zione di Artiglieria e Genio in Torino, assicurarsi il primato nel mondo in materia
di balistica. Egli, eminentemente pratico, si studio di trovare una soluzione breve
ed accessibile del problema fondamentale della balistica esterna, per cui la solu-
zione di tutti i problemi del tiro si riduceva all’'impiego di una semplice tavola
numerica che egli chiamd «Tavola balistica »Siacci pubblicdilrisultato delle sue
ricerche nel 1880, in un articolo intitolato «Balistica e Pratica - Nuovo metodo
per risolvere i problemi del tiro » corredato dalla sua tavola balistica ed ottenne
un successo, solo paragonabile a quello di Gariteo con la sua soluzione para-
bolica. L’articolo fu tradotto in Europa ed in America; furono calcolate altre
tavole balistiche piu estese, o basate su altre forme di resistenza; Stacci Stesso
continud a perfezionare il suo metodo fino alla tabella del 1896, calcolata con una
nuova forma di resistenza da lui trovata, che teneva conto di tutte le esperienze
antiche e recenti sulla resistenza dell’aria.

Nel 1901, riprendendo il problema di d’ALEMBERT, (che nel 1744 riusciva a
trovare quattro formule di resistenza che permettevano di ridurre il problema
balistico alle quadrature), ne diede altre 14; fu il suo ultimo lavoro. Siacci mori
nel 1907. Ma il metodo di Siacci resta l'unico che permetta di risolvere tutti
i problemi del tiro, ed il calcolo della traiettoria in un solo arco.

Per applicarlo, basterebbe sciogliere il calcolo dalle esperienze antiche,
in base alle quali Siacci calcolo la funzione resistente, aggiornandolo con nuove
esperienze sui proietti moderni, che mettano in rilievo I'influenza prodotta dalle
attuali forme dei proietti sulla ritardazione dovuta alla resistenza del mezzo.

Alla scuola di Succi si formarono valorosi discepoli, Parodi, Ettore Ca-
valli ed il Bianchi, tutti insegnanti alla Scuola di applicazione di Artiglieria
e Genio di Torino.

Allo stato attuale degli studi, la trattazione completa del problema balistico,
cioe del moto del proietto lanciato nello spazio con forte velocita e dotato al
tempo stesso di moto di rotazione intorno al suo asse, si presenta assai complessa,
tanto che non si & ancora avuta una soluzione soddisfacente. E percid necessario,
per evitare le gravi difficolta analitiche che si presentano, sdoppiare il problema
e studiare separatamente il moto di traslazione (problema balistico principale) e
quello di rotazione (20 problema balistico).

Noi tratteremo quindi il problema balistico principale, e qualitativamente,
il 2° problema.



2 - Definizioni.

Traiettoria

Orizzonte del pezzo

Punto di caduta (C)

Linea di tiro (OB)

Piano di tiro

La curva percorsa nello spazio dal centro di gravita del
proietto nel suo movimento.

L’'origine O della traiettoria € il centro della bocca del
pezzo pronto allo sparo.

Il piano orizzontale passante per O.

Il secondo punto in cui la traiettoria incontra l'orizzonte
del pezzo.

Prolungamento dell’asse della bocca da fuoco a punteria
ultimata e pronta allo sparo.

Fig. i C

Il piano verticale che contiene la linea di tiro.

Angolo di tiro (BOC = i) L’angolo che la linea di tiro fa con l'orizzonte.

Velocita iniziale (V)

La velocita del proietto all’origine. Il vettore rappresen-
tativo di V ¢ tangente alla traiettoria in O ed é diretto
nel senso del movimento del proietto.

Linea di proiezione (OT) Prolungamento dell’asse della bocca da fuoco nel momento

Piano di proiezione

Angolo di proiezione

{TUC = g
Angolo di rilevamento
(Tcm = ?)

Gittata (X)

in cui il proietto abbandona I'arma; coincide con la tan-
gente in O.
Piano verticale che contiene la linea di proiezione.

Angolo che la linea di proiezione fa con l’'orizzonte. Questo
angolo pud essere positivo o negativo.

Angolo che la linea di proiezione fa con la linea di tiro,
misurato sul piano di tiro; pud essere positivo 0 nega-
tivo, secondo che si tratta di un rialzamento o di un
abbassamento dell’arma all’atto dello sparo.

Dalla figura si ha: 9 =i+ p

La distanza orizzontale dal punto di caduta all'origine.
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Punto di arrivo (S) Il punto in cui la traiettoria incontra il bersaglio; in gene-
rale & diverso dal punto di caduta C.

Linea di sito (OS) La retta che congiunge l'origine con il punto di arrivo.

Angolodi sito (SOC = €) L'angolo che la linea di sito fa con l'orizzonte; & positivo
0 negativo secondoché il punto di arrivo si trova al
disopra o al disotto dell'orizzonte del pezzo.

Angolo di partenza L’'angolo che la linea di proiezione fa con la linea
(r = 9 — e) di sito.
Inclinazione 0 L’angolo acuto che il vettore velocitd nel punto consi-

derato fa con l'orizzonté (MPN oppure M'SN’). L’incli-
nazione nel punto O coincide con I'angolo di proiezione;
e nulla nel punto piu elevato della traiettoria (vertice),
d’ordinata massima Y. Nel tratto dall’origine al vertice
(ramo ascendente), I’inclinazione é positiva; nel tratto dal
vertice al punto di caduta (ramo discendente) I'inclina-
zione € negativa.

Angolo di caduta to Il valore numerico dell'inclinazione T'CO nel punto di
caduta.

Angolo di arrivo L’angolo acuto che la tangente alla traiettoria nel punto

(APSO = e + 0J di arrivo fa con la linea di sito. L’'angolo di caduta
e il valore particolare che assume I’angolo di arrivo
per e = o.

Angolo di elevazione  Angolo che la linea di tiro fa con la lina di sito. Si ha:
= »—¢ P=p+ a+ e
Velocita residua (V) La velocita di traslazione in un punto della traiettoria.
Velocita di caduta (U) La velocita nel punto di caduta.
Durata (T) Il tempo che il proietto impiega per passare dall’origine
al punto di caduta.
Forza viva alla bocca - mV2= ) V2

(dove m e p sono la ma?sa e il peso del proietto).

Forza viva residua — nv—

3 - La misura degli angoli.

Misurare una grandezza significa paragonarla ad un’altra grandezza della
stessa specie, scelta come unita di misura.

Le unita di misura sono arbitrarie, pero si cerca di assumerle in modo tale
che le operazioni di misura siano pratiche, rapide e comode.

Per quanto concerne la misura degli angoli, sia per l|'artiglieria che per le

armi portatili, si impiegano generalmente i gradi sessagesimali, i millesimi esatti
od i millesimi convenzionali.
a) Gradi. - La divisione del cerchio in 360 gradi ¢ molto antica e risale ai

primi astronomi caldei.



I 360 gradi corrispondono, secondo quegli studiosi, ai 360 giorni dell’anno
sidereo: un grado era, nei loro intendimenti, lo spostamento della volta celeste
in un giorno sidereo.

Il grado € percido una unita di misura squisitamente convenzionale, pure con-
sentendo misure esatte quanto si vuole, tanto che & ancor oggi l'unita di misura
in uso in topografia, in geodesia, in astronomia.

b) Millesimi. - E perd possibile esprimere la grandezza di un angolo in
un modo piu semplice, e cioé dame la misura sotto forma di rapporto. Se si con-
sidera una circonferenza di raggio 1000, un arco della lunghezza j ¢ visto dal

centro sotto I'angolo di questo rapporto definisce la unita di misura an-

golare: il millesimo esatto.

Un arco della lunghezza del raggio, cioé un radiante, sottendera al centro
un angolo che vale 1000 millesimi e poiché tutta la circonferenza & espressa da
2T+ 1000, essa contiene:

2 X 3.14159-++ x 1000 = 6283,18-m ¢ millesimi.

La circonferenza non ne contiene percid un numero esatto, e soltanto gli stru-
menti di puntamento, che utilizzano un arco di circonferenza, come quelli di ele-
vazione, possono impiegare tale unita di misura.

Dovendosi graduare l'intera circonferenza, si © convenuto di ottenere un
numero intero di parti e cioé 6000, 6200 e 6400 parti. Noi abbiamo adottato la
divisione in 6400 parti che, oltre ad essere la piu vicina alla divisione in millesimi

esatti, consente la divisione esatta per 8 e per 16. L'unita cosi definita, cioe

della circonferenza, si chiama millesimo convenzionale. Con tale unita I'angolo di
45° corrisponde ad 800 millesimi, quello di 90° a 1600Q0 ecc.

Questo secondo tipo di millesimo & adottato per la misura degli angoli azi-
mutali e va generalizzandosi anche per quelli zenitali.

L’adozione del millesimo (esatto o convenzionale) quale unita di misura ango-
lare consente di determinare rapidamente I'ampiezza di un piccolo angolo, sia
zenitale che azimutale, essendo noto che per piccoli angoli, i valori del seno e della
tangente sono pressoché eguali a quello dell’arco e quindi la lunghezza dell’arco,
espresso in millesimi esatti O convenzionali, rappresenta anche il valore del seno
e della tangente del medesimo. Pertanto avendo un bersaglio distante D dalla
batteria col dislivello h (batteria-bersaglio), I’angolo di sito ¢ e definito dalla

tgt=~ e Ci0e e = Ancora: se e nota I'ampiezza 1 (espressa in metri), di

un bersaglio, e si determina, con uno strumento di puntamento, I'angolo p in mil-
lesimi sotto il quale ¢ visto il bersaglio dalla batteria, la distanza D batteria-ber-

saglio ¢ esattamente: D = e per quanto detto sopra: Dkm = Se invece

fossero noti D ed |, potrebbe determinarsi p.
In rapporto al grado si ha:

millesimo esatto = -&g--= 0,05730 gradi.
1 grado = 17,453 millesimi esatti.
millesimo convenzionale = = 0,05625 gradi.

1 grado = 17,778 millesimi convenzionali.



CAPITOLO 1

MOVIMENTO NEL VUOTO

1 - Premette.

Il proietto, lungo la sua traiettoria, € soggetto a due forze: il peso e la resi-
stenza del mezzo; la prima agisce verticalmente in basso e tende ad abbassarlo,
la seconda, che nel problema balistico principale considereremo direttamente op-
posta alla velocita, tende a ritardarne il moto.

Questa seconda forza, in genere, ha maggiore influenza della prima, quindi
a rigore non potrebbe mai esser, trascurata; perd, nello studiare il moto del pro-
ietto astraendo dalla resistenza, si perviene ad espressioni che possono servire,
in mancanza d’altro, a dare un limite da cui si discostano od a cui convergono certe
quantita del tiro nell’aria.

Inoltre, quando si tratti di proietti lanciati con piccole velocita iniziali e con
notevoli angoli di proiezione, € preponderante I'influenza del peso sulla resistenza
e quindi, in taluni casi, possono essere impiegate le formule dedotte per il vuoto
anche per la risoluzione dei problemi dell’aria.

Il problema del tiro nel vuoto & puramente teorico, pero € facile e fornisce
espressioni assai semplici e che possono esser ritenute, in qualche caso, abbastanza
approssimate.

La conoscenza di queste espressioni pud dare, grosso modo, una idea circa
la soluzione dei problemi della balistica e fornire, in prima approssimazione, la
soluzione di alcuni problemi pratici del tiro.

La conoscenza delle leggi del movimento di un proietto nel vuoto ha costi-
tuito per molto tempo tutta la balistica esterna.

La impossibilita della determinazione sperimentale della velocita del proietto,
i valori assai piccoli di questa, e la lieve influenza della resistenza del mezzo, per-
mettevano, scegliendo caso per caso un conveniente valore della velocita iniziale,
di ottenere compensazioni sufficienti tra le gittate e le durate, in modo da avere,
pur con formule assai semplici, una soluzione soddisfacente del problema balistico.

Come si e accennato, I'invenzione del pendolo balistico, che permise di deter-
minare la velocitd in qualsiasi punto della traiettoria, pose in evidenza I'influenza
della resistenza opposta dal mezzo al moto dei proietti, perché ne era possibile
la determinazione sperimentale e quindi obbligd gli studiosi a tener conto di questa
nuova forza ed a cercare soluzioni piu approssimate di quella parabolica.

Sull'importanza della resistenza dell’aria, valgono i seguenti due esempi:

i) Un proiettile di piombo per fanteria con rivestimento di acciaio (peso
gr. 10.00), lanciato con un angolo di proiezione di~32°, con velocita iniziale di
895 m/s, ha una gittata di m. 3400. Lo stesso proiettile, lanciato nel vuoto con
la stessa velocita iniziale raggiungerebbe la gittata max. di m. 82.000 circa. La
gittata in aria & quindi il 4,2 % di quella nel vuoto.
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2 Se lo stesso proiettile, cioé con la stessa forma e dimensioni, fosse di
alluminio (peso gr. 2,64) e lo si potesse lanciare con la velocita iniziale di 2000 m/s
e con 320di angolo di proiezione, il ramo ascendente della traiettoria risulterebbe
straordinariamente teso; per x = 174 m. si avrebbe 0= 3i°56', mentre la velo-
cita sarebbe gia ridotta a 780 m/s; al vertice, (di ordinate X0o= 1x54 m.; y =
563 m.), la velocita sarebbe di soli 63 m/s; il ramo discendente riuscirebbe forte-
mente curvo; l'angolo di caduta to= 770 (in luogo di 320 nel vuoto); la velocita
di caduta m. 72 m/s, (in luogo di 2000 nel vuoto); la gittata massima m. 1606
in luogo di m. 410.000 circa nel vuoto, cioe il 0,44 % . (Calcolo del Capit. Weissmann
dell’istituto Fisico della Tecnische Hochschule di Berlino).

Se questo proiettile di alluminio potesse raggiungere la velocita di 3000 m/s
esso, nell’oscurita diverrebbe luminoso, perché I'aumento di temperatura risulte-
rebbe di ~ 44000 (contro 380° per un proiettile di 895 m/s di velocita).

2 - Elementi della traiettoria.

a) E quazione in coordinate cartesiane.

Il problema del moto del proietto nel vuoto pud essere enunciato nel modo

seguente:
«Determinare la traiettoria di un grave lanciato nel vuoto con velocita V e

con angolo di proiezione 9».

Analogamente a quanto viene fatto in meccanica, considereremo tutta la
massa del proietto concentrata nel suo baricentro, al quale viene applicata la forza
peso diretta verticalmente in basso.

Supponiamo la gravita costante in grandezza ed in direzione, poiché gli er-
rori che derivano da questa ipotesi, come dimostreremo in seguito, sono trascu-
rabili.

Cio posto, essendo il proietto soggetto ad una forza contenuta in un piano
verticale, il suo baricentro descrivera una curva piana e quindi, per il nostro studio,
potremo riferirci a due assi Coordinati aventi I'origine alla bocca del pezzo.

Indicheremo sempre con x le ascisse e con y le ordinate della traiettoria;
< sara I'angolo formato dal proluhgamento dell’asse del pezzo al momento dello
sparo con l'orizzonte (angolo di proiezione); v la velocita che all’inizio del moto
verra indicata con V (vel. iniziale); t il tempo.

Nel vuoto, un proietto con velocita V, se non fosse soggetto alla gravita, si
muoverebbe per inerzia indefinitamente secondo una retta.

Invece, per effetto della accelerazione della gravita, il proietto si abbassa.

Consideriamo il moto di un punto materiale nelle condizioni sopra indicate.

Evidentemente, essendo il peso p verticale, non vi sara alcuna forza agente
nella direzione delle ascisse; percido il moto orizzontale, essendo I|’accelerazione
zero, sara uniforme, mentre quello verticale sara modificato dalla forza p e quindi
dall’accelerazione corrispondente.

Considerando le forze, si potra scrivere per il noto principio di meccanica:

P dy - _p
g dt*
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od anche:

d*x d*v

= -diT=-g g
le quali esprimono i due teoremi:

i°) Il movimento nel vuoto & indipendente non solo dalla forma del proietto,
ma anche dal peso e dalle sue dimensioni. Infatti nel vuoto tutti i corpi lanciati con la
stessa velocita raggiungono la stessa gittata.

2°) Nel vuoto il moto orizzontale ¢ uniforme e quello verticale & unijorme-
mente vario.

Integrando le due equazioni [i] si ha:
— eost. “*r =-gt + cost.

L'integrazione verra eseguita dall’'origine ad unpunto generico e quindi,
notando che nell’'origine, per t = o, la velocita orizzontale & uguale aV cos e
qguella verticale ¢ V sen 9, sara:

dx V cos 9 2]

= Vsen9- gt [3;

Dalla equazione [2] si deduce una proprieta molto importante e cioé che nel
vuoto la velocita orizzontale é costante.
Integrando ancora una volta si ha:

V cos 9dt ; r= Vtcos 9 [4'
j dy = j'vsen9dt— j gtdt y= Visen9 —gt [5;
Ricavando t dalla [4] [t = —]j e sostituendo nella [5] si ha :
y=Vsen9 p— — — g y2cosI N
y = xtgt - 2pfcoS9 16;

Esaminando questa equazione, vediamo che essa rappresenta una curva di
secondo grado nella quale ad ogni valore reale della x corrisponde sempre uno
ed uno solo valore reale della y; quindi si tratta di una parabola ad asse verticale,
il cui vertice coincide con quello della traiettoria.

Essendo ima parabola, ad asse verticale, i due rami saranno simmetrici.

b) Abbassamento.

Esaminando I'equazione [6] della traiettoria appare evidente che la quantita
xtg(f—y = AP (fig. 2) rappresenta di quanto si abbassa il proietto lungo la
verticale. Se il moto avvenisse lungo la linea di proiezione, dopo il tempo t il pro-
ietto si troverebbe nel punto A, ma per effetto della gravita esso si abbassa e qua-



lora cadesse lungo la verticale, nel tempo t si sarebbe abbassato di — gtJ; con la
composizione dei due moti ne deriva che il proietto dopo il tempo t sara in P.
Si deduce che:
2V cos29 Xtg<? —y
Se prendiamo come assi coor-
dinati la linea di proiezione e la
verticale e riferiamo il punto p
guesti due assi, vediamo che:

X'= ¢os9

gX3 _ gx'3
f 2 V3C0S29 2 V3

Dalla [8] si deduce ima pro
prieta molto importante, e cioé:

«Gli abbassamenti.a 'pari di-
stanza sulla linea di proiezione sono
indipendenti da tp e sono uguali,
sempre che, ben inteso, si spari con
la stessa V »

Questo teorema, dedotto nel vuoto, pud essere applicato con sufficiente appros-
simazione anche nell’aria, quando si tratti di proietti pesanti e con piccola V, ed
un’applicazione si ha subito per la costruzione delle traiettorie grafiche col metodo
degli abbassamenti.

Fig. 2

Fig. 3.
Infatti, se gli abbassamenti a pari distanza sulla linea di proiezione si man-
tengono costanti, disponendo di una tavola di tiro sara facile, per vari valori della
X, ricavare i corrispondenti ¢¢—a + pequindi™ -= x' ed ancora xtg9 =y’

portando sulla linea di proiezione della traiettoria che si vuol costruire la x' e da
tale punto la y' verticalmente in basso, si ha un punto della traiettoria.
Piu rapidamente si puo ricorrere alla soluzione grafica indicata in figura 3.



c) Gittata.

E la distanza dall’origine del 2° punto d’incontro della traiettoria con I’oriz-

zonte del pezzo.
Risolvendo I'equazione della traiettoria rispetto ad x, avendo posto y — o,

si hanno due radici di cui una non interessa perche si ha per x — o; dalla:
X g Q-5 ~g*2 = o0

dividendo per x e risolvendo rispetto ad essa si ha:
X = V2sen2 9 [o]

che rappresenta la gittata la quale é proporzionale al quadrato dellavelocita ini-
ziale e cresce col crescere di 9, da 0° a 45°. Aumentando oltre i 45°, la X diminuisce
per ridursi a o per 9 = 90°. Dalla formula appare che X & massima per 9 = 45°,
nel qual caso

* =T ™

uguale al doppio dell’altezza alla quale perverrebbe un mobile lanciato vertical-
mente in alto con velocita V.
Infatti sappiamo che nella caduta dei gravi:

V = gt y=1P t=j y-i-g £ -£ [zi]

Notiamo ancora che siccome sen 29 = sen (180° — 29), si hanno due angoli
che danno uguale gittata e precisamente 9 e 90° — 9, cioé: «angoli complemen-
tari danno gittate uguali »

Inoltre, per 9= 150 e 9= 75° si ha:

sen 29 = sen 30/ = ~ ; sen 29 = sen 150° = ~ o

X = 55 [12]

Cioe con angoli di proiezione 9 = 15° e 750la gittata ¢ meta della gittata massima.
La formula della traiettoria puo esser resa indipendente dalla V; infatti dalla:

g*2 . 3 VISr-u2v
y 89 2 V2cos=9 '’ g
si ha:
_ sX
T sen29
e sostituendo nella 1®.
ex2sen 29 , x2sen 9
y = xtg<t(i - [13]

Questa formula permette una utile applicazione anche nell’aria, Infatti se sup-
poniamo di avere iin ostacolo innanzi alla batteria a distanza x ed alto h si puo
controllare se sparando a distanza X, la traiettoria oltrepassa |’ostacolo.
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L’angolo & noto dalla tavola di tiro; quindi applicando la relazione [13],
se y risulta maggiore dell’altezza h dell’ostacolo il proietto passa e passera a maggior
ragione nell’aria perche, come vedremo a suo tempo, la traiettoria nell’aria ¢ tutta
sopra a quella del vuoto avente uguale 9 ed X (evidentemente la V sara diversa).

Applicazione i a.

X = 3000 x = 200 h = 30tn. 9= i00 tg9 = 0,176
~X 15 *tg ? = 35.2

y = 32,8

Applicazione 2ft

Quale pendenza occorrerebbe dare all'ultimo tratto di una strada ferrata
perché una locomotiva lanciata ad ima velocita proporzionale a cos 9 compia il
massimo cammino senza toccare terra?

In altri termini quale deve essere 9 che da il massimo X ?

La velocita secondo il binario inclinato di 9sara: Vi— V cos 9

\VA Vit3sen 29 Fcos<p)ssen2 9 V3 .
X =—=F—-——-= ( P) —= cos39_r—sen 29

¢} g 9
Occorre ora trovare il massimo di questa espressione:
Deriviamo rispetto a 9 ed eguagliamo a o

2c0s39c0s 29 — 2cos9sen9sen 29 = 0
c0s39c0s 29 — 2cos39sen39 = 0

c0s39 — sen39 — 2sen39 = 0

1 — sen39™-3 sen39= 0

1—4sen39 =0

sen 9 = ~ ? = 3°°-
Se V = 30 m/s,

X = ;/2 cos39sen 29 cos39 = 0,75
sen 29 = 0,866

X = X 0,75 X 0,866 = 59 m. circa.

d) Altezza del tiro.
Giacché la traiettoria & una parabola, essa sara simmetrica ed il vertice sara

. . . X . .- - . e s
a distanza dall’'origine di — = xQ Se indichiamo con Y [l'ordinata e sostituiamo

. X . N
ad x il valore = nella [13] si avra:

che é l'ordinata del vertice.
La quantita Xtg 9 rappresenta, come appare chiaramente dalla figura, I'ab-

bassamento totale, per cui I'altezza del vertice e-~- dell’abbassamento totale.
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Se nell’espressione dell’abbassamento si pone x = — si ha:

[i4]
Cioe I'abbassamento corrispondente al vertice & uguale all’altezza del tiro.
Cio poteva dedursi anche considerando la nota proprieta della parabola per
la quale é: (fig. 4)
DA = AB;

A questa proprieta fa-
remo spesso ricorso anche
per il tiro nell’aria.

Facendo 9 = 450 si
otterra:

Y = — X poiché ig9 =1

Se nella:Y = = Xtg 9

si pone invece:

Fio. 4. - A eeeeeees
si ottiene:
1 V2sen 29 . V22 sen 9 cos 9 sen 9 A sen”™m
=TiT = — M
notiamo che: F sen 9 & la componente verticale della velocita, quindi:
«'altezza del tiro e uguale all’altezza dovuta alla componente verticale della velocitax.
L’'altezza del tiro cresce con 9 ed & massima per 9 = 900 nel qual caso:

y = =T 116]
Consideriamo come caso particolare il tiro verticale, il tiro cioé nell'ipotesi di
9 = 90°.
L 'ascissa sara sempre x — o giacché: x = Ficos 9; I'inclinazione pure sara
sempre
Le sole variabili sono percio Y, t.
In tale caso nel moto ascendente si avra:

V — Vt gt2 [17]
v=V —gt [18]
Risolvendo la prima rispetto a t, si ha:
—gt2— Vt-fy=o0 t= v—V v2—2py
2 e

da cui si ricava ancora sostituendo nella [18]:
v=V —g(V-V V*-2gvj

od anche:
v=V—F + \/F2— 29y
da cui:
v=VV'—2gy [19]
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Dalla [18] si ha ancora i = - per cui:
g
_ V -v i (V-vY V2 — vV -
. y=v ~ TS g g - e
cioé:
2Vom2vV- V2- Is+ 2Vyv F2m [ ]
20
2} 29
Al vertice, essendo v = o0, si avra:
_ Vs X A [ ]
y — 2g -2 t= g 21

e) FUOCO E DIRETTRICE.

Per una nota proprieta della parabola, la tangente nel vertice € il luogo dei
piedi delle perpendicolari abbassate dal fuoco sulla tangente, per cui, tracciata la
tangente nell’ori- y
gine, dal puntoq
d’incontro di essa
con la tangente in
V, si abbassi la
normale che in-
contreral’asse del-
la parabola in F
(fuoco) il prolun-
gamento di detta
retta incontrera
I'asse delley in D;

I’ orizzontale pas-
sante per D sara
la direttrice della
parabola. Infatti
perche cio sia vero
€ necessario che

OD = OF. Giacché la tangente di una parabola & ugualmente inclinata sull’asse
e sulla congiungente il punto considerato col fuoco, sara: (fig. 5)
AOD — AOF, ancora 9= DFQ

perché i due angoli hanno i lati normali, inoltre la OA & normale a DF quindi
il triangolo FOD é isoscele e OD = OF.
Determiniamo ora le coordinate del fuoco e I’equazione della direttrice.
Essendo: FV — VQ dal triangolo FDQ:

Dal triangolo AV F si ha:

AV , X F*sen2<pcos9 2 V3cos* 9 V2c0s29

FV =
199 4n9 4gsen 9 49 29



L'ordinata del fuoco € y»:

{ ! F2cos29 . X
Vo = V J— ["’\-/r7 = _____':__200529 + -
2f
c0s29 2 F2sen 9 cos 9 sen 9
e 4fi cos 9 m)-
F2cos29 F2sen29 \ % cos 29 =
2e 2?
a.
— COS 2 p [22]
mentre I'ascissa & xQO\
F2sen29
=-; sen 29 [23]

Dall’espressione [22] si rileva che:
per 9<45° c0s29>0 ed yO<o

quindi il fuoco é al disotto
dell’orizzonte del pezzo.
per :®= 45° y.= 0
per :9> 450 yOo< O
quindi il fuoco é al disopra

dell’orizzonte del pezzo.
L'altezza della direttrice é:
y=PQ=Y + VQ

Fio. 0. Y= Xtay VR= 419
quindi :
. F2sen 29 // sfn 9 cos 9 \
= - N\ —_ —
y=S-(xieV+1n) 47 \ cos 9 sen 9 /
F2sen 29 sen29 4- cos29 F2sen 9cos9
\g sen 9 cos 9 2gsen 9cos 9 [24]

Questa altezza e quella che si raggiunge lanciando verticalmente il proietto
con velocita V ed é indipendente da 9, per cui tutte le traiettorie con egual V
e diverso 9 hanno la stessa direttrice che segna il limite oltre il quale non si

puo giungere con la V considerata.

Teorema di Cassini.
«La distanza OM percorsa sulla linea di proiezione & media proporzionale fra
I’abbassamento AM ed il quadruplo della distanza della direttrice dall'origine ».
Infatti: ponendo OP = 4 OD (fig. 6)
si ha:

III
P

2 g OM = Vt OoM'- V2R AM

da cui: P = 2A— quindi

OM2= — AM = OM2= OP*AM [25;



/) Inclinazione.

Chiamando con 0 l'inclinazione generica della traiettoria sara:

‘&= Rx

per cui differenziando la
si avra:

dv . ex r

A= T p'j COS3 (p [26]
od anche dalla:

y = - -3)

Jx¥

da cui si vede che a valori uguali e di segno opposto di — a corrispondono valori

di O uguali e di segno opposto, cio che era prevedibile essendo i due rami della

traiettoria simmetrici.
In particolare, per X = X si ha:

w= 9 [27]

0g) Velocita.

La velocita in un punto qualunque della traiettoria puo ricavarsi dalla:

f;é - veos( cioe, veos 0 - V cos ¢
od anche, considerando il teorema delle forze vive, essendo P la forza ed Yy lo
spostamento,
/e«senti r 1 fy e
| d — m(vsen0)2 = — /pdy [28]
J vsen ¢ 1 Jo
m {v sen 0)3 m (F sen P3=— py
(vsen O)a— (F sen 2= — 29y [29]
(Vcos0)3— (Fcos 2 = o [30]

Sommando la [29] con la [30] si ha:
V2= F3— 2gy * [31]
dalla quale si deduce che:

T-per y=0 v=F
la rilarita di caduta é uguale a quella iniziale.
2- y =Y la v & minima.
3: ai ordinate uguali corrispondono velocita uguali.

— Balistica esterna - Volume |I.



h) Tempo.

Dalla x = >Ficos 9 si ricava:
X
t= F cos 9 ~V [32]
onde:
Il tempo che impiega il proietto a raggiungere un punto qualunque iella traiettoria e ugua -
le al tempo che impiegherebbe cadendo liberamente a percorrere Vabbassamento del punto.

Il tempo che il proietto impiega a raggiungere il vertice é:

= 2Fcos<p = tl & 3]
quindi, in particolare, archi cor-
rispondenti del ramo ascendente e di
quello discendente sono percorsi in
tempi uguali.

Applicazione:

Un proietto & lanciato con
angolo di proiezione < e velocita
iniziale F tali che la traiettoria
passa per un punto A di sito e

Sisache seil proietto percorresse
la linea di sito con velocita uniforme

uguale alla velocita iniziale, giungerebbe nel punto A dopo un tempo «. Quale
e il tempo occorrente al proietto per giungere nel punto A? (fig. 7)

OA = Ft OB — X = Ftcose

t_ Ft cosc R
~ Fecos9 F cos 9 -

Applicazione:

Determinare I'ordinata y, del punto
A, per il quale si ha che il tempo impie-
gato dal proietto a percorrere l'arco Fig’ 8-
di traiettoria A, A2é uguale a quello dal punto A2 al punto di caduta (fig. 8).

Si vede facilmente che:
¥i = —Y
4

i) Durata.

Se si pone x — X\ t— T risulta:

_ X
T= |F cos 9 [35]

e volendo I’espressione della durata indipendente dalla F poiché:

X = F» sen 2 9! )
- = K wn2o



-|/A*sen29 _ 1/ 2A sen 90039 _ ]/2 XjEo_ rOfi-i
\ g X cos’ 9 F gcos*9 f g 13 J

Volendo invece la T indipendente dalla X.

T V3sen 29 2 Visen 9cos 9 2Vsen 9 P
g Vcos9 gVcos9 o]

Queste formule applicate al calcolo di durate relative a proietti lanciati con
piccole velocita iniziali, rispondono abbastanza bene.

Applicazione 1*:

Mortaio da 210/8; Granata da 210; V = 180m/s; p= 800
Determinare le durate corrispondenti alle seguenti gittate:

j/ 2X ig9
A’ 1000 1500 2000 2500
i5300 24400 35000 4830
9° 3 140 10° 20° 8' 2703/
log A 3,00000 3,17609 3, 30103 3,39794
log 2 0,30103 0, 30103 0,30103 0, 30103
log ig 9 T,20216 T, 40212 7,56420 7,71863
colgg T, 00855 1, 00855 7,00855 X, 00855
., 2Aig9
log eg 1,51174 1, 88779 2,17481 2,42615
iog |lh xi™ 0,75587 0,94389 1,08740 1,21308
T 5,70 8, 79 12,23 16,33
Titz. 5 75 8,80 12,30 16,60

Applicazione 2*:

Mortaio da 210/8; Granata da 210.
Dati: V = 180m/s; T = 12"; si vuole 9

2 F sen 9 _pT

T — g sen 1P— >0
logg = 0,99145
log T = 107918

colg vV = 3,44370
log sen 9 = 1,51433 ? =195

Dalle tavole di tiro si ha: = 190 25’



- 20 --—-

Applicazione 3":
Mortaio da 210/8; Granata da 210.
Dati: V = 217m/s; T = 10"; si vuole @

log g 0.99145
logJ 1,00000

colg v 3,36251
log sen 91,35396 = i3°3
Dalle tavole di tiro si ha: = 130 6'

Come appare chiaramente dagli esempi fatti, i valori di T, che si ricavano
applicando le formule dal vuoto, sono molto prossimi a quelli tabulari purché,
beninteso, si tratti di proiettili relativamente pesanti lanciati con piccole velocita
iniziali.

3 - Elementi della traiettoria in funzione del aito e dell’inclinazione.

a) E quazione della traiettoria.

Sse dividiamo l'equazione della traiettoria [6] per x e poniamo

t i fi-
si ha:
_ gx
gt =199, S os20
da cui
x— 2_V2c0s20 (tgp—tge) [3%]

altra forma della equazione della traiettoria, che da I’ascissa del punto della
traiettoria cui corrisponde |’angolo di sito €.

Notando ancora che tgg): e tge = %5 (I:E— si ha:

cos 9 co

X _2V2co0s3 9 _ sire(9—e)_ 2 Vzcos9sen (9 — ¢) v
g COS 9 cose g COS £ Loyi

Se si ricorda che 2senacos p= sen (a-f P+ sen (a— @ si avra:

2sen (9 — €)cos 9= sen (29-5) —sene

per cui

* = |11 «sen (29 - ¢ - sene ,
g cos e no-

formula questa assai importante che permette di determinare l'angolo di proiezione 9
necessario a battere con velocita V un punto P (X, )

Infatti si ricava:

sen (29 — 6) = sen e-t—y, cose



L'applicazione di questa formula non ¢ troppo agevole; volendola rendere loga-
ritmica basta porre

6Y % X [41]

per cui si ha

sen @+ *)

sen 29— ¢) = sene+ fgibcosc = [42]

che & logaritmica.

b) Gittata sopra un piano inclinato.

Volendosi la gittata sopra un piano inclinato dell’angolo di sito t bastera divi-
dere la [38] per cos e cioe:

2 V2cos29

Xi = g cos (tg? - tg«)

c) Gittata massima.
La massima gittata si ha quando € massima |’espressione della [40]

V2 sen (29 — c) — sene

X = 8
g cosi

il che si verifica quando sen (29 —€) = 1 cioe
(29 —e = 90 9 = 450+ ~

da cui:
La linea di proiezione che da la gittata massima su un piano inclinato e la biset-
trice dell’angolo formato dalla linea di sito e dalla verticale (vedi fig. 9).

/" \

1
Fig. 9.
In questo caso si ha

V2 ' 1 —sene

X = g cost

e quindi la distanza massima raggiunta sulla linea di sito sara

_ V2 1 — sene V2 1— sene V2 43

X-= cose g COS2E g 1 — sen2e g x-f-sene [79]
v

ma -j- — X quindi

Xie@-(-sene = X — Xt Xisene i



e poiché Xi sen e = h dislivello del punto d’arrivo sara

X = X,+h [45]

La gittata massima su una linea di sito piu il dislivello del punto d'arrivo,é uguale
ad una costante rappresentata dalla gittata massima sull’orizzonte.
Se & t < o naturalmente la somma diventa una differenza.

Si puo cosi stabilire se & possibile colpire un punto situato fuori dell'orizzonte de;
pezzo.

Applicazume:

E possibile lanciare dalla sommita della piramide di Cheophe una pietra che ne
raggiunga la base ?

L’altezza della piramide ¢ m. 137,2, la lunghezza del lato della base quadrati
e m. 227,5.
L’angolo di sito del bersaglio &
di — 50° 20'.
L’angolo che da la massima
gittata su una linea di sito si € viste

(+rJesser uguale alla bisettrice dell'an
golo DAB,

DAT = ~ DAB da cui.sostituendc
90" 4- 50° 20'

= 70°i0' quindi

9 = 90°— 70° 10' = 19050’

La velocita media con la quale si lancia una pietra & di 24 m/s; quindi dalla

2 V* cos*
® (ge—tge)
si ricava:
log 2 = 0,30103 tg@_ tgt =1tg 19050' — (— tg50° 20"
log v = 276042
tg 190 50" = 0,3607
log Cos39 = 1,94688 50° 20 1 2059
t o ' = ,
colog g - 1,00855 g
Ig< - tge - 1.5666
°g 2 ?053 = 201688
log (tgp— tg£)= 0,19496
log X = 2,21184
X = 162.9

Se considero V = 20 m/s ottengo X = 113,1
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Allo stesso risultato si poteva pervenire applicando la [45]

X=X,+h
ove
v V2 400 0
* =T “ fe =40.8
h— —1372; Xi= m— -= — 11375 , = 1824
i/ cos ¢ 0$750° 20 “
quindi:

Xb1-h — 182,4 — 137.2 = 45.2

percio il lancio & possibile poiché Xi -f h> X

d) Angoli di proiezione che danno gittate uguali.

Dalla
V2 sen 29 — € — senc
— 9 cose

sirileva che due sono gli angoli che danno gittate uguali suuna linea di sito; se 9 €
uno di essi, I'altro sara:

2192— e = 1800— (2 4i — )

9 - 7-= 9°- K+ ~
94 — e = 90 — <p, [46]

Il primo membro della [46] & I’'angolo che ima delle linee di proiezione fa con la
linea di sito, mentre l'altro & quello che I'altra linea di proiezione fa con la verti-
cale, cioé:

Una delle due linee di proiezione con le quali si ottiene la stessa gittata sulla
linea di sito fa con la linea di sito un angolo uguale a quello che l'altra linea di proie-
zione fa con la verticale.

Se c¢= 0 il teorema é ancora verificato e si ricade ne! caso gia visto.

€) Altre formule iN funzione dell'inclinazione

Dalla [6]
* g 2V2cosl9
dividendo per x e ponendo =+tge si ha
tg9-tgc = rVieos——~ [47]

Derivando rispetto ad a La [6] si ha
4= P6= 99— o, B
cioé

g9 — <ge = [48]



quindi
2(tg9 ~ tec) = tg? ~ te 6
2t gL — 2tgt = tgp—tg O
gt = *g?+i/.e
cioé:

La tangente dell'angolo di siio &€ la media aritmetica della tangente dell’angolo di
proiezione e dell'inclinazione nel punto considerato.
Ancora ricavando x dalla [48]

* = v*c°s\? . (tgy-tgQ) [49]
e poiché
y —xtgc=xtg9+ H6 [50]
si ha
y = y- m(ted p- te5)) [51]

formula che occorre ricordare perché ad essa si ricorre in prima approssimazione ne
calcolo della traiettoria per archi successivi.

Poiché
X

I'= Jtoso [52]

si avra, sostituendo ad x il suo valore ricavato dalla [49]
t= 21Si3..Vt9-<t'>) 53]

od anche dato che V cos 9 = —

t ®? - 0 [54]
t2=y (te? - te® s - (oo tgu) [55]

Applicazione:

Mortaio da 210/8; Granata da 210; peso: kg. 101; V = 180 m/s.
Calcolare la durata in funzione di A: ged w:

1000 1500 2000
9 9° 3 14° 10 20° 8
tg 9 0.159 0,252 0, 307
tg IO 0,167 0,265 0, 390
tg9 + /; 1O 0,326 °>517 0.757
log (tg 9 + ‘g (0) i.51322 T. 71349 1,87910
log A 3,00000 3,17609 3.301°3
colog g 5,00355 f,00855 1,00855
log T2 1.52177 1,89813 2, 18568
log T 5, 76088 0, 94007 1.09434
T 5.77 8,89 12,43

T tab 5.75 8, 80 12,30



4 - Inviluppo.

Si consideri un fascio di traiettorie descritte con la stessa velocita iniziale ma
con diversi angoli di proiezione.

Questo fascio ha caratteristiche ben definite, e le sue traiettorie avranno gittate
man mano crescenti fino all’angolo di 45°, indi decresceranno:

Un limite oltre il quale con esse non e possibile giungere, sara rappresentato dalla
orizzontale passante per l'altezza massima del tiro che, com’® noto, & data da

5 Ma un altro limite assai meglio definito € rappresentato dall’inviluppo.

L’inviluppo € la curva tangente a
tutte le traiettorie, quindi & il luogo
dei punti di gittata massima sulle varie
linee di sito. -

Basandoci su questa proprieta ci
¢ possibile determinare |I’equazione di
detta curva:

Consideriamo (fig. 11) i*punto P sulla linea inclinata sull’orizzonte dell’angolo e.
Per un noto teorema gia visto sappiamo che la gittata massima sulla linea di sito piu
il dislivello del punto é costante ed uguale ad X per cui sara;

Fig. 11.

Xi= X -y
inoltre

X2+ y2= Xi
per cui

X*= X3-fy2— 2Xy= x2-fy2
X3—2X y = x2da cui

X 2-x*
y=~r [56]

L’inviluppo & quindi una parabola che ha per asse I'asse delle y
Pery=o0 x= =X e 4(:’]‘—: T1

da cio si deduce che essendo
dy _ - _ °
ax " e = 1 6= 45

L'equazione dell'inviluppo pud anche essere ricavata direttamente servendosi
del calcolo differenziale.

Infatti per trovare I’'equazione dell’inviluppo di una famiglia di curve basta egua-
gliare a zero la ia derivata dell’equazione della curva fatta rispetto alla variabile
indipendente (rl nostro caso <) e sostituire il valore della variabile cosi trovato
nell’equazione primitiva.

Dalla
ge*2

y= x-tgp— 2 V2cosJ9
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differenziando rispetto a <psi ha:

dy X g- x» 2sen 9 ecos ? _ X g *x2
do Q=39 2 V2 o A c0s39 vicos3g te9=
e poiché
sara
X . X
1 — Ste g =— gy tgilp:_rx

Sostituendo questo valore nell'equazione della traiettoria
37. V2
A Y EITTEC

si ha:
= - i 4- — = X — J— =
y = XX sl =T X 24 24 *3

X r2 A A a3 A3—a3
2 A 2 2 2A ~ 2A

Per avere le coordinate dal punto in cui la traiettoria corrispondente all’angolo
di proiezione 9 tocca I'inviluppo basta far coesistere le due equazioni cioe porre

A3— x2 . £ mx2
2 BT 2 1“3¢0s39
da cui
X2— x2= 2Xxtg9 — 0539
X1l= x2+ 2xX tg9 — x2[1 + tg29)=
— X2-- 2x X tg9 — x! — x- tg®
cioé
X2+ x2tg29 — 2x X tg9 =0
cioe

(X — xtg9)2= 0

per l'ascissa si ha
* = <rr twi

per avere l'ordinata basta sostituire nell’equazione deH'im-iluppo questo valore e sara

X2—x2 _X2— A3cotg39 _ A

y= X=n y = = 25+ (L- cotg39) [58]

2A

Per avere la tangente nel punto considerato ci serviamo della espressione

A —_

t y.= ‘e9+ tge
X 2
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nella quale si sostituiscono ad y ed x i valori trovati; quindi

La tangente comune alla traiettoria ed all'inviluppo nel loro punto comune é per-
pendicolare alla linea di proiezione della traiettoria.

5 - Linee di eguale angolo di partenza.

Variando I’angolo di sito e mantenendo costante la velocita e I'angolo di partenza
Si ottiene una serie di punti che uniti determinano una linea, detta linea di egual
elevazione o di egual angolo di partenza.

Se consideriamo una linea di sito qualsiasi, il punto della linea d’egual angolo di
partenza e colpito da due traiettorie che, come s’é .visto precedentemente, hanno,
per angoli di proiezione y + e e 90 — y. Ora questa seconda traiettoria € indipen-
dente da ee giacché y e costante la linea d’egual elevazione od angolo di partenza &
una traiettoria che ha per angolo di proiezione il complemento dell'angolo di partenza
considerato per cui la linea e tanto piu prossima alla verticale quanto piu piccolo &
I'angolo di partenza.

Questo teorema, molto importante, serve a dare un’idea circa I’'andamento delle
linee di egual elevazione anche nell’aria.

6 - Linee di egual tempo.

Dalla formula t = = silnota che il tempo e indipendente dal-
I'angolo di proiezione.
-’}l D’altra parte gli abbassamenti

A'M’, AM sono uguali, quindi i
punti M'M ecc. hanno tempi uguali
(fig- 13)

Detti punti stanno su una circon-
ferenza di centro R sotto I'origine
della traiettoria ad mia distanza OR
eguale all’abbassamento AM.

7 - Gittata sopra un piano sottostante all’origine.

Se h é la distanza del piano dall’'origine ed X, la gittata su di esso, dalla

_ . . gex2
y=x-9g9 2 F»cos* p



si ha
— A= Xi .tg'?p 2{}'2_55;9

La gittata massima X» si ricava ricordando che il punto di massima gittata ¢
anche punto dell’inviluppo e quindi, ricorrendo alla formula gia trovata si avra dalla

_ X2-X2
Y= 2 X
A= X2— X,2
iX
da cui
X, 2= X2+ 2AX
cioé

X, = \X m(X + 2A) [60]

L’angolo di proiezione pche da la gittata X* si ottiene considerando che esso

vale —4 —f—2

ove tge = )%- ; allora
k»- ‘e(-j-+ -1) - ='«« + -dir =<g*+v'i-ve -
= —4-+Vi+ = mmeemmee- VENEN
x> f X,2 X. ! X a
e giacché X,2= X» + 2h X sara
tglp = T+ X + 2A2X + h2 =
Xt Xt X.
te p= -J7- [61]

Applicazione:

Mortaio da 210; Granata da 210; V = 217 m/s.

Trovare la massima gittata di una batteria posta a quota di 500 metri s.I.m. e
che spara sul mare.

La gittata massima della carica che si considera sull’'orizzonte ¢ 4030 metri.

Xs= UX (X + 24 X = 4030

X + 2A= 5030

X» = V 423 X 5030 = \/2027090 = 4502



L’angolo di proiezione che da questa gittata é:

6T 4502
log 4030 = 3,60531
colog 4502 = 4,34659

lognip = 1,95190
9 = 41° 50

8 - Fascio di traiettorie con la (tessa 9.

Questo fascio € caratterizzato dal fatto che tutte le traiettorie hanno comune
la tangente nell’'origine e non ammettono un inviluppo.

Le linee ausiliarie del fascio hanno un andamento completamente diverso da
quello gia visto.

Non ha senso il parlare di linee d’egual angolo di partenza.

Le linee d’eguale inclinazione si ricavano notando che

gt = .
dalla quale si deduce che
V=f (fc* + e)
che é I’'equazione d’una retta passante per l'origine.
Le linee d’egual tempo si ricavano notando che:

y=*etg9- i-ge<

questa equazione essendo g e | costanti, € una retta di coefficiente angolare tg 9 e
per x — 0 €:
y=_Jd.g.p

cioe taglia l'asse delle y, sotto I'origine di una quantita eguale allo spazio che
un gTave avrebbe percorso nel tempo t cadendo liberamente.

9 - Applicazioni varie.

Applicazione i';
Data la velocita V, determinare I'angolo 9 per colpire un punto di coor-

dinate x vy
Si ricava 9 dall’equazione

y = X.ts 9 - =x-tg9- a+ 9)

y-x-tg 9+ ﬁ_’y;-+19’§f<12t929: 0;



moltiplicando tutto per 2 V2 si ha
g*1

2V?2 Hv2
k22 - TIT *fn% g ra°y+ 1=0
od anche
2X
k22 ) ekgmH 2K ey 1=
che risolta rispetto a tg mp da
. . X 2 2, X .
Perche tg §p5|a reale occorre ch € e ey — >0

Se fosse < o il punto non si potrebbe colpire.
. X 2 2X .
Qualora invece — =————-—= ey — i = 0

il punto giacerebbe su ima parabola rappresentata dall’equazione:

X2—2eeX oy —X:—0
da cui
X2- N

7 2 X

e questa e l'equazione dell'inviluppo trovata precedentemente.
Ancora, risolvendo I’equazione
X2— 2¢X ey —X2=0
rispetto ad X si ha:
X —yxvV + x2

e poiché si tratta di un punto dell'inviluppo si pud porre

Xi= vVv + x2
quindi

X =y £ Xi

che é la nota proprieta gia trovata, quando non si tenga conto della soluzione
negativa.

Se consideriamo due punti aventi le stesse ascisse e giacenti su due traiettorie
descritte con egual V e con angoli e < si potra scrivere

y= x mgp Ao

2 V2CO0S2tp
e quindi
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e per t *=o
g =X
tg V* 2yi cos» 9
e dividendo I'una per I'altra
<g9 ~ tgc cos» 5 _
tg 9» cos» 9

formula che troveremo identica anche nell’aria e che servira per risolvere numerosi

problemi del tiro.

Applicazione 2f:

Far passare la traiettoria per un punto di coordinate * y nel quale I'inclina-

zione sia O

da cui

Per avere V si ricorre alla

2tge= Igp+ tgO

tg®= 2tge— tg0

90=19<P %50
da cui
V»cos* 9 |
g* tg9 — tofi
V2 g m* ge* g *X *C0S 6
Icos» « - (tg < — g 6) sen (9 — 0) sen (9 — 0)cos 9

solto anche graficamente
Infatti BOH = 9 perché:

BH BA + AH OD + AH
SP  OH -~ OH OH
CO—CD + AH _ AH CcD
OH OH
= 2tgt —tg0
Applicazione:
Dati x — 165010.; y = 820 m;
log2y = 3,21484
cologx = 4,78252
log 2tg e ~ 1,99736
2tgz =0,9939
tg Q = 0,2679
tgtpe = 0,7260
? = 35-59

0053 * cos 9. COSO

0= 150, determinare 9 e V.

log g = 0,99145
log * = 3,21748
log cos O =1,98494
lognum.re =4,19387
cologdenomin.= 0,53828
log V2 = 4,73215
log V — 2,36608
\Y = 232,3

$— 0= 20°59
log sen (9 — 0) = 1,55367

log cos P
logdenomin.

= 1,90805
<=1,46172



Vediamo ora mediante i valori di V e 9 trovati di determinare

spondente alla x data da 1650;

log g = 0.99M5
log x* = 6,43496
logg-x* =7,42641
colog 2 V2coslp= 5,15063
lo 9\, 00s19 - 2,57704
g =X2
= 377.6

2F1lcosl9

Applicazione 3*:

y=x-tg9_ _£ _g_

log 2 = 0,30103
log F1 = 4.73215
log cosl 9 = 1,81628

log 2 Flcosl9 = 4,84946

Far passare la traiettoria per due punti dati;

in questo caso ~ — tgz]
. n — g_
19 tgt 2F1lcosl9
quindi

—tgt,

<g9 -<g£= 2 cosl9

Xitgf— Xitge — x migp~ Xxtgti

tg PPt — x) = Xitg e — x mg ex

te » =
5Y

Trovato 9 con la solita formula;

si ricava

cosl9 (g9 — /ge)

tg<f— tge =

g- X
2F1lcosl9

g *X COS 9 COSE
cosl 9sen (9 —e)

Questo problema pud essere risolto anche graficamente

Fig. 14

Applicazione:

Dati: x = 1000; y — 870; X,

j'ge =

= 2000; y, = 520:

la y corri-
log x = 3.2X748
logtgecp = 1,86073
log xtg<p = 3.0782I
xtg 9 = J197/3
g-* _
2Flcosl9 377.6
y = 819.7
ts p_ /QEl
FX— &
g e*xcose
sen (9 —e) cos 9
un KK . HT
HK OK . OH
*1 ' tg E X *tg ~i
X. — X

trovare 9e F
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logy = 2,93952 logy, =2,71600
colog* = 3,00000 colog*, =4,69897
logtgt = 1.93952 logtge, = f,4i497
log *, = 3,30103 log™ = 3,
log *, tgE = 3.24055 log *tgei  2,41497
Xttge = 1740
xtgel = 260
Numeratore — 1480
% 9= 195T= 1480 9 = 55057
Dalla
V2= Ser?EgX_.Z)Oz:Sg ? - e= 55°57'- 4i°1'= i4°56'
si ha:
logg = 0,99145 log num.re = 3,86912
log* - 3,00000 colog denom.re =  0,84077
log cos e = 1,87767
log num.re = 3,86912 log V2 = 4,70989
logsen (9 — e) = 1,41111 log Vv = 2,35495
log cos 9 =1,74812 226.4

log denom.re =1,15923

10 - Variazioni dovute alla gravita.

In quanto precede, abbiamo sempre ritenuto che la direzione della gravita
rimanesse costanté, mentre effettivamente essa converge al centro della terra.
Si e pure detto che, date le piccole altezze del tiro
rispetto al raggio terrestre, I'errore che si commetteva y -
poteva essere trascurato; vogliamo vedere ora di
quale entita e detto errore.
Qualora si tenga conto della convergenza della
gravita, le equazioni del moto scritte dianzi non sono
valide, perche, la forza peso ammette una componente
orizzontale, e non & piu vero che il moto orizzon-
tale sia uniforme.

In tale caso (fig. 16) sara:
ax

g d2 - p sen {
cioé dx  _ )
q2 = —gsen I
donde si vede che integrando Vt cos 9 > x
Se rOé il raggio terrestre sara
Wy  yo+y
€ se y > 0, trascurandolo, sara pure
Fig. 16.
~0

Ma dalla geometria si ha che la tangente ¢ > del seno: quindi scriveremo

sen 4< tg 41<
Yo

3 — Balistica esterna - Volume |I.
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e, per quanto s’é visto prima, x< Vtcos 9

X Vt cos
— <
To wa

sen H< tg * <
Quindi, riferendoci alla
-&T = “ gsen

se a sen ” si sostituisce una quantita maggiore,
d*x ~ Vt eoe 9

donde integrando
-d;é - Vcost> - g —Vt?hcors’.?-
ed ancora
X — Vt cos ﬁo> — —cl%sy-i;;
cioé
x>Vtcos9(i-

Quindi abbiamo i limiti entro cui & compresa la r e cioé

Vtcos 9 (i — -8j~) < «< Vtcos9 [62]

Notiamo che — gt2 é |'abbassamento il quale pur essendo grande, difficil-
mente raggiunge i 30.000 metri; (o= 6.370.300 metri); quindi la parentesi
(1 — =$7) ~ Piolto prossima ad 1.

Applicazione:

Posto:
Y gt2= 30.000

1 Z- °'00I57; - T - 0.99843,

quindi a € compresa fra Pfcos9 e 0,99843 V7 cos 9.

Per un’ascissa di 10.000 metri, I'errore ¢ certo inferiore a metri 15,7, senza
tener conto che vi & un’altra causa, derivante pure dalla gravita, che in parte
compensa questo errore ed & la variazione della gravita con la quota.

La gravita é variabile col variare della latitudine X° e della quota h (in metri)
secondo la relazione

g= 9,8057 (1 — 0,00259 cos 2 *) (z ~ 0,061964 h)

Nell’integrazione dell’equazione del moto, astraendo dalla latitudine, si ritiene g
costante mentre varia con la quota e da cio siha un’altra causa di errore. Tale,

errore € dato da
g = 9,8057 (1 — 0,061964 h)

ed e 'di segno contrario al precedente perché con l'aumentare della h I'errore ¢
positivo.



Se supponiamo h = 10.000 metri, sara

g = 9.8057 (I - 0,0%1964) = 9,8057 X 0,998036 = 9,786

quindi la gittata sara compresa fra
V3sen 2 ©
— — e

V2sen2© g V2sen 2 ©

» 1,0020

Cosicché per una x di 10,000 I'errore sara certamente minore di 20 metri e
di segno contrario al precedente.

Applicazione:

Supponiamo che un velivolo voli con velocita di 60m/s e sia a quota di 3.000
metri. Determinare la distanza alla quale cade una bomba abbandonata da esso.

i° Metodo:
—Y = *1g9  ,yzc0s59 PEF 9= 0
g
log2 = 0,30103
log V2 = 3.55630

logA =347712
cologg =1,00855

logx3 =6,34300
log* =3,17150
* = 1484

2° Metodo:

Sappiamo che v3= V3— 2gy e nel vertice tV = V3— 2gY si ha

V3= w3+ 2gY

V3 = 3600
29y = 58860 V = 2499

V3 = 62460
log 2 = 0,30103 log V3 = 4,79560
log g = 0,99145 V3sen 29 log sen 29 = 1,66970
log y = 3,47712 cologg ~ =1,00855
colog V3 = 5,20440 log X = 3,47385
log sen” 9 = 1,97400 X = 2977
logsen9 = 1,98700 x = .y-= 1488

9 =76°4
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11 - Problema della traiettoria planetaria nel vuoto nell'ipotesi di terra immobile.

Il movimento nel vuoto é statostudiato nella ipotesi
é una forza centrale, costantemente diretta

dezzae direzione. In realta, lagravita

Fig. 17-a.

di g costante in gran-

verso il centro della terra ed agente,
secondo la legge di Newton, in ragione
inversa del quadrato della distanza ; si
€ visto in precedenza che la correzione
risultante dal considerare la gravita
come forza centrale é in generale molto
piccola sulle traiettorie usuali dell’ar-
tiglieria, e noi ci proponiamo di cal-
colarla trattando del movimento del
proietto in modo analogo a quello di
un pianeta attorno al sole.

Sia, alla superficie della terra, A
il punto da cui e lanciato il proietto,
sotto l'angolo @e con velocita iniziale
V; .sia O il centro della terra, di rag-
gio r« Sia P un punto della traiettoria
di distanza OP = r. La forza che

agisce in P & centrale, diretta verso O
ed ha per espressione — g ~ essendo

g il valore della gravita in A. Se a &

I'angolo polare di P, si avra per il noto teorema delle aree: (fig. 17-a):

r2mli = K «dt

[63]

Sia Pl’angolo formato dal raggio vettore con la tangente

in P alla traiettoria; considerando il triangolo infinita-
mente piccolo pPP'0 si ha : (fig. 1j-b)
red
cos;g = -gtl' sen p = dsg
ma se veé la velocita in P, essendo v = sara Fig. 17-6.
veosp=
P= T [64]
vsenp= '™a
e quindi, moltiplicando per r l'ultima
rad&

rev menP —

a rda R qmﬁd}

dt

K —r mwesenp [66]
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Per le condizioni iniziali, cioé per il punto A; si ha
r—r, v—V,; sen @= cos < quindi
K = rOV cos 9

D altra parte, lI'equazione del lavoro elementare &

dv*= —2gn3-~
dalla quale, integrando
vl — 2gr02—r C

Il valore di C si ricava dall’equazione nel punto A
V2—2g— C da cui
*0

C= 2gro— V2

Dalle [64] [65], quadrando e sommando si ha

eliminando dt per la [63] e la [69] si ha

de e .
ciogé
(dt)aK2 . K2 ,
‘m= -idd”™r + — V2==K *

e tenendo presente la [67]

’\=Zgli--C’\K2T2+ I‘gla

equazione differenziale della traiettoria tra le variabili ~ ed a

Ponendo z = - si ha:

v = 292!’62— C = K222+ Kz(_\dYa): K22+,

(da)2
cioe
K?2z2(da)2+ K2(dz)2= (da)2(2 gzr®2— C)
e raccogliendo
(da)2(K 2z2— 2gzro2+ C) = — K2(dz)2

+ K mz
da =
V —C + 2gzrR— K2x2

[66]

[69]

[70]

/il
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Quando r aumenta z diminuisce: r aumenta quando <pé positivo (per il
punto A), poiché a & necessariamente positivo e moltiplicando per K numeratore
e denominatore

dx= . KRl
V — CK* + 2gK2zr0l— K* z2
ed osservando che
(Klz —gro)2= K*z2+ — 2gr@®@K 2z

— (K2z — gro2= — K*z2— g20 + 2gro2K 2z
il polinomio sotto radice si pud scrivere

gg-— (K2z — gr®2— CK2

oppure
vV - - BRY2 - [72]
Poiché non pud essere immaginario, |'espressione gd0-— CK2 deve
essere maggiore di zero.
Poniamo:
K 22 — eroz r
= q
si ha allora
dq . K 2 dz
V £<e— CK»

e sostituendo nella espressione di a, Si pud scrivere
d x -~ -
Vi—qg2
Integrando, e chiamando y la costante d’integrazione si avra
a— Yy = are cosq

Klz — gr@2

/ \
cos(a — y)= .
Vg2re-CK?2

Sostituendo a z il suo valore si ha:
K2

cos(@a- y= \7V7:r4— Ko

ed esplicitando il valore dir
= K2
cos (a—y)Vg2r04— CK»+ gr0O*
Ponendo

cK2
A g2V
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dividendo numeratore e denominatore per gr® si ha
K))
gria
cos(@a—y)- *+ i
e ponendo

si ha in definitiva

i+ ceoe(a—y)

[/41

che é I'equazione della traiettoria, equazione polare di una sezione conica, riferita
ad uu fuoco come polo. In questo caso il polo coincide con il centro della terra e
I'asse polare passa per A - origine della traiettoria - e forma, con [l'asse della

conica, I'angolo V.

Se y = o l'asse polare coincide con I’asse della conica e con l'asse terrestre;

si ha allora

r= ..
I1-J-C COos a

ed indicando con a bi due semiassi (@ |'asse che contiene

un fuoco) d = \/a2— b2\ 1= ~ (eccentricita) (fig.

per t < 1 si ha un’ellisse

per e= o si ha un cerchio
per ¢ = 1 si ha una parabola
per e> 1 si ha una iperbole

Tornando all’espressione generale di *= ~ 1 —

. . . CK2 . . .
Ellisse per ¢ < 1 cioé > 0 oppure C > o0 e ricordando I’espressione di

fle*
C [68]: 2grO> V2

m< fo
2.g
Parabola per c= 1 cioé C= o
va fo
29
Iperbole per e > 1 cioé C< o
V2
>r0
29

Da notare che ;/2 e l'altezza che raggiungerebbe il proietto lanciato verti-

calmente in alto dal punto A, nella ipotesi che la gravita restasse costantemente

uguale a g.

Numericamente: ponendo g = 9,81; m™ = 6.370.300, la velocita iniziale, per

il caso della parabola (t = 1; = ry risulta V — 11050 m/s.
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Perché la conica sia un cerchio deve essere e = 0 cioe

_ CKl
1~ g*roe

e sostituendo a C e Ari loro valori si ha:

Fi—eSV (COSPx Vcos”™-1)

I valori di V non possono essere reali che per cos 9 = 1 cioé a dire se il tiro é
orizzontale, si ha allora
V —y/gen
e numericamente V — 7900 m/s.
In riassunto, i casi che possono presentarsi sono i seguenti:
io) V = o (caduta libera): la traiettoria ellittica si riduce al segmento AO.
Il centro O é il fuoco comune di tutte le traiettorie; I'altro fuoco é A.
2°) 0 < V < 7900 m/s: la traiettoria é ellittica; il fuoco (mobile) parte

d@ A e si avvicina ad O.

.

Fig. 19.

30) y = 7900 m/s; i due fuochi sono riuniti in O, e la traiettoria € un cerchio

concentrico alla terra.
40 7900 m/s < V < 11050 m/s; il proietto descrive ancora un ellisse che,

dalla parte opposta di A, si allontana sempre piu dalla terra; il fuoco mobile
sorpassa il punto O e si va allontanando al crescere di V.

5°) V = 1i056m/s, il proietto non passa piu in A; la traiettoria é una para-
bola : il fuoco mobile & all'infinito.

6°) Sorpassata la V — 11050, le traiettorie sono iperboli le cui branche si
avvicinano sempre piu all’orizzontale — direzione raggiunta per V = 00. Il fuoco

mobile viene dall’infinito — ma dalla parte opposta di A Ce si avvicina ad ,4 (fig. 19).
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Quando il tiro & eseguito con I'angolo di proiezione g con velocita V crescenti,
le traiettorie sono ellittiche; il punto di caduta si allontana sempre piu da A ; mentre
uno dei fuochi & sempre il centro O della terra, I’altro fuoco F si muove al crescere
di V su di una retta AF, che fa con la direzione del tiro I’angolo P uguale a
quello che la stessa direzione,
prolungata, fa con l'asse terrestre
AO .(proprieta della tangente al-

I'ellisse). Per V = 11050 I’ellisse
diviene una parabola, il proietto
non incontra piu la terra, il fuoco
si & allontanato all’infinito nella
direzione At. Questa parabola
separa la regione delle traiettorie
ellittiche da quelle delle iperbo-
liche e ne é il limite comune. Per
costruirne il vertice si conduce
per O la parallela ad AF\ la quale
incontra nel punto m il prolun-
gamento della At\m"' ¢ il simme-
trico di m rispetto ad 0. Dal
punto b di mezzo della m A si
abbassi la perpendicolare alla tnm' F.c. 20
in dche ¢ il vertice cercato (fig. 20).

Il punto A' simmetrico di A €& I'ultimo punto della superficie terrestre che
puo essere raggiunto dal proietto. Quando V cresce da o all’co, tutta la porzione
Am'A’', pud esser colpita; mentre la porzione A m'A' non puo esserlo.

Eberhard ha dato la seguente formula per calcolare il A X tenendo conto
contemporaneamente della curvatura della terra, della convergenza delle verti-
cali e della variazione di g con l'altezza.

AX = X ® oo — —
2 f0tang 9

Abbiamo cosi sommariamente esaminato il problema della traiettoria pla-
netaria del proietto nel vuoto; lo stesso problema, del movimento in un mezzo
resistente, riunisce, in un tale enunciato, I’astronomia e la balistica.

Questo problema non ha per0 interesse per la balistica pratica, le cui traiet-
torie possono sempre, con piccole correzioni, essere calcolate per g costante in
grandezza e direzione.

D 'altra parte, i casi nei quali si puo risolverlo e che interessano |’astronomia sono
quelli che ammettono una resistenza del mezzo molto piccola, e traiettorie con mini-
ma eccentricita, quest’ultima ipotesi € ben lontana dall’essere realizzata in balistica.

Si pud osservare (Charbonnier) che per queste due scienze, vi € in certo qual
modo una inversione del problema principale e dei secondari poiché I'astronomia,
in 1* approssimazione ammette g variabile e resistenza molto piccola mentre la
balistica parte in ia approssimazione, dall’ipotesi di g costante e resistenza qual-
siasi tenendo conto, in 2a approssimazione, delle piccole variazioni di g.



CAPITOLO 11

L’ ATMOSFERA

1 - Premerne.

L’atmosfera & lo strato gassoso che avvolge la terra.

Essa € costituita da un miscuglio di gas permanenti, cioé non soggetti a con-
densazione, e di vapore acqueo.

La composizione della parte permanente dell’aria nello strato piu basso del-
I'atmosfera, che si estende dalla superficie fino a circa km. io di altezza e che
chiamasi troposfera, ¢ sensibilmente costante, e ci0 per effetto delle correnti
verticali che si oppongono alla naturale distribuzione dei vari gas che compongono
I’aria, secondo le leggi della diffusione.

Nella troposfera soltanto si nota la presenza di vapore acqueo, pero in quantita
variabilissima e mai superiore a 25 gr. per metro cubo d’aria.

I principali componenti dell’aria secca della troposfera, sono:

Azoto 78 % in volume.

Ossigeno 21 % » »

Anidride carbonica 0,03 % » »

Argon 094 % * »

Gas rari (elio, neon, cripto, xeno ed idrogeno)
in traccie.

Nella troposfera la temperatura va regolarmente decrescendo di circa V2 grado
per ogni 100 m. di quota.

Negli strati superiori dell’atmosfera che sovrastano la troposfera e costitui-
scono la cosidetta stratosfera, la temperatura si pud considerare in media indipen-
dente dall’altezza, inoltre non vi sono correnti verticali che rimescolano I’aria e
si pud avere una distribuzione dei vari gas componenti com’é richiesta dalle leggi
della diffusione. E appunto percido che, conoscendo la composizione dell’aria
nella troposfera si puo, applicando il calcolo, determinare quale dovrebbe essere
la distribuzione dei vari gas negli strati superiori dell’atmosfera.

Un calcolo di questo genere venne eseguito dal Wegener, il quale determino
la composizione dell’aria nella stratosfera partendo dall’ipotesi, che pare assai
prossima alla realta, che la temperatura oltre ai 10 km. di altezza, e per un rile-
vante tratto, si mantenga, costante ed uguale a — 55°.

Dai risultati ottenuti dal fisico citato, si pu0 arguire che la percentuale dei
gas piu pesanti va molto rapidamente decrescendo con l’'altezza, mentre quella
dei gas leggeri (elio), segue un andamento opposto talché si pud ammettere che la
percentuale di idrogeno raggiunga il 100 % negli strati elevatissimi.

Per i gas di densita intermedia si ha dapprima un aumento della percentuale,
reso piu sensibile dalla diminuzione dei gas pesanti ; poi, una diminuzione dovuta
all’accrescersi dell’idrogeno.
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Ne consegue la preponderanza di gas diversi nella composizione dell’aria alle
varie altezza, preponderanza che, secondo i calcoli del Wegener, completerebbe
all’azoto fino a 60 km. d’altezza, indi dall'idrogeno, distinguendosi cosi nella strato-
sfera una azotosfera piu bassa ed una idrogenosfera elevatissima, separate da una
sottile eliosfera.

Ai risultati ottenuti da Wegener si deve pero dare un valore relativo, perche
su essi influisce fortemente la scelta dei valori percentuali dei gas leggeri alla base
della stratosfera.

Recenti esperienze eseguite dal prof. Piccard sembrano infirmare comple-
tamente quanto ha dedotto il Wegener basandosi su semplici ipotesi.

Il Piccard afferma appunto che:

«Sulla composizione della stratosfera si sono fatte piu affermazioni di quante
fossero le nozioni dirette.

«Nella ipotesi che a questa altezza non dovesseré esistere affatto le correnti
verticali, si & calcolato in qual modo avrebbero dovuto distribuirsi diversi gas
atmosferici in base al loro peso ed alla loro diffusione. Si ritenne cosi che I'ossi-
geno debba presto lasciar posto all’azoto e questo all’elio che infine nelle regioni
piu alte non debba trovarsi che idrogeno puro.

«Questo calcolo, per quanto almeno riguarda le regioni inferiori della strato-
sfera, € risultato completamente errato giacché se non vi sono correnti verticali
dal punto di vista metereologico, cio non significa che manchino del tutto.

«Ora la divisione dei vari componenti di un miscuglio di gas richiede un
tempo cosi lungo che qualunque moto verticale, anche minimo, sara sufficiente a
distruggere il lavoro gia fatto.

. «D’altra parte e accertato che nella stratosfera vi sono correnti verticali,
come lo prova l'esistenza di venti e tempeste stratosferiche.

«Abbiamo anche in quella zona frequenti tempeste di 100 km. di velo-
cita ora, ed in qualche caso ne sono State osservate anche di velocita doppia »

2 - Altezza dell’atmosfera.

Non & possibile assegnare un’altezza definita all'atmosfera; si deve piuttosto
considerare che la Sua densitd va man mano riducendosi fino a valori inapprez-
zabili, per poi svanire negli spazi interplanetari.

Praticamente si potra assegnare all’atmosfera un'altezza limitata oltre la
quale la densita ha valori trascurabili agli effetti della resistenza opposta al moto
dei proiettili.

Teoricamente si puo definire I'altezza dell’atmosfera solo se si assegna a priori
una legge di variazione della densita con la quota.

Il caso piu semplice, sebbene puramente teorico, & quello di un’atmosfera
omogenea, cioé tale che la sua densitd non vari con l'altezza. In questo caso,
indicando con & la densita a livello del mare, con p la pressione generica, con
h il dislivello, si potra scrivere:

dp = — g &dh
ed integrando:
pk —po = —gDA [1]

ove pi e la pressione a quota h e po quella a livello del mare.
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Dalla equazione soprascritta appare che la pressione 'fio si riduce a o per
fio = g SeA, cioé per:

quindi l'altezza totale Ho dell’atmosfera omogenea dipende dalla sola tempera-
tura a livello del mare e ci0 appare anche piu chiaro se si considera |’equazione

dei gas perfetti:

fiovo — RTo
dalla quale si ricava fio — “0RTo
e j- rj ioRTo RTo rd
e quindi; = giB = ~g M

nella quale R — 28,9 é la costante caratteristica dell’aria per unita di massa.

Supponendo che a livello del mare la temperatura centigrada sia di 0° si
ricava che l'altezza dell’atmosfera omogenea €: H - 80425m.- - 8«n .

Fino ad ora. si € tenuto conto della sola temperatura all’origine, perd occorre
notare che I'atmosfera omogenea supposta non pud sussistere se non sussiste
simultaneamente una diminuzione della temperatura con l'altezza ; infatti, nel-
I'atmosfera omogenea la densita deve rimanere costante ad onta della diminu-
zione della pressione e ci0o non avviene se contemporaneamente non si ha una
diminuzione della temperatura.

Considerando So costante si ha:

dfi = SOR AT
mentre per l’'equilibrio statico deve essere:
lot e il'*
SV Lie dfi — — g8dH

per cui dividendo:

£3]

che ci da I’espressione del gradiente di temperatura in una atmosfera omogenea.
Ponendo g = 9,81 ; R = 28,9 risulta:

dT
ih = — 3,40 gradi centigradi per ogni 100 m.
valore che e assai superiore a quello del gradiente della troposfera che, come
gia si e detto, si aggira su circa 7* grado cent, per ogni 100 m.
A seconda della legge con la quale si considera vari la temperatura con I’alti-
tudine, si hanno vari tipi di atmosfere teoriche che sono caratterizzate da diffe-

renti valori del gradiente
Consideriamo in generale la temperatura variabile con I’altezza: si avra:

da cui

log*=iog
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Se la legge di variazione della temperatura e lineare, cioé set; ;m
Tk = To -fin
si avra: - e
log P>= logPo — -|-J = lcg 2+ J2 4N~
ossia:
>

SErt Kr]A M

r

Nel caso invece che venga considerata una variazione politropica sara:

T[EP
eper « = 1,41 = ~~ (variazione adiabatica) si avra:
T fi
mpr— «-1 —344
cioe :
6= —?2 = 10 7]
p 344 R 344 L7J

per 100 metri di quota.
In questo caso l'altezza dell’atmosfera si ottiene considerando che:

Tut=T — fiHp= o0
da cui :

*-T -~ATR-~TR~n~" [6]

ove Ho rappresenta l'altezza dell’atmosfera omogenea d’egual temperatura a

livello del mare. E giacché si € visto che per I'adiabatica ~ = 3.44» l'altezza
di tale tipo di atmosfera risultera:
Hp = 3,44 Ho— 3,44 x 8042 = 27666, m.

Qualora si considerasse un’atmosfera isotermica per la quale fi = O, essa
risulterebbe di altezza infinita.

Il caso atmosfera isotermica si verifica solo in una zona della stratosfera
ove la temperatura si pud ritenere costante ed uguale a — 55°.

Lo studio ora eseguito ci permette di giudicare quale equilibrio meccanico si
verifica nei vari tipi di atmosfere; cosi I’'atmosfera omogenea ed isotermica costi-
tuisce un caso limite, interessante in quanto che, corrispondendo alla invariabilita
della densita con l’'altezza ed avendo un gradiente termico di — 30'/z divide I'at-
mosfera meccanicamente in equilibrio stabile, (|P |< 3 0,/a densita decrescente
con l'altezza), da quella in equilibrio instabile (|fi |> 301/2, per le quali la densita
dovrebbe crescere con la quota.

Non é qui il caso di fare cenno delle atmosfere aventi gradiente termico posi-
tivo, perche troppo dissimili dalla realta.
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3 - Macca dell'atmosfera.

Si puo considerare che la pressione atmosferica media sulla crosta terrestre
sia di 740 m/m e cio in conseguenza delle rilevanti altitudini sul livello del mare
alle quali si trovano notevoli parti di continenti.

Cio posto, giacché la superficie terrestre si pud ritenere rappresentata da:

S = 51 107 km2

ed il peso della colonna atmosferica & rappresentata da:

P = ¥oo 1,033 kg *cml= 1,006+ i010kg/kms = 1,006 «io? ton/kma,

la forza che agisce sulla crosta terrestre per effetto dell’atmosfera sara:
-PS = F = 51,3 «iol*tonn.

Ottenuto il peso F, dovrebbe potersi dedurre la massa dividendo per g = 9,81;
perd occorre notare che la gravita decresce con il crescere dell’altitudine e quindi
piu gli strati considerati sono elevati e piu aumenta la massa; per cui si puo rite-
nere che la massa dell’atmosfera sia infinitamente grande, pur essendone finito il

SuUo peso.

4 - Vapore acqueo dell'atmosfera.

Il vapore acqueo si riscontra esclusivamente nella troposfera, ove tende a
raggiungere un equilibrio di diffusione ; occorre perd notare che per ogni tempera-
tura corrisponde un valore massimo della quantita di vapore che pud essere con-
tenuta nell’'unita di volume d’aria (saturazione), cioé per ogni temperatura la
pressione dovuta al vapore ha un limite non superabile, limite che chiamasi «ten-
sione del vapore saturo »

Chiameremo «umidita relativa » il rapporto fra la tensione / effettiva del
vapore acqueo presente nell’atmosfera e la tensione massima o tensione del vaporee
saturo corrispondente alla temperatura considerata.

«Umidita assoluta » & invece la quantita di vapore acqueo in grammi conte-
nuta in un metro cubo d’aria.

Conviene a volte considerare anche I'«umidita specifica » che si esprime in
kg. di vapore acqueo per 1 kg. di aria umida.

La presenza del vapore acqueo nell’atmosfera ha per effetto, per quanto
nguarda la densita, di dover modificare il valore da attribuire alla costante R
dell’equazione di stato, giacché, mentre come si disse, I'aria secca si pu0 ritenere
una miscela di gas perfetti e ad essa applicare la nota relazione:

pi = RT,

cid non é piu lecito per I'aria umida per la quale detta legge puo solo essere appli-
cata in via d’approssimazione e modificando opportunamente il valore di R.
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5 - Esplorazione dell’atmosfera.

Il progresso della metereologia dipende in grandissima parte dalla possibi-
lita di studiare sistematicamente I'atmosfera, ossia di misurare le grandezze fisiche
che ne caratterizzano lo stato (temperatura, pressione, stato igrometrico) non solo
alla superficie terrestre, ma anche alle varie altezze.

Fino verso la fine del secolo scorso, le osservazioni metereologiche erano esclu-
sivamente affidate ad ascensioni aereostatiche o ad escursioni su alte montagne.
Infatti i dati che servirono al conte di S. Robert per il calcolo dei valori della den-
sita deH’aria che per molti anni fu impiegata nella nostra artiglieria, furono dedotti
dai risultati ottenuti dal Gleisher in otto ascensioni aerostatiche.

Le altezze che si possono raggiungere nei modi suindicati, sono assai limitate,
ne le esperienze possono essere condotte in ogni regione con la voluta periodicita*

Anche per I'impiego dei palloni frenati, che da maggior comodita di indagine,
ha I’inconveniente di richiedere mezzi tecnici e finanziari non indifferenti ed inoltre
limita I’osservazione ai periodi di tempo in cui I'atmosfera & relativamente calma,
e ci0 per ovvie ragioni di sicurezza.

Un grandissimo progresso nell’'osservazione sistematica dell’atmosfera, fu
realizzata grazie all'impiego dei cervi volanti o dei palloni sonda.

I cervi volanti si possono elevare quando al suolo la velocita del vento rag-
giunge i 5 m/s e con essi si € pervenuti sino a quote di 7 km.

Il pallone sonda & un piccolo aerostato di seta di 2 metri cubi di volume, la
cui forza ascensionale &€ appena sufficiente a sollevare gli apparecchi registratori.
L altezza cui potra giungere un tale pallone, dipende dal punto in cui la pressione
atmosferica esterna ¢ tale da provocare lo scoppio dell’involucro.

Per evitare che gli apparecchi registratori si infrangano nel toccare il suolo
il pallone é generalmente accoppiato ad un altro disposto al disopra del primo, e
che non € completamente riempito di gas in modo che I'involucro non scoppi col
primo.

La forza ascensionale diquesto pallone non esufficiente asorreggere intera-
mente il peso degli apparecchi, maécalcolata in mododa diminuiresufficientemente
la velocita di caduta.

Allo stesso scopo di questo secondo pallone puo servire un paracadute di seta
unito agli apparecchi e che si apre allorché questi iniziano il moto di caduta.

Questo secondo metodo, ai fini dell'integrita degli apparecchi, € meno sicuro
del precedente.

Gli strumenti registratori portati dalla navicella dei palloni sonda, sono gene-
ralmente:

— un termografo.
— un barografo.
— un idrografo.

I diagrammi di questi strumenti sono tracciati su carta affumicata portata
da un cilindro messo in moto da un apparecchio ad orologeria. E evidente che
particolare proprieta di questi strumenti deve essere la leggerezza.
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Siccome le correnti atmosferiche trascinano i palloni-sonda molto lontano
dal punto di lancio, nella navicella che contiene gli apparecchi si pongono le istru-
zioni necessarie per chi li ritrova, affinché possa inviarli all’osservatorio che ha
eseguito il lancio.

Mentre gli apparecchi trasportati dal pallone sonda registrano automatica-
mente la temperatura, la pressione e lo stato igrometrico di ogni istante, ¢ d’altra
parte indispensabile determinare ad intervalli di tempo sufficientemente vicini
I'altezza raggiunta dal pallone stesso.

Giacché il pallone durante la sua ascensione subisce notevoli spostamenti
orizzontali bisogna poter determinare nei vari istanti la proiezione orizzontale
del pallone e ci0 & possibile osservando simultaneamente con due teodoliti, posti in
due punti la cui reciproca distanza ¢ nota con molta esattezza.

Una semplice risoluzione di triangoli permette, noti gli angoli zenitali ed azi-
mutali del pallone rispetto alle due stazioni, di determinare la sua esatta posizione
dello spazio.

Questa operazione richiede naturalmente che le stazioni di osservazione siano
collegate telefonicamente in modo da assicurare la simultaneita della lettura.

Il procedimento si pud semplificare riducendo le stazioni ad una sola, anche se
I'atmosfera non & calma, purché non vi siano correnti verticali rilevanti. Da espe-
rienze fatte risulterebbe che la componente verticale della velocita del pallone si
puo ritenere costante con sufficiente approssimazione ed il suo valore pud essere
determinato sperimentalmente una volta tanto per un dato tipo e peso di pallone ;
in questo caso il teodolite serve per far conoscere istante per istante la posizione
orizzontale del pallone, dato questo che & necessario per lo studio della direzione
e della velocita delle correnti atmosferiche.

Con I'impiego dei palloni sonda si raggiungono facilmente i 20 km. di altezza
e moltissime osservazioni furono fatte fino a 30 km.

La massima altezza fino ad ora raggiunta é stata quella del pallone lanciato
il 17 dicembre 1912 dal prof. Pericle Gamba, direttore dell’osservatorio geofisico di
Pavia ; che si é elevato fino a 37.700 metri, ritornando al suolo a 40 km. dal punto

di partenza.

6 - Temperatura dell’'aria.

La temperatura dell’atmosfera € funzione dell intensita delle radiazioni solari
che influiscono sia direttamente (assorbimento dei raggi rossi) che indirettamente
per effetto delle radiazioni riemesse dalla terra illuminata dal sole.

La temperatura & funzione essenzialmente:

a) della posizione del sole;

b) delle condizioni dell’atmosfera;

c) della natura del suolo;
e pero dipendera dall’ora che si considera durante la giornata, dalla stagione del-
I'anno e dalla topografia del luogo in esame.

Generalmente al suolo viene considerata una temperatura media giornaliera
che si ottiene dall’insieme delle temperature massime e minime del giorno e da quelle
misurate alle ore 9 ed alle 21, ore queste in cui si ritiene che la temperatura abbia

un valore medio.
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L’andamento annuo della temperatura dipende anch’esso dalle condizioni
locali, dalla ubicazione della regione considerata e dalle radiazioni solari. Lo studio
della temperatura in una determinata epoca e localita si fa costruendo la carta
delle isoterme, cioé tracciando sulla carta della regione in esame le curve congiun-
genti i punti di egual temperatura.

Dette curve possono riferirsi alla temperatura media, alla massima ed alla
minima e comprendere le escursioni termiche di periodi di tempo pit 0 meno lunghi.

Per il nostro studio, cio che interessa & la distribuzione del calore dell’atmo-
sfera in funzione della gquota.

7 - Variazione della temperatura con la quota.

E noto che elevandosi in altezza si osservano generalmente temperature decre-
scenti. Come ¢ stato definito precedentemente, il gradiente termico € il numero
in gradi centigradi rappresentanti la variazione di temperatura per ogni 100 metri
di quota.

In prossimita del suolo
il gradiente termico non si
mantiene costante ed in
particolari condizioni d’am-
biente possono anche osser-
varsi delle inversioni di
temperatura, come talvolta
avviene nelle valli alpine,
dove la temperatura del
fondo valle & minore di
quella che si ha sui monti.

Elevandosiperdoamag-
giori altezze, il decremento
di temperatura acquista un
carattere di regolarita ab-
bastanza costante.

La fig. 21 rappresenta
schematicamente |’anda-
mento delia temperatura
media annua delle varie
altitudini; essa venne ri-
cavata da: dati sperimen-
tali ottenuti dal prof. Gam-
ba, gia citato, in una lunga serie di esperienze con 232 lanci utili di palloni
sonda eseguiti nel periodo di tempo compreso fra il 1906 ed il 1930.

Dall’esame del diagramma appare come la temperatura vada decrescendo con
I'altezza fino verso i 10 ~ 11 km., cioe fino all’inizio della stratosfera per poi man-
tenersi costante.

Si ha ragione di ritenere che questa zona isoterma cessi poco oltre 20 km. di
altezza e la temperatura riprenda a diminuire seguendo una legge esponenziale,
cioé sempre piu lentamente col crescere dell’altezza.

4 — Ba.-.stica esterna - Volume 1.
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8 - Pressione.

La pressione media esercitata dalla massa dell'atmosfera sulla superficie terrestre
corrisponde a quella di una colonna di mercurio alta 760 mm. Tale forza, qualora
si consideri una colonna di sezione di 1 cml a temperatura o° e latitudine di 45°,
costituisce l'unita di misura di pressione che chiamasi «atmosfera »

Giacché la colonna di mercurio nelle condizioni sopra dette pesa gr. 13,596
per cm3, il peso di tale colonna sara di gr. 1033,3.

La linea che congiunge i punti di uguale pressione, chiamasi «isobara ».

9 - Gradiente barico orizzontale.

E la differenza di pressione fra due punti A e B divisa per la distanza o, meglio
e la derivata della pressione fatta rispetto alla distanza per punti di ugual quota;

Come gradiente barico orizzontale si assume quello corrispondente ad 1 mm.
di pressione per i° del meridiano medio terrestre.

Gradiente verticale ¢ la derivata della pressione rispetto alla quota.

Anche per la pressione pud essere considerato il valore medio giornaliero sta-
gionale od annuale.

La pressione media giornaliera viene determinata come la temperatura media.

La pressione raggiunge in media nella giornata due massimi, (intorno alle
10 e 22), e due minimi, (intorno alle 4 ed alle 16) ; talché I'andamento della pres-
sione nella giornata genera una vera e propria onda (fig. 22).

Si & detto che la pressione deve essere riferita a 0° ed alla latitudine di 450
quando ci si trova in condizioni diverse, occorre fare la riduzione delle letture alle
condizioni di base.

Tali riduzioni sono:

i°) Riduzione alla temperatura di o°.
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Viene effettuata correggendo le letture fatte della quantita o.o~is6i B.T., per
cui l'altezza barometrica effettiva Bo, se B, € la lettura fatta sul barometro a
gradi centigradi sara:
Bo = Bi — 0,03i6i rBt

2°) Riduzione a livello del mare.
Se A é la quota alla quale si ha la pressione B, la pressione a livello del mare
sard rappresentata da:
Bo =8 + B (iom— i)
in cui:
h
18429 656t + 0,003 h

3°) Riduzione alla latitudine di 45°:

B4&o= (1 — 0,002648 cos 2 X) B
ove X e la latitudine.

10 - Variazione della pressione con la quota.

E ovvio che la determinazione delle particolari condizioni di equilibrio della
atmosfera costituisce il problema fondamentale di ogni stazione aerologica
importante.

Non basta, per lo studio completo dell’atmosfera, la conoscenza degli elementi
metereologici al suolo indicati dagli strumenti fissi della stazione, ma occorre
poter determinare questi elementi negli strati atmosferici sovrastanti la regione.

Il problema & dunque il seguente:

Data la pressione, la temperatura e lo stato igrometrico al suolo, determinare
la distribuzione di questi elementi con |’altezza, cioe assegnare, per lo stato par-
ticolare di equilibrio in cui si trova I’atmosfera al suolo, [ad ogni altezza i rispettivi
elementi metereologici, oppure dati questi determinare la corrispondente altezza
sul livello del mare.

Si é visto precedentemente che l'equazione d’equilibrio statico dei fluidi e :

dp = — g8dh

D’altra parte dalle equazioni di stato dei gas perfetti, ponendo v = ~
£l ottiene:

per cui:
dp -gp
dh RT
Ora la legge di variazione di g in funzione della quota € nota, per cui se si
conosce anche la legge di variazione della temperatura, integrando si otterra la
pressione p in funzione della quota h.
Per semplicita di calcolo se supponiamo T costante e trascuriamo la varia-
rione della gravita, chiamando con:

H = h2-hl



il dislivello si avra:

m RT .
H— 7 log«

Volendo una formula applicabile praticamente bastera passare dai logaritmi
naturali a quelli a base io. Gli altri elementi sono tutti noti.
Posto infine:

R—289qg) T=273(1+ af); a= g = 9,806

sara :
H = 18400 (1 + at)log.o

Questa formula pud servire comunemente per la determinazione di piccoli
dislivelli mediante le osservazioni della variazione di pressione. Come temperatura
si assumera quella media fra le temperature delle stazioni estreme.

Non si commette errore sensibile ponendo m — 1.
Una precisione maggiore si ottiene tenendo conto della variazione -di g cor.
la quota e con la latitudine e della umidita atmosferica, ed a tale scopo serve la

formula di Laplace.
Per ottenere una formula valida con discreta approssimazione anche ai mag-

giori dislivelli entro i limiti della troposfera, si pud ammettere che la temperatura
sia funzione lineare dell’altitudine; si pud porre cioé:

H=f(T O0-T)

ove P, come si é visto, € il gradiente termico ed e pressocché costante entro i

limiti suddetti.
Per dislivelli inferiori ai 500 metri, come nel caso in cui la misura dei dislivelli

mediante il barometro serve di ausilio topograficc per individuare qualche rilievo
del terreno, & sufficiente usare la relazione:

ap 9n_

uh ~ R
niella quale si sostituiscono le differenze finite ai differenziali e si possono in luogo
di p e T scrivere i valori medi pm Tm per cui sara:

= 1 -/
Pn ‘Rrﬁ(ho )

H— = (273 + ) fZe —

Si trova in tal modo che alla temperatura media di 15° C e pressione di 750 m.,
ogni diminuzione di pressione di un mm. corrisponde ad un’elevazione verticale
di m. 11,25, mentre alla temperatura di o° C, il dislivello per ogni mm. di pren-

sione & di m. 10,65.



11 - Metodo Bjerknet.

Il Bjerknes per lo studio della distribuzione atmosferica immagina I'atmosfera
suddivisa in strati isobarici corrispondenti ad una differenza di pressione di un
decibar (i decibar = 75 mm. di Hg).

Essendo al livello del mare la pressione di poco superiore a 10 decibar, I'atmo-
sfera risulta suddivisa in 11 strati isobarici principali, di cui due incompleti:
quello relativo alle pressioni comprese tra 10 ed 11 decibar perché manca del limite
inferiore e quello relativo alle pressioni inferiori di un decibar perchée & indetermi-
nato il suo limite superiore.

Inoltre per tener conto dell’'umidita che e contenuta nell'aria, introduce il
concetto di temperatura virtuale la quale viene definita dalla relazione:

Tv._—T1T@-f0,6m.)

essendo m. il titolo in vapore acqueo dell’aria, cioe il contenuto in gr. di vapore
acqueo in un grammo di aria umida.

Cio posto, per ogni strato isobarico, la quota viene calcolata con la relazione
gia trovata precedentemente:

H_«1i.bg, A

b P
nella quale T. & la temperatura virtuale.

Allo scopo di facilitare il calcolo mediante tabelle, il Bjerknes procede nel
seguente modo:

Dopo aver divisa lI'atmosfera in strati isobarici principali, indica con n la
pressione su una superficie isobarica che li limita; n — 1 sara la pressione sopra
la superficie isobarica immediatamente sovrapposta.

Allora se pO= n)p = n — 1 sara:

RTV
Hn = -=--%- logo n—1

che & funzione della temperatura media virtuale dello strato.

Tale formula consente quindi il calcolo di tabelle che danno, ciascuna in
funzione della temperatura virtuale media, lo spessore di uno strato isobarico
principale.

Il Bjerknes ha quindi calcolata una serie di tabelle che danno gli spessori
degli strati limitati da una parte da superfici isobariche principali per temperature
virtuali medie di o° ed altre con le correzioni da apportarsi agli spessori trovati
per t= 0, nei casi in cui la temperatura virtuale media € diversa da o°.

I dislivelli entro i limiti di uno stesso strato isobarico vengono calcolati con
le formule trovate in precedenza.

In epoche recenti si & presentato un altro problema di carattere internazionale
e di attualita; I'istituzione cioé di metodi pratici per la determinazione delle altezze
raggiunte nelle ascensioni fatte a scopo di conquistare primati.

Per la determinazione della pressione in questo caso la Federazione Aeronau-
uca Intemazionale da le norme per I'applicazione dei barografi agli apparecchi e
stabilisce che la stessa curva segnata dal barografo nell'ascensione sia riottenuta
sotto la campana di una macchina pneumatica ed alla temperatura di 15°.
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Il valore della pressione determinato in tal modo dal laboratorio serve per la
determinazione dell’altezza massima raggiunta.

La corrispondenza fra pressione e altezza venne determinata dal Soreau spe-
rimentalmente, il quale giunse alla formula

H = (3084 + 1,75 fi - o,00ri fi3 loglO# -

in cui H é l'altezza e fi la pressione in mm.

12 - Densita balistica dell’aria.

Il peso di un metro cubo d’aria dipende dalla pressione barometrica, dalla
temperatura e dallo stato igrometrico.

Esso cresce col crescere del primo di questi fattori e col diminuire degli altri due.

La conoscenza della densita dell'aria ha particolare importanza nello studio
della balistica perché I'esperienza e la teoria sono concordi nel ritenere che la resi-
stenza opposta al moto dei proietti dall’aria sia proporzionale alla sua densita.

Per lo studio della densitd dell’aria, si considererd prima questa priva di umi-
dita; in secondo tempo si terra conto anche di questo fattore.

Applicando all’aria I'equazione dei gas perfetti:

fiv = RT
per due stati (fi, v, r)» (fio Vo TO si avra

P'1 Po' 0 n
T To

e giacché volume e peso specifico sono legati dalla relazione

V= la [1] potra scriversi
A p To
Po T

Se si indica la pressione barometrica con B esi pone T — 275 -f-- (t = tem-
peratura centigrada) prendendo come stato iniziale quello corrispondente alla
temperatura ; = o ed alla pressione B = 760 mm. cui corrisponde una densita
ddl’aria AO= 1,293 (esperienze di Regnault), si avra

= 0,4645

760 273 + T =73+ T

Quando I'aria non é secca, per la legge dei miscugli di gas e vapore (legge di
Dalton) la pressione B misurata col barometro, & la somma della tensione / del
vapore saturo O no, e della pressione dell’aria secca, la quale sara percio B —j.

Il peso dell’aria umida sara quindi uguale al peso dell’aria secca:

r B—t
°a645

piu il peso del vapore acqueo, la cui densita relativa € 0,623 di quella dell’aria secca

0,623 x 0.4645 'i7yz~
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onde il peso di un metro cubo d'aria umida sara
0,4645----—-
to

t giacché, com'é stato gia accennato precedentemente, si dice stato igrometrico il
rapporto fra la tensione / e la tensione massima F del vapore acqueo corrispon-
dente alla temperatura t, si potra scrivere:

per cui

A= 0,46455 20:377sF

Se in questa espressione si fa:
B—75° T= 15°;, F = 12.7 (che corrisponde a « = 150); ed s = 0,5 si ha:

A = 1,206 kg. per ms.

In balistica, il rapporto del peso di un metro cubo d’aria espresso in kg. al
numero costante 1,206 dicesi: densita balistica deH’aria.
Chiamando con 8 tale densita essa viene espressa con la formula

*=0,3852 B~°37y F @]

E possibile quindi, mediante la [2], assegnato ad s un valore determinato,
procurarsi una tabella dei valori di S avente per argomenti B e «.

La tav. num. | da i valori calcolati con la [2] della densita dell’aria cor-
rispondente a un valore medio dello stato igrometrico (s— 0,5) ed alle varie
temperature e pressioni.

Essa ci fornisce direttamente i valori di 8 per pressione variabile di 10 in
10 mm. da 600 a 770 mm. e per temperature variabili di grado in grado da — 200
a +40°.

Apposita colonna, contenente le variazioni per 100 mm. di pressione, ci da
inoltre modo di determinare, per una data temperatura «, compresa nei limiti
sopradetti, la densita corrispondente ad un qualsivoglia valore della pressione.

Allorguando lo stato igrometrico s € diverso da 0,5 i valori di S riportati
nella tav. num. | debbono essere convenientemente corretti. La correzione da
apportarsi &€ funzione dello stato igrometrico, il quale si deduce di solito dallo
psicrometro d’August.

Questo, consta di due termometri graduati in gradi e decimi di grado cente-
simale, uno dei quali ha il bulbo bagnato da uno stoppino immerso nell’acqua
di un recipiente e l’altro asciutto.

L’evaporazione sottrae calore al bulbo bagnato, ma l'aria ambiente gliene
fornisce dell’altro, e la sua temperatura dopo essere discesa per un certo tempo,
rimane poi costante, percfié la perdita eguaglia il guadagno.



La perdita € proporzionale alla quantita dell’acqua evaporata, la quale (espe-
rienze di Dalton) é proporzionale alla differenza fra la tensione massima F e la
tensione / che ha il vapore nell’aria circostante, ed & inversamente proporzionale
alla pressione: il guadagno (legge di Newton) si pud ritenere proporzionale all’ec-
cesso t — t' del termometro asciutto (ambiente) su quello bagnato.

Indicando con K una costante che vale

K — 0,0008 pert' > o

K = 0,000706 pert'< o

sara :
Nr~ =k (E-y)
quindi
f=sF —F — KB (t—1t)
La tav.num. Il contiene le correzioniin millesimi daapportare alla densita
letta nellaTav. lallorquando lo stato igrometrico s édiverso da 0,5.

Tali correzioni sono state calcolate con la formula
A8= 01452 (s~.°HF
8 27& + T 2

servendosi, per le quantita s ed F, dei valori contenuti nelle Tav. Num. | e IV
della serie B riportate nel trattato «lIstruzioni per le osservazioni metereologiche e
per I'altimetria barometrica » di Francesco Denza.

Barometro.

La misura della pressione si fa generalmente col barometro Fortin, il quale
all’esattezza voluta congiunge il pregio di essere semplice ad osservarsi.

Nell’'uso di tale strumento si deve avere l'avvertenza di condurre il mercurio
a sfiorare la punta d’avorio che segna lo zero della graduazione; cio fatto si legge
I'altezza barometrica B, e la temperatura t, del barometro.

La pressione esatta B si ottiene apportando alla B, letta, variecorrezioni, di
cui le principali sono: quella dovuta alla dilatazione del mercurio e della scala
che si fanno diminuendo la B, della quantita 0,000161 B, t, e la correzione stru-
mentale, la quale si determina una volta tanto confrontando il barometro con
un barometro normale.

13 - Densita balistica ed altitudine.

La densita dell’aria diminuisce col crescere delle altitudini, e la relazione che
lega queste quantita non pud essere determinata che con esperienze.

Le prime esperienze in proposito di qualche importanza, corn’é stato accen-
nato precedentemente, sono quelle eseguite dal Glaisher in otto ascensioni aero-
statiche. Prendendo in esame i risultati delle osservazioni fatte ir. quelle ascensioni,
il Saint Robert calcold i valori della densita dell’aria corrispondenti alle varie
altitudini, ed osservo che la relazione fra densita ed altitudine poteva essererap-
presentata bene fino ad un certo punto, da una relazione lineare.



Riprendendo in esame questi risultati, il Parodi ricavo per gli usi della bali-
stica una tabella estendentesi, in un primo tempo, fino ai 3000 metri di altitudine,
ed in seguito fino a 9000 metri.

Pit recenti studi aerologici, effettuati mercé numerosissime esperienze ese-
guite con larghezza di mezzi e con strumenti altimetrici di precisione ci hanno
indotto ad abbandonare i dati veramente scarsi delle otto ascensioni del Glaisher,
il quale necessariamente deve aver compiuto le sue esperienze con mezzi inadeguati
allo scopo.

Lo studio della legge di variazione della densita dell’aria con I|'altitudine venne
percid basato sulle numerosissime esperienze eseguite dal prof. Gamba, direttore
dell’Osservatorio Geofisico di Pavia, il quale ha effettuato 232 sondaggi dell’atmo-
sfera a mezzo di palloni sonda lanciati nei vari mesi dell’anno ininterrottamente
nel quindicennio 1906-1920, ottenendo risultati veramente soddisfacenti.

Tutti i palloni lanciati dal prof. Gamba, erano provvisti di un termometro
bimetallico, di un barometro a capsula «Vidi» e di un idrografo a cappello.

| diagrammi dei vari strumenti registratori venivano tracciati su carta
rotante, mediante congegno ad orologeria.

Per il calcolo delle altitudini il prof. Gamba ha adottato il procedimento della
Commissione Internazionale per lo studio scientifico dell’alta atmosfera (metodo

Bjerknes).

Altre particolari notizie circa le modalitd con cui vennero effettuate le espe-
rienze ed eseguiti i calcoli, il lettore potra trovare nella magistrale memoria del
prof. Gamba:

«Le caratteristiche dell’'atmosfera libera sulla Valle Padana » Venezia 1923.

Si ritiene opportuno riportare dall’opera citata:

i°) La tabella contenente i valori medi annui della temperatura alle varie
altitudini da O e 20.000 metri, (tav. num. IIP);

2°) La tabella contenente i valori medi annui della pressione barometrica
in mm. di mercurio per abitudini variabili da O a 20.000 metri (tav. num. Ili") ;

30 La tabella della densita media annua dell’aria (espressa in kg. per ms)
alle diverse altitudini da o a 20.000 metri (tav. num. 1IP").

L’esame della tav. num. II1P conferma quanto é stato detto precedentemente
e cioé che la temperatura diminuisce con l'aumentare dell’altezza, dapprima
abbastanza lentamente, poi un poco piu rapidamente; verso i 12.000 metri si
nota una tendenza a rimanere pressocché costante.

Dall’esame della tav. num. I1i" delle pressioni medie annue risulta che la
pressione atmosferica diminuisce con l’'altitudine e tanto piu lentamente quanto
pit ci si allontana dal suolo.

I valori riportati nella tav. num. IIP" sono stati ricavati dal prof. Gamba
mediante la nota relazione:

valendosi delle temperature e le pressioni rispettivamente dei valori contenuti
nelle tav. num. 1IP e III".

Come risulta dalla formula soprascritta, il calcolo della tav. num. IIP" venne
eseguito trascurando il termine relativo alla umiditda atmosferica, data la grande
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incertezza del suo valore e per la piccola influenza da essa esercitata in tali misure
e pertanto i valori contenuti nella tav. num. Ili'"" potranno essere considerati
di una piccola quantita piu elevati del vero.
Il prof. Gamba ha pure trascurata I'influenza della variazione della gravita
con l'altitudine, risultando essa inferiore a quella dell’'umidita.
Allo scopo di ren-
0 @ m dere piu evidente al
lettore la fondatezza
dei dati raccolti, le tre
tav. num. Ili", 111",
IH"" sono state tra-
dotte sotto forma di
grafici (fig. 23). Ottenu-
ti sperimentalmente i
0.6 m (OC 0 valori medi della den-
sita (in kg. per ma)
alle varie altitudini,
contenuti nella tav.
num. 1li"" & stata
1 calcolata la densita
balistica media alleva-
rle quote con la for-
mula:

1.0 = 1000 + 40

m oe eoe =+20

0.4 400 =20

m 02 m 200 -—40

et hmvh |.2A3/57 Jg)

della quale g0 e gy rappresentano rispettivamente i valori dell’accelerazione do-
vuta alla gravita al suolo ed alla quota vy.

I valori del rapporto *&- sono stati calcolati con la formula:
So

= | — 0,061964y

essendo go= 9,8057 che ¢ il valore medio della accelerazione della gravita nella
Valle Padana.

Eseguiti i calcoli, si sono ottenuti i risultati riportati nella tav. num. Ili"",
nella quale i valori della densita balistica dell’aria sono stati arrotondati sulla terza
cifra decimale, non essendo la quarta sufficientemente sicura, data l'approssima-
zione con cui vennero effettuate le misure della pressione e della temperatura.

Infatti, perche la densita balistica risulti approssimata fino ai millesimi, occorre
che la temperatura venga misurata con I|'approssimazione di 210 di grado e
la pressione con una approssimazione inferiore a *m di millimetro. Ora i risul-
tati contenuti nelle tav. num. Ili' e I11" si possono ritenere approssimati con |’errore
massimo di 1 grado centigrado nella temperatura e di 2 millimetri nella pressione.

Allo scopo di eliminare la piccola irregolarita riscontrata, si &€ ritenuto oppor-
tuno tradurre la tabella in una curva che venne tracciata scartando quei valori
che apparivano meno attendibili.



E bene notare subito che lo scarto massimo riscontrato é di appena 3 mille-
simi e corrisponde all’altitudine di m. 7500.
In base alla curva cosi regolarizzata, si € compilata la tav. num IV, contenente
i valori della densita balistica dell’aria per quote variabili di 100 in 100 metri dal
livello del mare, fino all’altitudine di 20.000 metri.
Dall’ esame delle
differenze prime, fra i
successivi valori di 5 si
deduce che la densita
diminuisce gradata-
mente con l'aumenta-
re dell’ altitudine, se-
guendo, come appare
anche meglio dall’an-
damento della curva
disegnata nella fig. 24,
una legge logaritmica.
La curva (& y) ri-
sulta molto regolare e
non presenta nessun
punto di discontinuita,
il che sta appunto ad
indicare I'attendibilita
dei dati con cui é stata

costruita.

Dalla tav. num. 1 1 1 _ 1 -
1V si deduce che all’al- SCo 400 500 . 600 700 Iti
titudine di circa 300 Fig. 24.

metri corrisponde il

valore 1 della densita balistica dell’aria. Qualora si ritenesse opportuno di con-
tinuare, come per il passato, a far corrispondere la densita 1 alla quota di metri
130, basterebbe moltiplicare i valori contenuti nella tav. num. IV per il rapporto
fra la densita corrispondente a 300 metri ed a 130 della nuova tabella, rapporto
che risulta

130 = “1log = 0,9314

La tav. num. IV dei valori medi della densita balistica dell’aria si estende
fino a 20.000 metri; oltre tale limite non si posseggono dati sperimentali, dato
pero il comportamento della curva (8, y) molto regolare si € creduto utile prolun-
gare la tabella di altri 4000 metri.

14 - Rappresentazione analitica della densita dell’aria.

Come si € gia accennato, la curva che rappresenta la tav. num. IV segue una
legge logaritmica la quale pud essere espressa dalla relazione:

Sy — ice —ay (Formula del Bessel)
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ove 80e Sy rappresentano rispettivamente la densita balistica alla quota O ed
alla quota y; @ & una quantita leggermente variabile che fa sussistere la rela-
zione soprascritta ed e € la base dei logaritmi naturali. «
Notando che
Sy= — aS.e~a*
si ricava

mediante la quale abbiamo calcolato i valori di a per y variabile di 000 in iooo
metri, servendoci dei dati contenuti nella tav. num. 1V.
Nello specchio che segue sono indicati i risultati ottenuti:

\Km. 1 2 s « 5 6 7] 8 f 9 10 1 12
106 a j 108 107 106 106 106 100 107 10S 109 Il T
1 1
ykm. B *4 5 17 18 19 20 21 2 23 | 2
1 1
io6a 18 121y 126 8 129 31 132 =, 132 132 131

1 » i i 1 i

Come appare esaminando i valori contenuti nella tabella, il campo di varia-
bilita della a in confronto alle altitudini & abbastanza limitato. In particolare
per quote comprese fra o e 9000 metri la a si mantiene pressocché costante ed

uguale al valore medio :
a» = 107 «10- 6

cosicché la densita balistica deH’aria per altitudini comprese fra o e 9000 metri
puo essere determinata con sufficiente approssimazione mediante la legge:

= 1,033 +e - 0,07>
essendo y espresso in km.
A scopo di controllo si sono calcolati i valori della densita balistica dell'aria
per altitudini variabili di 1000 in 1000 m. da O a 9000 metri, valori che nello spec-
chio seguente sono posti a confronto con quelli dedotti dalla tav. num. V.

y«. j icoo 1 2000 *1 3000 ' 4000 5000 6000 /000 booo J 9000 ji
1 1 1

[¢]
| sperimentale °>9-7j 034 0751 07177 0,60S o547 0,489 0,437 0,387
calcolato | es9-K ©737 0749 0073 0605 o544 0,488 0.439' 0,394

1
I

Aa = o001 — 0.00- + 0,003 —0,003 + 0,003 + 0,001 — 0,002 (— 0,007

1 LI |



Come si vede, la formula suddetta riproduce i valori sperimentali della densita
balistica dell’aria con un errore massimo di 7 millesimi corrispondente alla quota
di 9000 metri.

Infine si & creduto opportuno riportare anche una tabella 1V' dei valori della
pressione media corrispondente ad altitudini variabili da 100 in 100 metri, limitan-
dola pero alla quota di metri 5.000.

Essa potra venire utilizzata in modo particolare per la determinazione della
tabella dei valori della velocitd di combustione della miccia delle spolette alle
varie pressioni ed altitudini.

Esaminando questa tavola numeérica si deduce che la pressione diminuisce gra-
datamente con |I'aumentare dell’altitudine,seguendo, come appare dall’andamento
della curva disegnata nella fig. 24, una legge logaritmica.

cfr. per il n. 13 la pubblicazione G. Bruno-F. Gala.nzino La densita balistica delFaria - Rivista d'Artiglieria e

genio, agosto 1926.



CAPITOLO 111

LA RESISTENZA DELL'ARIA

1 - Premesse.

Il problema analitico e fisico del movimento del proietto nell’aria & tra i piu
importanti della balistica esterna.

Le nozioni che si avevano fino'a pochi anni fa sull’argomento debbono essere
aggiornate in base ai risultati delle esperienze dirette eseguite su proietti in moto,
ed alle applicazioni alla balistica dei principi e metodi dell’aerodinamica.

Si tratta di esaminare quali azioni reciproche si sviluppano tra il proietto
lanciato entro I’aria e l'aria stessa. Cosi enunciato, il problema si presenta tal-
mente complesso da ritenersi, nella generalitd dei casi, di impossibile soluzione.

Occorre percio fare delle ipotesi semplificative, sia* sul movimento del pro-
ietto, sia sull’aria quale fluido.

Tali ipotesi sono:

a) quanto al proietto si ammette, in una prima approssimazione, che Tasse
del proietto giaccia sulla tangente alla traiettoria descritta dal centro di gravita,
cioe la tangente e Tasse di figura del proietto formano tra loro un angolo 8 nullo.

In tal caso la resistenza é diretta, cioe direttamente opposta al vettore velo-
cita del baricentro, in conformita alla ipotesi fondamentale per la soluzione del
problema balistico principale, che si verifica approssimativamente per 8 piccolo,
cioe per proietti stabili.

In seconda approssimazione, quando si consideri un apprezzabile valore di 8,
la resistenza delTaria diventa obligua ed ammette oltre la componente tangen-
ziale, (forza ritardatrice), anche una componente normale (forza deviatrice).
In piu, il moto di rotazione (proprio e giroscopico) del proietto, ed i fenomeni di
attrito determinano, come sara precisato in seguito, altre forze o coppie che, fino
a qualche anno fa, si ritenevano trascurabili, mentre oggi, specialmente nel tiro
di mortai e dei cannoni controaerei, si € riconosciuto che possono avere notevole
influenza.

Vi & percio luogo a considerare una resistenza diretta e una resistenza obliqua.

b) quanto all’aria, € necessario considerarla non come fluido ideale, ma
dotato di una certa viscosita, dovuta agli attriti interni. La viscosita p. o, meglio

la viscosita cinematica v = g entra nel numero N di Reynolds
N = N
\%

dove | & una dimensione caratteristica del corpo, tale ‘che I3 sia proporzionale
ad S. La considerazione della viscosita permette di rendersi ragione di certi feno-
meni, come la formazione della scia che, come vedremo, sono stati accertati
mediante opportuni dispositivi cinematografici.
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Inoltre, ha grande importanza il grado di compressibilita dell’aria. Si puo
ritenere, con molta approssimazione, che |'aria si comporti come fluido incom-
pressibile, cioé a densita 8 costante, fino a tanto che la velocita v del proietto
non raggiunga l'ordine di grandezza della velocita s del suono: cioé in tutti i

casi per cui — < i. Questa ipotesi ha interesse limitato in balistica rientrando
in essa soltanto il tiro con mortai, e le regioni intorno al vertice della traiettoria.

In tutti gli altri casi, cioé per — > i, I'aria si comporta come fluido com-

pressibile, cioé, alle velocita ipersonore, la densita 8 deve ritenersi variabile
in conseguenza delle variazioni di pressione dovute alle dette velocita. Il rap-

porto — ¢ chiamato da alcuni numero di Mach. Dobbiamo dire che molti autori,

i quali si sono occupati in questi ultimi anni, dal punto di vista teorico, di questo
argomento, sono arrivati a conclusioni non del tutto concordi.

Riportiamo le seguenti conclusioni:

a) Métnorial de VArtillerie jrangaise Voi IV 30 fascicolo 1925.il/. Esclangon:
L'acustica dei cannoni e dei proiettili (pag. 750).

Alle piccole velocita, le proprieta elastiche deH'aria sono preponderanti: alle
grandi velocita, la viscosita ha una funzione importante e si traduce in un consi-
derevole aumento degli effetti del proietto sugli strati d’aria che attraversa »

b) Cours de mécanique de I'Ecole Polytechnique di M. Painlevé 1918-1919.
Applicazione al movimento vero di una sfera in un liquido > 246).

L’esperienza dimostra che, per i fluidi ordinari, le forze di viscosita sono
tanto piu piccole quanto minore é la velocita. L’idrostatica dei fluidi viscosi coin-
cide con quelle dei fluidi perfetti. Se le velocita del fluido sono molto piccole,
I'influenza della viscosita & trascurabile: se sono notevoli, la viscosita si oppone
allo scorrimento delle particelle le une sulle altre.

Questi due autori sono dunque d’accordo nell’attribuire alle viscosita una
parte preponderante alle grandi velocita.

Per contro:

¢) Mémorial de VArtillerie frangaise. Voi. |, 2° fascic. 1922. louguet: Osser-
vazioni sulle leggi di resistenza dei fluidi (pag. 267).

«Risulta da un teorema di Helmholtz generalizzato che, nei momenti lenti
dei fluidi, la viscosita e la conducibilita hanno ima importanza considerevole,
mentre la compressibilita ne ha poca; I'inverso avviene per i movimenti rapidi »

d) Mémorial de I'Artillerie frangaise. Voi. | 20 fascic. 1922. Darrieus : Sopra
una nuova causa di variazione di portata dovuta alla temperatura (pag. 244).

«ll ragionamento tiene dunque conto dei fenomeni di viscosita preponde-
ranti alle deboli velocita, come ci si pud direttamente assicurare considerando
che, nei limiti ammessi, il coefficiente di viscosita & proporzionale alla radice qua-
drata della temperatura assoluta: cid & confermato dai noti risultati delle leggi
ordinarie dell’Aerodinamica classica (Osbomet-Reynolds) »

e) M .A.F. Langevin (stesso fascicolo). Note sulla resistenza dell'aria.

Il Langevin esamina la nota del capitano Darrieus, sopra riportata, osser-
vando ch’e esatta alle velocita dei proietti d’artiglieria ma che cessa di esserlo alle
piccole velocita, quando gli effetti della viscosita non sono piu trascurabili in rap-
porto agli effetti dovuti all’inerzia ed all’elasticita del mezzo »
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Sembra dunque esservi un disaccordo nelle conclusioni; pud essere pero che
tale contraddizione sia piu apparente che reale, in quanto, come osserva |'Otten-
heimer, alcuni autori trascurano termini che altri fanno intervenire ».

Comunque, € certo che in balistica € il rapporto oy (numero di Mach) tra la

velocita del proietto e quella del suono, e non il numero di Reynolds, che si tende
a considerare.

In conseguenza, i fenomeni cui la resistenza dell'aria da luogo, possono distin-
guersi in due grandi categorie, bene definite, sia dal punto di vista matematico
che fisico.

Secondo il primo, la nota equazione di Bernoulli, che vale per il moto perma-

nente di fluido incompressibile, cioé per 8 = cost (-j- < i)
p+ -i- 8v2= pi — costante [i]
si trasforma, per 8 variabile, > i), cioé per fluido compressibile nella

y 1T ~T~ ~T~v*~ costan*e (equazione di S. Venant)

Nei due casi per0 l'ipotesi fondamentale semplificativa & che si tratti di
fluido perfetto, cioé non viscoso. Applicando I'equazione di S. Venant, per la
determinazione della densita sul vertice dell’'ogiva di un proietto che si muove
in direzione del proprio asse con velocita v, e distinguendo con I'indice v i valori
che si riferiscono al vertice, poiché, in corrispondenza del vertice la velocita rela-
tiva proietto-fluido si annulla, la [i] si pud scrivere

Vi & = y—i S, m

dalla quale, introducendo la velocita del suono s = "j/y -y- (Laplace) si ottiene

(Burzio)

X =1+ ~rOr) + ... £3]
in cui appare esplicitamente il rapporto — che ci interessa; percio, quando v €
una piccola frazione di s (ad es. per = 0,30) si ha

8,= 1,05S

cioé ancora pu0 esser lecito, per questi piccoli valori di v, considerare |ana
come fluido incompressibile; mentre gia per v = s cioé alla velocita del suono, si ha

&= 1,58

e quindi I'ipotesi di incompressibilita dell’aria non pud piu ritenersi valida.
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Alle stesse conclusioni si giunge calcolando la pressione dinamica q= p, —p
al vertice ogivale; si ottiene allora la

? = fl+ T ("1)*+ oo, 1 (Raykigh) [4]

Poiché e il valore della pressione dinamica per fluido incompressibile,
dalla (4) si deduce che anche per la pressione, l'ipotesi della incompressibilita
non e piu valida per le velocita prossime a quella del suono, ed a maggior ragione
per le velocita balistiche.

Dal punto di vista fisico, una rappresentazione schematica dei fenomeni &
la seguente, ove si assimili il proietto ad un’asta rigida.

1) fluido incompressibile. La ve-
locita v del proietto é inferiore a quella
del suono; sia per ipotesi v = r66 m/s.
Il proietto & schematizzato nell’asta
rigida AP e si muove nella direzione %_ 8
BA (nell'istante che si considera, la
punta del proietto & in A)\ l'urto con
I'aria esterna da luogo ad un onda
sferica (onda di bocca), il cui raggio ¢
inizialmente nullo. In un tempo t molto Fig. 26.
breve ed antecedente, la punta del
proietto era in B, anche allora I'urto con l'aria esterna ha dato luogo ad una onda
sferica, che si é propagata per la distanza t s, dove s € la velocita del suono (332 m/s).

Poiché lo spazio AB é stato pure percorso nel tempo talla velocita v= 166, ne
segue che il raggio d’onda BB2= t s ¢ il doppio del tratto BA. Nel tempo antece-
dente 2 1la punta del proietto era in C, essendo CA = 2 eBA = 21ev= 2 «1166.
L’onda sferica corrispondente & C,C2C3di raggio CCa— 2 CA =-4BA =4 t « 166.

Si riconosce cioe che in questo caso,
le onde sferiche precedono il moto del
proietto, non s’intersecano, restano le une
interne alle altre.

2) fluido compressibile. La velocita
del proietto € superiore a quella del suono ;
sia per ipotesi v = 664 m/s. Il proietto &
schematizzato nell’asta rigida “P: nell’i-
stante che si considera la punta del proiet-
to € in A. In un tempo brevissimo t ante-
cedente, la punta del proietto era in B,

e si era generata l'onda di bocca BB, propagantesi con la velocita del suono e
cioé tale che
BB, = BBa= tes=1332m.

e cioé la meta del tratto BA = tev = t w664 m., che nello stesso tempo € stato
percorso dal proietto. Nel tempo antecedente 2t la punta del proietto era in C,
la corrispondente onda sferica ha raggio

CCi — CC3= 21es= 2/ «332m.

J — Balistica esterna - Volume L



mentre nello stesso tempo 2t il percorso CA del proietto vale

. I . . BB, BBj BA
2tev = 21664 m; si ha quindi q —C2 ~ c4
cioe ipunti AB,C ABZX2tanno su una linea retta, ossia la superficie

inviluppo delle singole onde elementari, € un cono circolare, la sui semiapertura

conica a e tale che
5 _ velocita del suono

sen a = . .
v velocita del proietto

Questa e l'equazione di Mach, che fornisce la semiapertura dell’'onda bali-
stica, (cono di Mach); essa € stata sperimentalmente verificata e permette di
ricavare, dalle fotografie del proietto in moto, la sua velocita.

Finora il proietto & stato schematizzato come asta rigida.

Intorno al proietto
reale, lanciato con
velocita superiore a
quella del suono,
le fotografie che si
riportano, (fig. 28
-29-30), mostrano
chiaramente le per-
turbazioni atmosfe-
riche che si osser-
vano, per tre casi
considerati e cioé :
1) proietto
troncato normal-
mente in ogiva;

2) proietto con
ogiva arrotondata;

3) proietto
con ogivd a punta.

In tutti i tri casi, I'onda piu marcata e quella di testa; in relazione alla
forma assunta dalla parte anteriore del proietto, l'apertura iniziale dell’'onda é
pil 0 meno accentuata, pero, ad una distanza di 6-8 volte la lunghezza del pro-
ietto a partire dal fondello, il contorno d’onda diviene rettilineo. Nelle regioni
molto vicine alla ogiva, I'onda si sposta con la velocita del proietto, ma gia a
pochi centimetri a valle, la velocita di propagazione dell’'onda € ridotta a quella
del suono. In corrispondenza a queste variazioni ili velocita, stanno le pressioni
che, mentre raggiungono il valore di qualche atmosfera nelle immediate, vici-
nanze della parte anteriore del proietto, si abbassano poi approssimatamente a
quella atmosferica.

Le perturbazioni intorno alla regione del fondello, risultano assai complesse.
Si distinguono: uno spazio rarefatto immediatamente dietro il fondello; I’'onda
di coda e la scia vorticosa.

Lo spazio rarefatto, o depressione, risulta tanto piu grande quanto maggiore
e la velocita, esso occupa una regione pressoché troncoconica che tende a divenire
cilindrica per le velocita prossime a quella del suono.

Fig. 28.



Sulla formazione dell’onda di coda, il Cranz osserva che essa cammina paral-
lela all'onda di testa partendo subito dopo lo spazio rarefatto conico ; percio
anch’essa, nella regione ove la traccia € rettilinea, si sposta con la velocita del
suono.

Nei riguardi della
scia, essa appare vor-
ticosa ; i vortici sono
dovuti all’aria circo-
stante che penetravio-
lentemente verso |l ’'asse
del proietto; tali vor-
tici tendono a rimane-
re stazionari rispetto
all’asse del proietto, e
svaniscono ad una cer-
ta distanza a valle. |
vortici assumerebbero
la forma di anelli vor-
ticosi quando I'afflusso
dell'aria fosse perfet-
tamente simmetrico
rispetto all’ asse del
proietto; nella maggior Fig. 29.
parte dei casi ci0 non
avviene, e la scia appare come costituita di una serie di vortici indipendenti uno
dall’altro, ed irregolarmente distribuiti.

I fenomeni acustici, che accompagnano il moto del proietto, sono fra l'altro
determinati dalla variazione oscillatoria della pressione collegata a tale moto vor-
ticoso periodico dietro il fondello.

Anche il corpo del proietto appare accompa-
gnato nel suo movimento da onde a guisa di solchi
tracciati nell’atmosfera circostante, che partono
la ove si verificano discontinuita nelle superficie;
tutte queste onde presentano sensibilmente, la

stessa apertura del cono asintotico --riscontrata

per I'onda di testa.
La resistenza dovuta all’onda di testa, che si
) verifica dunque per le velocita jpersonore, cresce
Fig. 30. con la velocita e risulta sensibilmente proporzio-
nale al suo quadrato, il rapporto tra questa resistenza ev-tende verso uncerto
limite, che dipende dalla forma del proietto.

La resistenza dovuta invece alle perturbazioni delle regioni intorno al fon-
dello, dipende in modo prevalente dalla forma della parte posteriore del proietto;
cresce molto rapidamente fino a quando la velocita é prossima a quella del suono;
quindi si avvicina sempre piu ad un limite superiore, che corrisponderebbe al a

formazione del vuoto assoluto dietro il proietto.
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Quindi il rapporto di questa resistenza al quadrato della velocita tende a zero
quando la velocita aumenta indefinitamente.

Sono state riscontrate ancora ; una resistenza di attrito, in quanto non sia
gia compresa nella resistenza d’onda; per le normali forme di proietti questa resi-
stenza sembra relativamente piccola.

Ed infine, poiché I'asse del proietto e in generale inclinato rispetto alla dire
zione del moto del centro di gravita, questo fatto da luogo a reazioni secondarie
che si complicano ancora per effetto del movimento di rotazione del proietto.

In definitiva, puo dirsi che mentre per le grandi velocita la forma della parte
anteriore del proietto ha una influenza preponderante sulla resistenza, per le velo
cita intorno a quella del suono, tale influenza dipende invece dalla forma della parte

posteriore (fondello).

2 - Resistenza diretta - Leggi teoriche.

a) Generalita.

Molti studiosi hanno tentato, nel corso del tempo, di dare espressioni generali
teoriche atte a rappresentare la resistenza dell’aria.

Dopo Newton, il quale considerd tale resistenza unicamente quale resistenza
meccanica, P. Vielle, Lorenz, Sommerfeld, Prandtl, diedero espressioni partendo
da ipotesi varie, di cui diremo brevemente.

Le ricerche teoriche piu recenti, e quelle dell'avvenire, si basano e dovranno
senza dubbio basarsi sulle teorie della dinamica dei gas (Cranz, Erganzungsband
1936); ma fino ad ora non si sono raggiunti risultati definitivi, perché quelle teorie
si sviluppano nella ipotesi di assenza di attrito e di vortici, mentre sappiamo che
in realta forze di attrito e movimenti vorticosi accompagnano il proietto nel suo
moto. Perd, come osserva il Burzio, le nuove ricerche tengono conto, in misura molto
maggiore che non le antiche, della vera natura dei fenomeni aerodinamici intorno
al proietto, e pervengono ad una interpretazione e spiegazione dei dati sperimentali
che, se non ancora quantitativamente, ¢ gia qualitativamente soddisfacente »

In mancanza di una legge di resistenza teorica a carattere generale, si deve
ricorrere, in balistica, ai metodi sperimentali e cioe le misure alle gallerie del vento,
e quelle rilevate direttamente sul proietto in moto.

Sia dell’'uno che dell’altro metodo diremo a suo tempo ; per ora osserviamo
che, pur essendosi, in questi ultimi anni, rapidamente progredito nella potenzialita
ed efficienza delle gallerie del vento (con I'impianto della galleria ipersonora di
Guidonia, della R. Aeronautica, si raggiunge il numero di Mach 2,13 cioé 700 m/s,
mentre nelle prime gallerie, che risalgono a circa 20 anni fa, si era sperimentato
fino a 35 -f~- 50m/s ed il Burzio, col metodo del proietto rotante, ottnne enei 1929J
i 2x0 m/s e nel 1931 i 360 m/s), oggi si incentrano velocita balistiche a 1600 m/s;
in tali casi non resta che la misura diretta.

b) Ipotesi e formula di Newton.
Newton, basandosi sui risultati ottenuti nelle esperienze eseguite nella Torre

di S. Paolo a Londra, formuld I'ipotesi che la resistenza dell’aria al moto dei corp
provenisse dall’inerzia delle molecole aeree che, urtate, assumevano una velociti
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stimata secondo la normale all’elemento urtante, uguale a quella dell elemento stesso,
e quindi cessavano d’agire. Se si indica con A il peso specifico dell aria, con to 1area
dell’elemento di superficie in moto, con vecos i la velocita stimata secondo la normale
all’elemento, essendo i I'angolo che la v (fig. 31) forma con la normale all ele-
mento, la massa d’aria urtata, allorché I'elemento

si sposta di ds, sara — mo cos i ds e la forza viva

acquistata B osds cos i (ncos ** la quale & uguale

al lavoro elementare compiuto dalla resistenza p;

pdscosi — —w ccsi(vcosi)2

p= 29 (vcosi)2 v2cos2i

cioé la resistenza sopra un elemento piano € uguale al peso d'un prisma d'aria avente
per base I'elemento stesso e per altezza I'altezza dovuta alla velocita stimata secondo la
normale.

C) R esisten za sopra una superficie d i rivoluzione ch e s m uove

NELLA DIREZIONE DEL SUO ASSE.

Per determinare la resistenza incontrata da un proietto ogivale che muove
nell'aria nella direzione del proprio asse, consideriamo la sezione meridiana del
proietto stesso (fig. 32).

La resistenza incontrata da un elemento infinitesimo Mé data da ’;éo V2 c0S2 i

che, decomposta in due, una normale all’asse (che si elimina con quella dell’elemento
simmetrico), ed una nella direzione dell’asse risulta:

A
‘u V2 C0S2t
~1T

Sommando tutte le resistenze relative agli elementi compresi fra due paralleli
di raggio x ed altezza ds sara

v2cos) 1x ds

ma
dx
cos X=
ds
lini-
ax
CoS 1=
y dx2 ity2
+ 1
quindi la resistenza sara
7t A . A x dx
VX COS3I =- - v2



Facendo la somma di tutti questi elementi, per dx variabile da o al valore
massimo dell’altezza ogivale si ha

7 A r x dx

Per poter integrare questa relazione occorre conoscere |l'equazione della curva
generatrice dell’'ogiva. Se, come avviene nella generalitd dei casi, questa & un arco
di cerchio, I'equazione & data da

N

R2=y2+ (R—r+ x)2
da cui

2ydy+ 2(R—r XxX)dx = o0

a (H— r+ x)2
mix}) = A*— (A— r+ x-

e sostituendo nell

/ x X
+**
lo A2— (R— i+ %

x dx [R2— [R — r+ *)=] =
R f

=-~"(R2—R:—r2—x:+ 2Rr— 2R x+ 2xx xdx =

1/ r4 r<
- o«r\_ i r -1-

i (8r— 3« 6A fs—4A I i
—W / Iz n 6" ~

ioIfsrx li ri \ i/ — r4 aArs\ ri / r\
- AN(t2 + 4 1- 2) R- ( 12 )~ 12R (4"~ A")

Generalmente il raggio ogivale si esprime in calibri per cui ponendo R = rn sara:

A- , 23/ An , >3 / r \ A7l , r- / I\
P=~-> 12A(4- -A) =T *"INT(A* —)= — Tk(4- ~r

Alir . r2, -
2 ® i@ D

Nel proietto emisferico « = i quindi
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cioé: la resistenza & la meta di quella che incontrerebbe un proietto cilindrico
muoventesi nella direzione del proprio asse. Infatti in questo caso

E questa formula che Newton dimostrd sperimentalmente misurando i tempi
di caduta di palloni di vetro lanciati dalla Torre di S. Paolo di Londra. Essa si
dimostro sufficientemente approssimata per i calcoli del fisico inglese, date le
piccole velocita di caduta sperimentate

d) Altre teorie.

i) Vietile P. «Comptes rendus de I'Acadcmie des Sciences 130 pag. 235-1900».
Basandosi sulla teoria di Riemann, Vieille stabilisce una legge di resistenza
riferita ad un proietto ad ogiva troncata, ammettendo che almeno nelle parti
anteriori, I'onda di testa sia piana.
La relazione di Vieille tra la pressione p dell’aria e la velocita v del proietto
e la seguente:

nella quale A é il peso dell’aria avviluppante in kg. per metro cubo, pOla pres-
sione atmosferica in kg. mq., p la pressione in kg. per mg. prodotta dal movi-
mento del proietto, y il rapporto dei calori specifici 1,41 e g = 9,81 l'accelera-
zione della gravita.

Cosi ad esempio per pO— 10.333 kg/mq. A - 1.206 kg/mq. p — 15,64 atm. =
= 15,64 x 10.333 kg/m9- risulta v= 1200 m/s. Nell'unita tabella riportiamo i
valori della resistenza calcolati e rilevati da Vieille, nonché, per le velocita oltre
i 1200 m/s, le temperature relative.

Vieille considera, come si vede, il caso dell’accensione dei meteoriti.

Velocita Resistenza in atm. Vp* /  Temperatura
inv /s in gradi Cels.
calcolata osservata
400 1.58 1.25 —
800 6,85 6,33 -
1200 15.64 15.01 680
2000 43.80 - 1741
4000 j76,60 — 7751

10000 1098,00 — 48490
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2) Lorenz H. uBeitrag z. Theor d. Schiffswiderslands Zeilschrifl dcs Ve-

reines deutschcr Ingenieure (Z. V. d.1.) - [pag. 1824-1907) ».

In questo lavoro, Lorenz studia matematicamente le circostanze che accom-
pagnano lo spostamento d’aria intorno al proietto in moto. La resistenza p € data
dalla relazione

K\3?>r7r.Vi+ K. lvi
\V —vN2+ Ki kv

P= F{r, 51F- V2 -f Aa /v +

nella quale espressione K”KiKsK+Ki sono delle costanti, di cui K,K 3 dipendono
dalla forma del proietto; le altre dipendono dalla forma e dalle condizioni della
superficie esterna del proietto, /¢ la lunghezza del proietto la cui sezione retta tra-
sversale ha per raggio r; s & la velocita del suono; v la velocita del proietto.

Nel 1916 Lorenz (Ballistik: die mechanischen Grundlagen der Lehre vom
Schuss. Z. V. d. I. pag. 625 - 1916) ha dato una espressione piu semplice della sua
legge; la resistenza p si compone di una parte p, dovuta alla formazione delle
onde, e di un’altra parte p3 dovuta all’attrito ed alla formazione dei vortici

W K nr- (T -l

dove K [iA c sono costanti empiriche; K p A dipendono dalla forma e dalle con-
dizioni della superficie esterna del proietto; ¢ & un fattore di smorzamento e gli
altri simboli hanno i noti significati.

Falkenhagen e Sangewald hanno poi effettuato- il calcolo di dette costanti
valendosi delle tabelle di resistenza dell’aria di O. von Eberhard. Il Cranz nota che,
per quanto la espressione di Lorenz non valga a rappresentare pienamente i risul-
tati sperimentali, essa puo servire, meglio di ogni altra, allo sviluppo avvenire
della balistica. Si osservi per ultimo che in questa espressione, come in quella di

Vieille e di Sommerfeld, (che segue piu avanti), per v= 00, si ha lim. ~ = costante,

cioé per grandi valori di 2 ¢ nuovamente proporzionale a v-, pero con un coeffi-
ciente di proporzionalita che non e piu quello relativo alle piccole velocita.
3) Sommerfeld A. aTheorie des Kreisels (Leipzig. Teubner 1910). Theil 1V

Abschnitt C. (Ballistik) ».

A. Sommerfeld fa I'ipotesi che la resistenza p sia costituita di una resistenza
p, di attrito (in senso generale), che considera, come Newton, proporzionale a v2
e della resistenza d'onda 82 per la quale egli da una espressione, servendosi della
analogia con campi elettromagnetici. Indicando con s la velocita del suono, si
ha, per

r<»p=p;= av\ ptr v>s; p=1p - ps= aro2-- .1 (1 — m)

4) Prandll L. *HandwSrterbuch der Natur wissenschaften Bd. 4 1913
Artikel (Gasbewegung) ».

L. Prandtl calcola la pressione dinamica che si produce in aria di densita 8,
davanti ad un corpo in movimento dotato di velocitd v, quando v>s, l'aumento
di pressione si compone di due parti, una variabile nell’onda di testa, ed una
costante, dall’onda di testa fino al rigurgito.
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Questo aumento di pressione & proporzionale a v2 non soltanto per le piccole
velocita, ma anche per le grandi velocita, fra questi limiti, aumenta piu rapida-
mente verso le velocita elevate.

Il Prandtl da per la resistenza p l'espressione

p= Ja8v2

dove 4 & una funzione di — m a la sezione del proietto.
L'aumento di temperatura davanti al proietto, si calcola, secondo Prandtl,
con 70 (Cp in unita di lavoro vale 0,238*427-9,81); ad esempio, per v = 800 m/s,

tale aumento sarebbe di — 300°.

3 - Resistenza diretta - Formule empiriche.

a) Espressione sperimentale della resistenza - Ritardazione.

Come abbiamo rilevato, una completa espressione analitica della resistenza
deHaria non esiste tutt’ora.

Confrontando fra loro numerosissimi risultati sperimentali, si sono potute
enunciare le seguenti leggi, che devono ritenersi soltanto come approssimate:

1) per un dato proietto, che si muova con una determinata velocita, la resistenza
e proporzionale, secondo un coefficiente numerico k , alla densita balistica dell’aria 8;

2) per proietti di eguale forma e di calibri differenti, che si muovono in un mezzo
di data densita, la resistenza € proporzionale all’area della sezione trasversale,
cioé al quadrato del calibro a del proietto.

3) per un determinalo proietto che si muove in un mezzo di data densita, la
resistenza € proporzionale ad una funzione sperimentale 4>(v) della velocita ;

4) per proietti dello stesso peso e dello stesso calibro che si muovono in un
mezzo di egual densita, la resistenza dipende dalla forma del proietto, rappresen-
tata da un coefficente » (coefficente di forma).

In base a queste leggi, la resistenza si pu0 esprimere con una relazione del
tipo

p— K 8a2i <(v)

L 'espressione € simile a quella dedotta con la teoria di Newton, da cui diffe-
risce per il termine relativo alla G (v).

Nei problemi di balistica esterna importa considerare, anziché la resistenza
incontrata dal proietto, la corrispondente ritardazione, cioé la resistenza riferita
all'unita di massa, che viene indicata con / (VW\ si avra quindi

/()= -**-=Kg*£-i<t>(v) =

= _Kj_s2220*1 <9 {)
1000 p v
e ponendo

F(v)= Sl‘IL.o,(v); C=—

000 jooo a:2
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si ha

/()= =N -F (V)

dove C é un fattore dipendente dal calibro e dal peso del proietto, e che si chiama
coefficente balistico;

F (v) € una funzione della velocita alla quale & proporzionale la resistenza
dell'aria e che dicesi funzione resistente.

Al limite, per i = o, si avrebbe / (n) = o, cioé la ritardazione sarebbe nulla
e la traiettoria dell’aria coinciderebbe con quella del vuoto.

Quanto all’approssimazione con cui queste leggi sono formulate, notiamo :

ipotesi i*) essa non & stata contestata mai, ma nemmeno confermata
sperimentalmente in modo completo;

ipotesi 2») si afferma che la resistenza, sulla unita di superficie della sezione
trasversale del proietto, per eguale densita deH’aria, forma e velocita, € sempre
la stessa, sia che si tratti di un proietto di piccolo calibro o di grosso calibro.

Cio non sarebbe confermato dalle nuove ricerche teoriche e sperimentali.

Gia il Didion era pervenuto alla conclusione che la resistenza dell'aria rife-
rita all’'unitd di sezione di un proietto di piccolo calibro &, a parita delle altre
circostanze, maggiore che per proietti di grande calibro; cido sarebbe confermato
dalle esperienze di Krupp del 1912, e dalla stessa teoria di Lorenz.

D’altra parte Dupnis, in base ad esperienze sistematiche eseguite a Gavre,
di cui daremo in seguito notizia, concluderebbe che si pud con tutta sicurezza
applicare la legge del quadrato del calibro per le previsioni balistiche.

Infine dalle ipotesi 3*) e 4») si deduce che a parita di densita e di calibro, ma
per diverse forme di proietto, la funzione resistente F (V) risulterebbe moltiplicata
per il coefficente variabile 1. Ora sembra che nella F (v) sia gia contenuta implici-
tamente la forma del proietto, per cui non sarebbe cosi netta la separazione degli
effetti della forma, da quelli della velocita, mediante il prodotto 1F (v).

Sia della F (v) che del coefficente i si dira piu estesamente ai seguenti punti c) g).

b) 11 coefficente balistico.

Si & visto che, nella espressione della ritardazione / (v), entra il coefficente

balistico C = 'io”™ -- ; dalla stessa si rileva che un proietto conserva tanto meglio

la sua velocita, quanto piu piccolo é il coefficente di forma i e quanto piu grande
e il coefficente balistico.

E necessario percid rendere minimo i e massimo C. Del coefficente di forma i
diremo piu avanti.

Per aumentare C, quando & assegnato un certo limite al peso del proietto, si
diminuisce il calibro ; quando & dato il calibro, si aumenta il peso del proietto,
o coU’allungarlo, o scegliendo un metallo piu pesante, o diminuendo i vuoti
interni.

Aumentare il peso del proietto, o diminuirne il calibro, sono due operazioni
che conducono allo stesso risultato, cioé ad accrescere il peso relativo all'unita
di superficie della sezione retta del proietto.
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Si osserva che, con le unita adottate, il coefficente C differiva poco, per i
proietti di forma antiquata, dal calibro del proietto espresso in dm.

Riportiamo i coefficenti balistici dei proietti in uso nelle bocche da fuoco in
servizio. (Tav. num. V).

C) La funzione resistente F (V).

Intendiamo riferirci in particolare alla funzione resistente F (v) di Siacci
che, nel 1896, prese ad esaminare sistematicamente, mediante il tiro, I'influenza
della resistenza dell’aria sui proietti.

Basandosi sulle esperienze fatte fino a quell’epoca, (Mayeswski, Bashfort,
Krupp, Hojel), riconobbe che la curva rappresentante la variazione di F (V)
con la v, aveva forma prossima a quella di un iperbole, e riproduceva, col coeflfi-
cente di forma i — 1, le esperienze russe e inglesi, e con i = 0,896 quelle tedesche
ed olandesi.

Tale curva (fig. 33) presenta un punto singolare (velocita critica), in pros-
simita di v = 340 m/s, oltre il quale cambia nettamente il suo andamento.

Cio era da prevedere e si spiega, perché detto punto singolare corrisponde,
come abbiamo visto, al formarsi dell’'onda balistica, non appena il valore di v
supera la velocita del suono, la quale € dunque velocita critica delle F (V).

Per v< 340, la F (v) risulta sensibilmente proporzionale al quadrato di v,
e per valori v< 240 si pu0 ritenere che la resistenza sia proporzionale al quadrato
della velocita, secondo la legge di Newton, quindi della forma

F (v) = b2v2
Per v> 520 m/s, la curva si stende in una retta (retta di Chapel), di equazione
F(v) = 0,365 (v — 263)

Per 240 m/s < v < 520 m/s, l’espressione analitica di F (v) & assai complessa
Siacci da la seguente espressione fondamentale

F (V) = 0,2002v — 48,05 + \/(0.16481; — 47,95)J + 9,6 + —°-42 (v 7- °°\iOv

371+ (zoo ¥

In questa espressione, l'ultimo termine del 2° membro, che & positivo per
t'> 300m/s, si annulla per le alte velocita; la formula senza [l'ultimo termine,
rappresenta un iperbole, la cui equazione puo anche scriversi sotto la forma

F (v) — 0,365 >+ 96j [F (v) — 0,0354v + 0,10) = 9,6

Tale iperbole, e quindi anche la curva F (V) fondamentale, ha per asintoto la
retta di Chapel sopra definita.

Seguendo il procedimento indicato, Siacci diede una tabella dei valori di F (V)
corrispondenti ai valori crescenti di v (Tav. num. VI per valori di r da o a
1500m/s), che ancora oggi costituisce la base dei calcoli di balistica esterna.

I valori oltre 500 m/s sono ottenuti per estrapolazione.
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I valori della funzione resistente si deducono sperimentalmente applicando il
principio delle forze vive

p(X,- X)) = iF (V) (X2- X,)

su un breve tratto di traiettoriamolto tesa, di lunghezza [X2X,) ai cuiestremi
la velocita del proietto sono rispettivamente v2 e Vi.

Dall’esperienza si puo quindi rendere esplicito il valore del prodotto i F (v),
non la F (v), quando sia noto dall’esperienza il valore di v; » come gia € stato
definito, rappresenta il coefficente di forma sperimentale del proietto.

Il diminuito valore di », periproietti moderni, in confronto di quelli cui la
F (v) di Siacci si riferisce »>= i, *= 0,896), mette in evidenza i perfezionamenti
apportati dalla tecnica; si puo infatti osservare che, al limite, per »= 0, il valore
della ritardazione / (v) sarebbe nullo, sicché la traiettoria nell’aria coinciderebbe
con quella del vuoto.

Su questo argomento, il Cranz osserva che, per ottenere una espressione di
F (@ che rispecchi la variazione di resistenza con la velocita, si dovrebbero consi-
derare costanti tutti gli altri parametri (peso e lunghezza del proietto, forma
dell’ogiva, rigatura, ecc.) queste condizioni non si sono verificate nelle esperienze
del passato, ed anzi alcuni balistici si vanterebbero di aver impiegato, per la
determinazione di F (v), proietti dei piu diversi calibri e lunghezze.

Non é stata neppure tenuta'nel debito conto, continua il Cranz, I'influenza
del secondo problema balistico sul primo: ed infine, il tratto di traiettoria che ha
servito per stabilire la legge della resistenza, venne spesso scelto cosi grande, che
non si pud piu parlare, né di traiettoria rettilinea, né di invariabilitd della p nel
tratto considerato.

Il lachino (Teoria dei cannoni - Hoepli 1935) cosi si esprime : «Meglio sarebbe
svincolare i calcoli dal diagramma di resistenza tipo, e considerare una curva speri-
mentale della funzione resistente per ogni tipo di proietto togliere cioé il coeffi-
cente di forma » dal ruolo di correttore costante ».

Su questo principio operano gia da tempo i balistici tedeschi.

d) Influenza della temperatura sulla funzione F v).

Il capitano Darrieus Mémorial de /Artillerie Frangaise, ig22, con delle sem-
plici considerazioni sulla teoria cinetica dei gas, affermo che la resistenza della
aria non poteva esser la stessa per due atmosfere che abbiano lo stesso numero
di molecole per unita di volume, ma le cui velocita medie di agitazione (tempe-
ratura) siano differenti.

Generalmente si riteneva che la temperatura influisse sulla gittata perche,
modificando la densita dell'aria, determina una variazione nella ritardazione ; qua-
lora ima variazione di pressione barometrica e di stato igrometrico annullassero
la variazione di densita dell’aria derivante dalla variazione della temperatura,
non si sarebbe dovuto riscontrare alcun cambiamento nella gittata. Invece la
gittata si modifica, perché la temperatura influisce sulla ritardazione, non solo
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attraverso 8, ma anche attraverso F (v), ed il Darrieus diede per quest'ultima
I'espressione

F(v,T) —K T 4% = Kv><? (-& — )

in cui 9(-£E—£—j = -- 9j V-T— ), essendo < una funzione, da determinare

sperimentalmente, del rapporto

Per la verita, parecchi anni prima di Darrieus, il Sarran Cours de mécanique
de I'Ecole Polytechnique, 1883-1884, partendo dall’applicazione del principio di
omogeneita, era giunto alla stessa conclusione.

Notando che la velocita del suono s & proporzionale alla radice quadrata
della temperatura assoluta, si pu0 scrivere ancora

F(vT) — K mzq
la quale conferma che la velocita del suono rappresenta, nella F (v) un punto sin-
golare, come gia notato.

Gli studi del Langevin hanno confermato, sia teoricamente partendo dalle
equazioni della termodinamica, sia in via sperimentale, (misurando la spinta eser-
citata su una superfice da un getto d’aria compressa, la cui velocita e temperatura
potevano variare), le conclusioni di Darrieus.

Tenendo quindi conto della nuova causa di variazione della F (v), che dipende
non solo dalla velocita, ma anche dalla temperatura dell’aria, cosi che quest'ul-
tima risulta un elemento perturbatore della ritardazione, (non solo in quanto fa
variare la densita 8 dell’aria ma anche in quanto altera la funzione resistente
F (v), la ritardazione stessa pu0 esprimersi come

f{v)= li-F(vT)

Occorre quindi studiare questa nuova causa di variazione della gittata.

Se si considera che i tiri che servirono per la determinazione sperimentale di
F (v) durarono parecchi anni ed ebbero luogo nelle varie stagioni e che la tempera-
tura media annuale € di circa 15°, si pu0 ritenere che la temperatura assoluta
corrispondente per i valori della Tavola F (v) di Siacci sia T = 273 -f 15 = 288°.

Cio premesso, esaminiamo per le seguenti due ipotesi gli effetti di una varia-
zione A T della temperatura e precisamente:

1) per una variazione di temperatura al suolo.
2) per una variazione di temperatura lungo la traiettoria, restando costante
la temperatura al suolo.

i° Caso: Variazione A F dovuta ad una variazione A T al suolo.

Se non si tiene conto che la temperatura varia lungo la traiettoria, ossia se
si considera una F (v T) per T — TO e non per T variabile, se cioé si ammette che
in un punto qualunque della traiettoria la funzione resistente non assuma il valore
che corrisponde alle v e T di quel punto, ma alla r=di quel punto ed alla tempera-
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tura To dell’origine, (temperatura di riferimento), alteriamo il valore della F (v T)
di una quantita data dalla formula
AF AT
I - t]
Bove n= v F(V)

F(v)
Per la dimostrazione, osserviamo che la

F (v, T) = Kv2$g(*n -)

porge:
= 7 - KT *=
=2 I'—s((/, IFB)\ — T fp{erjT_
cioe
1 T PV TL 2T L
da cui:
2T F 2 JiLrL
T “iT =7 f ("J ) - Ri-
r | f =fc,d —
dividendo per T7(v)
T jF v F’'(v)
F o ~iT 2 F(w)
maAtF—(s-AT per cui
af r -jiTar Ar
~F~- F )T ' T — T r 2 f(\v))

Come volevasi dimostrare.

2° Caso. Variazione A F dovuta alla variazione AT della temperatura lungo
la traiettoria, quando la temperatura al suolo & normale (15 °).

Se per ipotesi la temperatura € normale all’origine, a misura che il proietto
si eleva nell’atmosfera la temperatura decresce: la resistenza dell’aria in ogni
punto della traiettoria subisce percido una variazione dovuta alla variazione F (v),
diversa da quella utilizzata nei calcoli.

Il Sugot ha calcolato le correzioni in casi di tiri in differenti condizioni ed
ha visto che, trascurando le grandissime gittate, l'errore che si commette in questo
caso, per effetto della variazione di F (v), ha valore trascurabile.



Si nota infine, che le attuali tavole di tiro sono dedotte da tavole balistiche
calcolate sulla base di esperienze eseguite a temperature diverse, e percio impli-
citamente viene tenuto conto della variazione di F (v).

Darrieus stabilisce infine come si puo dedurre, da una nota funzione F (v, T)
per una determinata temperatura: ad es. 273 -f 15 = 288 (Siacci), i valori di
F (v, T) per qualsiasi altra temperatura.

Se la curva a tratto pieno rappresenta (fig. 34) la F (v, TO e si vuol costruire

laF (> basta osservare che, se M»

e I'omologo di Mi.

OPi n  VTj_
OP. Moy e,

MrPi  h  _EL
MOP, TO B+

I punti Mo Mi Mi corrispon-
denti a regimi simili sono dunque
su di una stessa parabola.

Il fascio di queste parabole e
compreso tra due parabole limiti

V=122(1"} T= 348(17)J

Prendendo per coordinate log v
elogF (vT), lecurve corrispondenti
ai diversi valori di T si deducono

tutte da una qualunque di esse, per semplice traslazione nella direzione del coeffi-
cente angolare (fig. 35).

Risulta che se la temperatura cresce, a partire dal valore T, restando costante v,
la resistenza cresce |-|~r> 0j o decresce ™ < 0) secondo che ve < o> del

valore di 500 m/s, a temperatura ordinaria, corrispondente al punto NOin cui la
curva tocca l'inviluppo.

La variazione «®"°8 P ¢ “8F(r) ¢ massima nel punto Mo di
PpUre * «T

flesso della curva, cioé per la velocita di 320 m/s alla temperatura ordinaria.

e) La funzione K (v).
a - Espressioni di Siacci e formule antiche.

Se si divide per v2 la funzione F (i), si ottiene una nuova funzione che viene

indicata con



La curva che rappresenta la relazione tra K (v) e v, variando assai piu lenta-
mente che non quella della F (v), permette di rilevare con maggior precisione la
legge delle variazioni successive della funzione.

Partendo dalla F (v) di Siacci, la curva rappresentativa dei valori io6K (v) e
riportata nella fig. (36).

Essa ha un tratto sensibilmente parallelo all’asse delle vper i valoridir fraoe
240 m/s, essendo in media i06K (v) = 123 quindi sale rapidamente fino al valore
massimo io6K (r)=350, per f=520
m/s circa, quindi diminuisce ab-
bastanza lentamente.

La curva presenta due punti di
inflessione : il primo per v = 310,

I'altro per v = 780 circa.

Rappresentiamo nella fig. (37)
diverse curve della funzione K (v)
in rapporto alle varie espressioni
della F (v).

Secondo la legge quadratica di
Newton, che, come abbiamo visto,
pud ritenersi valida fino a v = 240
m/s circa, Eulero basd la prima
teoria balistica, ponendo

F (v) = av2

dalla quale risulta

Kby= "=

equazione che rappresenta una pa-

rallela alle ascisse: il valore della
costante determinato da Eulero era
a= 0,130.
Per velocita un poco piu alte, e
cioé fino a 350 m/s, il Didion, valen- Fig. 35.

dosi delle prime misure di resistenza

fatte col suo pendolo balistico, provo che F (n) cresceva piu rapidamente, in fun-

zione di v, di quanto non sia rappresentato dalla legge quadratica.
L’'espressione data da Didion fu

F (v) = av- b v*
per la quale calcold le costanti

a = o,05 b= 6011

Si ricava
K(v) = a+ bv

0 — Halistica esterna - Volume I.
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Fig. 36.



equazione di una retta inclinata sull'asse delle ascisse che taglia |'asse delle ordi-
nate nel punto y = a

Questa retta taglia in due punti la curva K (v) di Siacci, e la taglia in modo da
rappresentarne I’'andamento medio, fra i 150 ed i 350 m/s.

Quando le velocita iniziali raggiunsero i 400 -r 500 m/s anche la legge di Didion
si dimostro insufficiente, gli errori che si commettevano applicandola risultavano
sempre piu palesi, man mano che si perfezionavano, con l'uso dei cronografi elet-
trici, i metodi di misura sperimentale della resistenza.

Eulero: F (v) = avl = 0,13011»; K (/) = AB

Didion: F(v) = av3mbvs = (0,05 + 0,011 v) v2; K(v) = CD
Bashfort: F (v) *=av*= 0,0*75u*; K (v) = EF
Piton-Bressant: F (v) av4d= 0,05224 va; K (v, = Gli

j inflessione per V = 335 m/s

K K K: Curva sperimentale di Gavre: .
P massimo per V = 470m/s

Fig. 37.

Il Bashfort modifico I'inclinazione della retta di Didion, adottando la legge
cubica
F @)= av
dalla quale si ricava
K (v) = av

che e l'equazione di una retta passante per l'origine, essendo il valore della co-
stante a = 0.00075.

Di tutte queste ipotesi semplici, atte a rappresentare con approssimazione le
curve K (v), la piu notevole e quella di Piton-Bressant, che sostituisce la K (v) di
Siacci nel suo tratto rapidamente ascendente cioe per valori di 250m/s <z;< 500 m/s,
con una parabola ad asse verticale, col vertice nell’'origine degli assi.

Cioe

F (u=aw
per cui
K (v) = a2

essendo il valore della costante a = 0,00000224.
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Ma per velocita maggiori di 500 m/s anche l'applicazione di questa legge perde
ogni significato.

Se si rinunzia alla continuita, ossia se si fanno variare le espressioni della resi-
stenza a seconda dei limiti della velocita, se cioé si sostituisce alla curva sperimen-
tale un contorno mistilineo poligonale assai prossimo ad essa, si riesce sempre a
rappresentare i lati con la forma

K (v) = bv”

Il Cranz osserva che sono note circa 27 di tali espressioni empiriche della fun-
zione resistente, per la maggior parte di questa forma esponenziale, oppure della
forma

K@)~ av bV -]

Dal Mayewski le velocita del proietto vennero divise in intervalli, a zone,
variando, da una all’altra, nella legge K (v) = avn, il coefficente a o l'esponente
n, od entrambi.

Cosi ad esempio, il contorno mistilineo dedotto dalle esperienze russe ed inglesi
che puo rappresentare la espressione K (v) di Siacci e definito (fig. 36) dalle espres-
sioni seguenti

S (1) K — 0,0%17442 7-° |B oo 1000 > v > 700
1) K= 00333933 o 700 > v > 420
I (I11) K 0,0%808 v 420 > v > 343
1 (V) K — o,0u2in 343 > v > 282
I (v) K= 00*49v 282 > v > 240
A\ (IV) K = 0,08108  ooooovoveveereeememmmmmmsmsssssssssnssssssssssss v < 240

Il contorno mistilineo, dedotto dalle prime esperienze di Krupp (1881-1895),
definito dalle espressioni seguenti

(1) A= 0,05499 V~°AS 1000 > v > 800
oI K = 00=2017v 03 800 > v > 550
I (I1l) K = 0,033036.......... 550 > v > 419
\ (IV) K = 00*724v ... . 419 > 7> 375
I (V) K = 0,0"5i6wW3. ... 375 > v > 295
[ (V1)K =80,0%449 v ... . 295 > v > 240

(VII) K = 0,03108........... I'< 240

{3 - Esperienze tedesche di Krupp (0. Von Ebcrhard).

Queste esperienze eseguite con metodi di misura molto esatti, ArMlerisi
Monaishefte, 1912, hanno portato a stabilire i valori della funzione 10* K pi
riportati nella tabella a) del Cranz (pag. 61 ediz. 1925); la corrispondente curva
rappresentata nella fig. 38.

Il proietto cui si riferisce la figura ¢ quello normale di Krupp, cioé il proietto
da 10 cin. con raggio ogivale di 2 calibri e con troncatura di ogiva di 0,3(1 calibri,
I'espressione della ritardazione W é:

(E ranz pag. 59)\ = R2r:8



Fig. 38.



nella quale ¢ da notare che n R- rappresenta la sezione del proiettoin cmqg. S la
densitad dell’aria in kg/m?, i = i per il proietto normale di Krupp.
Eberhard da le seguenti formule:
1) per proietto con raggio ogivale di 3 calibri e troncatura di ogivale
0,36 calibri.

1 N 58
F-= 1,3200-—7~"" >_ 0,0001024 V

2) per proietto con raggio ogivale di 5,5 calibri e troncatura di ogiva
0,36 calibri.

4- =1,4362 #i!10,0001128 v

3) per proietto conraggio ogivale di 3 calibri e troncatura di ogiva
0,25 calibri.

4- = 1,1959 - + 0,000x467 v
4) per proietto con raggio ogivale di 3 calibri ad ogiva appuntita

4- = 1,13x1--—- + 0,0003166 v

Volendo determinare, ad esempio il valore della resistenza su un centimetro-
quadrato di sezione di un proietto ogivale con 2 calibri di raggio ogivale e 0,36
calibri troncatura di ogiva, per v= 500 m/s, poiché risulta io6 K (v) = 3,998, si
ha (per 8= 1,22)

W = 1 «500s m3,998 mio-6 = 0,999 Kg-

La curva K (v) presenta un valore massimo per v = 480 m/s e per le grandi
velocita ha andamento asintotico rispetto all’orizzontale, cioé a dire torna a valere
la legge di resistenza quadratica.

Y - Esperienze di Dupuis.
Per la recisione della legge di resistenza dell’aria, furono eseguite a Gavre
esperienze sistematiche dal 1921-1923.
Il Dupuis ne da notizia nel Memorial de VArtillerie Frangaise, 30 fascic. 192S.
Egli misura le resistenze, alle differenti velocita, dei proietti seguenti:
Granata ogivale da 140 mm., a fondello diritto e a fondello rastremato;
Granata ogivale da 75 mm. geometricamente simile al proietto da 140 min.
nella sola forma di fondello dritto.
In relazione alle osservazioni del Cranz, il Dupuis realizzo, per la prima volta
la condizione essenziale di non tirare che con proietti identici. Egli osserva che «il
valore dei risultati ottenuti sarebbe di prim’ordine, se si potesse affermare la
tenuta ~stabilita) perfetta dei proietti sulla loro traiettoria » cioé si riferisce alla
influenza del 2° problema balistico.
Di cio, egli dice «non ebbi disgraziatamente che dei sintomi ».
Dall’esame dei risultati sperimentali egli trae le seguenti conclusioni:
1) la espressione della resistenza sotto la forma monomia ¢ «F(v) € impossibile;
2) occorre adottare espressioni polinomie, od altre nelle quali la forma del
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proietto intervenga mediante uno o piu coefficenti, impegnati con la v sotto lo
stesso segno funzionale;

3) poiché una espressione monomia, per quanto inesatta, non porta a risul-
tati assurdi, si pud presumere che una espressione binomia sia sufficiente.
In conseguenza, il Dupuis ha tentato espressioni della forma

FM=co9W+ c IV

c e c' essendo coefficenti caratteristici di ogni proietto 9 e ¢ delle funzioni della
velocita.

Il Dupuis dichiara che, sotto questa forma generale, possono essere espresse
con *fedelta straordinaria * tutte le esperienze eseguite, entro i limiti di velocita
sperimentati (260 m/s < v < 900 m/s).

Consideriamo le due funzioni di 9 e definite come segue, al disotto e al di-
sopra della velocita del suono:

a) per la funzione 9

per v < 341 9 (r) = 48,55 + 122,10 041 rto°'7

(r — 660*

Vv x7°>5 + 1,2200 (v — 700) 10 1, GO

per v > 341 9 (V)

b) per la funzione < (v) al disotto e al disopra della velocita del suono

— —l
perv < 341 () = 0,347 + 0653 10 OL IO

per 1 > 341 1 () r

cioe

1) al disopra della velocita s del suono, 9 (v) rappresenta con approssima-
zione sufficiente una retta di coefficente angolare 1, che taglia I’asse delle v in un
punto, la cui ascissa € la meta della velocita del suono; al disotto di s, la 9 (v)
rappresenta un tratto di
curva ad incremento as-
sai rapido intorno alla
velocita del suono, che si
riunisce alla retta di cui
sopra con raccordo an-
goloso, in corrispondenza
di : = s.

2) (* costante
ed uguale all’unita per
v > s, rappresenta per
v<sS, una curva con lo
stesso andamento della
precedente. |

Una rappresentazio- 2
ne grafica delle esperienze
e data dalla (fig. 39).
In conclusione, I'e-

spressione binomia pio- p N fig. 30.



posta definisce, al disotto di 341 m/s, una curva a forte curvatura ed a rapido
incremento, e al disopra una curva molto prossima ad una retta, di coefficiente
angolare c, con ima leggera sinuosita fra 450 e 800 m/s.
Il Dupuis da anche la rappresentazione propria (fig. 40) della funzione K (v).
La curva | rappresenta la funzione K (v) relativa ad un proietto di grande

raggio ogivale senza rastrematura.
La curva Il rappresenta la funzione K (v) relativa ad un proietto di piccolo

raggio ogivale senza rastrematura.
I punti segnati nelle vicinanze di questa seconda curva, rappresentano i valori

Fig. 40.

di K (v) secondo la legge di Gavre, dopo moltiplicazione per un fattore costante
K (v) di Gavre = 1,88.

Il Dupuis conclude percio confermandola convenienza di applicare la legge,
di Gavre per i proietti impiegati a stabilirla; curvando che le espressioni da lui
date offrono un progresso certo sulla rappresentazione monomia, e possono appli-
carsi ad un gruppo assai interessante di proietti moderni a falsa ogiva, ed ai pro-

ietti corti di un tempo.

/) La funzione n (V).

1 primi autori che fecero studi sulla resistenza dell’aria al moto dei proietti
espressero la legge della resistenza mediante la relazione mononiia:

Fv=X

pero affinché essa dia risultati corrispondenti al vero occorre dare alle costami
«e A valori diversi, secondo il valore di wv.

In tal modo la legge della resistenza & determinata da successive coppie di
valori di X ed «, valevoli ciascuno per valori di v compresi in una determi-

nata zona.
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Supponendo n e X costanti il valore della prima derivata di F[v),F' (v) é:

F'(v) = n Xvr~'

da cui:

n si chiama grado della resistenza (v. nota) F (v).
Se si calcolano valori di n corrispondenti a diversi valori di v, la curva della
funzione n (v) presenta le seguenti caratteristiche (fig. 41):

ha un primo tratto parallelo all’asse della velocita col valore costante 1 - -2
tino a 240 m. come abbiamo gia notato. Sale poi rapidamente fino ad un massimo
di circa 6 per v = 302; discende quindi dapprima rapidamente, indi piu dolce-
mente fino a diventare, per le alte velocita, assintotica alla retta n (v) = L

Noia. Se si rappresenta, sul piano, una curva qualunque F (r) in funzione eli r, il valore
N — 1 corrisponde al punto la cui tangente passa per l'origine. Quando la tangente taglui
l'asse delle mnella regione positiva, risulta w> :; nella regione negativa risulta » < 1.
Cosi, nella (fig. 42) si lui

A rchi OA A | AB B BC ic cb | D DE
\V2 >1 =1]<1 =1 > i]=1 < 11

In balistica, non si considera che il caso di .~ o. 11 caso di ri< o corrisponderebbe
all’ipotesi di resistenza decrescente quando la velocita cresce. Pertanto si avra sempre !¢ (r) - =<
parallela all'asse delle r.

Le rapide variazioni di n (<) in corrispondenza delle velocita medie intorno
cioé alla velocita del suono, confermano quanto sia difficile ottenere una rappre-
sentazione analitica soddisfacente della legge di resistenza ddl’aria, in particolare
con una formula monomia.

La Tav. VI contiene i valori di F (v), io- K (v) ed n (v) per v variabile da
0 a 1500.
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g 11 coefficiente di forma.

Per applicare una legge di resistenza, per esempio quella di Siacci, o quella di
Krupp, a proietti il cui coefficente di forma sia diverso da uno, occorre correggere
la funzione F (v) del coefficente variato, cioé occorre moltiplicare F (v) per il nuovo
valore di i.

Abbiamo dato al proposito, per le tabelle di Krupp, alcune formule di Eberhard.

Lo studio della forma esterna del proietto, alquanto trascurata negli anni
che precedettero la grande guerra, fu ripresa con intenso studio per ragioni di
carattere tecnico ed economico al tempo stesso e cioé: ottenere le richieste mag-

giori gittate, senza au-
mentare sensibilmente
la energia alla bocca,
allo scopo di utilizzare
le numerose b. d. f.
esistenti.

Si ammetteva, in
passato, che il coeffi-
cente di forma i dipen-
desse esclusivamente
dalla forma esterna del
proietto, e che quindi
esso fosse costante per
ciascun tipo di proiet-
to. Oggi sappiamo che

Fio. 42. specialmente pei

proietti lunghi, assai

affusolati, il coefficente di forma che appartiene ad un tipo di proietto, pud anche

non adattarsi ad uno di forma simile, se animato da diversa velocita, o costituito

da materiale di densita diversa. Cio percheé il coefficente i dipende, oltre che dalla

forma, dalle caratteristiche condizioni di moto lungo la traiettoria provocate

dall’ azione stabilizzante giroscopica; condizioni che analizzeremo al capitolo
e resistenza obliqua ».

Per ora osserviamo soltanto col lachino, che il proietto «non si muove nell’aria
come un mobile di peso e sezioni noti, trascinato da una forza diretta lungo |'asse
e per il quale soltanto la forma esterna pud influire: non é una aeronave sospinta a
muoversi nell’aria, che reagisce nel senso diretto ed opposto al moto, ma un solido
di rivoluzione animato da un movimento di precessione intorno al suo asse, varia-
bile lungo la traiettoria, diverso da traiettoria a traiettoria.

Ne segue che la resistenza incontrata durante il moto, oltre che ad essere
necessariamente obliqua, a causa della precessione, variera da punto a punto della
traiettoria, cosi come se si modificasse la forma del proietto in moto »

Sembra inoltre che I'area della sezione retta abbia una certa influenza c che i
proietti di piccolo calibro risentano |'effetto delle variazioni di forma in grado piu
sensibile che non quelli di grosso calibro.

Esperienze effettuate al poligono di Aberdeen nel 1919,con un proietto assai affu-
solato da 152, avrebbero messo in evidenza un sensibile miglioramento di i, a pai 1



angolo di proiezione p al crescere di V al disopra dei 500 m/s; ci0 si spiega quando
si pensi che la resistenza dipende dall’angolo di precessione <& che varia con 9.

Data I'importanza assunta dal coefficente di forma, é chiaro che si cerchi
di ridurlo al valor minimo, ordinariamente cio si ottiene, o affusolando l'ogiva, e
rastremando il fondello, o adottando i due sistemi abbinati.

L 'affusolamento del proietto favorisce la penetrazione qualora il moto risulti
rettamente stabilizzato. Pero, con l'affusolamento, pud talvolta, per la notevole
distanza fra centro di gravita e centro di pressione, aumentare di tanto il valore
della coppia di capovolgimento, da rendere necessario |I'impiego di proietti rigati,
perché la b. d. f. possa imprimere loro la veloce rotazione giroscopica stabilizzante.
Percio lI'allungamento e la forma del proietto vanno contenuti entro certi limiti,
per non peggiorare le condizioni del moto, ampliando I’'angolo di precessione, e di
conseguenza, la resistenza obliqua.

Di qui la opportunita dell’uso di false ogive per diminuirei! momento d’inerzia
trasversale, ed anche perché la bilsa ogiva in lamiera (od alluminio electron - R.M.)
puo esser facilmente tolta effettuare tiri con carica ridotta, o molto curvi.

Per quanto riguarda la restremazione del fondello, abbiamo gia notato che esa-
minando il comportamento del proietto in moto, in corrispondenza della parte poste-
riore siorigina una depressione, la quale tende rapidamente ad un massimo, quando
la velocita del proietto raggiunge circa 400 m/s. Da tale valore della velocita in poi,
I'aumento della resistenza dipende quasi esclusivamente dalla forma dell’'ogiva.

Nel rastremare i proietti € quindi necessario tener conto del valore medio
delle velocita lungo la massima parte della traiettoria. Una rastrematura troppo
spinta fa si che le parti conduttrici del proietto abbandonino I’appoggio delle
righe quando ancora una parte del proietto & nell’'arma e quindi soggetto ai moti
turbinosi dei gas, che, specialmente se la pressione di bocca é notevole, influen-
zano grandemente il moto d’imbarco del proietto sulla traiettoria, e danno luogo
a forti dispersioni nel tiro.

Il metodo da seguirsi per ottenere la piu conveniente rastrematura é indicato
nel Corso di Costruzioni di Artiglieria. Noi ci limiteremo a riportare dal noto Corso
di Costruzioni di Artiglieria del Mainardi, una formula empirica che pud appli-
carsi per determinare la variazione A i del coefficente di forma in funzione del
diametro d del fondello, del calibro a e dell’altezza h dell’ogiva:

457 _ _ ,,6(i+ 1 )i+ )

Molte sono dunque le considerazioni da tener presenti, e troppe condizioni
riassume in se il termine coefficente di forma («il coefficente della nostra ignoranza »,
come lo definisce il Cranz), perché si possa attribuire ad esso qualche cosa di piu
di un valore puramente indicativo caratteristico per quel proietto stabile e per
quella traiettoria percorsa stabilmente.

Cheé il coefficente di forma dedotto dalle osservazioni su una traiettoria non
puo essere valido per una seconda traiettoria appunto perche Il'identica coppia
stabilizzante iniziale genera, per tiro piu o meno curvo dello stesso proietto,
angoli di precessione, e quindi resistenze oblique diverse.

Negli studi preliminari di proietti nuovi il valore sperimentale di i non ¢ noto
per cui occorre ricercarne un valore approssimato; questo si ottiene deducendolo



per analogia da altri proietti di forma e calibro poco diversi impiegati in condi-
zioni quasi uguali.

Parecchi autori hanno date formule empiriche ed espressioni teoriche mediante
le quali si potrebbe determinare il valore del coefficente di forma senza dover ricor-

rere al tiro.
Secondo Hélie, adottato come s’e detto i = i per proietti aventi raggio di
ogiva n = 1,5, il coefficente di forma sarebbe funzione dell’altezza dell’'ogiva h

per cui si avrebbe

m 3V4«—1

2nVr5
od anche
12 m
= e ==
(1+4 m2)VvV 5
con vi —

lr
W. Heydenreich, valendosi d’'una formula poco diversa da quella di Hélie,

trova valori del coefficente di forma in funzione di r5 che sono numericamente
poco diversi da quelli determinati con la formula di Hélie.
Gli americani adottano la formula assai semplice

_ 2 V4 «— |
| = 0306-% =%
nel caso in cui il proietto tipo abbia un raggio ogivale 3 — 1,5 mentre per n — 2

essa diventa
2 v 4n—1
~ n 7

Questa formula e esatta solo per proietti ogivali con ogiva tangente alla parte
cilindrica e non smussata.

Il Vallier, seguendo le teorie in uso presso |’artiglieria francese, secondo le
quali il coefficente di forma & funzione dell’angolo y d’apertura dell'ogiva, da
un quadro dei valori di i corrispondenti ai vari valori pratici di y, nonché ai
valori delle velocita; secondo questo autore i crescerebbe sempre col diminuire di v.

Infine, un ultimo accorgimento che pur peggiorando di poco il coefficente di
forma, diminuisce la dispersione del tiro, € costituito dalla troncatura d’ogiva
(méplat).

Questo sistema, che consiste nel tagliare il proietto in ogiva in modo che non
finisca a punta, era gia noto ed applicato da tempo all'estero con troncature che,
nei casi normali, hanno valori di 1/10 di calibro.

Esso & stato provato con successo, anche da noi, per le pallottole di armi
portatili, dal col. Magistri nel 1929; le esperienze di quest’'ultimo dimostrereb-
bero che I'effetto stabilizzante alle velocitd elevate (800 m/s), crescerebbe col
crescere del diametro della troncatura, fino ad '/} di calibro.

Dopo quanto e stato detto, appare chiaro come non esista tutt'ora una for-
mula che permetta il calcolo esatto del coefficiente di forma di un proietto, nono-
stante le numerose teorie non sempre concordanti; |'unico metodo che dia sicuri
risultati € quello della determinazione sperimentale mediante il tiro, metodo che a
suo tempo verra ampiamento illustrato.



Il coefficiente di forma che se ne ricava diviene cosi un dato sperimentale,
mediante il quale la legge di resistenza dell’aria determinata per un proietto tipo
si rende applicabile al proietto che si considera; cio sempre perdo entro i limiti
gia chiariti.

4 - Residenza obliqua.
a) Generalita sulla forma ed il comportamento dei proietti.

| primi proietti impiegati nel tiro furono quelli sferici i quali per la loro sim-
metria incontravano nel loro moto nell’aria una resistenza direttamente opposta
alla velocita.

Perd, a parte le altre considerazioni, quali la grande resistenza al moto, la
poca efficacia sul bersaglio, la mancanza di forzamento ecc., i proietti sferici davano
luogo ad eccessive deviazioni del tiro e cio per effetto principalmente delle irre-
golari rotazioni impresse al proietto sferico durante il tragitto nell’anima.

Il moto di rotazione dei proietti sferici & cagionato dai martellamenti nell’larma
e dalla non coincidenza del centro di gravita con il centro di figura.

Quando un proietto urta contro le pareti dell’anima, I'attrito F che si svi-
luppa nel ponto di contatto C costituisce una forza la quale, dalla superficie del

proietto tasportata al centro di gravita G,
mentre ne ritarda il movimento di trasla-
zione, da anche luogo ad una coppia FF' e
quindi ad una rotazione (fig. 43). ] ( r

Se l'urto avviene contro la parete V

superiore dell'anima, I'emisfero anteriore 0
prende un movimento dall’alto in basso;
viceversa se urta la parete inferiore.

Se l'urto succede contro la paretedestra, I'emisfero anteriore muove nella
rotazione da sinistra a destra.

Anche I'eccentricita del proietto produce un movimento di rotazione, come
appare chiaramente dalla fig. 44.

Per evitare la rotazione dei proietti, causa principale delle deviazioni, vennero
fatti parecchi studi sia per impedirla che per renderla regolare.

Per contrariare la rotazione si propose d’'unire al proietto 111 tacco di legno
in modo che esso non avesse da abbandonarlo se non fuori dell'anima.

Questa disposizione pero non diede
buoni risultati, poiché il tacco si distac-
cava il piu delle volte prima dell'uscita.

Il Thiroux propose, almeno per le
bombe, di aggiungere al proietto un ap-
pendice che non si distaccasse, cioé un
altro piccolo proietto legato al primo per
mezzo di una catena.

Siccome la rotazione che tendono ad assumere le bombe non & molto rapida,
il secondo proietto, rimanendo indietro, impediva la rotazione del primo.

Altre disposizioni furono tentate, ma con risultati nulli.

Si propose allora di regolarizzare la rotazione dando ai proietti sferici una eccen-
tricita artificiale considerevole ecollocandoli nell'anima sempre nella stessa posizione.

Fic- 43-
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Tutte o quasi le artiglierie di Europa eseguirono numerose esperienze con
proietti eccentrici, giungendo a conclusioni non sempre concordanti.

Sembra tuttavia che le bocche da fuoco ad anima corta fossero le piu idonee
all'impiego di proietti eccentrici.

In Prussia fu adottato tutto un sistema di granate e bombe eccentriche. La
eccentricita era dovuta ad uno spostamento del centro della cavita interna. Questa
cavita poi non era sferica, ma aveva la forma di un elissoide allungato di rivolu-
zione, coll’asse maggiore assai differente dal minore, e che si situava perpendico-
larmente al piano di tiro. Tale disposizione aveva per scopo la stabilita del movi-
mento di rotazione.

Pel tiro di lancio i proietti si collocavano col centro di gravita in alto, per tiri
curvi col centro di gravita in basso.

Quando il centro di gravita era in alto, il tiro riusciva talmente teso, che
I’angolo di caduta era talvolta minore dell’angolo di proiezione Quando il centro di
gravita era in basso, la rotazione prodotta dalla eccentricita si sommava con quella
nascente dal primo urto dei gas, contro il proietto, e dall’'urto di questo contro la
generatrice inferiore dell’anima. La rotazione risultante essendo piu rapida, la
precisione del tiro era maggiore. Per effetto di questa rotazione, la curvatura della
traiettoria era piu pronunciata che nel caso ordinario, il che, nel tiro arcato, era un
vantaggio, poiché permetteva di ottenere con una piccola elevazione un conside-
revole angolo di caduta.

Prima di venire all’adozione dei proietti oblunghi, altre specie di proietti
furono studiate con lo scopo di utilizzare il moto rotatorio a favore della preci-
sione e della radenza del tiro, meglio che non fosse dato con i proietti sferici eccentrici.

I proietti sferoidici o a forma di lente parvero, almeno teoricamente, poter
soddisfare allo scopo; essi infatti, quando siano lanciati col loro piano equatoriale
coincidente col piano di tiro, e con un moto rotatorio intorno al loro asse, presen-
tano sugli sferici eccentrici due vantaggi incontestabili, cioe, sotto un pari volume,
minor resistenza e maggior stabilita dell’asse di rotazione.

Il De Puyd, dell'artiglieria belga, fu tra i primi a proporne. | suoi proietti
erano dischi eccentrici, la cui forma esterna era quella di un toro limitato da due
piani. La loro eccentricita era costituita da un vuoto interno che aveva la figura
di un mezzo toro, simile a quello della figura esterna.

Il cannone aveva I’anima di sezione simile a quello del proietto, con un vento
di 2mm. | proietti introdotti, mediante la loro unione al cartoccio, col centio
di gravita in alto, vennero lanciati coll’elevazione di i° e con una carica corri-
spondente a 510 m/s di velocita iniziale. La gittata per due proietti fu da 2600
a 2700 m., con una deviazione laterale quasi nulla; per un altro proietto la git-
tata fu di 2232 m. con una deviazione laterale di 326 m. Un quarto proietto diede
una gittata di 2050 m. ed una deviazione laterale di 198 m.

Questi risultati, che lasciano molto a desiderare quanto alla precisione, sono
meravigliosi per le gittate ottenute, gittate piu che sestuple di quelle che, con
eguali dati iniziali,fsi ottengono con i proietti non ruotanti. Infatti, un altro proietto
lanciato senza rotazione, mediante un tacco di legno, diede una gittata di 410 m.

Il conte di Saint Robert propose pure proietti sferoidici, ma concentrici cioé
col centro di gravita coincidente col centro di figura, venendo la rotazione impressa
dall’arma stessa. Fra i vari modi d’imprimere questa rotazione, da lui immagi-
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nata nel 1877, egli giudico preferibile di dare all’anima della bocca da fuoco una
certa curvatura nel senso del piano di tiro colla concavita in basso. Il proietto,
in ogni punto del suo tragitto neH'anima, tenderebbe a seguire la tangente ; ma
siccome, per la resistenza oppostagli dalla parete curva, € costretto a percorrerne
il successivo tratto, ne nascera una pressione normale alla superficie curva, che
non e altro che la forza cemriluga. Questa pressione da luogo ad un attrito, che
applicato all’equatore del mobile genera un moto di rotazione, il quale rispetto
alla sua parte anteriore, sara evidentemente rivolto all'insu.

Atteso la grande velocita del proietto, basterebbe una piccola curvatura per
imprimere una considerevole velocita angolare.

Tutte queste soluzioni si dimostrarono poco soddisfacenti, ed il problema
venne risolto completamente con |’'adozione dei proietti ogivali, dotati di movi-
mento di rotazione attorno al proprio asse.

Questa innovazione, dovuta al generale G. Cavalli, segno un progresso gigan-
tesco nella tecnica dell’'Artiglieria.

Il proietto appena uscito dalla bocca da fuoco, essendo animato da una forte
velocita di rotazione attorno al proprio asse di figura, possiede una stabilita
dinamica che presenta delle analogie con quella della trottola.

Se tale stabilita fosse eccessivamente grande, I’asse di figura si manterreblx-
costantemente parallelo a se stesso e formerebbe con la tangente alla traiettoria
un angolo che andrebbe crescendo, dimodoché la resistenza dell’aria diventerebbe
molto grande e di conseguenza andrebbe distrutto notevolmente il vantaggio del
proietto oblungo sul proietto sferico.

Se la rotazione del proietto ¢ tale da conferire ad esso una giusta stabilita,
allora il suo asse di figura si mantiene sempre molto prossimo alla tangente alla
traiettoria per cui esso cade di punta.

Quindi lo scopo della rigatura non deve essere quello (Perrodon) «di man-
tenere I’asse del proietto immobile nello spazio, ma bensi I'altro di farlo adagiare
il pil esattamente possibile sulla tangente alla traiettoria, e per conseguenza di
dargli un movimento determinato » Segue che rotazioni eccessivamente rapide
saranno dannose, come quelle troppo deboli; ma e difficile (Ronca) stabilire spe-
rimentalmente la rotazione piu conveniente vale a dire quella che meglio avvicina
l'asse alla tangente e che dipende dalla velocita iniziale, dall’angolo di proie-
zione, dal passo della rigatura e dal proietto, ossia dal suo peso, dalla posizione
del suo centro di gravita, dalla sua forma esterna e dai suoi momenti d’inerzia

rispetto agli assi principali.

b) Studio qualitativo del fenomeno della resistenza obligqua.

Come € noto, la soluzione del primo problema balistico si basa sulla ipotesi
della resistenza diretta. Si ammette cioé che la resistenza dell’aria R risulti diret-
tamente opposta alla velocita v.

Ora tale ipotesi & unicamente e rigorosamente valida nel caso di proietti
che si muovono nell'atmosfera nella direzione del proprio asse, ma non lo & piu
quando la direzione della velocita, e cioé la tangente della traiettoria, non coincide
con detto asse. E la divergenza risulta tanto maggiore quanto piu grande ¢ il
valore dell’obliquita, cioé dell’angolo che la direzione della velocita forma con
I'asse del proietto.
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Si consideri infatti (fig. 45) un proietto, privo di moto rotatorio, che si muova
nell’aria nella direzione del proprio asse. La resistenza R dell’atmosfera dovra,
come € ovvio, avere la stessa direzione e verso opposto. Se allora si prendono in
esame due elementi di superficie simmetrici di una stessa corona circolare, p e.
appartenenti alla ogiva, (elementi schematizzati in figura nei due archetti ab e

a'b'), la R agira su di una dire-

zione parallela all’asse. Se si

scompone la R in due compo-

y nenti, una pe normale all’ele-

mento di superficie considerata,

ed una p'« ad esso tangente, e

si suppongono trascurabili gli

pIG 45 attriti, si deduce che l'azione

della resistenza dell’aria su

ognuno dei due elementi in questione si riduce a quelladi una forza p* normale
ed uguale per ogni coppiadi elementi simmetrici.

Scomponendo la p<(fig. 46) a sua volta nelle direzioni rispettivamentenormale
e parallela all’asse di figura, risulta che le componenti normali si eliminano due
a due, perché ciascuna di esse e uguale e di verso contrario a quella che agisce
sull’elemento simmetrico, mentre quelle parallele all’asse si sommano, dando
luogo ad una risultante p che giace appunto
sull’asse ed ha verso opposto a quello della
velocita.

Se ora (fig. 47) si considera un proietto,
privo di moto rotatorio, che muove nell’aria
in direzione obliqua rispetto al proprio asse,

e cioé tale che la direzione della velocita
formi un angolo 8 coll'asse stesso, si puo
ritenere che le molecole aeree urtino secondo
questa direzione, ma con verso opposto, la
superficie del proietto. Pero eseguendo la
stessa scomposizione della forza R eseguita
nel caso precedente, si pud vedere facilmente
che la p sull’elemento a’ b' ¢ notevolmente
minore di quella sull’elemento ab e in
qualche caso puo risultare addirittura nulla ~ 116G ~
o di verso opposto.

Se allora (fig. 48) si scompone la pr pei ciascuno dei due elementi simmetrici
a'b'c d' e abcd in direzione rispettivamente normale e parallela all’asse, si ha
che le componenti normali non si elidono pit come nelcaso precedente. Sommando
e componendo tutte queste risultanti parziali (sia normali che assiali) per una
corona circolare a' b' a b si avra la p, della figura 49. La risultante complessiva
per tutto il proietto sara una forza p applicata in un punto C dell’asse, detto
centro di spinta o di resistenza diverso dal baricentro G e che forma coll'asse
stesso un angolo 8,. Si ha cioé la resistenza obliqua.

Nel momento in cui il proietto abbandona I'arma (fig. 50), I'asse di figura e
la tangente alla traiettoria coincidono, quindi si verifica esattamente |’ipotesi
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della resistenza diretta. Ma negli istanti successivi, per effetto della gravita, la
traiettoria si incurva verso il basso, mentre l'asse di figura, per inerzia, tende a
spostarsi parallelamente a se stesso. Nasce allora una divergenza fra asse di figura
e tangente alla traiettoria, misurata dall’angolo 8, che tende ad aumentare man

mano che il proietto prosegue nel
suo moto. Allora la resistenza
dell’aria da diretta diviene obli-
qua, e la sua direzione facon I'asse
del proietto un angolo 8, (fig. 49).

Chiamando con K il rapporto
dei due angoli anzidetti, si avra

Mentre nel caso della resi-
stenza diretta la resistenza del-
I'aria ha, come linea di azione,
una retta passante per il bari-
centro G, nel caso della resistenza
obliqua, tale linea di azione passa
per il centro di resistenza C.

Fio. 47.

Ne nasce evidentemente una coppia rovesciante di momento

essendo

Mg =

pi sen Sr

GC

ed Mg il momento rovesciante perturbatore.

La coppia rovesciante tende a far rotare il proietto attorno a un asse
normale al piano di figura e passante per il baricentro G e quindi a far aumen-
tare I’angolo 8 Si avrebbero in conseguenza valori eccessivi della obliquita, ed il

7 — Balistica esterna - Volume |I.

/

proietto quindi potrebbe non urtare il
suolo colla punta, venendo cosi a
mancare I’esplosione.

Facendo assumere al proietto un
rapidissimo moto di rotazione intorno
al proprio asse, si ha che il proietto
stesso viene ad acquistare una stabilita
detta giroscopica rispetto alla tangente
alla traiettoria, in conseguenza appunto
di tale moto rotatorio. Precisamente il
vettore momento della coppia rove-
sciante M g componendosi con quello M ,
della coppia di rotazione, determina
un vettore momento risultante che é
anche asse istantaneo di rotazione
(fig. 51) tale che, se per esso si fa



passare un piano verticale, questo verra a formare un certo angolo con un altro,
pure verticale, che contiene I'asse del proietto.
In conseguenza di cio l'asse del proietto tende a fuoriuscire dal piano verti-
cale che lo contiene, in direzione ad esso
// normale.

Si pud concludere quindi che non ¢
vero quanto spesso si sente affermare,
che cioé il moto di rotazione del proietto
abbia come risultato quello di impedire
il ribaltamento dell’asse. Esso ha invece
come conseguenza quella di provocare la
fuoriuscita dell’asse di figura dal piano
che lo contiene.

In conseguenza di cio |'asse di figura
e la tangente alla traiettoria non indivi-
duano piu un piano che coincide col piano
di tiro, salvoche nell'istante iniziale. In

Fig49- altri termini, il piano di resistenza, che ¢

quello testé definito e che inizialmente

coincide col piano ditiro, nei successivi istanti viene a formare con quest’ultimo
un angolo ™ detto angolo di precessione.

Ora, poiché la resistenza dell’aria pc € sempre contenuta nel piano di resi-

stenza, nei successivi istanti verra anch’essa a fuoriuscire dal piano di tiro, seguendo
il piano di resistenza nelle sue successive posizioni. In conseguenza la coppia rove-
sciante (dovuta alla resistenza dell’aria) viene in ogni istante ad agire in un piano
di resistenza che ha una iTuit/ioiie orizzontale del proietto
posizione diversa da

quella precedente, ed in

ciascuna di queste posi-

zioni tende a rovesciare

I'asse di figura. Per effetto

del moto di rotazione

attorno all’asse, in ogni
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posizione del piano di resistenza, si manifesta |’azione giroscopica, provocando la
fuoriuscita dell’asse dal piano che in quell’istante lo contiene ed il suo passaggio
alla successiva posizione.

Nasce cosi il moto conico dell’asse del proietto attorno alla tangente, detto
moto conico di precessione.

Per effetto del moto conico, I'asse di figura dovrebbe logicamente compire
una rivoluzione completa attorno alla tangente alla traiettoria, cioe passare alter-
nativamente a destra e a sinistra del piano di tiro Con cio risulterebbe inspiega-
bile il fenomeno della derivazione, che avviene in genere da ima parte sola del
piano di tiro, e del quale poi si trattera nei numeri seguenti.

Nella trattazione analitica del secondo problema balistico verra dimostrato
come effettivamente, nel caso del proietto, il moto conico non sia completo, e
cioé I'angolo non possa mai superare il valore = n.

Dando al proietto una opportuna velocita di rotazione attorno al proprio
asse, in modo da porporzionare la stabilita giroscopica alla coppia rovesciante, si
puo ottenere che la stabilita del proietto sulla traiettoria sia assicurata, e cioe che
in ogni istante la obliquita 8 risulti piccola.

c) Derivazione - Effetto Magnus.

Una seconda conseguenza della stabilita giroscopica é la cosidetta derivazione.

Fino all’istante in cui la resistenza, pur diventando obliqua si mantiene nel
piano di tiro iniziale, la forza p é contenuta in esso. Ma quando I'asse di figura
fuoriesce da questo piano, il piano di resistenza, come & noto, cessa di coincidere
col piano di tiro e quindi la p lo segue.

Allora la p, supposta trasportata nel baricentro G, pud essere decomposta
(fig. 52-a) in una forza ritardatrice FV, direttamente op-
posta alla velocita, ed in una forza deviatrice Fd, giacente

nel piano di resistenza. <AON
La Fd, a sua volta, pud quindi essere decomposta in
una Fdr (fig. 52-b) giacente nel piano di tiro, ed in una da*

Fdnad esso normale. Quest'ultima applicata al baricentro
G, € quella che tende a far uscire questo dal piano iniziale
di tiro, provocando il fenomeno della derivazione.
I primi studiosi del fenomeno, e fra questi il S. Ro-
bert, non riuscirono a ben vederne le cause, e quindi
cercarono di spiegarlo, anziché col fenomeno giroscopico, /
coll’effetto di Magnus.
In realta puo dirsi che anche quest’ultimo intervenga
mainognicaso in misura minima, come sivedra in appresso’
Conviene ad ogni modo chiarire in che cosa consiste
I'effetto di Magnus. Sia (fig. 53) un cilindro, che ruoti,
con velocita costante, attorno al proprio asse, e si sup-
ponga che esso venga investito da una corrente d’aria F.
Cio equivale evidentemente ad ammettere che I’aria sia ferma e che |'asse del
cilindro si muova nella direzione di F, ma con verso contrario, con una velocita
uguale a quella supposta posseduta dall’aria.
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lezione XX I filetti fluidi, all’istante dell’'urto, divergono, lambendola

superficie del cilindro ed assumendo I'andamento indicato in

figura. Se la velocita di rotazione propria del cilindro é p.e.

sinistrorsa, poiché la superficie laterale del cilindro trascina con

jrd(sé uno strato (conche) d’aria che, naturalmente, si muove nel

senso delle frecce punteggiate, si ha che, in corrispondenza del

punto B della periferia la velocita dei filetti fluidi si somma

n j con quelladel cilindro, mentre in corrispondenza del punto A,

i le due velocita, risultando di segno opposto si sottraggono.

| In conclusione i filetti aderenti alla superficie in B as-

s ,D surnono una velocita maggiore che in A. Se allora si tiene pre-

sente la gia citata equazione di Bernoulli sul moto dei fluidi

perfetti, che esprime in sostanza il principio della conservazione dell’energia, nel
punto B si avra minor pressione che in A.

In conseguenza di questa differenza di pressione si produce una spinta verso
I'alto dell’asse del cilindro, il quale si spostera come se fosse sollecitato anche da
una forza Fi. Poiché nel fenomeno della derivazione si ha uno spostamento
analogo dell’asse del proietto, i primi studiosi, e fra essi il S. Robert, attribuirono
all’effetto Magnus il fenomeno stesso.

Il merito di aver corretto questa errata opinione spetta al Mayewski.

E daltra parte intuitivo che I'influenza dell’effetto Magnus sia trascurabile
nei riguardi della derivazione. Se infatti si considera la spinta massima dovuta
all’effetto stesso, si vede che essa si ve-
rifica quando I'asse di figura del corpo &
normale alla direzione dello spostamento.

Trattandosi di proietti, dovrebbe in tal
caso essere 8 = Se § & piccolissimo,
e ancor piu se € nullo, I’equazione di Ber-
noulli non é piu valida e quindi non & piu
il caso di parlare di effetto Magnus. Nei
proiettili stabili, quali sono quelli consi-
derati, il valore di 8¢ al massimo di pochi
gradi, almeno allo stato attuale delle nostre
conoscenze. Quindi assai piccola ¢, teorica-
mente, l'influenza del fenomeno Magnus
sulla derivazione. Cid ¢ anche confermato
da ricerche e valutazioni numeriche recen- i n;. 53.
temente eseguite da alcuni studiosi.

E certo perd che se I’esperienza potesse far conoscere che lungo qualche arco
della traiettoria, il valore di 8 assume dimensioni sensibili, |'effetto Magnus
non potrebbe piu venir trascurato nella valutazione delle cause che determinano

la derivazione.

d) Teoria di Poisson.

Giova esaminare l'analogia (ma non identita) esistente fra il moto del proietto
e quello della trottola e dare uno sguardo alla teoria di Poisson.
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Si abbia (fig. 54) un corpo di rivolu- 1 i

zione (trottola) che poggia con la punta G
sopra un piano fisso, sia inoltre Gil suo
baricentro.situato, naturalmente, sull’asse
di figura e nel quale possiamo conside-
rare concentrato il peso p della trottola.
In assenza di moto rotatorio e se il piano
fisso non reagisse sulla punta G con una
forza contraria R, la direzione del moto
sarebbe quella di caduta.

Esistendo la coppia p — R la trottola
ruota nel piano passante per |'asse e per
la verticale del punto fisso G, nel senso
indicato dalla freccia 1. Imprimendo alla
trottola un rapidissimo moto di rotazione
attorno al proprio asse, nel senso indicato Fig. 54.
dalla freccia 2, i due moti rotatori si com-
pongono, I'obliquitad 8 dello asse della trottola sulla verticale anzidetta non cresce
rapidamente e la trottola non si abbatte, finché irmoto rotatorio ha considere-
vole valore.

Non solo, ma mentre la trottola gira rapidamente intorno all’asse di figura,
inizialmente verticale, questo gira lentamente e nello stesso senso (freccia 3)
intorno alla verticale passante per il punto di appoggio, descrivendo una super-
ficie conica, e nello stesso tempo compie piccole oscillazioni quasi impercettibili
attorno ad un asse istantaneo passante perii punto d'appoggio e perpendicolare
al piano verticale che passa per I'asse di figura.

In altri termini I'asse di figura non cade ma si sposta in direzione normale
al piano che contiene la verticale e la linea di azione del peso. Nasce cioe il moto
conico di precessione.

Generalizzando quindi si puo dire di essere nel caso di un corpo di rivoluzione
animato da una velocita di rotazione propria e soggetto a una forza che ha un

momento non nullo rispetto al punto fisso G. Tale
forza rovescerebbe il corpo se non si eccitasse la
reazione giroscopica in direzione normale al piano
di rovesciamento.
Tra il corpo di rivoluzione cosi considerato ed
il proietto si pud stabilire una analogia ma non
un’identita, come credeva il S. Robert. Nel moto
della trottola, infatti, se I’'asse di figura ruota di
moto conico esso deve possedere una velocita an-
golare di rotazione.
Fig. 55. Chiamando con ir (fig. 55) l’'angolo di preces-
sione (che e I’'angolo che il piano che contiene Tas-
se di figura nell’istante che si considera fa col piano che lo conteneva ini-
zialmente), esso variera da O e 2 ir.
Inoltre la precessione sara pil o meno rapida a secéndo che 'J. nell'inter-
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vallo considerato, crescera piu o meno rapidamente. La velocita angolare di rota-
zione dell’asse della trottola & data quindi da

li=d

dt Y

Poisson nella sua teoria del fenomeno, trovo

d 4> M _ "
dt Irseng _ COS
dove:
M = Momento del peso rispetto al punto G

| —momento d’inerzia assiale del corpo
r = velocita angolare di rotazione attorno all’asse
S = obliquita.

\

In realta il valore trovato da Poisson non ¢ costante perche ci sono gli
attriti dovuti alla resistenza dell’aria, che smorzano la reazione della trottola.

Quest'ultima quindi, nel moto di precessione, compie rivoluzioni complete
intorno alla verticale passante per il punto fisso G. Senonché negli istanti che man
mano si succedono, gli attriti smorzano la velocita angolare di rotazione della
trottola.

Allora 8 cresce, in quanto il rapporto fra la grandezza della coppia di rota-
zione della trottola e quella della coppia perturbatrice (costituita dal peso e

dalla reazione del punto fisso), va diminuendo. Pero va aumentando, perche

la diminuzione di r & assai maggiore dell’aumento di sen 8 Si arriva, in tali
condizioni di moto, ad un istante in cui la trottola cade. E ci0 avviene quan-
do il momento rotatorio si annulla, cioé l'anzidetto rapporto fra questo ed il
momento perturbatore diviene uguale a zero. Se, come voleva S. Robert, un
fenomeno identico a quello della trottola si verificasse anche per il proietto,
guesto dovrebbe compiere col suo asse interi giri attorno alla tangente alla
traiettoria.

La forza deviatrice in tal caso tenderebbe a far uscire il baricentro del pro-
ietto alternativamente a destra e a sinistra del piano di resistenza. La proiezione
orizzontale della traiettoria sarebbe una linea sinuosa, contrariamente a quanto
si verifica in pratica per la derivazione.

La soluzione della questione & dovuta al Mayewski, il quale ha dimostrato
che, a differenza di quello che succede nella trottola, I'asse di figura del proietto
si mantiene sempre dalla stessa parte del piano di tiro, e I'angolo 41 non supera
mai il valore n radianti.

Il proietto quindi descrive, attorno alla tangente, appena mezzo cono al
massimo, mentre la trottola ne descrive uno intero attorno alla verticale pas-
sante per il punto di appoggio sul piano fisso.

Quanto sopra porta a concludere che fra il moto del proietto e quello della
trottola non vi ¢ identita ma solo analogia, come si & precedentemente affermato.

Che cio sia & d’altra parte intuitivo.

Nella trottola infatti la forza peso & costante, mentre nel proietto la resi-
stenza dell'aria, che ad esso corrisponde, € una funzione della velocita, e, come

tale, variabile.
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Nella trottola la precessione avviene attorno a una retta fissa che € la verti-
cale passante per il punto di appoggio, mentre nel proietto tale retta € mobile,
essendo costituita dalla tangente alla traiettoria. Il S. Robert, la cui trattazione
e pertanto manchevole, ed anche il Mayewski, trattarono analiticamente il pro-
blema del proietto come quello della trottola, applicando cioe le equazioni di
Eulero, che sono valevoli solo se il moto avviene attorno a una retta fissa, ossia
se ci si riferisce ad un sistema invariabile di assi coordinati.

L'errore che in tal modo si commette e tanto piu piccolo quanto piu il tiro e
teso, perche allora la tangente alla traiettoria varia poco. La presente trattazione
conduce invece ad una formula della velocita di precessione identica a quella della
trottola, meno un termine che da ragione della legge di Mayewski.

e) E ffetto giroscopico.

Giova ora formarsi una chiara idea dell’effetto giroscopico.

Esso consiste, come si € detto, in un fenomeno per cui un corpo di rivolu-
zione, dotato di elevata velocita di rotazione intorno al proprio asse di figura,
reagisce ad ogni azione che tenda a spostare questo asse in senso tale da aversi
la fuoriuscita dell’asse stesso
normalmente al piano in cui
avviene lo spostamento. Si
tratta, ciog, di un fenomeno di
inerzia che puo essere spiegato
con un esempio, semplicissimo.

Sia (fig. 56) tm disco sot-
tilissimo rotante attorno ad un
asse contenuto nel piano di
figura, con velocita angolare
costante.

Se si devia l’asse OP in
OP’, facendolo rotare attorno
alla retta QQ', normale al piano
di figura, la nuova posizione
OP' sara anch’essa contenuta
nel piano stesso.

Il disco allora rotera at-
torno alla QQ’, mantenendosi N
normale a OP'. Fig. 56.

Consideriamo ora i due
punti Q e Q'. Essi, finché I'asse di rotazione ¢ OP posseggono una velocita di
rotazione v tangente al disco.

Quando I'asse si sposta in OP'la velocita didetti punti diventa quellau,
diretta secondo la tangente alla nuova posizione del disco. Suppongasiche tanto u
quanto v abbiano la stessa grandezza, cioé il modulo della velocita non muti
nel cambiamento di posizione: sara perd0 mutata la sua direzione.

Cio significa, in conclusione, che c’é stata ugualmente una variazione di velo-
cita; quindi deve essere intervenuta una accelerazione w che, sommata colla v,
deve dare la nuova velocita u:



Per la legge d'inerzia ogni massa tende a rimanere nello stato di quiete o di
moto in cui si trova. In particolare, se la massa € in movimento ed ha una data
velocita, per far variare quest’ultima cccorre imprimere alla massa una accelera-
zione, vale a dire, intervenire con una forza, essendo:

/ = ma

Ma per la legge d’azione e reazione, la massa reagisce a questo intervento con
una forza uguale e contraria.

Ora poiché, come si & detto, nel caso del disco interviene una accelerazione
per il solo fatto che la velocita cambia di direzione, nei punti Q e Q' nascono
delle reazioni di inerzia date dalle masse concentrate in detti punti, moltiplicate
per w e rappresentate in figura dai vettori:

(.A - Q) (A 1 Q")

Tali reazioni determinano una coppia di inerzia che agisce in un piano per-
pendicolare al piano di figura. Ed allora, mentre si esercita lo sforzo per spostare
I'asse OP in OP', nel piano di figura, si eccita una reazione che tende a far
uscire Tasse in direzione normale al piano stesso.

Cio consente di dedurre che la reazione giroscopica non si oppone diretta-
mente alla causa che la provoca, nel senso di far ritornare Tasse nella posizione
iniziale, ma tende solo a tirar fuori Tasse dal piano in cui & contenuto.

Lo stesso ragionamento fatto per i punti Q e Q' vale per qualsiasi coppia
di punti del disco, quindi qualunque sia il piano in cui si trova lo spostamento
dell'asse di figura. Se il disco in questione non possedesse velocita di rotazione
propria, evidentemente la reazione giroscopica non verrebbe eccitata, perché
I’accelerazione normale w sarebbe nulla (essendo u = v — 0) e quindi verrebbe a
mancare la reazione di inerzia.

Tutti gli apparecchi giroscopici oggi in uso sono fondati sul principio piu
sopra chiarito.

E poi evidente che le considerazioni svolte per il disco possono essere applicate
ad proietto.

Perla trattazione completa del 2° problema balistico si veda «Burzio »
Complementi di balistica esterna - gia citato nella prefazione.



CAPITOLO 1V

PROPRIETA GENERALI DELLA TRAIETTORIA

1 - Premesse.

Il moto di rotazione del proietto attorno al suo centro di gravita non puo
essere trattato indipendentemente da quello di traslazione; pero, cosi facendo,
si va incontro ad espressioni analitiche molto complesse che non & possibile inte-
grare. E bensi vero che De Sparre, S. Robert e Mayewski tennero conto dell’an-
golo formato dalla direzione della velocita con |’'asse del proietto, ma nelle loro
espressioni della resistenza dovettero supporre che questo fosse zero, perché in
caso contrario essi pervenivano ad espressioni complicate e non riducibili a qua-
drature.

D’altra parte la derivazione nei casi ordinari ha un valore sempre molto
piccolo nei confronti della gittata e quindi non si commette errore sensi-
bile trascurandola, tanto piu che, come si vedra in seguito, nella risoluzione
del i° problema balistico noi introdurremo un tal coefficiente, il quale ha lo
scopo di far andare d’accordo i risultati sperimentali colle formule e quindi
con detto coefficiente si tiene conto anche dell’errore commesso trascurando la
derivazione.

E quindi per lo meno azzardata la conclusione alla quale & pervenuto qual-
cuno secondo la quale il i° problema balistico non ha ancora avuto una soluzione
soddisfacente.

2 - Equazioni differenziali.

Cio posto, la traiettoria, se si astrae dal moto di precessione e cioé si consi-
dera la resistenza diretta, sara una curva piana poiché il centro di gravita del
proietto ¢ sollecitato dalla forza peso e dalla resistenza, forze che giacciono ambedue
nel piano verticale contenente I’asse del pezzo; e giacché non subentra alcuna forza
che sposti il centro di gravitd del
proietto da detto piano, esso conti-
nuera a muoversi nel piano verticale.

In conseguenza di cio, noi rife-
riremo sempre la traiettoria a due
assi x e y passanti per l'origine, il
primo orizzontale e I'altro verticale.

Consideriamo il punto M il quale
sara soggetto, oltre che alla velocita
v, ad una forza p diretta in basso,

ed alla forza — ~ f(v) direttamente

opposta al moto (fig. 57). Fio, 57.
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Siccome sappiamo che

/—mea

per I’equilibrio secondo |'asse delle x e quello delle y, dovra essere:

PR = Py cos®
p d(vsen6) _ [
g dt ———gf(v)senf)—p

e considerando le accelerazioni

d (v cos 6) e . 6
— N - = — /(») COS

dfvsen0) =/, (\sen B -
Moltiplicando la [1] per vsen Gii e la [2] per rcoso0 (f/ si ha:

vsen 6d(vcos 0) = — f (v)vsen Ocos Odt
vcos0d (vsen0) = — / ®) vsen Ocos 0dt —gv cos Odi

e sottraendo la fi'] dalla [2]

rcos0d (vsen 0) — vsen 0d (vcos 6) = — gvcos Odt

e dividendo per v2co0s26

Ycos Od (rsen 6) — vsen 0d (vcos 8) dt
V2 cos2 0 ~NtcosO

Il i° membro & della forma

quindi sara
i (F$éA6)= _ g di = digg = dO
\v cos 0/ ° vcosG ® c0s28
ng1’:— - veoss 9% - o _u
B v E)sz-g - “cos

d’altra parte sappiamo che

A = vcosB; ™ = fseno " = *
quindi
gi* = vcosOgdt = — vcosOv (%)q-: — val6 |l
gdy = vsen Og<ft= — v*Ig Qdb

gis = vgdt = - 270

[11
[21]

(5]
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Dalla
d (v cos 0) t, s a
= ~ /() C0s6
si deduce
gd (vcosQ) — —/(v)cos Ogdt = / (v) cos O _c,o\s4o
e cioe

gd(vcos0) = vf(v)dO [6]

Siamo percio pervenuti al sistema di equazioni [5] e [6] che si indica gene-
ralmente col nome di «sistema di S. Robert » e che & fondamentale nella balistica.

Di tutte queste equazioni la piu importante é la [6], detta equazione dell'odo-
grafa, e cio perché essa contiene, a differenza delle altre, due sole variabili v
e 0. La v entra anche in forma trascendente con la funzione / (r); pero, se fosse
possibile assegnare ad f (v) una forma sempre riducibile alle quadrature, si potrebbe
ricavare una relazione fra v e 0 che sostituita nelle altre 4 equazioni di S. Robert,
permetterebbe il calcolo di x, vy, t, s.

Come si vedra in seguito, cio non € sempre possibile; perd vi sono delle forme
di / (v) per le quali I’'equazione dell'odografa € riducibile alle quadrature”™ quindi,
per queste forme, il problema balistico e risolto.

Prima di studiare le proprieta generali della traiettoria, vediamo qualche
proprieta di questa odografa.

3 - Odografa.

In meccanica si chiama odografa quella curva per la quale il raggio congiun-
gente un qualsiasi punto di essa con un punto fisso rappresenta in grandezza e
direzione la velocita del mobile in quel punto.

Nel moto odografo quindi la velocita &€ uguale alla accelerazione del moto dato.

Vediamo ora di ricavare, come applicazione, I'equazione dell’'odografa data
da S. Robert relativa ad un punto materiale che si muove in un mezzo resistente.

Siano OH ed OK due vettori indicanti la
grandezza e la direzione della velocita in due
istanti successivi, e queste velocita formino gli
angoli O e 0— d O con l'orizzontale (fig. 58).

Il segmento HK rappresenti in grandezza e
direzione I'incremento della velocita nel passaggio
dalla direzione OH a quella OK; questo incre-
mento sara dovuto: parte all’accelerazione della
gravita, diretta verticalmente in basso, e parte
alla resistenza del mezzo, direttamente opposta
alla velocita; cioée KH derivera dalla compo-

L. . Fio. 58.
sizione di KM = —gdt ed HM — — / (v) dt, se
dt e il tempuscolo considerato ed occorrente per passare da H a K.
Il segmento KI = vd0= MK cos0 = — gdtcos0 da cui
do
dt— —

g tos 6
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La variazione orizzontale della velocita € data da M'H' ove

M'H' = MH cos0 = d(vcos0)= — /(v)dtcosO
quindi :
d(vcos0) = — /(v)cos Odt
ma
dt= g'cos 6
quindi:
d(vcosQ)= - f(v)cos6(- -— a)

gd{vcos0) = /(v)dO

che & appunto l’'equazione dell’'odografa data da S. Robert.

La costruzione della curva rappresentante l'odografa del moto, quando si
conoscano la velocita e l'accelerazione di esso su ogni punto della traiettoria, &
assai agevole.

Nella fig. 59-fl sono indicati nei punti 1, 2, 3, 4, 5, 6 in direzione, i vettori rap-
presentativi della velocita, che nella fig. 59-a, curva dell’odografa, corrispondono,
in direzione e grandezza, rispettivamente ai segmenti OA, OP, OB, OC, OD, OE.

Fio. 59 a.

Il segmento OA rappresenta la velocita iniziale V,
quindi I'angolo AOB = < Il raggio vettore OP corri-
sponde al punto generico 2 del ramo ascendente; I'an-
golo POB e quindi il generico angolo 0.
Il segmento orizzontale OB rappresenta la velocita e
in corrispondenza del vertice.
Il raggio vettore OC, rappresenta la velocita mi-
nima; il raggio vettore OD rappresenta la velocita di caduta U, cui corrisponde
I'angolo di caduta o. Finalmente il tratto OE rappresenta la velocita finale, per
la quale 0= — 900 come si vedra piu avanti.



In particolare nel vuoto se si considera che

}v)=o0 d(vcos0) = o Vcos 0 = cost

il che era gia noto, I'odografa del moto €& una. verticale passante a distanza

V cos 9 = vcos 0= K dall'origine.

4 - Odografa della velocita orizzontale e verticale.

Come si e fatto per l'odografa della velocita totale v, si pud studiare I'odo-
grafa del moto orizzontale e quella del moto verticale cioé lI'odografa di vcos O

e quella di vsenO.
Dalla gd(vcos0) = v} (V) do sviluppando si ha

gcos0Odv — gvsen0dQ = vf (v)dO
da cui si ricava

dv
dQ gCOSg— (gvsen O+ vf(v)
ed ancora
di' I ovi() O\ v_(f{ .
=43 — cosbr\vsen0+ T 97 1T cosO\N g hseno)

Per la velocita orizzontale v cos 0 sostituendo si ha

d (vcos 8) vf (u)
de ~ g
e per la velocita verticale dalla = — /(v)sen 0— g si ricava
*0senO) = v/ sen e \
de cos0 V g )
Indicando  Tr, rpeosét
‘futeng le tangenti rispet-
tivamente alle curve v,
vcos 0, vsen O e ricordando
che -\'gv—o = x si ha:
gcos O
T, = X :
" t (v) +fésenO o] 1
gcosO /
w0 - 7{v) [11] u>f\
gcosOsen O V,\
Tpsen 0 = f(y)sen 0+ g [12] ol

La fig. 60 rappresenta
le curve odografev; t/cosO;
vsen O, le quali hanno uno
stesso raggio vettore asin-
totico O. Fig. 60

[7]

]

[°]
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5 - Forma della traiettoria.

Iniziamo ora lo studio delle proprieta generali della traiettoria, la cui cono-
scenza € di grandissima importanza.
a) La traiettoria volge la concavita in basso.

Infatti le forze agenti sul proietto sono: la resistenza, che non fa altro che
ritardare il moto; e la forza peso, che tende ad abbassare il proietto. L'inclina-

zione 0 va continuamente diminuendo, ma non pud scendere al disotto d i-—--

b) Velocita orizzontale.

Si € visto che

d (v cos 0) ..
— ai— = - /{cose
quindi perché é sempre /(v) cos O > o0 sara < o, cioé l'accelerazione oriz-

zontale sara negativa, e la velocita orizzontale andra decrescendo.
Vedremo a suo tempo che si ridurra a zero all’estremita del ramo discendente.

c) Inclinazione in punti di eguale altezza.
Vediamo ora come sono le inclinazioni nei punti A e D posti ad eguale altezza

y (fig- 61)-
Dalla gdy — — ii*tang 0 d 0, dividendo tutto per v3cos20 si ha:

v3c0s26 = -

Integriamo da A a V

fy ndy
Jy <12C0S20)«

=~Jh*s6 e- ~-TW6 [J3
eda VabD

ed invertendo i limiti
Ty gdy | =
Jy (t'2COSZOJd
= joajtge dtigo - ~ tg-Q@ (149

Considerando i primi membri della [13] e della [14], essi hanno gli stessi
limiti, pero nella [13] (vcos O« é maggiore di (vcos 0)* e quindi I'integrale nella [13]
€ minore per cui
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d) Ascisse in punti di eguale altezza.

Per una curva qualunque si ha dx = t(;yo

Per i punti A e D posti ad eguale altezza sara

vV dy
tge

dy
L dX=fy«* fy =L t9{-9
Ma dato che
mod (tg 0) nel ramo ascendente € minore di mod tg (— 0) nel ramo discendente

mod (dy) nel ramo ascendente = mod (dy) nel ramo discendente
si ha che

Ogni elemento -~ del ramo ascendente € maggiore del corrispondente ele-

mento —tgfy—, del ramo discendente (notisi che nel ramo discendente ambi i
(-9) v
termini dy ed tg (— O) sono negativi, e quindi il loro rapporto € positivo);

ne deriva che

f Y dy fy

dy
J tge Jytg(-e

€) Limiti nell’altezza del tiro.

Se sulla gittata X ottenuta nell’aria con un angolo di proiezione (@ e di
caduta <o si costruiscono due parabole aventi angoli di proiezione 9 ed <g e
passante per gli stessi punti O e C, la traiettoria nell’aria sara tutta sopra la prima
e tutta sotto la seconda (fig. 62).

Ora il vertice della prima ¢ ad altezza—4 X tg 9, mentre quello dell’altra &
ad -i- X tg-<o.

Il vertice della traiettoria nell’aria essendo compreso fra i due anzidetti,
sara approssimativamente uguale ad

v (f X<CP+ L * H =
= -~ X (tg<? + tgu)

Questa formula trova impiego nel Vi-
tiro nell’aria, per calcolare la gradua-
zione della spoletta, nel qual caso il

con eccessiva precisione. . Fig. 62.

/) Velocita verticale ed assoluta in punti di eguale altezza.

Abbiamo gid visto come varia la velocitd orizzontale; vediamo ora come
stanno fra loro le velocita verticali per punti d’egual altezza.



Dalla relazione

moltiplicando per v sen 8dt sara

d(vsen6) evsen 0 — -i- d (vsen 0)JJ= — / (v) sen O *v sen Odt — gv sen Odt

Integrando da A a D sara

Il 2° membro € sempre negativo, quindi dovra essere

(vsen O)a > (vsen O)n

\

per cui per punti posti ad egual altezza la velocita verticale & maggiore nel ramo

ascendente che nel ramo discendente.
Evidentemente, per gli stessi punti, la velocita orizzontale € maggiore, nel

ramo ascendente, di quella del ramo discendente, quindi la risultante delle due
velocita, cioé la velocita totale, & sempre maggiore nel ramo ascendente per punti

posti ad egual altezza.

g) Tempi in punti di eguale altezza.

Dalla

T- = vsen O
vsen 6

Si hanno gli stessi limiti, ed il limite inferiore € minore di quello superiore,
quindi gli integrali contengono ugual numero di elementi. Ma v sen 0 nel ramo
ascendente € maggiore di quello del ramo discendente, quindi, essendo esso al

. . X T
denominatore, risultera U< T — t) tv< — .
Lo stesso dicasi se invece di considerare il vertice, si considerano due punti
posti ad egual altezza, cioé

ti i



Per cui il tempo impiegato a percorrere un arco qualunque del ramo ascendente
€ minore di quello impiegato a percorrere il corrispondente arco del ramo discendente,
ed in particolare il tempo che impiega il proietto a giungere dall’origine al vertice
e minore di quello impiegato a giungere dal vertice al punto di caduta.

h) L'estremita del ramo discendente & verticale.

Dalla gdt = — moltiplicando numeratore e denominatore del 2° mem-

bro per vcos O si ha

dt: — v cos 6 —vcosGdtg8

c0s20 =

Integrando dall’'origine ad un punto qualunque

re re
gt— — | wvcostid-tgti = — (vcosti) / dtgti
J P J9
avendo indicato con vcos 6 un valore medio che la funzione assume entro i limiti
di integrazione (teorema del valore medio); in tal caso risulta

gt= vcose[tg9— tg0)

All'estremita del ramo discendente &€ t = o0o. Quindi il 2° membro pure dovra
essere infinito, ma poiché vcosG e tg<psono due quantita finite, dovra essere
tgti = — <= nel [ ual caso €&

0-

2

ossia I'estremita del ramo discendente & verticale.

I) Velocita minima.

Se consideriamo il punto P della traiettoria descritta nell’aria dal proietto,
su esso agiscono le accelerazioni / (v) (ritardazione) direttamente opposta alla
velocita e g (accelerazione di gravita) diretta in basso (fig. 63).

Scrivendo la condizione d’equilibrio y
lungo la tangente dovra essere

JjL- = - /(W) - gsen8

Esaminando questa relazione, vedia-

mo che dall’'origine al vertice ¢ — /()
<0, e —gsen0< 0 quindi sara neces-
sariamente < 0, l'accelerazione & nega-

tiva, per cui la velocita corrispondente ¢
sara decrescente.

8 — Balistica esterna - Volume |I.
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Nel vertice sen0 = o quindi
dt = - /())‘)< 0
e la velocita andra ancora decrescendo.
Dopo il vertice, — gsen0 > o; — /(v) < o, per cui si giungera ad un pur*
in cui

- /(M) + gseno= -J- = 0

In questo punto la velocita avra un minimo od un limite.
Per determinarne la natura bisogna farne la 2B derivata

d2v a/\ di' 0do
e poiché

vdO . do gios 6
& cosO '’ dt v

d2v ji/\dr . e-cos20
1F = -t + — T-:

ma nel punto che si considera = o quindi

d2v g2cos20
dt2

>0

sempre, quindi si tratta di un minimo, senon év, — o; O = dove l'indi

indica valori del punto in cui = o.

Ora M non puo essere zero, poichése cosi fosse sarebbe / (i\) = o0 e qu
dalla
/(i) + gsen —°;sen0i = 0 0=o0

ed il punto corrisponderebbe al vertice, ciocheinvece e da escludersi.
"Puod pure essere dimostrato che 0i =t — ,manoi ometteremo la dimostrazi'
In base a quanto e stato detto, il punto di minima velocita si trovera
ramo discendente, in un punto con O tanto piu grande quanto piu € grane

ritardazione.
Notando che nel punto di caduta I'accelerazione tangenziale &

~ = — /([/) + gsento

il punto di minima velocita coincide col punto di caduta se /(U) = gsen
prima se /(U) > gseno, & dopo se /(U) < gsen .

Applicazione.

Cannone da 149/35; Granata inglese; V = 255 m/s; Si =1; C = 1,872.
terminare per quale traiettoria il punto di minima velocita coincide col p
di caduta.

—~ F@)+ gsenw—o0;SiF ([/)= Cgsen®



i° Tentativo 2° Tentativo 3° Tentativo 40 Tentativo 5° Tentativo

X 3000 3200 3300 325e 3225
© 29900 = 16049’ 32600 —:18020" 340°° = 1908' 33300== 18°44' 33000 _ 18033’
U e 219 217 216 216,5 2%6,75
F(U) 5.953 5.640 5.784 5.812 5.824
log sen tii i, 46136 149766 * G*557 i. 50673 i, 50261
logg 0, 99145 0.99*45 0,99145 0, 99%45 0,99*45
log C 0,27231 0, 27231 0, 27231 0,27231 0,27231
log Cg sen O 0,72512 0, 76144 0, 77933 0, 77049 0. 76637
Cgsen a> 5, 3* 5,774 6,016 5, 895 5.840

L’ eguaglianza / (U) = gsenu si verifica per la traiettoria di gittata compresa
tra X = 3200 e V = 3225.

1) Velocita finale.
Dopo il punto di minima velocita ~ diventa positiva e la velocita cresce;

in tal caso /(v) < gsen (— 0) e questa inferiorita sussistera sempre: ma al
massimo g sen O = g, valore che assume all’estremita del ramo discendente, ove

0= Quindi il massimo valore di /7 (v) al quale tende all’estremita del ramo

discendente & g ; ed il valore v della velocita finale, che il proietto assumerebbe
all’estremita del ramo discendente, pud essere ricavata dalla relazione

Sir " PC

i
[mm) = T ; c~ =i’ = T7-

Questa velocita dicesi finale e la sua conoscenza puo essere utile, perché essa
rappresenta un limite non superabile per proietti aventi quel dato peso, calibro,
coefficiente di forma i e per la densita dell’aria 8

Applicazione:

Calcolare la velocita finale dei sequenti proietti per 80= 1

Granata Palla Granata Granata
[mono bloc.-o a pallette

| da 149735 93 305/50  da 305/17 % 4 "0
C 1,689 4,830 3,831 1, 208
i 0, 643 0,602 0, 766 0, 960

p. . _ £Ec 25,8 79.0 49,0 *2 34

I inate 329,5 477,4 392,9 287,4

m) Il ramo discendente ha un asintoto.

Si dice che il ramo di una curva, che si estende indefinitamente, ha un asin-
toto, se la tangente condotta nel punto all’infinito della curva passa a distanza
finita dalla origine delle coordinate.
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Si € visto che la tangente all’estremo discendente della traiettoria & verticale
la sua distanza daH’origine rappresenta |’ascissa dell’estremita del ramo discendenti

Dunque bastera dimostrare che questa ascissa € finita.

Integrando la gdx = — v*d 0 dall’'origine ad un punto qualunque, ed indi
cando con K un valore medio del quadrato delle velocita nei limiti dell’integrc

zione, si ha

o= — I8 do= Kk @— 0

da cui, essendo K sempre finito, risulta che anche x e una quantita finita, qur
lunque sia il valore di O.

L 'ascissa del punto estremo.Nin cui 0 = -—— jé quindi definita dalla formul

i= f(9+¢t)

essa rappresenta la distanza dall’'origine al punto in cui la tangente allo stess
punto estremo incontra l’'asse delle X\ ma si & dimostrato che |’ascissa & semp:
finita, dunque la tangente estrema del ramo discendente non e la retta all'infinita
e quindi la curva ha un asintoto, che €& la tangente stessa.

n) Raggio di curvatura in punti di eguale inclinazione.

Il raggio di curvatura é il raggio del cerchio osculatore, che & tangente al
curva nel punto considerato.

Dalla fig. 64
ds = pdO quindi p=
ma ad v*d 6 ds __
9as cos 6 Tg ~ gcosO
(i cose
gcos36

Quindi per punti aventi inclinazioni uguali ma di segno contrario, ossia p
uguali valori di cos O il denominatore € comune, ma il numeratore (quanc
trattasi di un punto del ramo ascendente) € maggiore

quello del ramo discendente; dunque: nei punti d'eguu

inclinazione il valore numerico del raggio di curvata
€ maggiore nel ramo ascendente che in quello disce
dente.

Il raggio di curvatura iniziale ¢ sempre
yi
~ P= gcoso

quindi: tutte le traiettorie che possono essere descritte con lo stesso Ff < ma relai’
a diversi proietti, sorto osculatrici fra di loro nell'origine, qualunque sia la resisten
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0) Punto di massima curvatura.
Esaminiamo la formula che da il raggio di curvatura

v3
p= gcos O

Dall’'origine al vertice v decresce, mentre il valore di cos 6 aumenta ; quindi

p in valore numerico diminuisce.
Dopo il punto di minima velocita, v cresce, cos0 diminuisce e — p au-
menta. Dunque tra il vertice ed il punto di minima velocita, il valore di p passa

per un minimo, e quello di-j- (curvatura) passa per un massimo; quindi: il

munto di massima curvatura é piu vicino al vertice del punto di minima velocita.
La relazione che sussiste frav e 0 nel punto di massima curvatura si ricava
eguagliando a zero la prima derivata di p, e precisamente:

dp d3s 3 v3d 6 ds v3
d6 d Oa 0 ma ™ S cos0O ' d6 gcos O
quindi
2vcos O dv f v3een 6
d3s i <V da V¢ B
do3 g c0s20
ossia
dv dv dv dt
— 20036-3-5 vsen0= 0 ma
de dt de
it = /) — g sen 0; de = 5 sk e sostituendo
2cos01- /() - gsen 0 - vsen0= 0
— 2 (V) e — 2sen 0— sen 0= o; 2/ (V) —3gsen0= o0

2/ (V) = 3gsen (— 0

p) Ramo ascendente.
Supponiamo prolungato il ramo ascendente al di la dell’origine. La velocita
andra .crescendo continuamente fino all'infinito, poiché il secondo membro della
formula:

= — /(«)— gsenO

mantenendosi sempre negativo, la velocita varia in senso inverso del tempo: e
poiché il tempo al di la dell’origine diminuisce, cosi la velocita cresce indefini-

tamente.
L’estremita del ramo ascendente € caratterizzato dunque dall’essere v = 00.
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Applicazione i h:

Dalle equazioni differenziali del moto

vdQ

®n cos O

gdx = — v2d 6
gdy = — v2tangddd

gd (vcos Q) = vif (v\)dO

ricavare le formule del vuoto in funzione dell'inclinazione:
Nel vuoto /(v) = o quindi vcos0 = V cos9 = cost.

gdx — —Vv/id6= — v203B &—6— = — v2cos20d tang 0.

cos

Integrando dall’'origine ad un punto qualunque
jgd x= — V*cos29 j dtang 0 = V2co0s29 (tang 9 — tang 0)

x — V2cos2p

(tang 9 — )t(ang 0

gdy = — v2tang 0d 0= — v2cos20tang Od tang 0= — V2ccs29d tang20j
J gdy — — V2cos29J d tang20 = V3c°s - (tang29 — tang20) = gy
gdt = — psg = — VCOSO =g = — V cos 9 dtang 0
re
g¢t— — Vcosp dtang0= V cos9 (tang9 — tang 0)

Applicazione 2a:

Dimostrare che la traiettoria nell’aria non puo incontrare in piu di tre punti
la traiettoria nel vuoto.
Per la traiettoria si puo scrivere nel modo piu generale:

y = F(x)
e per la parabola:

y = ax2+ bx
Nei punti in cui le du* curve si incontrano dovra essere:
F X)) = ax2+ bx [al

Le soluzioni dell’equazione [a] sono quelle che risolvono il problema.
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Derivando la [a] si ha:
F'# = 2ax-]-b [i]

e questa equazione ammette una radice di meno della precedente.
La seconda derivata

F' ) = 2a [c]

avra ancora una radice di meno.

Ora
F'(*}= % = tangO
F'("\— __ dtanSe _ 1 dé
w dx* dx ~ ¢0s30 dx
e perché
9_
d x v2
si ha

Siccome vcos 0 &€ decrescente sempre, la [c] avra una sola soluzione e poiché
la [6] ha una soluzione in piu della [c] essa avra due soluzioni e la [a] ne avra tre,
che rappresentano i tre punti interscrizione della traiettoria con la curva, c. v. d.



CAPITOLO V

CASI DI INTEGRABILITA E TRAIETTORIE SIMILI

1 - Integrazione di d’Alembert.

Abbiamo detto che quando & possibile trovare una espressione di v tale che
I’equazione dell’odografa possa essere ridotta alle quadrature, si puo, dopo d’aver
ricavata una espressione che leghi «afi, ricavare i valori di x, y, t, s.

Il primo che si accinse a risolvere questo problema tu Bernoulli che, come gia
si e detto, riusci ad integrare I’odografa nel caso di / (v) — y v* cioé per una fun-
zione monomia della velocita e per ne y costanti. In seguito D’Alembert diede
altre due forme di / (v) riducibili a quadrature e Siacci ne diede ben 14.

Vediamo ora d’integrare I'odografa per una delle forme date dal D'Alembert
e precisamente per

/(v) = a+ yv* cona,y ed n costanti

In tal caso I'equazione dell’'odografa
gd (vcos6) = vf (v\)d O
diventa
gd(vcos0) = v(@a+ yvndO= avdO-fywvn+'d 0

dividendo per gvcos O

d(rcos6) _ a d6 y vKd 6
vcos 0 ~ g cos Og cosO

Si ponga

ed integrando, giacché

| coso log«tang”™ + -j-J (integrale caratteristico)

e passando dai logaritmi ai numeri

Poniamo per brevita

in tal caso sara



ed elevando ambo i membri ad n
(vcos 0)" = |tang -F |°" « [2]

Abbiamo posto precedentemente

_ 10dQ _ -, " dé
dg = g = B/cosd) " o5 by g guindi
— 40
= -1- + _1- n
dg = jtang (-J -3 37efi o
e separando le variabili:
) _ 0 \)°» de
dge-fni = Jtang (-j- | cos m+ «0
ma
— fini e ~Hyd &r,q)
= mmmm————— pH —_—
per cui integrando
e png
da cui si ricava
e = C—p»a(0) [3]
Ora dalla [2] si pu0 ricavare
|t,n8(T +~r)r [4]
eenq (vcosO) "

per cui eguagliando la [3] e la [4] che hanno i primi membri uguali si otterra

jtang (-j- + -5-1 j"

1 (11. , ) —
da cui

(lcos6)" = jC - pn 4@®) j_I Jtang + -]-)
e quindi
veos6=jC- 0nd(6)i- jtang (-3- + ~ J

Sostituendo ad a e @i loro valori si ottiene
vcos0= jc- -J-w+(0) J- -V jtang (FL+ A) j-f- [1]

formula che ci permette di calcolare v cos 0 e che combinata con le altre formule di
S. Robert dovrebbe permetterci di eliminare da esse per es. la r; perd, operando
in tal modo, si perviene a formule assai complicate e non si ritiene di proseguire
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ulteriormente nel calcolo, tanto piu che il caso di resistenza considerato trova solo
applicazione per r = i ;cioé quando la funzione / (v) pu0 essere rappresentata da
una retta (retta di Chapel come gia notato) vale a dire per forti velocita.

In questo caso &

/(v)y= —a+ yv
Allora I'equazione dell’odografa si pud scrivere
gd (vcos6) = (yv— avd0O= yvd0O— a vdl

e dividendo per gvcosO:

d{v costi) y N de a ds
i cos6 g cos 0 g cos©

Integrando si ha:

laglas6 =Y fv-ere - T Kk |=g(t +ir) i

ma:
v - — —gdt e quifar — et = K98
cos5 g ﬂ J CoS 0
sostituendo:
log,vCCSe = — v = J log, j tang j
OVVero:
vcos 0= |tang (™~ + -|]-) | ©6e
da cui
ev= Itang (t + 4")|
ovvero
evgdt= e NI\ 7\ T
77 6 b . 227 . \
(— + — e in conseguenza cos 0 = per cuil sara:
de z: +_i oz
COS2 6 2
Sostituendo verra
geVdt — —z ¢ dz = dz
21" . + 2
zzi
OVVEro
-Z-t*d (yt) = - 1 e dz
T + 2



Integrando

— ent= Ci j 1 dz = C, Jz Ni* Nz I|%f2 1 dz
ossia
« er= C*' )
l—eM=C 1 — - +
= +
C, 2g +

(r +,)'1,+) Tk (f )R

Sostituendo nella espressione di ttcos 0, viene:

VCOS 0= — —mmmmmeee
z11Ci+
29 /» 5 G+.) + . 1 (f—)

:cos0 2 *in+ + (5)

relazione finita fra v e O poiché z = tang
Per avere gli altri elementi occorrerebbe eliminare ad es. v nelle equazioni
40
gdx = — vaQ; gdy = — v2tang 0d O; gdt= — v cos o
ma le formule alle quali si perverrebbe risultano molto complicate per cui se ne

omette lo sviluppo.
Una trattazione completa del problema si trova nelle «Memoires scientifiques*

del S. Robert (Tom. 1).

2 - Integrazione di Bernoulli - Resistenza ennesima.
Nel caso in cui /(v) = yvnla

gd (fcos Q) = vf(v)dO
diviene:
gd (ycosQ) — yv"+1&®
dividendo per y {vcos 0)"+1, si ha:
g d (vcos 0) 40

N (6]
t  (vCosO) +1 cos B

ove le variabili vcos 0 e O sono separate.
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Notando che
d (vcos 0)

(v cos 0) +1

e della forma x~ + il cui integrale vale

—ti+ i —i n x"
sara:

,'veoi» i(I'rcosoy 1 1

Jv Q8r (VCC'30) »+* n (V cos tpn VvV (v Q350)0

quindi integrando la [6] si ha

wyJKcosn)" ny (ecos Op fr cos»+10 ® ~(?)

avendo posto

- Srrror =E-(9

- cos

Indicando con E la parte costante, ponendo cioé:

tTy (vecosy)' + U ?)=£

sara

e
ny{vcosO« Tt e.(e) = £

da cui

— T (rlo4'0) = £ ~ " (e) e quindl -T -(~cosS)- = j £ - 5-(6)

1 |
(n?1) " vees6=i£~ (§1 "

171

ffl

[o1

[10]

t113

Questo valore di v cos 0 pud essere sostituito nelle equazioni che danno gli

elementi del punto e che possono essere scritte nel modo seguente:

gdx = — v-d6 = — (v cos O) céjsgo
de
gdy = - v2tg0d 0= — (v ccs 0)2tg O 0520
J, B 0
%dt - = — Vcos COS_270

gdS e o ﬁCOS 0) COS%
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che diverranno

2 1
db
(-Tr)" £- 5<8! " shr
c0s20
(jx-yr,* — le-s.m | ° CSSZO
(JOL)- s* = jE_5.,8)] 2o
che, integrate dall’origine ad un punto qualunque:
(-"F > = -/ ,if -«'<e>r"f 25n> m
Ggrr>» - -jli£-5@r'f 'ee™F m

[i5]

danno, qualora si sapessero integrare, gli elementi del punto generico P (0) essendo
noti quelli all’inizio dell’arco.

Calcolo di [2— —TTg = ®

I valori di questo integrale, contenuti nella tav. XVIII delle tav. num., sono
dati in funzione di 0 e di n. Vediamo quale formula serve per calcolare detto
integrale:

j do f do J’ i dt $

cos»+ «0 J cos» —10c0s20 cos» —«0

Integriamo per parti, scegliendo come fattor finito

cos» —20

e come fattor differenziale dtgQ ; in tal caso l'integrale vale : il fattér finito per
I'integrale del fattor differenziale meno 1'j dell’™ trovato nel differenziale del fattor
finito

d =

\j zo_s» 20 COS»— 20 B \}tg 0 dCOS» 2'6

cosw—28 — s_ n+ |) cos- "0sen 0d O =

sen0d O

(« —i)cos- *0sen0d 0 — (n— i) oS O
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quindi sostituendo:
f <6 ig6 (idi
- Jtg6(*- 1

JNANTTe =
Tosm=V¥ — (n - Z)Jf senl ®'cosdi' »6

\ & ®jo
)~"Te dO=

quindi
f db tg 6 , Cf do . . A~ O
J cos"+ 10 Ccos"—10 ' 7J COS"+ 10 ' 'J COS"— »l
r db K sen 0 ., .r db
nJ-"Th =«M0)=WO + («-1) J ~»
e cioé
P M\
cos

quindi se « & intero per successivi gradi si perverrebbe a

N e)= Mr<r = log'fe(7 + |)

M

integrale noto, e:
='ee

Nce>= [ N g

Quelle relative ad n> i si trovano con le formule ricavate; cosi ad esempio:
[18]

**@) = TAJ +T &B) = 2T e + T~ A (7 + 1) ~ 9]

3 - Traiettorie simili.
Si dicono simili due traiettorie i cui archi omologhi, cioé gli archi compresi
fra due inclinazioni 9 e 6 qualunque, stanno in rapporto costante.
Supponiamo che /(v) = yvn e determiniamo la condizione cui devono soddi-

sfare le velocita V e F, di due proietti cui corrispondono il coefficiente y =

e Yi = -7=% affinché lanciati con lo stesso 9 descrivano traiettorie simili,
C_
iniziali.

a) Rapporto delle velocita

db

Abbiamo visto che
vadb — Ivcos 0 2-—-
! 7 cos3 0

e sostituendo a vcos0 il valore trovato con I’integrazione di Bernoulli sara
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che integrata dairorigine ad un punto qualunque:

-/> & 8 p N

e per l'altro proietto di coefficiente vy, :

Perche le due traiettorie siano simili € necessario che i primi membri e quindi
anche i secondi stiano in rapporto costante; allora anche le derivate dei secondi
membri staranno in rapporto costante, per cui se K é il valore di questo rapporto
dovra essere

£ ,-5(06)=*{£-&. (6)}
cioe
EI-KE = ®- K (6

e cio per qualunque valore di 6. Questo épossibile solamente se K = i cioé

Quindi la condizione perché le due traiettorie siano simili € che sia E =
ma sappiamo che;

E = «Yt"cos?)» + () = «y, (Pfcw*)- + ~ (B = El
quindi
y V' = ytFi"

il che ci dice che affinché due traiettorie siano simili € necessario e sufficiente che
le ritardazioni iniziali siano uguali

b) Rapporto fra archi, x, Y, tempi, velocita e ritardazioni omologhe.

Quando & soddisfatta la relazione:
y Vll = y’ Vill

allora dalla relazione che da la x si ricava;

= = [20]

quindi

analogamente
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ma
quindi
1. = ili. = _£l= Zil
X y S V2
Per i tempi e le velocita poiché
sara
h _ v _
t \Y4 Y

Ne consegue che le ritardazioni nei punti omologhi sono uguali
Yu' = Y vin

4 - Proietti simili e resistenza quadratica.

Se si suppone i — i, ossia che si tratti di ugual coefficiente di forma e si ritiene
costante 8, essendo

e ci0 perché
F (v) = XV f(vy=~ F(V=yvn

i due coefficienti di resistenza Y e Yi sono inversamente proporzionali ai coeffi-
cienti balistici dei due proietti C e C, per la

cioé

e se si considera n = 2 (resistenza quadratica) unico caso in cui puo essere appli-
cata la similitudine delle traiettorie, sara

S X y V* V2 \% C

77 — ~ ~yl~Tv v oo~ ~ cl

e se i proietti hanno uguale densita e sono simili internamente ed esternamente,
i coefficienti balistici sono proporzionali ai calibri.
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5 - Integrazione di Eulero.

La similitudine delle traiettorie permette di considerare come appartenenti
ad una stessa famiglia tutte le traiettorie descritte da diversi proietti quando si
mantenga costante E.

Questa osservazione fu fatta da Eulero per mostrare, almeno per la resistenza
guadratica, come si potevano costruire tavole numeriche ciascuna corrispondente
ad un valore di E, le quali avrebbero permesso di risolvere i problemi relativi al
tiro di un qualunque proietto.

Per il valore di n = 2 I’espressione che da l’arco, trovata nell’integrazione
di Bemoulli e cioe:

do
cos38
diventa
1-i de
2Y*= -/ rji£ -5  s30
Notiamo che
dé _
féh - 1>
quindi sara:
(6)
cioé
2vs= log, —~
IOg'E-SAV)
Formula questa che ci permette di calcolare I'arco s perche: y = X € noto

e poiché per n= 2, X= K (V)= 0,000123; E = -Y(/Q8pa + L (?), Z(©0) e 12(9

si deducono dalla Tav. XVIIlI quindi €& possibile calcolare s, noto il quale si
calcolera
cp-f-0 <P+ 0 , 25
X — —_— = n ----—-—— = —
§$C0s — — ; y,= sse 5 t vyl

v si deduce da :

E = g + 5.(6); ("cos6)3==jE-5.(6)] *
2y (dcos e)2

VCOSOZl{f’Y E_26

Sulla traccia di Eulero e con lo stesso metodo d’integrazione, prima il conte di
Graevenitz e poi il generale prussiano Otto .costruirono tavole per la resistenza qua-
dratica. Le tavole del gen. Otto, successivamente migliorate da Saint Robert,
riuscirono di grande utilita.

$ — Balistica esterna * Volume 1.
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Altre tavole furono calcolate per la resistenza cubica e biquadratica dal Bash>
fort e Zaboudski; perd trovarono minore impiego delle precedenti.

Applicazione:

Obice da 305/17; Granata di ghisa acciaiosa;
dati: p = 328,55; a = 0,3024; 1= 0,790; h = 1200 (origine dell'arco)
V = 251 m/s; 9 = 30°: determinare la velocita v, le coordinate*, vy, ed il
tempo t nell’estremita dell’arco nella quale l'inclinazione sa 6 = 25

Il problema dovra essere risolto applicando il metodo d’integrazione di Eulero
(resistenza quadratica)

log a = 1,48058 8 = 0,907 log V = 2,39967
loga2 =2,96116 log 8 = 1,95761 log cos 9 = 1,93753
colg 1000 a2= 2,03884 log i = 1,89763 log Ecos9 = 2,33720
logj!> = 2,51660 logX = 4,08991 colg V cos9 = 3,66280
log C = 0.55544 colog C = 1,44456
logY = log = 5,3897!

logg = 0,99145 e _ - £ _An

colg 2 = 1,69897 2y (veos @z~ H22970= £-7(9)

colg v = 4,61029 © = 0,60799

colg {Vcos9)2 = 532560 E = 4.83769

U (6) = 0,48269
109, (WQos g2 = 0:62631 E— (6 = 4.35500

Icol ' (6)
Calcolo di s Yy log. E~5

colg [ E - @] = 137369
log [£E-5.(6)] = 0,63899
£-5. (6)] _
log [[E aa gy - 001268
log [log [E =5 ()11 310312
glg[£-5-(9)]!
log M 0,36222
log |log. [E - 5 ®1] 2,46534
[ £ -5 (9)]
colg 2v 4,30926
logs 2,77460
S 595,i
Calcolo di x —s cos(o+ 0) . Calcolo diy = s " @+ 0
logs = 2,77460 logs = 2,77460
log cos ero 1,94793 log sen 9 = 1,66441
log* = 2,72253 logy = 2,43901
* = 527,9 y = 2748
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Calcolo di v Calcolo di t
log € = 5.30071 l°g (vcos 6) = 2,33086 log 2 - 0,30103
colg [E — & (0)] = 1.36101 colecos 6 = 0,04272 logs = 2,77460
log (v cos 0)2 =4,66172 log v = 2.37358 colg (v+ V) 3.31215
\ = 236,36 log t = 0,38778
t — 2"442

v+V = 236,36 + 251,00 = 487,36

6 - Resistenza proporzionale alla velocita.

Questo caso é difficilmente realizzabile in pratica, poiché corrisponde a velo-
cita superiori ai 790 m/s oppure a velocita molto piccole ed a grossi proietti. Noi
lo studieremo perd egualmente nella considerazione che potrebbe applicarsi sia
al tiro controaerei in cui si sviluppano velocita elevatissime, e potrebbe servire
per un buon tratto della traiettoria, sia al caso del tiro con bombarde.

Facendo n = 1 I'equazione dell’odografa si riduce a

gd (vcos 6) = y vadft

e l'equazione che fornisce la x pud scriversi, dalla

de
/il * - ™ cos20
o~ JOU. 1gaPd®R0- 5§ 9199,
che essendo E — costante, & della forma Ey quindi:
X = E—tgd E —tgb [21]

Analogamente, per la y, dalla

(m~AYgy=-fINE-2Z (6 >'tgQdtgb

per « = 1 si ha:

7-V= ~f jJE~ k61 'igQdtgQ

dtg O
J? (E—tg6)2
Ponendo
E—tg6= gz —dtgd= dz
9g6=E —z
si ha:
(E—z)dz _ C Edz f dz E



e sostituendo si ha:

_g)};: "E-tg®p E£-<£0 I%’;'E_;/gg' (L}Z%.IJ
Analogamente, per /, si ricava:
yt= JE- tgej 1digQ=/"4fe8r = loe * f" - to]

Ricavando dalla [21] il valore di Zgo e sostituendo nelle [22] [23] si avreb-
bero tutte le quantita espresse in funzione di x.

Ma nel caso di n = | e possibile ricavare in modo assai piu semplice le for-
mule dei vari elementi in funzione dell’ascissa direttamente partendo dalle equa-
zioni differenziali.

In tal caso I'’equazione del moto orizzontale diventa.

dtveos0) —yvcosb
e poiché vcos 6dt = dx
d (vcos0) = — ydx

Integrando dall'origine ad un punto qualunque:

vcos0— Fcos9= —y* [24]
vcosO0= Fcos9 —y*= F cos 9™l — FaSTip) [25]

posto
2= VYlgso [26}

si ha:
vcosO0= Fcos9(1—2 =Fcos9G4 [27]

ponendo GA— 1 — =z

Vediamo ora entro quali limiti pud variare z

All’estremita del ramo discendente ‘vcos G= o0 e la tangente in tale punto
dista di * dall’origine, allora sara:

0= Fcos9 —y*

da cui:
x = Ycos9
Y
dalla:
yx o _
Vcos9
si deduce:

ma x > x sempre, quindi z < | sempre.



Dalla vcos0 = ot si ricava:

dt = i<%b(§50 V cos &bfl —2
dalla:
vV X dx V cos,9 dx
2 — Hdoso: dz — ?(cosg ' d ___"_91_
quindi:
Ut = F cos 9dz dz

YeFcos9(1—2)  y(@—%
ed integrando

ossia

SET A (T+F + T 4

ponendo G3= 14— — A “— h ...

L’equazione deU'odografa quando si ponga: /(v) = yv diventa:

gd(vcos Q) = yvd O

e dividendo per v2co0s20
gd {vcos 0) y~o
\3co0s20 cos20
ossia :
dé g d(rcos Q)
c0s20 y {vcos®3

ed integrando dall’origine ad un punto qualunque; essendo:

d (vcos 0) 1
|/ (vcos 0)2 tcos 0
si avra
_ g( 1 1 \N_ _ "~ g / Vcoso \
5 £9 y \1cosO V CoS 9/ y *Fco;9 Vkcos ® /
ff /__Feos9_ _ \ _ g /1 _ j\=
vy Vcoss \Fcos9®(1l—2 / y *Fcos9 V1—2 /
vFcos9 (W )
quindi
e*
tfg6 tg9 y Fcos9(1—2)
ma

Y*
F cos 9



quindi
tgQ=Igt - - ~ L - (x_z) I=tgy-

avendo posto

Gs= (i —z)~1— | -f Z4-22-- 2B - .

Abbiamo visto che = 1g6, quindi dalla:

= (-rb-1)

si dedurra
e

_ _ g
7J- =187 y-VcosQ(1—2)+ y *Vcos9

e poiché:
— Y * Y dx
V cos 9 V cos 9

quindi:

d¥ — g dx Y~fid—_z)Ir + Y

integrando:
y= xtg9 + fj d(1z*) + SI = XtE£9 +

y = o Jr+iog.(i-7)]

= ailg9 + 7-(2- 2- T —

. g [/ j ,223 , 2*4 . \ . £22
-* £9 - 77 -2 +-3- + — o+ )- x'g9- 77-

quindi:
_ e 2; 22)
V= x1g 9 2 F2co0s29 (' + 3"+ 4

.27 22
avendo posto G, = 1 4 — 1 ...

Nel vuoto 2= 0 quindi: G, = 1; G2= 1; G3=
si riducono a quelle precedentemente trovate.

Applicazione:

g*
V2c0s29

log* (I -

/

1+ 7-

1;

22

G4

[29]

)+ ~r2

, 22

+

~ o+

1 e le formule

Mortaio da 210 ; Granata ; p = kg. 101 ; C = 2,346 ; i = 0,85; 8= 0,927.

Dati: F = 180 m/s; (p= 20° 12'; A = 2000.
Determinare a, T, U:



Dalla 7 (v) = yv —

Y= -cl F (v) = 3.959 (per V = 180 m/s)
log 8 =1,96708 _yX
logt =1,92942 Fcosep,
cologC =1,62947 log T =3,86849
logF (v) = 0,59759 log* =3,30103
cologv = 3,74473 colg V =3,74473
log Y = 3,86849 col°Scos ? = °>°2757
2 =0,08746 log 2 =2,94182
22 =0,00765 log 2* =3,88364
VA] = 0,00067 log 3 =4,82546
24 = 0,00006 log 24 =5,76728
tg(u = (g(p - Yy/cE ,9 (1 +2 + 27+ 23+ 24) -
(i + 2+ 22+ 23+ 24)= 1,09584
10g(l+ 2+ ......... ) = 0,03975
logg =0,99145
log* = 3,30103
colg (V cos 993 = 5,54460
Ipg A ¢ N (e ) =~87683
V & J < ) =°*75306
tg 9 = 0,36781
=0,38525
) = 21°6
Calcolo di 7 = Fcos9 (1 + ottt ....)}
s = 0.04373 'log a: = 3,30103
-y- =0,00255 colog 7 cos < = 3,77230
ii =0,00017 log(1+ -f+ ..) = 0,01972 J =
A
* log T = 1,09305
1+ = 1,04645
Calcolo di 17:
7cosw= Fcos9(l — 2
(1- 2= 0,91254

— 135 —

F (v) si deduce:

log V cos 9 = 2,22770
log(1—2 =1,96025

colgcos® =0,03014
log U = 2,21809
U = 165,2

12" 39
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Cosicché si é trovato:

0 = 2i°6% T — 12" 39; 17=165,2
Dalla Tavola di Tiro si ha:

o= 21° 23! T =1i2"3; U = 165

Le piccole differenze riscontrate sono trascurabili, in ogni modo si pud ritenere
derivino dall’aver assunto come valore del coefficiente di forma i — 0,85, un va-
lore ipotetico, percheé il valore vero di i per il proietto considerato non siconosce.

7 - Integrazione nel caso di densita variabile.

Tutti i casi d’integrabilita fino ad ora esaminati supponevano che la densita
dell’aria rimanesse costante lungo l'arco di traiettoria considerato.

Le aumentate esigenze deH'artiglieria hanno fatto si che questa ipotesi ve-
nisse ritenuta troppo semplice, per cui si cerco di risolvere il problema nel caso
in cui la densitd dell’aria fosse variabile.

Questo problema, che non ha avuto fino ad ora una soluzione soddisfacente,
fu posto agli artiglieri per la prima volta nel 1921 dal generale Ettore Cavalli, il
quale in una mirabile nota pubblicata nella Rivista d'Artiglieria e Genio propo-
neva quello che egli chiamd «il problema balistico del prossimo avvenire » Rivista
Artiglieria e Genio - Nota i* del 1921, voi. IV. Nota 2a del 1922, voi. Il).

Questa nota venne inviata a tutti i pio eminenti professori di calcolo, con pre-
ghiera di voler integrare le equazioni del moto, tenendo contodella densita va-
riabile. Fino ad oggi I'appello di Cavalli & stato vano.

Se 5 é variabile, anche I'equazione dell’'odografa contiene tre variabili per
cui bisogna considerare il sistema delle due equazioni:

gd (ncos O =~JvF(v)dQ
gdy = — i/stg0 O

le quali contengono le stesse tre variabili e quindi formano un sistema completo.
In altre parole, mentre quando 8¢& costante si cerca di integrare l'equazione
dell’odografa per poi ridurre alle quadrature le altre tre, nel caso considerato, si
cerca d’integrare il sistema delle due equazioni differenziali sopra scritte, per poi
ridurre alle quadrature le altre due equazioni.
Nel sistema delle due equazioni del i° ordine si pud sostituire un’unica equa-
zione del 2° ordine, eliminando la y fra le due. Un metodo da seguire é il seguente:
Supponiamo che 8 vari secondo la quota con la legge di Bessel cioe:

&/:
ove a é costante; quindi si deduce:

Sj= —aSoe~°y
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Poniamo
SOi

e prendiamo come variabile indipendente la u definita da:
vcos 0= ucos P
Questa notazione fu introdotta da Siacci e d’ora innanzi la troveremo

molto sovente.
Dalla

gd(rcos0) = v F (vdo

dividendo tutto per cos 9d6 si ha:

du f e_ay uF (u)
d6 cos 6
e posto:
cos O cay
Y
si ha:
dQ q
du uF (v)

che differenziata logaritmicamente:

d de d20
du du du2
de dé
du du
d20 _ /1 agq 1 v_p,,.J_ W O
du2  \q du u F(M) ' v du / du [31]

D’altra parte I'espressione di g differenziata logaritmicamente d;

7 Y

logg= logcosO0O— logy + ay

Y e costante

1 dq dy 1 de _ dy\ de
9 tau” a %y cos@ SEN 04 = _tho_adej du
ma dalla
gdy = — vitg0dO
si ha:
dy v2tg O

de ~— g
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quindi
g du \ g )b du
. . . ., &0 . .
per cui sostituendo alla relazione [31] che da si ha:
i36 1/*v2 - 1, , i8 .1 ,* 1 dv) d8
iu3 (\ £ / iu AW ot inl (K

D ’altra parte differenziando logaritmicamente la relazione:

vcosO = «cos@
poiché cos 9 é costante:

1 io sen0 i 0 1
v du cos 6 du u
quindi:
JL*L=t M + L
v du gQ 1 u
cioe
dlo 1 T\j,n i6 j a d8 /\_1 dv ) de
|sr—-1(l— 1)t0*r+—|r-{e6*r+K(E>|r *rjp*r
e ponendo:
1fF«(»=9(W
si ha:
i20 (/ae2 i0 ft io /\ 1 dv } de
=- U— + Dre-*r~te°-*r+ *M~ -Frl*r
cioe
420 (ar2 , io , jCi d6 r. de /\i dv ) dd
au2 (g du 6 du 5 du r''" v du \ du
quindi:
i20 (aw2 cos2gr . a db /\ 1 i1
in2 | 9 c0s20 N a4« ~ e .im j 4«
cioé:
i20 . aw2cos2ip te8 (d8\2 ,. 1 io ioO
i»2+ — i— essibl*rj +*wv *r *r =20

ma si & visto precedentemente che:

I dv 1 . . Qdo
v du u ' b du

quindi:

420 awRcos2tp tgb /d6 2 . f\/l-! L ita doe\ deé ro,
in2 + — (ut) +? ir + ~e.Ysr)-*r =0 23
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Questa espressione ¢ indipendente da y e quindi dal proietto e questa sempli-
ficazione si ottiene solo quando venga applicata la legge di Bessel.

Inoltre la v vi entra solo in quanto essa é parte della funzione 9 (r) che pero
varia assai meno della velocita, essendo:

9M=nM-fi ciod 9W) =247

Se poniamo poi

?&//)\: t??vv)\ove X = _9(t|) = .Z{t?_:l% ,

Q(«) «(«
« varia meno ancora di 9 (i perche;
fmin — = 0*3 tma, = = 35

e quindi diventa piu facile assegnargli un valore medio costante. In questa ipotesi,
I’equazione definitiva si pud scrivere:

426 4+ 2 c05,9_7° ti2f24 Y ¢+ Tt + tgB- 2)2 = o

e facendo per brevita:

Gcoszq’ = K = costante
si ha:
€20 , T (f6 1dQ\N, /\/I ., QdO\ . TT
N RN -XA (SBIF) + TIDW(-ir + Me *r)-AT = 0 M
E bene osservare che:
T=7R Tr=1 Pr/(fH=yw

Questa equazione si sa integrare soltanto nel caso che la resistenza sia pro-
porzionale alla velocitd. In questo caso ¢ F (V) = Xve quindi 7=1 e (p(u) = 2;
ed allora I'equazione si riduce ad una forma semplice, con un doppio cambiamento
di variabili. Poniamo:

- 19Q; xc

da cui:

onde:

du 2k 1+ 12 di



— 140 —

Differenziando logaritmicamente si ottiene:

& 6 / d-I
du> Xl- ) 2 21 d\ di
d6 ~ 2g ii i+1- di ~ di
du \ di

Eguagliando questo rapporto all'analogo rapporto che si ricava dalla [33]
nella quale si sia posto Tip («) = 2, dopo di avervi sostituite per O, u e A l. le loro
espressioni nelle nuove variabili, e riducendo, I'’equazione si riduce alla forma

semplice: A” |k‘%<;2('i1. £%||)§ - Q

di- ¥ A
In questa poniamo per brevita:

cos 9

K = 2aJdacui a= j/2ag

e poi poniamo:

essendo x la nuova variabile dipendente. Sostituendo, |’equazione si riduce a

*ox , 2 _X_ (diLy _ O
di2 + 2 s2 [di ) - ©

L’integrazione di questa equazione, mediante un’opportuna trasformazione,
si puo far dipendere dall'integrazione di un’equazione lineare del i° ordine. Po-
niamo percio anzitutto, per semplicita di scrittura:

.- AlL=aA!
\% di di
che con la precedente si scrive:
AE -JL 112 .
di 21 | ~ 0

Operiamo ora una nuova trasformazione, introducendo una nuova variabile z
definita da

Sostituendo nella precedente equazione questo valore di , €ssa diventa:

-sr = 2-rl (tV - ==t
da cui:

Al —

I~ p(— 22p)
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D’altra parte differenziando I'espressione di 2, si ha:

dz
2p2
da cui:
di 2p2dz + dp
PR2pP2+ 1—2%p)
. o v :
Eguagliando le due espressioni trovate per — si ha la relazione cercata
tra fez.
dp + 2 p2dz dp
2p2-pi—22p 1—22p
e riducendo diventa:
Jdr + 2~ =1

ch’é infatti un’equazione lineare del i° ordine.
Il suo integrale generale é:

p=c¢e~z (r+ J'e* &)
essendo T una costante arbitraria. Lo scriveremo piu brevemente

p=e-*\r + <tX2)}
ponendo:
@=j'ezdz
da cui si ricava:

D@ =e*

Ed ora passiamo a ricercare le variabili primitive %e £ La C si ha subito dalla

Jr
prima espressione di — la quale, poiché dall’equazione lineare si ricava:
- dp = dz
I — 22zp
si riduce a
di dz e dz
| P () + T

che s’integra immediatamente e fornisce:
X=r,[(D(2+ T]

essendo T, un’altra costante arbitraria.
La x si ha dalla definizione di 2 che fornisce

X~-*C + 1V



che per i precedenti valori di Ce di p si pud scrivere:
X=-.i:+ -fr,/2

Sostituendo in questa |’'espressione di £ e dividendo per T, z, essa diventa:

ponendo

Le due relazioni precedenti possono scriversi

— @D @=r i
‘ * X \ [34]
*W-TT-Ff = 1)

le quali costituiscono I'integrale generale dell’equazione differenziale del 2° ordine,
espresso per mezzo di un parametro z variabile.

Le due costanti T e I\, ed il valore inizialezOdelparametro z devono deter-
minarsi infunzione deivaloriiniziali di X £ e p, che sono:

Xo= atg P;

Quanto a po, dall’equazione dell'odografa che in questo caso si scrive:

da cui:

28y icos o Xu2
e da:

si ricava:
Ca

2 sy i Ccos9

da cui ricordando il valore di a

Ca Cv 2ag

PO= 5 icos9 25, *X

D’altra parte dividendo |'una per I'altra le espressioni di £e di p e ponendovi
z = 7o, Si ha:
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quindi sostituendovi le espressioni di & e A=e riducendo, si ottiene:

r — 1/2°2t»",
1“ \=~cv

Mettendo nelle [34] per £e x le I°ro espressioni

_ N
Xw X -« e
esse assumono la forma:
nN -0 @=r
a tgh
90 _

| coefficienti di queste espressioni, introducendovi il valore trovato per T,,
diventano:

jzg_ CF-y/ligl -, . _0_ aCFcostp v
Xr, 2s01x * r, 2s01x

Ponendo per brevita

280 x
°C -

e sostituendo le due precedenti si scrivono:

Y m v'

[35]
«Fcoscp gv(i_6 =1

7 y *
Ponendo nella prima z — z0si ha I'espressione della costante T

p = v W eV _ <D (20)
Y V!

Il valore iniziale 20 lo otteniamo dall’espressione che definisce z, ponendovi
per Xo, ™ e po i valori ora trovati; allora si ha:

Zo _ _} X _ 8tX _ Xatgy p _
2p0 CVv2 2&
Y va2egl7 =
— - sen
2\/2ag 2E ®
e finalmente
= —1 - 2akF sen
Zviay (y P

Determinate le costanti ed il valore iniziale di z, non resta che utilizzare le
formule trovate per u e per tg O, per ottenere gli altri elementi.
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E cominciamo dal tempo. Per t si ha:

n ds8 ucostpj r _ 2cosp ,di
g cos 0~ g "\a  ? |

= LE2i*dz = -1L = dz
\Zzag
onde integrando

= 2— (2 —
t Vrzag ( D

da cui si deduce che in definitiva il parametro z & funzione lineare del tempo.
Per |’ascissa si ha:

dx = vcosOdt —ucos 9dt = w
Ora dalla prima delle [35] si ricava
__F\/2ae z@ 1
K = —
$ M+

quindi sostituendo viene
2V CoSm z@ dz

dx= e amaer
da cui integrando dall’origine, si ha:
x = 2Y.cos esz dz
0@+ r

che ponendo
TX2r)=/:w r

si pud scrivere:

- 2VesI Ay ¢ T) - T @& ri

Finalmente I'ordinata I'otteniamo senza integrazione, considerando che dalla
equazione dell’'odografa abbiamo ottenuto una relazione della forma.

p Sy = costante
da cui ricaviamo, essendo 8?= 80e~ ay,
ea* — K p essendo K una costante
Da questa prendendo i logaritmi si ha:
ay = logK flogp —logK + log[<@ + T]— z2
la quale ponendovi z — =, y — 0 fornisce:
O=logK + logO[(@) + T]— Z2

che, sottratta dall’aJtra, permette di eliminare la costante K, e da:

«y = IQg-£ S tT -fr — **)-



Ora dalla prima delle [35] si ricava

@+1 _ \V_ V cos 9
«(z0)+r — u ~ vcose
quindi si ha
Vcos 0

Riepilogando, e ponendo per brevita:

1 c~Zr? _  gSp»* g¢g-V

B = V cos 9 CVcos 9

in modo che B sara un coefficiente costante che raggruppa in sé tutti i dati ini-
ziali, si hanno le seguenti formule del tiro definitive per il caso che si considera:

I' 0080 i¥éss0 = whag 1 k) - @R
tgP M - W |
*= djy(*,r)->f'<*,r)| [36]

1 i V cos 9 . &)
- (23- 26))

vcosO

t= 2 (z - 20

M etodo Légendre per F (d = Xvl

Un altro caso d’integrabilita €& quello trovato da Légendre (1) per la resi-
stenza quadratica e supponendo la densita variabile secondo la legge:

= _i-gzy_

Ponendo quest’espressione ed ancora

F (v) —\v2

nella prima delle due equazioni fondamentali e ponendo per brevita
c= 801X
Cg

questa diventa:
(i+ *y)d{vcos6) = cvjd6 = c (vcos 0)3

Dividiamo per (vcos 6)3 e integriamo: verra:

li , \ dIrcos0) f d6 r /n\

JI1l + «>0-(T35F0F = cj-ESEH) = ¢ (0)
(1) Légendre - Disserlaticn sur la question balistique proposée par I'Academie royale de

Prussie 178%.

10 — Balistica esterna - Volume |I.
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Integriamo per parti nel primo membro; otteniamo
¢ (0 = —-y Qsep + T" Jv*cos26 3T]
Ora dalla seconda delle due equazioni c.s. si ricava:
F~ = ~T1ig9" ™~ = --y/g0rf/g0 [38]
quindi sostituendo ed integrando si avra:

¢ @=Ll — 49 920

essendo - una costante arbitraria.

Di qui si ricava
\&3-::-0;2)6 =-2c (O) B 29 *920+

e Dividendo la [38] per questa si ottiene

gdy. __ ,.jg0OdtgoO

I+ ay 2% (6)+ -f- tg30- A’
(0]

Integrando dall’origine si ha:

log(i + «y) - f iy ®
2<s.(e)+y -if 6-K

denotando con T (0) I'integrale moltiplicato per — ; di qui si ricava:
l--ay = evondey= e-g 1

Sostituendo nell’espressione trovata sopra, si ha:

e*©

v3c0s30 =  --—---m—-
* - -yy-  e- 2c¢ft (0
Per I'ascissa si ha:
ix= — f° vX0s30dtg0= f6------ ----tVdtgu
It Tt t@\-“ly)‘/‘/QZO—A

Cosi il problema é ridotto alle quadrature; ma queste formule non hanno
finora trovato applicazione pratica, perché alquanto complicate e d’altra parte
non facilmente traducibili in tabelle, contenendo, oltre la variabile, anche tre

costanti: 9 ¢, K.
Altri casi d'integrabilita, quando si supponga la densita variabile, non si

conoscono.



CAPITOLO VI

METODO STACCI

1 - Cenno cui metodo Didion.

Il primo che alterd la forma della resistenza in modo da ridurre le equazioni
del moto alle quadrature fu il Didion il quale pose:

P= (i + 1)
con q ed r costanti.
In tal caso

con c costante.
L’equazione del moto orizzontale

d (v cos 6) 0
—LJ— L= - /(®cose;
si pud pure scrivere
d2X V2 | . vV o\ dx
=g = 5 c_\IH r) cos & ma = = cos &
quindi
a2 = 3P {1+ J"L}*dl’i
12 2C\ r ds
Ponendo invece di un' valore medio a poiché
ds d sdx dx
dt \% dx di * dt
sara
d2x 1 1dx 2! adx \ dx r -
a2 = TT N\Nt) (I + —
1 tdx N2t - a dx\
- ~Tralir) il+ t ~ir)
ma = vcos6= ; percio la equazione [1] pu0O scriversi
vj
d (vcos 0) dvt dx 1 ( a \
— it— = ~ir = — = - — a il+ t-v')
dx
e poiché

dt 1



quindi
dvt

UutT =-TTal'(l+T1")
da cui
J _ 2¢C di t
ax = —
* 4 + - H
che integrata dall’origine in cui x = 0O
vt= F, = Fcos9 dara
i+ — —
k= lg D
I+~-T7
da cui
a, | +-- — —
e" = - a
r |
1 4 Rt

S N N [
I+ 1TTq e

Si e ottenuto cosi in tal modo il valore di = vcosO0.
= vcos 0= F (x) si deduce, dalle equazioni di S. Robert:

Se ora poniamo r, =

* dx
t= f -
w
gdx= — dO0= —v,/ = — v,adtgO
dtgb= -g jp~Ty- dacui
e poiché = fg O si ricava
y =xlg9 — gf'dx j* [Fd*)T - [2]

E il problema é ridotto alle quadrature.
Per il parametro a il Didion assume il valore medio dato dal Bézont.
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2 - Cenno tu! metodo di Saint>Robert.

Il S. Robert pone
AR /Qheos®)
e suppone a = costante; in tal caso l'equazione dell’odografa diviene:

d(vcos0Q = dO (gé compreso in / (v)

Ponendo a vcos 0= u e moltiplicando ambo i membri dell’equazione dell’'odo-
grafa per acos O sara

e | (vCOS 0) = ai) cos 0/,_£av cos 0) dcO
a « cos
cioe
adu= 0520 d6
e quindi
uf (u) c0s20

che integrata fornisce
fu du
tg0= tg9 + aj&]o uf(u)

Calcolo delle x

cos2 _ u3 . a
géx — —V2 cos20 a2 dlgv
u3 adu i udu
a2 uf (w) a [/ («
« uifu
/
Calcolo del tempo
di— — VvV alz- — - wGQ;&B def
e c0s20
gn _ _m_ 40 u adu du
a co0s20 a uf (u) f (u)
. ful du
S ~ Jutl(u)

Calcolo di v.
Se si indica con F (x) la espressione delle u in funzione di x ed &

i_
8 - FOy
B _ ) de
gdx = —v2d0= — (z cos 0)s 0520
40 d 3 j
sdx R~ og FhMdx

c0s20 (v cos ep
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che integrata da

tg6 = tg p— a3g J{0 F (z) dx
ma = tgQ quindi moltiplicando per dx ed integrando di nuovo si ha

y = xtgtp — a2g J[’(‘) dx Jfo F (x) dx

3 - Metodo Slacci.

a) Premesse.

Le forme di resistenza studiate nei casi d’integrabilita non sono forme che si
riscontrano nella pratica od almeno sono applicabili a tratti di traiettoria assai
limitati e mai a tutta la traiettoria; da ci0 la necessita di determinare forme e
metodi approssimati che permettessero di calcolare le traiettorie in un solo arco.

Il metodo di approssimazione generalmente preferito fu quello di alterare
alquanto la forma sperimentale della resistenza in modo da rendere integrabili
le equazioni del moto.

b) Formule del tiro.

Abbiamo visto che la ritardazione su un proietto € funzione oltre che della
velocita, anche di quantita proprie del proietto e della densita del mezzo, e
giacché il proietto nel suo cammino percorre strati d’aria di diverse densita,
anche la ritardazione dovra variare in funzione della quota.

Indicando con la densita dell’aria corrispondente alla ordinata y, scrive-
remo la ritardazione sotto la forma

f(v) = -% -F (v)
per cui I'’equazione dell’odografa diviene:
gd(rcos0) = —g—VvF (vdo

A questo punto Siacci introduce la posizione che € una delle particolarita del
suo metodo, pone cioé

ucos9 = vcos6 [3]

definendo la u come pseudo velocita.
In questo caso si avra

sri de

gdu — c u)l(:\gv) cos e

£dx= - cos* 9-370
<dt = — U cos9

cos2e
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La variabile « puo esser indivi-
duata nel seguente modo: se si im-
magina la velocita v in un punto
qualunque decomposta in due com-
ponenti, una diretta secondo la linea
di proiezione, ed una verticale, si ha
(fig. 65)

ucos9 =rcosO

quindi la « € la componente sulla linea
di proiezione della v, quando l'altra
componente & verticale.

Considerando che nella

v C0S 6

cos 9 = cost.
cos 9

avviene che u & sempre decrescente perché vcosO eédecrescente enell’origine
essendo cos 0= cos9 sara u = V.

Nel punto P_T, in cui 0= — 9 é ancora u =v,dall’origine al punto P
u > v, dal punto P_pin poi « < wv.

Il 20 artificio del Siacci consiste nel porre

SyF(v)=**otF(u)-~« [4]

essendo 8, la densita all’origine della traiettoria e 3 una funzione variabile che fa

sussistere l'equazione. In questo caso, la equazione dell’'odografa, nella quale e

gia stata introdotta la u, diverra:
i p cos29

gdu — 0 e 9 L Ew-9% =

&ip
C cos 0 cos C

.,.df6
cosB‘.?.u [ _(u)7 6570

da cui separando le variabili

d0 = C g __ du
P cos20 8Jcos29 uF (u) [5]
Abbiamo gia visto che
dx = —v2dQ = — u- cos39 —°
9 - - cos20
quindi
£dx=--uy ™MP* de
g cos20
e sostituendo:
_ Cg W2c0s29 du (e} udu
Pdx = 80i 0529 uF (U) [6]
analogamente si ha da
dt ~ de _ WCOS de fidi = ucos9 de
9 —Vosh T T 'Cll c0s20 ar=- g c0s20

Bdt = - USs* Cg du C du
n g 8,»C0529 UuF (u) 8eicos9 F (u)
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Integrando queste tre equazioni dall’'origine ad un punto generico, essendo
all’origine u = V, si ha:

. se —2gdu
JoB "= 8x Jv - B * J8P cos26 28 v uF («
N _ du [7]
Ju 00t cos 9 Jrv A
Si ponga ora
/v 7T5T =/ M : /-TW =C(®)
[8]
/' F(«) P(«)
Sostituendo queste nuove notazioni avremo:
[ >m cos26 280i cos2p [/ («)-7 (V1]
/>*--£-[*>(«)-Dir)] 7]

Calcolo ddla .
Sappiamo che = tg0 quindi

4v = dxtgO

moltiplicando la equazione [6] di @dx per $—*-a = Jf6"tgd si ha

Jtp cos u

Integriamo tra I’origine ed un punto qualunque *

[i1fd/" f-E~r]- -V ( C|-TfA-1(>- fiqjf 7 (u0!
ponendo

INT=r-x(«) = "<«)

si avra

/TEx /> = - -T(-pssv)'H () <n) / (K)
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e dividendo per

sara
. . 1 c 12
o I "4V cos2e. 2 Sicos I (A {uy— A (V) .
i c | D(u)-D{V) JMW) 1=
fjd x .
i
1 c | A(u)-A(V)

2 8icos29 j D(u)D(V) -~J(V) )

che ¢ la quarta della [7']
Abbiamo cosi un sistema di quattro equazioni che ci danno, integrate, gli
elementi del punto generico di una traiettoria e precisamente:

J 6t cos20 28cncos29 L/ («)- 7 (F)]

/;?2*=- £t [c(«j-0(i'i]

[zi

c0s20 Na)-"N(y)

2S0»c0s29 1 D(u) — D[V
frtd x 7 (u) —DIV)

Integriamo i primi membri applicando il teorema del valor medio cioé, ponendo
per p un valore medio entro i limiti delle rispettive integrazioni (P§ @ PB<PB¥); sara:

de e de
s cos20 — Pe(tg tgf)

J*pdx —frid*i* = (@a

y* pi/ = pj bdt = frt

de 0 <0 ) 9
cos20 [/ > [ T eoce20 Jpdx (tge- tg 9 ]
= >3 &

j *tg 0 dx — xtgcp
= B,

Ma IgB dx = iv quindi sostituendo ed integrando si avra

fc(z=fU.)
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Sostituendo nelle [7] i valori trovati e portando i p ai secondi membri si avra

o C
19Q=.09_ _ orpscosz  L/(«) —/(n]
C
t= AingggdL [T(u)~T (F)] ol

y 280»@3,cos29 14 4( .
g9 p fADl((Ilel))uAl(i_ Jt

-
<<

vcosO0O= wcos9

che danno gli elementi del punto della traiettoria in funzione della variabile ausi-
liaria «.
Queste costituiscono le prime formule del tiro del Metodo Siacci.

c) Limiti di p
Si ¢ posto 8 F (v) = OpF W)" da cui
8 F (i1 COSO ri i MCcos29
80r («) Tod2y Ma F (V)_ K (V)V = " W —coskld-
quindi

8y K (c) m2co0s29 cosO 8y A'(v) i
80 A" (u) m2cos20 cos2 9 ~~ 80A'(t<) cos 0 [

Nell'origine 8y Sai F = « quindi K (v) = X («) quindi

P = cos 9
Dall’origine al vertice diminuisce sempre, al vertice 8= Si-; v— v0e se
«0 € la pseudo velocita sara
W cos 9 = Voi K {v) — K (vo); K («) = .K (0sec 9)
quindi
p= 8y A’ (m)
8 A' (jOsec 9)
Nel punto in cui 6 = — 9 cioé in PA~~) v= u; cos0= cos 9 quindi
P=h _L_
60 COb @
Nel punto di caduta 8y= 8, — 0= w; v= &/, quindi
A(CT) !
P a: (u) cos gi
Il valore p decresce dall’origine al vertice, poco oltre il vertice assume

il valore minimo, indi cresce indefinitamente.
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Per angoli piccoli si pud, senza commettere un notevole errore, assumere P = .
In prima approssimazione, e quando si tratti di angoli di tiro inferiori
ai 20°, si puo ritenere
p=p, = P, = =p

guando 9 > 200 € necessario assumere per le varie quantita trovate in precedenza
i rispettivi valori di p.

d) Valori medi di p.

Il Siacci trovo una espressione analitica del valor medio di p che serve a
risolvere i problemi principali del tiro della quale il primo termine é:

= - ° ] 1 i
B Z-(T/,%TE'n2<r75{ Vcocges(f} tl A iég‘%'lw I« Wi (g*9) cos 9
ove = Y = — Xtgip a = 0,000085

Poiché gli altri termini sono di difficile sviluppo, egli consiglid di abbandonarli,
trascurando per compenso la parte negativa del i° termine, cioé quella parte
che ha per coefficiente a e che poteva ritenersi, secondo il Siacci, dell’ordine di
grandezza delle parti trascurate.

Con questa formula egli calcold nel 1897 la tavola del p che contiene i valori
di p in funzione della X e 9 e che servi fino al 1932 nella nostra artiglieria.

Questa tavola dei valori di P (la vecchia tavola Vili) venne successivamente
ampliata dal col. Bruno; pero se la tavola pubblicata da Siacci si dimostro suffi-
cientemente approssimata per i bisogni della pratica di quel tempo, in seguito
alle aumentate esigenze dell’artiglieria si rese assolutamente inadatta, perche dava
per forti velocita e per i grandi settori verticali di tiro valori troppo dissimili dalla
realta, tanto che i detrattori del metodo Siacci trovarono facile la critica del metodo
stesso, attaccando appunto la tav. Vili.

Per ovviare a tali manchevolezze, il Cavalli riprese lo studio del p princi-
pale e dopo non poco lavoro riusci a dare anche il 2° termine della serie del p,
la cui espressione & estremamente complicata.

Il calcolo di questo secondo termine riuscirebbe molto laborioso, senza
contare che non sapendo se la serie € pil 0 meno convergente, si rischierebbe
di fare un lavoro lunghissimo senza raggiungere una precisione voluta.

Queste considerazioni spinsero appunto a calcolare il p in un altro modo,
ricorrendo cioé al calcolo per archi successivi.

Infatti, quando siano dati V, 9, yﬁ— la traiettoria si puo calcolare con tutta

la precisione desiderabile spezzandola in archi sufficientemente piccoli, ottenuto
il valore della X, risolvendo un problema del tiro che presto impareremo a cono-
scere, si potra determinare direttamente il valore di p cioé di quel parametro
che fa sussistere quella determinata traiettoria.

Si & inoltre ritenuto che il p non fosse funzione della sola X e 9 ma dipen-
desse anche dal proietto (C) e di cid ci si rende facilmente conto quando si pensi
che una stessa gittata con lo stesso 9, si pud ottenere con infinite traiettorie
variando soltanto la V. Quindi la nuova tavola del P ¢ funzione di X, 9, e
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C= o™ a3 (Bruno e Galanzino «Nuova Tavola del p principale » Rivista Arti-

glieria e Genio. Agosto 1932-X).

La tavola poteva essere ridotta anche in funzione di V, €9 ed X ma avrebbe
assunto una maggiore estensione perche il coefficiente balistico varia praticamente
fra limiti pia ristretti che non la velocita iniziale.

Oltre al P principale (P) Siacci diede anche le formule per calcolare i P secon-
dari cioé i p che entrano nelle espressioni trovate relative ai vari elementi del

punto :
P« Pr Pc; py

e Cavalli calcolo una tavola del P, simile a quella del P di Siacci.
Poiché fra il p ed i p secondari esistono le relazioni:

pa)=pr= Pr; Pu= -i-(p + P,)

per mezzo delle due tavole si potevano dedurre i psecondari.

Perd anche questa seconda tabella presenta pil inconvenientiper cuinon ¢
piu applicabile in pratica. Potrebbe esserne calcolata una nuovaservendosi diun
metodo analogo a quello impiegato per il calcolo del p.

e) Coefficiente balistico ridotto.

Ammesso che i valori di P che entrano nelle formule del tiro siano tutti
uguali tra loro ed indicando, come é detto in precedenza, questo valore unico con
P, se si pone

[«]
le formule del tiro trovate diventano:
*=C'[D (- D (V)]
« c'« lT«co-'un_ , (n]
y 2CoS 9\D(u)-D (V) il
/M -m i } [13]
_ ucCoso
- CosE
La quantita C' si chiama coefficiente balistico ridotto.
Dalla 2* e 3* delle formule trovate si pud dedurre, notando che tgt = — :
c' \A (u) —A (V) T/Tn ro.
*9-9% =7 2 £4m))-Ds(M)i- 7 (*) M
e sottraendo dalla [15]
la [10]tg9 - <g6- tgtf+ tge= tgt- tgb6 = [/ («)- cle]

Cio é vero, come ben s’intende, quando per le due formule si considera lo
stesso valore di p.
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f) Tavola balistica generale.

I valori delle funzioni D, J, A, T, ed u si trovano nella tav. VII e si rica-
vano mediante le formule delle quadrature quando siano noti i valori di F (u).
La tav. VII costituisce la «Tavola Balistica Generale, &€ a semplice entrata e viene
impiegata come una tavola di logaritmi. L’argomento di essa & la D perd in essa
si puo entrare conoscendo una qualunque delle quantita A,I, T, U.

Se deriviamo le funzioni finite rispetto a D («) si ha

- udu 1« - 2edu
dA(u) _ F (u) T . dj(u) _ uF (u) ££
dD(u) __udu o/ W e dD (u) udu u2
FU*) F » | [17]
du
dT(u) F(u) 1 du __  du F (u)
dD(u) udu u’ dD(u) udu u
FM “F>j /

Da cio si vede che le prime derivate rispetto a D («) sono sempre positive
mentre quella di « & negativa ; se ne deduce che le funzioni A, T, J sono crescenti
con D mentre la u decresce. Questo fatto & utile a sapersi per le interpolazioni,
inoltre si rileva che le parentesi delle formule che danno la x, la 0 e la t sono
sempre positis’e, poiché u é sempre minore di V.

Vediamo ora come sono le parentesi delle formule

c A(u)-A(V) T,rl1

tge — tg 9 2c0ss9 D (u)-D (V) i
4 a c t/I\N A@- AMI

tg* tg O N C0S29 D(u)-D[V) J

Per definizione sappiamo che

A{u)y—A(N)—fa" J WdD () =J W)[D(u)-D[V)]

essendo J («») il valore medio che J («) assume entro i limiti d’integrazione
per cui sara
T,u\x_ A(u)-A (V)
J —DWM_pb(F)
e poiché / (u) cresce con D («) sara
J AD(u-D{V) ~ Jw

Dalle due formule ora scritte, si deduce ancora che essendo sempre

tg9 —tgt>0
tgt — tgti>0

risulta 9> e> 0

Nel vuoto avevamo trovato -

isc = tx+tfe



Applicazione:

Vediamo ora come fece Siacci per calcolare la sua tavola balistica generale e
calcoliamo ad es. D («). Si & visto che

& —udu

D
v F (u)

Applicando la formula di Simpson che dice essere

r* h— a

/. ydx= —r 1o+ 4y. +y)
essendo
y = y =y y=y @A
e considerando un intervallo d’integrazione 2 A b avremo, poiché D (u) cresce col
diminuire di w,

— 2Au

— u du 2Au . u— Au u— 2Au
a —Fiu)~ 6 F(m) M A Blu—-A) T F (u—2AU)
—D@uU—2AKk — D @)
quindi
M ! u — Au u—2Au
D@U—2Au) —D )+ IF(m)+ 4 F (u—Au) Fu—2Au)
Consideriamo « = 1500 m/s Au = 12
logtt = 3,17609
u — 1500 -F(«) =451.53 =
u— Au = 1488 FU—AU) = 447,15 colog F (9 = 3,34531
«— 2A « = 1476 F (u— 2Au) = 442,77 log c A\ - - coian
log 4 = 0,60206 _
log (« — A«) = 3,17260 log (« — 2A«) =3,16909
cologF m — 2Att) = 3,35382
colog F(w —a m)= 3,34955
u—2Au
, F (m — Au) log F(u—2Au = 0,52291
1°g N 1-12421
u 3.3220 log Awm = 1,07918
W colog 3 = 1,52288
u— Au
F (u— Au) 13.3HO log[... < = 1,30031
log e = 1,90237
FM—2Au =~ 3:3336 e = 79,87 = 80
[ 1 = 19,9666

Siacci ha assunto come costante d’integrazione, cioé come valore D (u)
relativo a u = 1500, D = 1000 quindi risulta

D (1476) = 1080

In modo analogo vennero calcolati gli altri fattori contenuti nella tavola bali-
stica generale.
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g) Tavole balistiche secondarie.

La tavola balistica generale é sufficiente per la risoluzione dei problemi del
tiro, ma per rendere piu spedita la soluzione di alcuni di essi si penso di calcolare
tabelle che contenessero gia i valori dei binomi tra parentesi o di altri simili e facil-
mente riducibili ad essi, che appariscono nelle formule del tiro gia trovate.

Il primo che ebbe I'idea di calcolare tali tabelle fu il Braccialini il quale cal-
cold tabelle di fattori di tiro leggermente diverse dalla forma di quelle attuali.

Il Parodi diede ai fattori di tiro la loro veste definitiva. 1l Comandante
Fasella calcold i fattori di tiro per intervalli degli argomenti assai piu ravvicinati;
il Cavalli aggiunse ai vecchi fattori di tiro quelli per il calcolo delle variazioni,
nel calcolo della traiettoria per archi.

Nella seguente tabella sono riportate le espressioni dei fattori di tiro, date
dal Parodi e dal Fasella; nelle tavole numeriche ci riferiremo sempre ai fattori di
tiro del Fasella, i quali, essendo calcolati come detto, per piccoli intervalli consen-
tono una piu esatta interpolazione.

Fattori di tiro.

Parodi Fasella
X X
A c7 fo T- ~-C~
A (u)-A(V) _ _ vcos 0
t D(u)-D(V) 'J(V) - v = cos 9
2 sen (9 —e)cos 9 A (u)-A(V)
C' COSE D(u)-D(V) J s>~
_ V2 / 2 V2sen (9 —e)cos 9 2 sen (9 — e) cos 9
u fo X COS E C'cosc
h y 19 D{u)-D(V) j A I/ _ Zsen(;f—e)cosQ
lgc — Ig0 _ ° ose
tg VvV — tgt ) A —A (V)
sen (e — 6) cos 9 fi 1 D(u)-D(V)
sen (9 —e) cos O tge tge
\V tg 9 — tg*
T(u)-T(V) sen (e— 0O/cos 9
Fsen (9 — o) sen (9 —e) CcoS 0
tcose
/ cos 9
\Y V cos 9 U= T(«)_ T(V). a
A u vcos 0
" A=/(«)—1 =70+ A=
li
X 2COs29 J m
= (lg9- 1gb)
fi X tg9 fl =
tcos 9 X
ft= T(u)-T (v = C ft
fe /() —I(V) = - X

fy = fofxK (V)
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Dall’esame di tali espressioni si rileva che le differenze sono:
a) sul fattore fu che per il Parodi contiene il fattore V2allo scopo di evitare
i numerosi zeri dopo la virgola e prima delle cifre significative, che si trovano nel
valore /, del Fasella;
b) il fattore /3 del Fasella é eguale al fattore A> del Parodi;
c) il fattore /4 del Fasella corrisponde al fg del Parodi;
d) il fattore f3 del Parodi non ha riscontro nel Fasella.
Per il calcolo della velocita residue, il Fasella da la tabella dei valori della

pseudovelocita u =
Come appare dalle formule, questi fattori sono tutti funzioni di V e di
perche D (uy — D (F) 4-~-e quindi anche A, J, T sono funzioni di F e di -go-; ed

avendo posto /0= -7r, le tabelle dei fattori di tiro sono tabelle a doppia entrata

in funzione di F e di &

| valori di /, /,, /,, /j, /«, del Fasella si ottengono introducendo nelle formule
del tiro i valori relativi espressi con le funzioni balistiche e precisamente:
dalla relazione

t 4 c A (u—A () 7 ...

tg* — ig9 2C0S29 D(u)-DIV) 7 (V)
si ricava

c
gt = togr9 _____ Ycosza /
da cui
2 cos3® , 2c0s29 sen (9 — o)

/= — C~ & ?-<&«) = — -C*- TEOI9 cose-

cioe

2sen (9 —c)cos 9
C' cose

Dalla relazione

ffr -tEgY = 2¢Bsto Ld{Y) — BM):=\W

dividendo per

tlgc—tQS— 2cos29 .1/
si ha
tgt-tg0 _ 1 f T/tA A-A (V)_]1_ f
tS*-H 1 ~ t 10w D(u)-D(Vv) J h
Ma
(gt —tg0 sen (t -6)cos9cost _ sen (e— 6)cos9
tg —tgt cOS e COS6 sen (9 —e) sen (9 — t) COS 6
quindi

sen (c — 6) cos 9
‘2 sen (9 — ¢)cos 6
Dalla relazione

= w [ rM - r(F>]



si ricava
C' , . , tcos ©
1= o f> Cl0e ff= —cH-
Dalla relazione
igé6 _ (@T [/7(")-/7 O]
si ricava
go=1tgm 53
di cui:

2cos29P sen (9 — 0) 2sen (9 — 6)cos 9
~ c' cos 9 cosO C'cosO

Nel vuoto, i fattori /0, /, /3, non hanno alcun significato.
Per /,, notando che nel vuoto

2 F2sen (9 —e)cos 9
gcose
risulta

Per f2, poiché nel vuoto si ha:

tg0= 2tge—1tg9
risulta:

/ = 2<ge + tgtf _ tg<f — tgc
'2 tg9 — tgc tg 9 tgc

11 — Balistica esterna - Volume L



CAPITOLO VII

PROBLEMI DEL TIRO

1 - Formule relative al punto di caduta e problemi principali.

Se nelle formule trovate nel capitolo precedente si pone x = X,y — o,
— 0= 0),t= T si deducono le formule relative al punto di caduta e cioe:

j X = C'[D(u)-D(V)]
sen2? = C [4 ~ JT (F)I
== 1 / w - 4 {ulii(F)
u— uC(()Is)FgO— ove « & la pseudovelocita per il punto di caduta.

Analogamente i fattori di tiro, del Fasella, facendo e = o, diventano:

t X t_ sen29 t sen 2 9 . t __ o
1° — I'— — ¢ | li — —~x ; h —j~
, T cos 9 . 2 cos29 /, , \
= P - =—¢c” 2?2+ @)
Le formule

X =Cc[D®- DM]

c T (Vs
sen 29—=C () —HB(K)' — (
permettono di risolvere i problemi principali del tiro, e cioe date 3 delle quantita

9, X, V, C', determinare la quarta.
Allo stesso scopo servono pure le formule:

t X 4 sen 29 (l_ sen 2 9
r— 7 /= Qi /1=
Poiché non e possibile mettere in ognuna delle 4 formule del tiro il corri-

spondente valore di (3 e nella considerazione che le quantitd che maggiormente
interessano nel tiro sono la X e la 9, Siacci suggeri d’'impiegare sempre lo stesso
valore di [3 cioé il p, col quale si propose di risolvere i 4 problemi principali
del tiro, sacrificando per gli elementi secondari un po’ di esattezza alla rapidita.

Ancora, i 4 problemi possono essere risolti con l'impiego dei fattori di tiro O
della tavola balistica generale. Il primo metodo & piu rapido ma meno preciso
e cio dipende dal fatto che mentre con la tavola balistica generale gli inter-
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valli della D (u) sono di io unita e la tavola ¢ a semplice entrata, nei fattori di
tiro gli intervalli della /,, sono di 100 unita e la tavola & a doppia entrata, per cui &
richiesta la doppia interpolazione ; appunto per questo i due metodi, che teorica-
mente dovrebbero dare la stessa approssimazione, in pratica risultano diversi.

Per quanto detto, risolveremo i problemi principali in prima approssimazione
con i fattori di tiro, indi con la tavola balistica generale.

a) Problema i°. — Data la velocita iniziale V, la gittata X, il eoefficiente
balistico C, la densita 8, il coefficiente di forma » determinare I’angolo di
proiezione 9.

Occorre anzitutto completare il valore di

8»p

e per fare cio si ricava dalla Tav. Vili, in funzione di C, X dati e di una 9 pre-
sunta, il valore di p.

Quando non si ha alcuna idea circa il valore da dare a P si assume p= 1 e
si risolve il problema ottenendo un primo valore di 9 che servira per ricercare p
e proseguire il calcolo per la soluzione definitiva.

Completato il C', si risolve il problema con i fattori di tiro e cioe si calcola

/,= —ir; indi, in funzione di fDe V, si calcola fl e dalla relazione

sen2 9P
X

si calcola 9.
Se questo valore di 9 risulta diverso da quello assunto per la determinazione
di p, si ripete il calcolo, altrimenti si puo proseguirlo con la tavola balistica gene-

rale. In tal caso si calcola X indi con V si ricava D (V) eD (u) = D (V) —\——(>q(t

in corrispondenza di D (u) si ricavano J (u) ed A (u), e si calcolera

., A{u)-A(V) T/T/.
sen29= C -p(y:-pvip ~ J (V)

Se nella prima ricerca di 9 si trova sen 29 > 1, prima di abbandonare il pro-

blema si ricomincera il calcolo prendendo il p'che corrisponde a 9= 450 ed a C
ed X dati, se questo € minore del valore assunto in precedenza

Applicazione: Cannone da 152/50; Tiro a palla.
Dati X = 20.000, C = 2,31, i— 0,660, 8= 1. V — 850: determinare9.

t
Calcolo di C'. Si assume in prima approssimazione 9 = 300 e si cerca il
valore di p.

Per”~ = 20.000 C—231 9 = 30° p= 0,744
IgC =0,36361 IlgX =4,30103
colg Si = 0,18046 colgC = 1,32750
ColgP =0,12843 Igf0 =3,62853

logC’ =0,67250 /o =4251
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Dalla tav. X si ricava /, = sen 29
kfi =5,61899
Ilg X = 4,30103
Ilgsen 29 = 1,92002 29 = 56° 18 9 = 28°9

Assumiamo questo valore e proseguiamo il calcolo con la tavola balistica

generale:
per V = 850
_ _ 2 A («) = 1700,868

colgp  =0,12784 = 42t A (U)— A (K) = 1334,984

IlgC' = 0,67191 D («) = 7574.8 / (V) = 0,13624

IlgX =4,30103
— 29 = («)

k = 362912 sen ( {é\(«*) mp(v) ™ M]
/79[~ («)-A(F)] = 3.12547 lg C* = 0,67191
colg[D (Uy— D{V)] = 4,37088 Igf =1,24881

(u)-A(Vv) _ Igsen 29 = 1,92072
D{u)-D(V) = 149635 29 = 56° 26
A (U)-A(V) _ — o '
bu)  D(V) = 0,31358 9 = 28°13
J(V) = 0,13624
A W)

b (uy-oqV) “UVIN  o,i7734

b) Problema 20. - Data la velocita iniziale V, I'angolo di proiezione 9, il
coefficiente balistico C, 8 e i, determinare la gittata X.

Il problema puo esser risolto coi fattori di tiro o con la tavola balistica gene-
rale. Nell'un caso e nell'altro occorre completare il valore diC'e cio si fa cer”
cando il valore di P nella tav. Vili in funzione di 9 e C datie di unaX presu-
mibile, oppure ponendo in prima approssimazione 3= 1.

Cio fatto coi fattori si calcola

sena?9

e dalle tavole balistiche secondarie con / e V si ricava /, indi
X = focC'

Avuto X, se occorre si ripete il calcolo con un p piu approssimato.
Con la tavola balistica generale, una volta completato il valore di C', si
prosegue il calcolo per approssimazioni successive mediante le prime due formule

del tiro che si possono scrivere

2)(«) = 2)(F) + £-
A(u)-A(V)-[D(u) D(V)] J(v) + J%LPLI = O
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Nella seconda equazione figura come incognita la w, che appare in forma
trascendente nella funzione A («) e D (m); ma A (W) é noto quando sia noto
D (w), quindi considereremo come sola variabile la D (u) e risolveremo la seconda
equazione impiegando il metodo delle approssimazioni successive o0 di Newton.

Indicheremo con z il primo membro della seconda equazione ed esaminiamo
quali sono le caratteristiche della curva rappresentante le variazioni di z col
variare di D (u). Per cio facciamo la i a e la 2B derivata rispetto a D (w), si avra

La zf & sempre positiva quindi la curva z — z [D («)] volge la concavita verso

I’alto cioé verso le z positive; inoltre z= 0 per D (u) — D (F) e questo valore
particolare di D (u) — D (F) indichera un primo punto d’incontro della curva
con l'asse delle D (u),
(z= 0O). Il secondo pun-
to, che soddisfa alla
equazione data, sara
qguello che risolve il
nostro problema.

Se indichiamo que-
sto punto con M, la cur-
va z — z[D («)] avra la
forma indicata (fig. 66).

Per determinare il
valore corrispondente
ad M, procediamo per
tentativi' . Fio. 66.

Supponiamo che
OM' = D («,) sia un valore arbitrario di D (u) che assumeremo in prima appros-
simazione e che in mancanza d’altro trarremo dalla soluzione coi fattori di tiro.

Conducendo da M' l'ordinata, questa incontrera il diagramma in P. Da P
conduciamo la tangente alla curva, essa incontreta in M‘ I'asse delle D (u) e
quindi M ' sara piu prossimo ad M di M'. Ora

ma

M" = tgPM"M' ~ T
quindi

l

OM" = D («,) -

Ricavato il valore relativo ad M”, si puo ripetere il calcolo e determinare un
altro punto piu prossimo alla soluzione vera e cosi di seguito. In generale basta
un tentativo.

Nello scegliere il primo valore di D (m), occorre avere una avvertenza e
cioé tale valore deve essere maggiore di quello corrispondente al punto di minimo
cioe maggiore di ON, essendo ON |'ascissa del punto piu basso del diagramma.
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In caso contrario, mediante il metodo di Newton, invece di avvicinarsi alla
soluzione esatta ci si allontanerebbe, come facilmente risulta dalla figura.

Per assicurarsi che effettivamente & stato scelto un valore conveniente,
basta osservare il valore'di z'\ se questo e positivo, vorra dire che la funzione e
crescente cioe che si € dopo il minimo e quindi il valore scelto va bene, mentre
se z' < 0 vorra dire che si & prima del minimo. Quindi, nell’eseguire il calcolo
converra, dopo aver determinato il valore di z', proseguirlo solo nel caso in cui
guesto sia positivo.

Ricapitolando: se D (u,) € un valore approssimato dell’incognita (data
generalmente dalla soluzione con i fattori di tiro), un valore piu approssimato sara

D (m) = D («ji -t- AD t«i) essendo
A («) —A (F) —[D («,) - D(K)] fr (v) +

seri 29
c

A2Z) («) =

in cui / («) ed A («,), vengono dedotti dalla Tavola balistica generale, in corri-
spondenza di

Z)(«) = D(P) + (£),

X\ . . N S .
(-grj un valore approssimato ed arbitrario di incognita.

Per comodita di calcolo converra alterare questo valore di (-~rj in modo
che il D («,) risultante sia un multiplo di io e ci0o allo scopo di evitare possibili
errori di interpolazione.

Applicazione. Obice da 305/17; Granata monoblocco. Dati: V = 546;
= 40°; C= 3,19 ;j = 0,540; 8= 0,927. Determinare X.

In corrispondenza di 9 = 40°; C = 3,19; X — 15000, gittata presunta, si ha:

3= 0844
Calcolo di C' e di /:
IgC = 0,50379 Ig sen 2cp= i,99335
colg 8 = 0,03292 colgC' =1,12202
colg 1 = 0,26761
colgp = 0,07366 g/ = 1.11537
lgC' =0,87798 / = 0.1304
fo = 2270
\ v 550 546 540
Vi lgu = 3.35603
g C’ = 0,87798
2200 O, 1227 Q1243 0, 1267 _
2270 0, 13040 g x = 4,23401

2300  (,1313 O, 1330 0.1355 X = 17140
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A questo valore di X corrisponde P= 0,823

Ig£ =0,80432 lgsen 29 =1,99335
colg P = 0,08460 colgC =1,11108
lgC' =0,88892 g/ =1,10443
/ = 0,1272
546
X lg/» =3,34889
IgC = 0,88892
2200 0, 1243
2233  0,1272 lg X =4,23781
2300 0,1330 X — 17291

Possiamo ritenere questo valore come definitivo e procedere nel calcolo con
la tavola balistica generale.

In questo caso

~ = 2233 per F = 546

2 (K) = 4675.3
A(V) = 584,775
/ (F) = 0,19482

S X . .
Per comodita di calcolo dato che -gr & approssimato, assumo per esso il
valore 22347

A (u) = 1304,60
7 (» = 0,51406
D («) = 6910,0
A (U —A (V) — 719,84

Calcolo del denominatore della espressione di AD («,) = y

/()= \j(V) +

sen 2 @ —
Ig ~ 1>10443

sen 2.© o]
—q I~ = 0,12718

7 (F) 0,19482

Q,

7 («) = 0,51406
Dre = 0,19206 > o

0,32200
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Possiamo quindi proseguire nel calcolo del numeratore
AW -A{V)-[D{u)-D{V)IN\I[y+ *7°
lg[i(v) + ~ 1= 150786
Ig[D(u) -D (V)] = 3,34922
Ig[D («) - DMN\[J (F) + ~1? j= 285708

[D@W- DI/ (F)+ = 719,58
A (<) - A (V) = 719,84
Nre= 0,26
IgN* = 1,41497 — AD («) = 0,17 lg-gr = 3:849x9
colgD" = 1,80794 -8r = 2234,70 lgC' = 0,88892
lg [AD («,)] = 1,22201 (-£-) = 223453 IlgX = 4,23811

' O [/ definitivo

— AD («x,) = 0,17
X = 17302

c¢) Problema 30. — Data la gittata X, 9 C, 8 i determinare V.

In questo caso il p & subito determinato, perché sono dati

X, tp C; si
pud quindi completare il C.
Con i fattori di tiro, il problema si risolve calcolando
X sen 29
fo — c¢> e(l f — c >

e quindi ricavando dalle tavole del fattore / il valore della V.

Per risolvere il problema con la tavola balistica generale si ricorre alle due
prime formule del tiro:

D(u)-D(V) =-£

r=A@- AM- [Du - DM LK) + 7

=A(u)-A(V)--gr\j(v)y+~1] =0

In esse I'incognita & la Fé quindi le funzioni D (V), A (F), / (F); ma poiché,
quando e nota D (F), tutte le altre funzioni sono certe perché é pure noto noi
considereremo come unica incognita la D (F).

Risolveremo anche questo problema per approssimazioni successive col metodo
di Newton, attribuendo cioe un valore arbitrario a D (F) (quello incerto coi
fattori di tiro), indi calcoleremo I’incremento

AD(V) = --jr
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Vediamo ora come varia la funzione z al variare di D (F).
La prima derivata di z €:

dA(u) dD (U) dA (V) X d] (V)
* ~ dD(u) dD(V) dD(V) c' dD (V)
ma si ha:
a«a D (U =d4D (F); quindi: =/ («)- J(F)--—--—-

Analogamente a quanto si & osservato per il problema 2°, se D (F) éun
valore arbitrario, possibilmente approssimato, un valore pitu approssimato sara
dato da

D(V) = D(F)+ AD (F)
essendo
sen 29

A()- A(F) - / (F,) +
AD (F) = c 1 N
7(«0 — J{Vi) — yj- -%r-

in.cui A (F,), J (F,) e F, corrispondono a D (F,) ed il valore di D («,) &
D («) = D (F.) +

In questo caso, poiché X dato, potremo alterare per comodita di calcolo
il valore di D (F,) che & arbitrario; fare in modo cioé che D («,) risulti multiplo
di io.

La seconda derivata di z vale:]

29 29 X 2SzV dVv _ 2g. 29 X 49 dv
u2 I/a T C. yA dD (V) u2 V2 c' Vi dD (V)
ma
dv dv _ F(V)
di) (v) -~ vdv \%
F(V)
quindi
29 29 X 49F(V) _ 29 29 X 49K (V)
u2 V1 c' Vi ~ u2 V2 c' V2

e non si pud prevedere se mantiene un segno costante e quale.
Perd la prima derivata si mantiene sempre positiva perche:

/<«)-/ m = - - f; = if u-- idM - dio ]
essendo m- un valore medio di u2 entro i limiti d’integrazione, per cui sara certa-

mente u < m< V.
Allora la z' puo scriversi

=l (Q- 3NV - [D (- D(F)] - -£f-[D(u) - D (F)]

=2S1?* [ T*~J >0 Poiché -£r> -~r essendo m2< V2
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Quindi, se z' > 0, z cresce con-
tinuamente col crescere di D (F) ed
il diagramma che rappresenta la
variazione di z con la D (V) in
contra una volta sola I'asse delle
D (F), ed il punto fornisce la so-
luzione del problema.
La curva avra I'andamento (a)
o (P) a seconda che z* mantiene il
~X suo segno oppure cambia di segno.
In ogni modo la curva & sempre
assai tesa e basta un solo tentativo
per trovare una soluzione esatta.
In questo caso, non si corre il pericolo di allontanarci dalla soluzione voluta,
dato l'andamento della curva; quindi non ha influenza il valore arbitrario scelto
per il calcolo.

Fig. 67.

Applicazione:

Cannone da 75/27; Granata; Dati: X = 7526; 4 —= 30°; C = 1.144;
i = 0,960; 8. = 0,927 determinare F.

Dalla Tav. Vili, in funzione di X 9 C si determina

P= 0934

Risolviamo il problema con i fattori di tiro

IgC =0,05854 igX =3,87656 Ig sen 2 p = 1,93753
colg 8 = 0,03292 colgC' = 1,86116 colgC’' = 1,86116
colga = 0,01773 lg/. = 3.73772 g/ = 1,79869
colg P=  0,02965 /. = 5467 / — 0,6291
IlgC' = 0,13884
\ v 480 474 470
lo F = 474

5400 0, 6076 0,6209

5467 0,6205  0,6291 0, 6340

5500 0, 6268 0, 6404

Risolviamo ora il problema con la tavola balistica generale.
Si é trovato coi fattori di tiro che F = 474; alteriamo questo valore che &
approssimato e poniamo F = 474,2. In corrispondenza di esso si ha:

D (F,) : 5080 J (F.) = 0,22558 A (F.) = 669,56
LA
Inoltre € ~jp- — 5467
D («,) = 10547 cui corrispondono A («,) = 5337.56; J («.) = 1,91420

A («) — A (F,) = 4668,00
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sen 2 @

Calcolo di AD{VIl)= — . ¢

ACBRA Rl

Jse:1N29 - 022098 [7 (Pi) + ) - 4672,0

- %= = 0,62906 A (u)- A (V)= 4668

7(7,) + = 0,85464 _

(7.) lg 2 - 030103 N\ = - 40

Ig[-- 8 = 1,93178 l9g ) 1= 1,91420

Ig-#- = 3.73772 COlg Fi2 = 6,64808 7 (Pi) = 0,22558

3,73772 7 («i)-7 (Px)= 1.68862

X W C

ls -~ [— oo °] = 3,66950 Ilg é!

= 0,47674
Ig N” = 0,60206 va o - 1,67828
colg D™ = 1,91654 Dre = 1,21188
IgAZ)(F,) = 0,51860 AD (Fi) *= 3.30
D (Pi) = 5080
D (P) = 5083,30

P = 4736

d) Problema 40 — Dati X, 9 P determinare C"'.

Anche in questo caso, il problema puo essere risolto prima con le tavole bali-
stiche secondarie, indi con la tavola balistica principale.
Con i fattori di tiro si calcola:

sen 29

/.=
quindi noti f, e V si ricava dalla tavola del fattore /, il valore di /0= -gr, noto

il quale si ha
C'=

fo

Questo ¢ il problema che viene risolto nella costruzione delle tavole di tiro
per determinare il valore di C e quindi di ip, dai risultati sperimentali. Quando
si voglia una approssimazione maggiore, si ricorre alla tavola balistica principale.

In questo caso, facendo D (u) — D(V) — ->5\r = fo si avra

D {«) =D (V) + fo
z= A («)- A (V) —Tfo\j(V) + -EEE*. = A(u)-A(V)-fo\j(V)+fo

sen 2v
nella quale la sola incognita ¢ /,
Anche in questo caso si ricorrera al metodo delle tangenti; indicando con
/,, un valore approssimato della incognita, un valore piu approssimato sara

fo= fot + A
ove
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Poiché d D (uf) = d/A, il valore di 2' ¢ :
sen 29

quindi
sen 2 9

A (uj - AV) -7, \fJ(V) + f, 37 -

A/o, = S ————

in cui A («j) ed J (uf) corrispondono a £ (uf) = 2) (F) + fol-

li valore A3 essendo approssimato, si pud alterare in modo che D (uf) sia un
multiplo di 10.

Vediamo ora quale andamento ha la curva z = z (/,) (fig. 68)

La espressione della derivata seconda ¢

_ 2sen 29
2x = Nan
Osservando che per
fo=o0 2= 0 2'
si ha
. 2sen 29 2q Fasen 29 A
*fo“e a FFa (*e- -
e poiché ——-etnz- > X perché é la gittata nel vuoto che si ottiene con la stessa

velocita F, sara z* < 0 quindi il diagramma z — /&, passa per |'origine (2= 0)
. tangente nell’origine all’asse della
fO(z' = o) e volge la concavita in bas-
so (z*< o).

Con I'aumentare di /«, 2f dimi-

nuisce; quindi in un certo punto

v, ulsen2 9 . . - . )
sara X = ------ £ in tal caso z'—o

e in questo punto si ha un flesso.
Poi la seconda derivata z* diven-
ta positiva e la curva volge la conca-
vita in alto.
Anche in questo caso occorre

Fig. 68. . - ) ;
calcolare prima il denominatore di

-~r perché se esso risulta negativo, la soluzione invece di avvicinarsi al valore

vero di /. ci allontana da esso, percheé la curva prima decresce, indi cresce ed ha
un punto in cui la sua tangente e parallela all’asse delle A=

Questo problema pud essere dato sotto varie forme perché si pud richiedere,
invece di C', uno dei fattori che entrano in detto coefficiente; generalmente il
prodotto i p oppure p.



Applicazione:

Cannone da 149/35; Granata inglese. Dati; X = 12550: 9 = 30°: F = 650:
C = 1,87; 8= 0,927. Determinare il coefficiente i (.

Metodo dei fattori di tiro

Igsen 2 = 1,93753

colg X =5,90136 X 650

Ig/. =5,83889

U = 4548 4500 0,046842
4548 0,046901
4600 0,046966

Metodo della tavola balistica generale.
Per F = 650 si deduce:

D (F) = 41655 J (F) = 0,16653 A (F) = 493,093
poniamo
fi = 4554*5
D («) = 8720,0 / («) = 1,05367 i4 («) 2685,14
7 («0 ~J[V) = 0,88714 A («)- 4 (F)  2192,05
Ay -A (V)-TOI{j(V) + fot
Calcolo di A 1g A OM
_ sen29 _
lg sey 9 = 5,83889 Jex — - = 0,31429
IE fot = 3,65844 I(V) = 0,16653
) t sen 20 sen29
g/». * = 149733 J{V) +/o X = 0,48082
ig 2 = 0,30103 e S 1 = 168198
ig2/6. %P = 179836 lg/o. = 3,65844
ISVZS YN ] = 334042
/(«.)- 1(v) =0,88714 4 («0 =™ (F) = 2192,05
2/ . “1E* =0.62858 VAR TR ] =2189,88
D" = 0,25856 Nre= 2,17
IgN” = 0,33646

colg Dre = 0,58744
IgA/, =0,92390
A fo, = — 84
/. 4554.5
/e 4546,1
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Calcolo di * p =

IgC = 0,27184
lg/o = 3.65764
colg8 =0,03292
colg Ar =5,90136
IlgiP = 186376
* P = 0,731

Volendo ricavare il valore del coefficiente di forma, basta trovare sulla
Tav. Vili il valore di P corrispondente a 9= 30°;, C = 1,87; X = 12550.
In tal caso si ha
P = 0,896
e quindi

1,86376
0,04769

1.9H 45
0,816

2 - Problemi secondari.

Pud darsi che nella risoluzione dei problemi principali sianorichiesti oltre gli
elementi X 9 V C' anche quelli secondari o T U.

In questo caso, volendo essere esatti, occorrerebbe impiegare per ciascuno
degli elementi richiesti il relativo valore di p; perd, come s’é detto, non dispo-
nendo di tali valori e d'altra parte avendo gli elementi secondari una importanza
relativa, si procedera nel calcolo impiegando sempre lo stesso valore di p.

Anche questo problema puo essere determinato coi fattori di tiroo con la
tavola balistica principale.

Nel i° caso in funzione di V ed /0 noti, si dedurra

/2= - e quindi fg<0= /, < da cui si ricava «

14 COS 9
cos co

Con la tavola balistica generale si avra:

14 COS 9
cos co
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Applicazione:

Cannone da 152/50. Dati: X = 20.000, C = 2,31, i= 0,660, 8= 1,
F = 850. Determinare 9, w, 7\ [/.
Il valore di 9 & gia stato determinato e sié trovatoallora: Pp= 28°I13"

(Esempio pag. 164)

fo= -gr- = 42572 £(F) =33*76 ‘' A (F) = 365.884 /(F)= 0,13624
OM™ = 7574.8 ~ («) = 1700,868 A(u) — A(F) =1334.984

- 58
D(u)-D (V) UsB A5:>°

Calcolo di

Con i fattori di tiro Con la tavola balistica generale
lg/2 =0,3186 /(<) = 0,68325
Iglgo = i.7296 ACu)-A(V) =
|g g o ouss D(u)-D (V) 0,31358
gtgm= 0, TN - A(u)-A(V) _

W D (U — D (V) = 0,36967
Igc = 0,67191
colg 2cos*9 = 1,80885
(u)-A(V) _ - f.R
g/ (9 ~D(u) D(N) — 56781
Igfgco = 0,04857
®= 48° 10 o = 48° 12
Calcolo di T
Con i fattori di tiro Con la tavola balistica generale
log A =1,0140 T (%) = 13.368
logC' =0,6719 T(V) = 3,041
colg cos 9 = 0,0549 T(u)-T{Vv)= 10,327
loa T — 17408 Igf[..ccoeenn. °] = 1,01397
©9 - IgC’ = 0,67191
colg cos 9 = 0,05494
|g r = 1,74082
T = 55" 06 T = 55'06
Calcolo di U
Con i fattori di tiro Con la tavola balistica generale
logu =2,4241 « = 2655
logcos9 =1,9451 Igw = 2,42406
colg cosm= 0,1759 Igcos9 =1,94506

colg cos a = 0,17618
lg« = 2,5451

2,54530

u = 3507 U = 35i.0
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3 - Problemi relativi a punti fuori dell'orizzonte del pezzo.

Questi problemi riguardano la determinazione degli elementi relativi a punti
fuori dell'orizzonte, quindi la loro soluzione richiede I'impiego delle formule
generali trovate precedentemente.

L’impiego di queste formule richiede la conoscenza di C' e quindi di (.
Noi attribuiremo al p lo stesso valore del punto di caduta; |'approssimazione
dei risultati conseguiti sara tanto maggiore quanto piu vicino & il punto con-
siderato al punto di caduta. Non essendo nota la X relativa ai dati del problema,
gquesta potra essere calcolata con i fattori di tiro, risolvendo il secondo problema
principale del tiro.

Completato in tal modo il valore di C', si procedera al calcolo.

a) Problema 50. Dati: V, 9, C, 8 t; determinare y, 0, t, v corrispondenti
ad una ascissa x qualunque.

Si calcola C' prendendo dalla tav. Vili il p corrispondente al coefficiente
balistico C e all’angolo 9 dati, ed alla gittata X, calcolata in modo approssima-
tivo (cioe colle tavole balistiche secondarie) quando non & nota. Quindi sicalco-
lano successivamente D («); J (m); A («); T (W); w; Uedy, 6, t V.

D(U) = D (V) + -gr-

C'x [ A(u)-A(V)
y — Xxtg<p 7C0S,9 j D{u)-D(V) K

8 =<gt-"acE.t [/(«)-/10I
' [ rM-ro00]

ucos®
costi

1V =

In modo analogo si procede qualora siano dati, invece di x, la 0 oppure I,

oppure v cos 0.

La soluzione con i fattori di tiro non presenta difficolta; perd, qualora fosse
noto I'elemento 0, si deve ricorrere ai fattori di tiro /4 del Fascila (/g del Parodi)
il cui valore &, come noto:

K= /1(1+ 1) = te?- BeG=JM- 1 W

per mezzo del quale, dato O, € possibile calcolare gli altri fattori.
b) Problema 6°. Elementi del vertice.
Dati: V, 9, C', S, »; trovare l'ascissa xOe l'ordinata Y del vertice.

Si completera il C' prendendo il p corrispondente ad X, e. se questo non fosse
noto, si risolvera prima il secondo problema del tiro per determinarlo.
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Nel vertice 0 = o allora la formula

tg6=tg9 — - [(/(«)-J (V)] essendo tgO= o u = uO diventa

-~ P -+ J[V)==J[H»)
Trovato / (<) si deduce dalla tav. VII A (u0Q, D (u0, e quindi sara:

| *o= C'[D(«0) -D (V)]

Py %o o8 [aw-4% J®F=

C'x< _ r sen29 . Jyyv _ d@o-A (v) 1
2 cos* 9 | c' + -/V1 Z2)(«O-D(K) J
C’x,

2cos29 [J ( D(«0Q-D (F) 1

Il problema si risolve assai piu facilmente impiegando i fattori di tiro. Dalle
formule precedenti si ricava:

= fD (@) —D (V)] ©
¢t ft AuQ-a(v)
X tg 9 X sen29[J ' ° D (U)— D (V) J

Porremo = /3, = /6

Che fi ed fi siano fattori di tiro, si deduce dal fatto che essi sono funzione
di /. e V. Infatti

fi=-j5[D@U)—D (V)] ea D () corrisponde / («0) = / (F) -f/

$-Ton v (.. ]-7»r (i, ) c-v'd-

Applicazione:
Cannone da 149/35; Granata inglese.
Con i dati ed i risultati dell’applicazione del problema 40¢e cioe X — 12550;
$= 300; V = 650; fc= 4546,1; Ig C' = 0.44100 si vogliono determinare x, ed Y.
Con i fattori di tiro

Ig A

= 5,7564 Ig/6 = 5,5525
Ig-V = 4,0986 lgZz =4,0986
Ig*¥o = 3,8550 Ilg 9 = 5,7614
*0 = 7161 igy - 34125

y = 2585

u — Balistica esterna - Volume |I.
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Con la tavola balistica generale.

Igsen 2
colg C'

sen 2 P
6 C*
sen 29

(V)
J «©

D (W)
D(V)

D (uo) -

lg[” -]
IgC’

log xo

Xo

D (F)

= 1.93753

J.55900
5,49653

0,31371
0,16653
0,48024
6760,1
4165,5

2594.6

3,85507
0,44100

3,85507
7i63m.

A (uo)

A (F)

A M- A(F)

Ig[ 1

colg [D mo) - D (F)]

A (Mo — A [V)

D(u0O-D (V)

A (U — A (V)

D(u0)-A (V)
/(«-)
Tli, \
J ‘Uo>
lg C'
Ig*0
colg 2 cos* 9
lg[ ]
gy

A(Ca~ AE)
D(u0)-D (V)

1320,10
493,093

737,01
2,86747

4.58593
i,45340

0,28405
0,48024

0,19619
0,44100

:3,85507

©1,82391

1,29268

- 341266
12586 m.



CAPITOLO Vili

RELAZIONI FRA TRAIETTORIE DIVERSE

1 - Ipotesi.

Variando I'angolo di proiezione varia certamente il valore di C'\ pero se le
variazioni nell'angolo sono piccole, si puo ritenere che il coefficiente C' non cambi
con lo spostarsi del punto d’'arrivo su di una verticale. Appunto in questa ipo-
tesi ricaveremo delle relazioni che si chiamano relazioni fra traiettorie diverse in
punti di uguale ascissa.

Queste relazioni sono tanto piu attendibili quanto piu piccole sono le varia-
zioni di 9 e della quota per cui esse dovranno essere impiegate con criterio per
non trovare dei risultati assurdi.

2 - Relazione fra gli angoli di proiezione.

Faremo I'ipotesi che C'si mantenga costante per tutti i punti sulla verticale di C.
In questo caso poiché si spara sempre con la stessa velocita iniziale, x e C'
sono costanti, sara costante D (**) per tutti i punti della verticale in C, essendo

D(u)=D(V)+-gr vy

Ma se D (u) e
costante lo saranno
pure A («), J (),
T (u) e quindi lo
saranno i vari fat-
tori di tiro oF

AAAA

i quali dipendono Fig. 68-bis.
dalla sola X.

Potremo quindi eguagliare i vari fattori di tiro per il punto di caduta della
traiettoria di angolo di proiezione e per un punto della traiettoria di angolo e
che sta sulla verticale del punto di caduta.

In particolare si eguagliano i fattori di tiro /, essendo essi

, 2 cos20 s _ 2 cos2dx
A== {tgg —tg*) A tgo*
sara
tgf —tge _ cos2gr

cos5p[tgtp — tge) = cos2g* - tg P+ tg9 cos2tf [

la quale relazione ci permette di ricavare le formule pid importanti atte a risolvere
i vari problemi.
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Queste formule sono d’'importanza capitale perche vengono comunemente
applicate per I'elaborazione dei dati che servono alla costruzione di tavole di tiro,
come pure per la risoluzione di importanti problemi pratici di tiro.

Dalla [i] risolvendo rispetto a tge si ha

3 c o] s . sen 9.cos 9.
WP —®e— ooy’ 192 = B P osze
en 9cos 9 sen 9,co0s 9, sen29 — sen 29, y
c0s29 c0s29 2co0s29 X
cioé
y _ sen(9—9,)cos(9-f9,)
X cos29 2]

Questa formula si presta al calcolo di y quando sia nota x e viene impiegata
per la costruzione delle traiettorie grafiche.

Infatti in tal caso disponendo delle tavole numeriche si hanno per vari valori
di x i corrispondenti 9% I'angolo di proiezione per il quale si vuole la traiettoria
e prefissato e sia 9; con la [2] si ricava y.

Si noti che questo procedimento, che una volta era l'unico per la costru-
zione di tavole di tiro grafiche, si presta bene solo per piccoli angoli di proiezione,
perché per grandi angoli disponiamo di procedimenti che danno una approssi-
mazione maggiore.

,» - Risolvendo la formula rispetto a 9, si ottiene

(-c_ senz9—sen29,
° 2 cos29

sen 29 cose— 2co0s29 sen e
sen 29* = sen 29 — 2cos*9tge = -

cose
cioe
2sen 9cos9cose — 2cos29sene
sen29* = ———- z - -
T COSE
_ 2cos 9 (sen 9cos e— senecos 9) 2sen (9 —e)cos9
cos e cose

formula questamolto importante che permette la riduzione all’'orizzontecioé con-
sente di determinare I’angolo di proiezione 9* necessario per battereladistanza X
quando sia noto l'angolo di proiezione che batte un bersaglio posto alla stessa
distanza x, ma fuori deH'orizzonte del pezzo ed avente ordinata y.

Infine dalla relazione
2sen (9 —€)cosQ _ S€N (29 —€) —sene

senz.? , = ===

COS e COS e

si ricava
sen (29 — e) = sen 29, cose + sen e

formula che permette di risolvere il problema inverso a quello precedente e che
servi per molto tempo per calcolare la correzione complementare dell’angolo di
elevazione per effetto dell’angolo di sito.

La formula trovata non & logaritmica, la si pud rendere tale ponendo

sen 29, — tgty
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in tal caso

., , sen o cose+ senccos
sen (29 - e)J='tg9cose’'+ sene= — —

cioé
. sen (A+ e
sen (29 — ey = -—7gs 9

Le formule trovate ci permettono di risolvere problemi importanti per noi e cioé:

3 - Problema 1°

Dati V, 9, C' determinare y corrispondente ad una data x.

(E questo il problema che si presenta nella costruzione grafica delle traiettorie
e che servi fino alla guerra 19x5-1918 per costruire tutti i fasci grafici).

Si risolve innanzi tutto il i° problema del tiro per il quale sonodati V, C'
ed X — x e si vuol determinare 9 = 9 * . -

Trovato 9* si avra subito

sen (P—gjcos (9 + 9)

cos29P
a

Disponendo delle tavole di tiro numeriche non & necessario risolvere il primo
problema del tiro perché il valore di 9* si deduce dalle tavole in corrispondenza
della x data.

a) Applicazione:

Cannone da 152/50; Palla. Dati: V = 850; 9 = 32°, x = 20.000; S= 1.
Determinare vy.

Si é trovato che 9, = 28°3' quindi

* = 3°57' 9+ =
Ig* = 4,30103
lgsen (9 — 9,) = 2,83813
Igcos (9 + 9,) = 1,69831
colg cos59 = 0,14316
igy = 2,98063
y = 956

4 - Problema 2°.

Dati V, C, 8, i ed un punto x y da colpire_ determinare 9.

Anche in questo caso occorre determinare l|’angolo 9* necessario per colpire
il punto a distanza X = x sull'orizzonte, si risolve cioé il i° problema princi-
pale indi si applica la formula:

sen (29 — & = sen (il + %)
ST [ COSs 9

Si noti che quando I'angolo di sito & negativo puo avvenire che la traiettoria
relativa a 9 batta un punto d’ascissa x per il quale non v € il corrispondente 9%,
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se cio avviene nella risoluzione del i° problema del tiro risulta sen29, > i m
cio non importa poiché essendo sen29,= (~ > 1 puo darsi che il problem
ammetta ancora una soluzione.

Applicazione :

Cannone da 152/50. Dati: K = 850; 8= 1; * = 20000; y = ioo<
Determinare 9.

Si e trovato che per * = 20000 dx= 28°3' 2<p*= 56°6

Igy = 3,00000 lgsen 29* = Ig tg ™ = 1,91908
colg* = 5.69897 $= 39042
Ig<g* = 2,69897 e= 2°52
Ig sen &+ €) = 1,83023 4»+ e = 42034
colg cos & = 0,11385

Igsen (29 — ¢) = 1,94408

29—t = 61033

e = 2052

29 = 64025*

P = 32012

5 - Problema 3°.

Dati 9, C' ed un punto x, y da colpire - Determinare V.

Coi dati del problema si puo calcolare e e quindi 9,, si pud cioé procede
alla riduzione all’'orizzonte; trovato 9* ¢ possibile calcolare V risolvendo
30 problema del tiro cioe:

Dati 9 =9, ,x — X ,C' determinare V.

a) Applicazione

Cannone da 75/27. Dati: 9 = 30°i8"; * = 7500; vy = 320; C'— 1,3;
Determinare V.

Si comincia col ridurre i dati all’orizzonte cioé si calcola 9*.

sen 2 9 ,*: 2sen (©— e) cos P
T COS ¢
lgy =2,50515 9 = 30°i8 Ig 2 = 0,30103
colg* = 4,12494 e= 2°27 Igsen (9 — ® = 1,66946
lgtgc = 2,63009 9_ e= 27051 lg cos 9 = 1,93621
colg cos e = 0,00040
e = 2°27
Ig sen 2 9* = 1,90710
29* = 53%i"
9, = 26055

Trovato 9, si risolve il 30 problema del tiro cioé: Dati 9 C' X determinare



6 - Problema 4°.

Dati V, €9 x ed y determinare C'.

E questo il problema che si presenta nella compilazione delle tavole di tiro
sulla base di risultati sperimentali.

Infatti generalmente vengono eseguiti tiri su terreno che non & perfettamente
orizzontale e quindi si tratta di ridurre i dati trovati all’orizzonte, indi si deve

risolvere il 40 problema principale per determinare C', oppure qualcuno degli
elementi del C', noti gli altri.

La riduzione all’orizzonte viene eseguita con la formula:
sen 29, = =-to--tEo—-C
T
noto < si risolve il problema:
Dati: 9= 9% X = x\ V; determinare C\

Applicazione:

Cannone da 305/50. Dati: V = 800; 9= 350; x — 23.187; y= 990;
SO= 1. Calcolare C'.

Riduzione all’orizzonte :

igy = 2,99564 $£= 35°

= 5.63476 e= 2°27
= 2,63040 9~ e= 32°33'
Igsen (9 — e) = 1,7308i

Ig 2 = 0,30x03

lgcos 9 -m1,91336

colg cos ¢ = 0,00040

Igsen 29, = 1,94560

29, = 6i°55"

O = 30058 1

sen?29,

Calcolo di/, =

lgsen 29r= 1,94560

colgA" = 563476
Ig A =/5,58036
u = 3438.5
Ig* = 4,36524
Colg fo = 4.46363
Ig C' = 0,82887
cr

6,743
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In seconda approssimazione applicando la tavola balistica generale, si ha

sen 29,

Fimy 7B 2b, 83

A fa,

Per V = 800 [assumendo per fa il valore ricavato in i“ approssimazione
fo = 3440,8 che sommato a D (V) da un valore intero di D («)],

D(V) = 35192 7 (F) 0,14205 A4 (F) = 393.923
fo = 308 /(<)) 0,52572 2* {«) = 1330,60
D{ut) = 63300 /(«0 -/ (n 0,38367 N (g) - A (V) =
Igsen 2 = 1980 2w = 0,13093
o/ =3 = 0,14205
colg A = 563476 V) S
Ig2 = 03018 7 (n +a ="%% = 027208
lg 2/ RN = 141806 1§ ~eem:mm = 1,43613
v sen29, _ Ig/o. = 3,53666
20 T = 0AD e =2,97279
=0,38367 200 P ] = 939,27
D. = 0,12182 2% («) - >4 (F; = 936,68
N « = - 259
lg [N.re| = 0,41330 = 32 lg A = 4.36524
colg. D.re = 0,08572 = 3440,8 cclg/0= 4,46294
lgAfE = 0,49902 io = 3444-0 lgO = 0,82818
6,732

7 - Relazioni fra inclinazioni, tempi e velocita.

Come ¢ stato fatto precedentemente per i fattori di tiro /, altrettanto si puo
fare per gli /,, fs, /4 e quindi trovare relazioni fra0 ed Qte T, veu.
Infatti eguagliando gli f2 si ha

gc—ge _ g
(<p—tgc ~~ tg9,
quindi
lgc —tgQ _ tg9 — tge __ cos:9,
tg tox tg 9, eoe- 9

Per il tempo eguagliando gli /,

tcos9 _ Ttcos9,
cr — c
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quindi
t cos 9, cos 9*
t= X -
T, cos9 '’ cos 9
Per la velocita: da vcos 6= «cos 9 si ha:
.. vcos 0 cos 9
e >
Ux cos itx — u cos 9% quindi * Ux cos to* c0s 9,

8 —Relazioni per proietti differenti.

Consideriamo due proietti diversi fra di loro, lanciati con la stessa velocita

iniziale ma con angoli di proiezione diversi.
Lungo le due traiettorie cosi ottenute le pseudo velocita avranno valori

diversi, perd molto probabilmente ci saranno due punti (fig. 69) A e B nei quali
le pseudo velocita sono

uguali fra di loro. In tal

caso risultera

D {uA) = D (uB)

quindi
D (UA) — D (V) = -£r
D (uB)— D (V) =

H . * *
da cul -fy — ~%p'
Inoltre, se we costante, per quanto si € detto precedentemente, i fattori di tiro

nei due punti considerati sono eguali per cui, eguagliandoli si avra

2sen (9 —1t) cos 9 2 sen (9, — e,) cos 9,

rcose xlcost,
cioe
sen (9 —e)cos 9 sen (9, — e,) cos 9,
TCcoSst Vv, cOoS €,
ed ancora
tgt—tge _ tge - tge,. sen (9— 1) 860(9,-1,)
tg9 — tgt tg9, - tge ’ tcost tj cos *,
cos 9 cos 9,
vcos 0 Vi cos O,

Le formule considerate hanno poca importanza in pratica, ne acquistano
perdo una notevole quando i punti nei quali si considera che le pseudo velocita

sono uguali cadono sull’orizzonte.
In questo caso essendo ¢ = e, = O si avra

X_ X' sen 29 sen 29, tg to tg Pii sen 9 sen 9,
C c, X X, ' tgf ~  tg<?l ~rr
cos 9 cos 9,

U costo Ut cos to,
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Dalle quali si deduce:

xt _ ¢\ sen 2 tf]. te co, cosa9, Txc"Ns 9, Ulcos o, sen 9r
X c' s u29 tg o> cosJ9 Tcos9 U cos d)sen 9
Infatti dalla

te tor tg9, sen 9,cos9

tgo tg 9 cos 9, sen 9

moltiplicando per -°~s m si ha

cos39
ig<J coss?9, sen 9, cos fi1 sen 2 9,
tg < cosa9 sen 9 cos 9 sen 29
Da
Tt sen 9, Sl Ira X,co0s9, sen 9, cos 9, sen 2 9,
r ~ sen 9 X cos 9 sen 9 cos 9 sen 29
Ejcoso, cosoi t/, cos co, sen 9! sen 2 qx
1/ cos t> cos 9 '’ U cos a>sen 9 sen 29

Queste relazioni trovano una utile applicazione quando, disponendo di u
avola di tiro ad una determinata quota, si vuole costruire la tavola perun’alt
quota.

Purché la differenza delle quote non sia eccessiva, e la b. d. f. non spari c
forti angoli d’elevazione si possono applicare le formule trovate; cio perche n
si € lontani dalla realta supponendo che le pseudo velocita relative ai punti
caduta delle due traiettorie che si hanno variando S, siano uguali.

In questo caso si tratta di proietti differenti perché il parametro che carat

rizza il proietto risulta variato ~C' = y?

Nell'applicazione di queste formule occorre essere molto cauti e tener p
sente I'ipotesi semplificativa fatta, poiché, volendo generalizzarle applicandc
ad angoli di proiezione molto grandi, si pud incorrere in errori notevoli, tali
condurre a risultati in aperta contraddizione fra di loro.

Applicazione:

Dalle tavole di tiro da 149/35; Granata monoblocco corrispondente
V = 500 m/s; S= 0,927; h — 1000 ricavare la tavola per lo stesso proiettc
per la stessa V ma corrispondente alla quota di 1500 m. 8= 0,879.

Pur trattandosi dello stesso proietto, si possono applicare le relazioni trov.
per proietti diversi, giacché in realta variando 8 varia il C'; inoltre, poic

C' = 8lp si avra che

C
C\ _ 8,»p
c ~ c

O*p
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Dalla tavola di tiro esistente si deduce, ad es. per: X
to= i5°45"; 7 = 17*1; « = 294 m/s.
Per la nuova tavola si pone:

6000; 9= n°227%

_ . _ . . . cos» 9 _ 4 J. cos9
Alx= >]Ar; sen29,= 7sen 29; % ««=1) 008»9. 7,=\) o9,
.. Xcostosen 9
ut=il cos toj sen 9,
Ig 8 = 1,96708 Ig * = 3.77815 lgsen 29 = 1,57809
colg 8, = 0,05601 lg*} = 0,02309 Ig*) = 0,02309
Igi) = 0,02309 lg*. = 3,80124 Ilgsen 29, = 1,60118
Xt = 6328 29. = 23032
o) = ii°46'
1gi) =0,02309 Ig*) = 0,02309 Ig*) = 0,02309
Ig tgv =1,45029 Ig 7 = 1,23300 lg &7 = 246835
Igcos» 9 =1,98280 Ig cos 9 = 1,99140 Ig cos to = 1,98338
colg cos*9, = 0,01844 colg cos 9, = 0,00922 Ig sen 9 = 0,29466
Igtgo>,  =1,47462 tg7. = 1,25671 colg cos to; = 0,01853
colgsen 9,, = 0,69053
to, = i6°37" 7, = 18" 1
lg Ut = 0,47854
Ul = 301,0

Eseguendo il calcolo per varie distanze e diagrammando i valori cosi tro-
vati é possibile costruire la nuova T. T. per la densita dell’aria corrispondente a
1500 metri dal livello del mare.

9 - Teoremi sul tiro teso.

Il tiro € piu 0 meno teso secondo che I'angolo di proiezione € piu 0 meno pic-
colo. | teoremi sul tiro teso sono applicabili solo nel caso in cui I’'angolo di proie-
zione non superi i 6° 0 70in tal caso si puo ritenere che gli archi siano eguali alle
tangenti mentre il valore dei coseni si assume uguale ad 1.

a) Teorema |I. — L’angolo di partenza e I'angolo di arrivo sono indipen-
denti dall’altezza del punto d’arrivo sull’orizzonte.

Abbiamo visto nelle relazioni tra traiettorie diverse per punti d'uguale ascissa
che si poteva scrivere:

tgef — tgz _  cos» gx
tg 9, _cos»9

Se il tiro & teso si puo ritenere

cos* 9,
cos» 9

e quindi tgp— tge = tg9, e ponendo gli archi invece delle tangenti, = g+ e
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Cio equivale a dire che per
battere il punto P posto su
una linea di sito e, basta som-
mare al sito l'angolo che batte
la di stanza x sull’orizzonte,
oppure che il punto d’arrivo
si sposta su una verticale, va-
riando I|'angolo di sito (figu-
ra 70). 1

Ricordiamo che per il prin-
cipio della rigidita delle traietto-
rie, il punto d’arrivo si sposta su
una circonferenza con centro in O.

In modo analogo, dalla —-— = -¢°s.?*. si deduce e— G= <0.

f> . om ) 1fu , COSZ% o e
b) Teorema IlI. — 1l tempo e la velocita sono indipendenti dall’altezza del

punto d’arrivo.

Infatti:

r*--s€r(*»-r<n); -~ (r»-r<e>)
t cos 9, ~A j r cos 0 Ucos o _ vcos 0 cos9
Tx cos 9 ! 1’ cos 9 cos c, ' U cos <O cos 9,

e ritenendo che sia
€C0S 6 = COS co si ha v= U

c¢) Teorema Ill. — Se due proietti partono con velocita iniziale uguali ed
arrivano con la stessa velocita, gli spazi percorsi, gli angoli di partenza e quelli di
arrivo ed i tempi sono proporzionali ai coefficienti balistici ridotti dei due proietti.
Se le velocita sono uguali, trattandosi di tiro teso si possono ritenere uguali
anche le pseudo velocita. In tal caso si possono applicare le relazioni trovate per
proietti diversi e cioé

C\ A', __ sen29, _  tgco, c0os29, Txcos 9,
C X sen 29 (gio cos29 Tcos 9

Ma il tiro € teso; quindi si sostituisce ai seni e tangenti gli archi; ai coseni
I'unita cioé

C1 , 9i_ co, T,

A
c' X 9 c T

Questi teoremi del tiro teso che una volta erano molto impiegati ora hanno
perduta la loro importanza perché sono applicabili soltanto in rari casi. Infatti
essi rispondono bene solo nel tiro con piccoli angoli.

Occorre percio essere molto cauti nell’applicarli e ricordare le ipotesi sem-
plificative che si fanno per poterli ricavare. Essi servono ancora in qualche caso
come per es. nella determinazione dei dati del tiro a tempo, quando l'altezza di
scoppio € assai piccola 6 quindi si pud ricavare O essendo noti w ed e.



CAPITOLO 1IX

CALCOLO DELLA TRAIETTORIA PER ARCHI SUCCESSIVI

1 - Generalita.

Il concetto della determinazione grafica o numerica per archi successivi é
sorto prima ancora che la balistica assumesse veste di scienza, perché esso rimonta
a Niccold Tartaglia, il quale, come gia é stato detto, per primo descrisse la traiet-
toria percorsa dal proietto spezzandola in tre tratti di cui due rettilinei raccor-
dati da un arco di cerchio.

Anche Galileo e Newton studiarono le traiettorie del moto di un grave
nell’aria ; pero il primo che diede un metodo completo e razionale di calcolo per
archi successivi fu Eulero, il quale fece l'ipotesi che la resistenza dell’aria si
mantenesse proporzionale al quadrato della velocita.

Appare quindi chiaro che il metodo di calcolo per archi & sorto prima
del metodo che permette il calcolo della traiettoria in un arco solo, ma venne
in seguito alquanto trascurato quando i metodi della balistica razionale permisero
di sviluppare soluzioni rapide e semplici del problema balistico principale.

| progressi del tiro d’artiglieria fecero uscire la balistica dai limiti che I'orga-
nizzazione delle b. d. f. ed affusti faceva considerare come nprmale.

Il tiro con angoli del secondo arco e stato generalizzato, lo sfruttamento
della massima potenza dei cannoni, il raggiungimento di grandissime gittate é
stato imposto agli artiglieri, per cui vennero posti ai cultori della balisticadei pro-
blemi nuovi per lo studio di traiettorie, che fino ad allora avevano presentato
soltanto un interesse speculativo e teorico.

La divisione di queste traiettorie molto estese in parti pil o meno grandi,
ciascuna calcolabile separatamente coi procedimenti della balistica razionale, si &
imposta come l'unico procedimento idoneo, sia per la determinazione di tavole di
tiro sufficientemente approssimate, che per il calcolo di coefficenti di correzione
resisi indispensabili per la esecuzione rapida e precisa del tiro.

La impostazione ed il calcolo delle tavole di tiro controaerei richiede la de-
terminazione degli elementi della traiettoria in ogni suo punto e con la mas-
sima esattezza, la quale si ottiene soltanto dividendo la traiettoria in tanti
piccoli archi e calcolando ognuno di questi archi con le relazioni della balistica
razionale.

Per sopperire alle nuove necessita della balistica sono stati ripresi i vec-
chi metodi di calcolo per archi e contemporaneamente vennero ideati nuovi
metodi.

Molte discussioni vennero fatte circa la esattezza fornita dai vari procedimenti
ideati, discussioni perdo che non portarono a risultati conclusivi.

Tutti i metodi ideati vanno bene e rispondono allo scopo, purché la divisione in
archi sia conveniente. L’elemento che occorre invece considerare ¢ il tempo ri-
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chiesto dai vari procedimenti per il calcolo di una traiettoria completa ed
punto la rapidita del calcolo é la caratteristica peculiare di un metodo rispe
ad un altro.

Occorre notare che il calcolo per ardii successivi & sempre lungo e fa
dioso per cui si fara ricorso ad esso solo nei casi particolari in cui i procedine
normali non forniscono la voluta approssimazione; inoltre con esso si riso
direttamente solo un problema del tiro, quello in cui, essendo dati V C 8

occorre determinare gl» elementi della traiettoria, gli altri problemi che
possono presentare, o non sono solubili, oppure debbono essere risolti
tentativi.

I diversi procedimenti di calcolo per archi possono essere classificati a
conda della variabile indipendente assunta per definire I'estremita dell’arco
calcolare.

Tale variabile puo essere l'inclinazione della traiettoria nel punto finale d
I’arco oppure il tempo impiegato dal proietto per percorrere tale arco.

Avremo cosi due categorie di metodi di calcolo:

1) Metodi di calcolo in cui viene fissata I’inclinazione 0 finale dell’'ar
2) Metodi di calcolo in cui viene fissato il tempo necessario a pero
rere l'arco.

Noi ci proponiamo di studiare i principali metodi di calcolo appartenenti :
alla ia che alla 2* categoria.

2 - Metodo Siacci.

a) Generalita.

Il metodo di calcolo per archi ideato da Siacci € una diretta applicazio
delle formule del tiro trovate nella integrazione Siacci; quindi esso richiede I'ii
piego della tavola balistica generale.

L’'impiego delle formule ora dette esige la conoscenza del p: occorre quin
spezzare la traiettoria in archi tali che il valore di @, che si pu0 calcolare, sia p
guanto, possibile esatto.

Qualora si considerassero archi di traiettoria molto piccoli, il @ variereb
assai poco quindi si potrebbe ritenere uguale al valore del B all’origine che, coir.

noto, vale da cio ne deriva come conseguenza che del Metodo Siacci con;

cos9
dereremo due casi.
b) Metodo per archi brevi.
In questa ipotesi si tratta di risolvere i1 problema.
«Dati — , 8, V, {9 determinare le coordinate x, y, la velocita v, il tempo

nel punto in cui I'inclinazione ¢ 6 »
Noi abbiamo gia visto come si risolve questo problema, infatti, se € noto

si calcola C = 8t0 indi dalla

tg* = tgv-



— 191 —

si ricava

7 («) = 7 1*0 + — (tg< — tg 6)

noto J (u) saranno noti A (u), D (W), T («), « e quindi
|

u cos 9
cos O

Xx— C'[D(- D (F)]
vV x fA(v)-A(V) T/,.1
y — xtgy 2cjsa9 [dw)y—D (V) 7 (*0J

I'sfirM -n m

Per p, come s’¢ detto, si prende —~— e volendo una approssimazione

maggiore
fi- 1
o] % K(u) cose

Considerando = 1 e prendendo invece di 0 il valore 9™ 6 sara:

p= sec >

in cui S é la densita all’origine e Sym é la densita corrispondente all’ordinata
media dell’arco che non si conosce e che sara un valore ricavato in funzione di
una ymdedotta con le formule del vuoto cioé

ym”™ v 1™ p L{tg2<p_ 1tQ)

Noti cosi gli elementi del punto Pg si assumeranno i dati trovati come dati
iniziali ove si porra 0= qu v— V si ricavera 8 corrispondente alla nuova
quota dell’origine e si proseguira nel calcolo fino a giungere oltre il punto
di caduta.

Questo metodo, com’é stato detto, richiede che la traiettoria sia spezzata in
archi di ampiezza assai piccola e cido perche il valore di G assunto non sia troppo
diverso dal valore reale dell’arco considerato.

C) Applicazione

Dati: = 240, V —434m/s; -S-= 6,053; Ig-£-= 0,78195; 8= 1; 0= 23"

Trovare X, y, v e t.
Assumiamo

cos 9



Calcolo di C*

s = 0.78195 Ig 2 = 0,30103
lg cos29 = 1,92146
colg8p = 196073 Ig (tg 9 — tg 0 = 2,31723
|g c = 0,74268 COIg C' = '1,25732
J(V) = 0,25024 T(u) = 6,543
/(<) = 0,25651 T (V) = 6,406
D(u) = 5397-6 TW-—T(WV) = 0.137
et T 5%t Ig[A ) - A (V)] 1,17386
glA W - = 1,
DW—-DM = s89 colg [D (U) — D (K)] = 2,22988
Igu = 2,62900 . A(n)-A V)
_ s D(u) — D(V) — 1,40374
lg cos 9 = 1,96073 A ) — A (T)
colg cos O = 0,03597 D(u)-D(V) = 0,25336
Igv = 2,62570
\Y = 442.4 J(V) = 0,25024
sen 29 = 0,13440
Ig C' = 0,74268 a
colg cos 9 = 0,03927 . J(V) + — ras = 0,38464
lg [T - T (7)] = 113672
= 1,91867 ? — —
lg* ,9186 .]T(\l{/l\ _1]: Se!;lz. é(bj - é((\/) -=0,13128
i = 0'829
lg [ id. ] = 1,11820
tgf = 0,44523 IgC' = 0,74268
tgti = 0,42447 colg 2 = 1.69897
colg cos29 = 0,07854
tg? —ige = 0,02076
g = 1,63839
AU = 745.932 Ig * = 251280
A(u)~A(V) = 14923 v = 1416
u = 4256
IgIP (W D (F)] = 1,77012
IgC* = 0,74268
Ig* = 2,51280
X = 3257

d) Valore medio di p per la resistenza ennesima.

Seguendo il metodo esposto, occorre spezzare la traiettoria in numero molto
grande di archi e quindi il lavoro risulta poco agevole. Si pud dividere la traiettoria
in archi di maggiore ampiezza se lungo ciascuno di essi la funzione F (V) si pud
ritenere proporzionale ad una potenza intera della velocita.
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Allorché si parlo della funzione F (v) si disse che vani erano riusciti gli
sforzi di rappresentare la funzione resistente con una espressione monomia della
velocita [F (u) = Xr"] con n e Xinteri e costanti.

Infatti si vede che la n varierada 2a 5,9 ead 1. Pero la traiettoria pud essere
spezzata in archi in modo tale che la n resti costante per tutto l’arco.

In tal caso I'equazione della odografa:

gd(vcos 0) = v-"4-F (v)do

ponendo
vVCcos 0 = ucos 9; F (V) = Xv*
diventa
5
gdu-cos9 = ROFE - BVOx (LRSI iy
cioe
do C| du
&, cos«+ JO 80iXcos"9 un+1

Ponendo invece lanotazione di Siacci cioé

8,F(v) = 80pF(M-g f

si ha
) _ uUC0So 8,» .. COS2,9
gdu-cosT(p— cos O° CPFr (rp) cosrb d?d

cioé

= N4- | '+ ~

gd u C4 cos.gfxm 1 COSng

e quindi

de Cg d u

c0s20 80i Xcos2¢p PBw’+2

Integrando ora le equazioni trovate si ha ponendo per Sy il valore medio
entro i limiti d'integrazione e per p il valore p»

8, rO do__ _ Cyg r« du

80 Jdcos"+10 80i Xcos« 9Jv  u”+2
rd do Ce 1 > du

J g cos20 80i Xc0s29 [ig J v «"+1

dividendo membro a membro

re de
S« J? cos»+'0
a0 tgd —tg 9 cos"—» 9

13 — Balistica esterna - Volume I.
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Ma abbiamo visto che

quindi

formula che ci da il valore di e quindi sara:

C i tg9 — tg6
8»* cos»—a9 In<mw— I»(0)

La tav. XVIII contiene i valori di fU(0), si nota che per

« = 10;

5.(6) = tg0
poiché

5 (— 6)———5 (0)

la tavola serve anche nel caso di angoli negativi (basta cambiare il segno).
Abbiamo cosi modo di calcolare il valore di 6# perd in esso vi compare la
Smche non & nota e che bisogna calcolare con varie approssimazioni.

e) Valore di

Per determinare 5* varra conoscere ym Per fare ci0 sostituiremo all’arco
di traiettoria un arco di parabola ad asse verticale tale che I’'inclinazione ini-
ziale e finale dei due archi siano uguali ed abbiano la stessa ordinata estrema

y = -f- Ve? + ig0

L'ordinata media si avra dalla
formula di Simpson che da

3-= -g- (" + 4y ty)

ed essendo yO='o0

X essendo y, ed y2le ordinate corrispon-

Fig. 71. denti ai punti ed x dell'arco.
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Ora: (fig. 71)
y> = 7 (tee+ e) V,= xigt
e quindi:
4y. + y*= * (te? + 2tee)
e poiché:
2/ge=te? + teb
sara:

y» = v (4y.+ y.)= -f- Qtep+ tee)

nella quale e O sono date e per x si porra il valore calcolato in i» approssi-
mazione con la formula

x=C'[D (W~ D (V)]
ove

Cc
8 »sec P

C' =
D (u) si calcola con J («) ricavato nel modo indicato.
Ottenuto il valore di Pe definitivo si procede nel calcolo com’e stato detto
precedentemente.
Occorre ora vedere come deve essere spezzata la traiettoria in archi in modo
che n sia mantenuto costante.
Abbiamo visto che dalla

F V) — 'kV

si deduce
_ VF'(n
n= ~Fw) 1

e quindi n & calcolabile.
Calcolando i valori di n per le velocita corrispondenti ai punti di separazione
dei valori di « tra unita e unita, si trova:

i < « < 15 per v > 787

15 <n < 25 1 7% > v >423 e per 258 > v

25 <« < 35 » 423 > v > 362 » 277 > v > 258

35 <« < 45 » 362 > v >335 » 286 > v > 277

4.5 <« < 55 » 335 > v > 315 » 293 > v > 286
> v

> 293

N

5.5 <« 5-9 » 315
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Occorrerebbe quindi, per fissare il valore di « da attribuire ad un arco, far
cadere i punti di divisione degli archi la dove la velocita & prossima a

£7; 423; 362; 335; 315; 293; 286; 277; 258.

Ora ci0 ¢ alquanto difficile, per non dire impossibile.
Il Cavalli consigliava di procedere per tentativi e cioé scelto il valore della
velocita si cercava per tentativi il corrispondente valore di O, con le due relazioni

F{Y=J3W) + (tg9 -tgQ)

in cui C' & quello di ia approssimazione ed il resto € noto, meno J (uU) che s

deduce.
Questo metodo richiedeva vari tentativi, allo scopo di trovare due valor

della velocita che comprendessero il valore prefissato e venne chiamato metod

delle forcelle.
Perd tale metodo, oltre a riuscire lungo e non facile, presentava pochi van

taggi sul metodo che esporremo in seguito e che riesce molto piu rapido.
Anziché prefissare la velocita si fissa il valore di G alla fine dell’arco e s

procede nel calcolo degli elementi di ia approssimazione.
Ottenuto D (u) di | a approssimazione si ricava « e quindi

Ucoso
v — "cosT

. . . . . . r4-vVv .
avuto v si cerca il valore intero di n piu prossimo a —— e si assume tal

valore come grado della resistenza.
Poiché I'influenza di tale valore non € molto grande, non € necessario consi

derare i valori frazionari di n\ al massimo si pu0, volendo, anche considerare

valori di n 1,5, 2,5 ecc.
Il calcolo procede quindi com’e stato detto piu sopra.

/) Riepilogo.
Riassumendo, il calcolo di un arco di traiettoria quando sono dati V, — ,
@ O procede come segue:

1) Calcoli preliminari

Calcolo di
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ove tutto &€ noto meno 8mche si deduce in corrispondenza di

ym= YIS~JL (tg «p_ tg 0)
2) Calcolo del p definitivo
J(u)=J(v) + * p - (lg<p-lgd)

Avuto / (m) si deduce D («) e quindi

D — . .
y« = & PUWEPER i ¢ gl

Da D («) si ricava u e quindi

r= -z eda ) si’ 'ha n.

Si calcola poi
r,_ _C 1  t?y—tgb6
8mi coso- *9 5. (9) — 0)

3) Calcoli definitivi.
Formule:

Jio) = j{Vi + afs.(ief-ie6y,
«=e fDM - D(F)]; y=xIs< ~ (EEE 4% -1 (V\

U= &5dT W - TV,

g) Determinazione dei valori medi di p.

Calcolata per punti la traiettoria, mediante diagrammi & possibile ricavare
tutti gli elementi del punto di caduta e cioe

X OTu

Si puo allora risolvere il 40 problema principale del tiro e determinare il

valore di C' e quindi p relativo al punto di caduta.
Se con questo valore di p si ricavassero le quantita u | « risolvendo i

relativi problemi del tiro, si troverebbero delle differenze rispetto aivalori trovati
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nel calcolo per archi le quali non sempre sono trascurabili. Volendo si possono
calcolare i valori dei p secondari rivacando i vari C' degli elementi trovati nel
calcolo per archi e cioé la quantita

Pe P~ < Py
occorrenti a risolvere esattamente i problemi del tiro.

h) Applicazione.

Cannone da 105 - Granata mod. 32.
Calcolo della traiettoria relativa ai seguenti dati iniziali

Q
V = 810; 9 = 407 tey ~ 0'47323; A = 300; 8, = 1,000

Formule:

Calcoli preliminari:

cv = -bR; 7(«) =/ (V) + oo (€7 - tee)

Dal valore di / (u® si deduce ul e quindi

_ uxcos P
cose™

> r

mediante V e v, verra ricavato il valore di n (grado della resistenza).

= C\,.[D(ut)-D (V)]
Calcoli definitivi.

y» = ~ (2te P+ te6)

*8n [5(9) — \n@]cos-- -9

j(u)=j(Vv) + —e'- (te? - tee)

x = C'[D{u) —D (V)]

c x (A(u)-A(V) r /T 13

y — xt'gy 2c0s*9  £)(«)— D(K) 7 (*0j
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[OF < JR

9

c'.pp («9

(D(Ut) =D (V)7 e

log[D

(«i)y — C(F)]..

10g C'app...cccoereneneiniininns

2109 — € e

log

8io

40»

39°
300
I.000

0-48323

0.
1.88425

0.36748
0.83910
0.80978
0.02932
0.30103
i. 76850

2.46716
i.63252

2.16921

0.01476

0.14082

0-15558

3908.98
3478.75
430.23

2.63370
0.36748

3.00118
1002.7

1.67S20
0.80978

2.48798

0.39585
3.001x8

f. 22185

2.61888
415.8 m

415.8
300

715-8
0.95542
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701

39°

38°
1132.4
0.9138

0.48323

0.03915
1.89050

0.41288

0.80978
0.78129

0.02849

0.30103
1.78100

5.45469
1.58712

2.12384

0.01330

0.15665

0.16995

4237-24
3936-09

301.05
2.47864
0.41288

2.89152
779.96

1.61956
0.78129

2.40085
0.38036
2.89152
f.22185

2-49373
322.7

312.7
1232.4

2444-2
0.88403

Iog (,I‘, ..........................

€olog S, i

log (tg9 — tgQ).ceevvennne
colog Rate) — 5(6)]..

cologcos»—a 9 ...........

logC' definitivo ........

log 2cos39 (tg<f— tgO)
colg C i,

log tg0)

T (U) i

log [A () — A (K)]...
colog [D (u)-D(V)]..
A(u)-A(V) ...
sD(u)-D(V)
N ro

AM-A(V)

D(u)—D(V) JK ’ 1

C'x J
® 2cos» 9 N

0.83910
0.80978

0.02932

0.48323

0.01981
2.46716

2-53284
1.88425

0.38729
2.53669
1.61271

2.14940

0.01411

0.14082

0.15493

3892.32
3478-75

423-57
449-232

388.203

61.028
3.78123
3-23550

0-54573
2.61654
0.38729

3m00383
1008,9

2-7s553
3-38345

1.16S98

0.14756
0.14082

0.00674

3.82866
0.38729
3.00383

2.93047
2.15025

0.80978
0.78129

0.02849

0.48323

0.05353

1.89050

0.42726
2.53672
1.57274

2.10946

0.01287
0.15665

0.16952

4228.37
3936.09

292.28
503-653
456.051

47.602

4.2804

3-8435

0.4369
2.24680
0.42726
2.89306

781.7

1.67762
3-53420

i.21182

0.16286
0.15665

0.00621

3-79309
0.42726

2.89306
r.91797

1.03138
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loguU 2.84572 2.79766
(3
B 1413 1075 e 701.2 627.67
Y2 832.39 622.29
* dell’arco ..eceennene 1009 781.7
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2 bis - Metodo Siacci modificato dal Caviccfiioli.

a) Descrizione del metodo.

Il Col. Cavicchioli ha apportato al metodo classico di Siacci alcune modi-
fiche geniali atte a renderlo di impiego piu comodo.

Il metodo si basa sulla determinazione iniziale di un @ medio pitu approssimato
di quello che ci puo essere dato dalle formule di prima approssimazione, pur rite-
nendo ancora il @3 che compare nelle formule dei vari elementi, uguale per tutte
le formule del tiro.

Al termine delcalcolo dell’arco, i valori degli elementi finali ci daranno modo
di determinare un@ medio ancora piu approssimato; studieremo allora il modo
di effettuare le conseguenti correzioni direttamente sugli elementi finali di prima
approssimazione, senza dover rifare tutti i calcoli, evitando cosi i penosi tentativi
richiesti dai procedimenti ora in uso.

Sceglieremo come valore medio di @ comune a tutte le formule del tiro, il
Pg che compare implicitamente nella formula della inclinazione e che indicheremo
con @, appunto perché lo riteniamo comune a tutte le formule.

Esso risulta definito da:

&*m £>= P-f66-ige) = p .ilfe w
Da questa, sviluppando in serie il primo membro, si trae
j*.te [po + pPoAte + roi”™ L + ----JMA<ge= "ANe [2

ove @ Po, Po’ sono rispettivamente i valori di P e delle derivate successive
di P fatte rispetto a tg O, calcolate nell’'origine dell’arco.

Eseguendo l’integrazione indicata nella formula [2] si ha:

p.Afgo + pV {A-f-6- -fi P'o (AZUB)3 + = £ Atgo [3]
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da cui, arrestando lo sviluppo al terzo termine, e ponendo
A5 6= —Atg6= tgb»—tgb

p.=2z. - p#am i + [4]

Il parametro P, come e noto, ¢ definito da

a *> "F (ri 008e rel

p” 8 P QO €0 IAJ

Derivando rispetto a tg 8 e calcolando il valore della derivata neU’origine

dell’arco, si ha :
a_ dé
p ~ dtg8 <D dtSe
Essendo per la [5]
a__ 8 F(v) cose .
p 80 F(u) cos»60 t'J

ove per la formula del Bessel

Y — Se~‘y cona = costante

* . o n f
si ha, derivando logaritmicamente :

4 f =P-U{(-«y+IgF(v)-IgF(u) + lgcosQ) (8l

Calcoliamoci separatamente le derivate del secondo membro della [8]:

essendo
gdy = — v3tgQd Q

o RFEM = 56y a6 = pe (¢4 gfoJ=nirifteds -IMgl
essendo
dv msvftge + —glﬁ)rsierj
'3<e' irF lu) - /r do - Y E(&J)' “gcose 7 W) gjcgge

come Si puod ricavare dall’'equazione dell’'odografa e della definizione di u

UCOS = vcos O

dlgcos O sen O

de cos O — 96
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Sostituendo nella [8] e tenendo conto della [6] si trae in definitiva:

Calcolando tale derivata nell’origine in cui
n (v =n) e 0= 0
si ricava:

Po= pol[ — f-n (o) — i j sen 00cos 0, [91

per cui sostituendo nella [4] e tenendo conto che

il valore di fi* diventa, ove si trascuri ancora in prima approssimazione il terzo
termine dello sviluppo [4]

p.= p. - p. = p,- -L +* (10 _ 1]senO, (fcfc - tg0) [10]

Posto in questa:

[11]
la [10] diventa:
P« — Po— Ap T12]
ove:
Ap= N (v,) sen 00A  (0) [13]

In quest’espressione tutto € noto, N (VO ¢ solo funzione di v, e pertanto si
puo calcolare volendo una tabella una volta per tutte.

Calcolato il 6, servendoci delle formule [12] e [13], abbiamo subito il valore
di C' e mediante le formule generali di Siacci seguendo il procedimento gia noto,
tutti i valori v, X, y e i di prima approssimazione.

Per la seconda approssimazione, quella che ci consentira di ottenere con tutta
I’esattezza desiderabile gli elementi sopradetti, osserviamo che sviluppando in
serie il p dall’'origine alla estremita dell’arco, otteniamo per il valore di p, alla
estremita:

[14]
Da questa si ricava tenendo presenti la [10] e la [13]

P'c = p, —po-f2AP [15]
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e pertanto il termine trascurato in prima approssimazione nello sviluppo [4] vale:

A'p= Po[ASBO?> = Pl~ P32 AP [16]

Il termine correttivo [16] nel quale compaiono tutte quantita note, in quanto
il Pj si puo calcolare per mezzo della [5] e degli elementi relativi all’estremita
dell’arco, aggiunto al valore di prima approssimazione, ci fornisce il valore defi-
nitivo del p medio e percid potremmo ottenere con una seconda iterazione i valori
definitivi di v, X, y e t

Ma anziché ripetere i calcoli, studieremo un procedimento pit comodo, che
permettera di apportare le correzioni direttamente, lavorando sugli elementi di
prima approssimazione.

Notiamo infatti, che differenziando logaritmicamente il valore di

C'= {FAT

€ ritenendo di potere, per piccole variazioni, sostituire i differenziali con le diffe-
renze finite, si ottiene per una variazione di p (qualora nell’espressione di C
rimangano costanti tutte le altre quantita) una variazione di C'

AC Ap
c ) [17]
e quindi
A/gC'= -A/gp [18]

essendo per una nota formula di analisi

disi

La [18] ci fa conoscere la differenza logaritmica di C', nota quella di p, per
cui i calcoli risulteranno, come vedremo, molto semplificati.

Infatti, il problema aquesto punto si riduce a calcolare le variazioni di v, X, y
e i dovute ad una data variazione del coefficiente balisticoridotto C'.

Potremmo, quindi, seguire la trattazione classica delle variazioni data in
forma completa dal generale Cavalli, ma notiamo subito che quel procedimento
non € conveniente perché le formule relative sono molto complesse e pertanto
la loro applicazione non risulterebbe pratica e non presenterebbe alcun vantaggio
sul procedimento, che abbiamo scartato, di ripetere il calcolo da capo.

Osserviamo che la variazione A v di v per una variazione A C' di C', ove non
si tenga conto della ripercussione dovuta alla variazione della x, (rappresentata
nel caso nostro dalla differenza fra i valori della x di prima e di seconda appros-
simazione e che possiamo ritenere trascurabile), &€ data dalla formula

Al X , 1A r_
F = c7k ~Cc~ [ 9]
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Per cui, passando alle differenze logaritmiche si ha:
Slgv= ~K(u)8lgC'=:-~K(u)8Is~ [20]

La [20] ci rappresenta quindi il termine correttivo da aggiungere al Ig v per
avere il Ig v definitivo ed é facilmente calcolabile, partendo da quantita note.

Per le correzioni sugli elementi x, y e t di prima approssimazione, osserviamo
che, ove nell'intorno del punto generico P si ritenga la resistenza lineare, par-
tendo dalle note formule

(te0°- te0); =T (te60+ te0);

t=VAu ~ u_ /g~ [21]

(ove « = v cos0), possiamo calcolare le variazioni di x,y e t dovute ad una data
variazione di v, qualora rimangano costanti tutte le altre quantita che compaiono
nei secondi membri delle [21].

Si ha infatti colle solite ipotesi:

$lgx = »Igu — 8lgv = F 1

8lgy = 8lgx = 8lgv=T | i22j
S/gt= £8Igu = £Slgv==%r\

Abbiamo cosi ricavato molto semplicemente lecorrezioni da apportare ai
logaritmi degli elementi di prima approssimazione per avere i logaritmi e quindi
gli elementi definitivi.

Dette relazioni, pur essendo soltanto approssimate, perché ricavate nella
ipotesi che nell’intorno del punto che si considera la resistenza sia lineare, ipotesi
del resto largamente ammissibile trattandosi di variazioni molto piccole, forni-
scono valori assai esatti dalle correzioni come vedremo nelle applicazioni pratiche.

b) Errori massimi temibili.

Si noti che gli errori da temere negli elementi definitivi sono essenzialmente
quelli dovuti al fatto di aver trascurato nello sviluppo [4] del fimi termini suc-
cessivi al terzo.

Se facciamo I'ipotesi, assai attendibile, che i termini trascurati siano inferiori
alla meta dell’ultimo termine di cui si € tenuto conto, gli errori residui massimi
sSoNno espressi:

sul logaritmo di vdaj
» » »X )>— Slgv

n » »y »\

» » »t »—S lIgv
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Passiamo ora agli errori massimi percentuali.
Se con e indichiamo un elemento generico, si ha:

-r-=*%m*=jr [24]

ove M = 0,43429 ¢é il modulo del sistema dei logaritmi decimali, per cui
Ae% = °2F = jj2%lgloc = 2K BIgloé [25]

con A costante (fg £ = 2,06119).
Pertanto possiamo ritenere gli errori massimi percentuali dati dalle seguenti

espressioni:

Il sistema di calcolo é cosi completo, in quanto:
consente una prima determinazione dei valori di v, X, y e / senza tenta-
tivi di sorta. Facciamo notare che il pratico impiego ha dimostrato che i risultati
cosi ottenuti sono in genere gia molto approssimati, e che talvolta non si rende
neppure indispensabile la successiva correzione;
consente di effettuare'una seconda approssimazione senza ripetere i calcoli,
ma correggendo molto rapidamente, mediante una semplice somma, tutti i loga-
ritmi dei vari elementi;
consente, infine, con una semplice moltiplicazione mediante le [26] di
ottenere gli errori massimi discrezionali che con pratica certezza non verranno
superati e permette quindi di commisurare I'ampiezza dell’arco agli errori mas-
simi che non si vogliono superare nel calcolo dell’intera traiettoria.

c) Osservazioni.

Il sistema esposto & di impiego assai rapido. Si osserva che, comunque, & pos-
sibile introdurre ancora una notevolissima semplificazione che consente un’eco-
nomia di tempo molto sensibile con risultati praticamente eguali.

Infatti, una volta determinata la v con il procedimento indicato, consigliamo
di abbandonare per il calcolo dei rimanenti elementi le formule del tiro e di ricor-
rere, molto piu semplicemente, (evitando cosi la lettura delle funzioni balistiche
D (u), A (u), T («) e le conseguenti interpolazioni, nonché la determinazione dellay
mediante una formula che poco si presta al calcolo logaritmico) alle note relazioni:

* = |z.cos6.cose {tsOe_ igd)
&

y =Y (tg0— tg0) [27]

\/ l'ocoseov coso
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I risultati che si ottengono sono molto soddisfacenti, tanto piu quando si con-
sideri che nel calcolo per archi e necessario eliminare gli errori dell’elemento dina-
mico che entra in gioco, la velocita, perché gli errori nella v, oltre a produrre errori
sugli elementi x, y, t dell’arco, si ripercuotono sensibilmente sugli archi successivi.

Con la semplificazione accennata, mentre non rinunciamo affatto a determi-
nare la v con tutta la possibile esattezza, sacrifichiamo un poco I'esattezza alla
semplicita nel calcolo dei rimanenti elementi.

Notiamo che una volta calcolati gli elementi di prima approssimazione ed il
termine correttivo 8 Ig v non rimane, per avere gli elementi definitivi, che som-
mare detto termine correttivo ai logaritmi di v, x ed y e la meta di detto termine
a quello di t come risulta evidente dall’esame delle [27] e da quanto si & detto
in precedenza.

Notiamo ancora che, a correzione apportata, abbiamo esattamente i valori
di uno qualunque degli elementi richiesti nell’ipotesi che effettivamente sussi-
stano le relazioni [27]; ma noi sappiamo che tali relazioni sono valide soltanto
pel caso della resistenza lineare.

Occorre percio ricavare un’espressione che ci permetta di valutare I’errore
commesso. Ricordiamo che la prima delle formule [27] pud ricavarsi dalla equa-
zione:

gdx — —v:dO0O= —w-dlIgO [28]
e per integrazione:

[29]

ove u, e un valore intermedio fra quelli che la velocita orizzontale assume entro i
limiti d: integrazione. Se accettiamo come valore di um, incognito, la media geo-
metrica delle velocita all’origine e dall’estremita dell'arco, cioé la y/uou, abbiamo
la prima delle [27].

Analogamente per gli altri elementi.

Cos: procedendo abbiamo sostituito ad un integrale del tipo:

[30]
I’espressione
/(0 /(") (- —x0 [31]
Si tratta quindi di valutare la differenza:
91Ix) = [*' f2(x) dx — 1 (xu)/(*,) (*, — x0 [32]

Sviluppando in serie la 9(*) con la formula di Taylor e considerandoinlinea
approssimata la differenza (x, — xQ come un infinitesimo del i°ordine, il che
equivale a confondere i differenziali con le differenze finite, potremmo vedere
che 9 (xj risulta un infinitesimo di 30 ordine, la cui parte principale & data
dadl'espressione :

12r 1<) - r (*,) 7/ (x0)] [33]
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Senza stare a svolgere tutto il procedimento, che del resto si pud trovare nel
volume «Les méthodes actuelles de la Balistique Extérieure » de! Dufrenois,
Parigi, 1921, pagg. 62-65, diremo che si giunge all’espressione:

Re = — o= (1g 8 — 15 6)s us* cos* 6 = m (u0) [-g F(o)+senb|  [34)
ove abbiamo indicato con R: il secondo termine correttivo da aggiungere al
valore della x ottenuta al termine del nostro calcolo per avere la x esatta.

Nella formula [30] abbiamo posto

u, =1v,c0s0,

¢ ' [35)
m (v) = ve F' (vo) — F (vo)

©
I
]

m (vo) risulta funzione soltanto di v, ed & data dalla tabella II.

'Espressioni analoghe alla R; potremmo scrivere per i termini Ry ed Ri, ma
notiamo che per la R, si avrebbe una formula ancora pili complessa e quindi poco
conveniente per i calcoli, mentre possiamo ritenere approssimativamente:

Ry= 2% (6. + 126) [36]

e che per il tempo, trattandosi di un elemento secondario, possiamo accontentarci
dei risultati forniti dall’'ultima delle [27] corretta naturalmente per la velocita.

La formula [34] appare in definitiva assai complicata, per quanto in realtd
il calcolo ne sia abbastanza rapido, poich¢ in essa entrano per la maggior parte
quantitd di cui gid conosciamo i logaritmi, ad eccezione della m (v) che perd rica-
viamo rapidamente da una tabella.

Il vantaggio derivante dall'impiego delle formule [27] potrebbe percid appa-
rire, a causa del tempo richiesto per il calcolo del termine aggiuntivo Rx, soltanto
illusorio.

Ma cosi non &, perché in pratica non occorrera calcolare sistematicamente
al termine di ciascun arco, il valore di R, e tanto meno quelli di Ry e di Rs.

Bastera, nel corso di un calcolo, ricavare il termine [34] per il primo arco ed
ogni qualvolta si & cambiata I’ ampiezza dell’arco: quindi, in definitiva, nel cal-
colo di un’intera traiettoria si tratterd di pochissime determinazioni.

In altre parole, il termine Ry ci servird non tanto per apportare sistematica-
mente le correzioni quanto per avere saltuariamente una nozione dell’errore com-
messo e, quindi, per trarne norma nell’adeguare l'ampiezza dell’arco all’esattezza
che si vuole conseguire e per stabilire se possiamo proseguire nel calcolo con I'am-
piezza d’arco prescelta oppure se dobbiamo restringerla.

E intanto evidente che la determinazione della x risulta affetta da due errori
e cioé : '

I'errore proveniente dalla incertezza nella determinazione della v, che pos-

siamo chiamare errore balistico e che risulta dato per le [26] da:

Ax,% =KT [37]
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I’errore proveniente dal fatto di avere sostituito nella [29] al valore umun valore
approssimato dato da \/uOu e che possiamo chiamare errore geometrico.

Facendo la solita ipotesi che i termini trascurati nello sviluppo della 9 (X)
siano inferiori alla meta dell’'ultimo termine di cui si pud tener conto, cioe infe-
riori ad 7i quest’ultimo errore risulta:

a) non apportando la correzione Ri

A*% = 15° -y [38]
b) apportando la correzione R%
"Ali% = 50" [39]

Potendosi ritenere le due cause di errori indipendenti, I’errore massimo pratico
sara dato, per la composizione quadratica degli errori da:

(AV%)* = (A* %) + (A %)s [40]

ove A», & dato dalla [37] e A*, % dalla [38] o [39].

Abbiamo voluto riportare la trattazione sistematica dell’errore massimo,
essenzialmente per indicare quale sarebbe la soluzione rigorosa del problema, ma,
ripetiamo, in pratica basterd determinare una volta tanto il termine Ri e dalla
entita di tale correzione, possiamo trarre senz'altro le conclusioni che ci interes-
sano ai nostri fini pratici.

Concludendo, le formule da impiegare sono le seguenti:

a) Primo metodo

a) Calcoli di prima approssimazione

"P.= <c~e; AP=y- Nir)senQ,(tg60- tg8

pwa= p,-Ap Ca =
/ («) =7 (M + -2-9g -6 (tgl- tg0

= C'a[D (Ua) ~ D (Va) ]

£ a r sen 2 80 j v A (na) A (0O 1
ya- 200200 [ C'a N D(ua)-D(v0O J

1™ tS t [T<e- r <>l

€) Calcoli di seconda approssimazione

n _ F (l'a) COsO
I Pj Sa F(ua) cos*s,
1 a 2 Pim+ Pi+ AP

| 8lgp = Zyp* — log p». r=8 e= — K (Ua)ilg p



Correggere i Igva,lgya, di: . T
Correggere il Igt, di: —:‘ r
¢) Errori massimi percentuali
AvY =Ax% =Ay %=
At%z—z—KI‘ g K = 2,06119
£) Secondo mietodo

a) Calcoli di prima approssimazione

.

[ B, = i AR = -~ N (u) sen 6, (g 6, — £g 6)
C
Bwe =B —AEL C'_—S’TB;}
Op 3 8
] T ) =T )+ 202 (tg 0 — 15 6) v, = HetCe
2, — vo COS ﬂzy).moqsﬁ (tg eo lg e)
Ve -F tg 0)
I‘ o
| & o wﬁ;:osﬂ :.cosﬂ
b) Calcoli di seconda approssimazione
Eguali a quelli del primo metodo.
¢) Calcolo del termine R;. 7
! 2, cos? 8, —C-. LE |
R« == %% (tg 6o — g 8)1 w% cos? 6, P (o) [ z F (vo) + senOa]

d) CaLcoLO DEGLI ELEMENTI X, Y, {, CON FORMULE DI QUADRATURE.

Facciamo osservare che dovendosi eseguire il calcolo sistematico di una
traiettoria non & necessario determinare alla fine di ogni arco gli elementi x, y
e ¢ (specialmente x e #), in quanto detti elementi possono essere calcolati con una
delle formule di quadratura, ad esempio quella di Cavalieri - Torricelli - Simpson,
dopo un certo numero di archi od anche alla fine del calcolo.

Infatti, dalle equazioni del moto: .

dx = —-2-40

€
dy=——-5'i—tg9d9 , [41]
dt == =l db

ricordando la formula di Cavalieri - Torricelli - Simpson si ha immediatamente,

f:”x)dx‘*ﬁ:“[/(“)+4I(a+b)+f(b)} ' [42]

14 — Balistica esterma - Volume 1.
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gualora si conoscano le coppie corrispondenti dei valori di Oe di v nei tre punti
di divisione di due archi aventi la stessa ampiezza A9 = 0 — 0, (in valore assoluto):

ove con gli indici 0,1 e 2 abbiamo indicato rispettivamente gli elementi corri-
spondenti aLl'origine del primo arco, all’estremita del primo ed origine del secondo,
all’estremita del secondo arco ed ove l'ampiezza comune AO dei due archi ¢
espressa in radianti

Con questo sistema si pud teoricamente conseguire qualunque' grado di
approssimazione prefissato, in quanto, una volta determinata la v con uno dei
sistemi e con i criteri precedentemente indicati, ¢ possibile stabilire una tabella
di corrispondenza tra i valori di v e di O, che potra poi essere raffittita quanto
si vuole, ad esempio con l'interpolazione quadratica o cubica (cid0 che in genere
non sara pero necessario).

Questo procedimento pud essere convenientemente applicato:

con quei metodi che non richiedono, per il calcolo della correzione sulla v
di prima approssimazione, la determinazione preventiva degli altri elementi (o
di gran parte di essi);

con quei metodi che esigono per la determinazione degli elementi x, y e t
formule complicate e calcoli penosi; a scopo di controllo.

Osserviamo pero che con tutti i metodi occorrera sempre conoscere la y al
termine di ciascun arco per determinare la densita S dell’arco successivo, ma in
genere sara sufficiente per la determinazione della densita servirsi di un valore
di y approssimato se il calcolo & limitato a pochi archi; quindi, in un calcolo
completo, occorrera, dopo un certo numero di archi, mettere a posto il valore della
y con le formule di quadratura, in modo da evitare il sommarsi degli errori.

Le quadrature della x e della t potranno invece essere effettuate, di massima,
al termine dell'intero calcolo.

Sara infine necessario con questo procedimento aver cura di suddividere
la traiettoria in serie comprendenti un numero pari di archi della stessa ampiezza.

3 - Metodo Bianchi.

a) Generalita.
Il metodo che piu si accosta al metodo Siacci e quello elaborato dal Bianchi.
L’autore in seguito a laboriosi studi € riuscito ad impostare un procedi-
mento di calcolo che dovrebbe servire per il caso di forti velocita iniziali e forti
angoli di proiezione.
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Egli infatti afferma che quando si abbia da calcolare un arco nel quale la
velocita iniziale e I’'angolo di proiezione siano molto grandi, i limiti entro i quali
varia il B sono eccessivi e si commette un sensibile errore assumendo un
valore medio di B per
tutto I’arco considerato.

Con il suo metodo
PA. afferma di poter evi-
tare un simile inconve-
niente.

Egli considera un ar-
co di traiettoria OC (fi-
gura 72) corrispondente
ad una data velocita ini-
ziale ¥V e ad un dato an-
golo di proiezione ¢ la
cui corda OC ¢ inclinata
sull’'orizzonte di un an-
golo 7. '

Pone poi

e—n=¢ B—n=p

Essendo 6 Yinclina-
zione in un punto qua-
lunque M dell’arco, gli
angoli ¢ e p sono rispettivamente gli angoli che la tangente nell'origine 6 e nel
punto M fanno con la corda OC,}§ ¢ costante; p & variabile e neu’origine vale ¢.

Consideriamo due assi ausiliari, la corda OC e la ON normale ad OC in 0.
Rispetto a questi due assi le coordinate di M sono

Fi6. 72

0Q=t ed MQ=h

Riferiamo il moto di M ai due assi ausiliari, Nel caso dell’asse O C sard

_;_d{.,.. - =—gsenn—f(v)ccsp
, I
f_gz;:f?f)@ = --gcosn — f (v)senp ]

Si conduca da O una corda arbitraria OS facente con la corda OC un angolo ©
e si prenda come variabile ausiliaria una quantita @ determinata da

% COS T == VU COSp

ciot¢ w & la componente della velocitd parallela ad OS quando l'altra compo-
nente & perpendicolare ad OC.
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Ponendo la nuova variabile nella prima delle [i], ricordando che

/ = /2 (. dt =
/ sl") c ? () e g cos O
si ha
gd (weost) - gsenyj i F (v) cosp
cos O
cioe
gdwcos 7 = ~gsen yj-| F (i) cos pj fi 0
cos O
i _ _seny) 8yt . cosp \ xd0 _
gaw_ ig cos T Hl C ¥ (V) cosT 1 cos0
- (p 4 _ VvV L F /,Acos?P A\ sen *l 0
\° C "'"senrn ) cost cosO
e siccome
w
COS T COSs P

sostituendo si ottiene

, / cosp i seny) i 0
[— —_ N p—
gdw VY * C F ﬂ% seny) ) coso cosp [2
e separando le variabili:
sen ni O gd w
cos pcos O / 0, i cos p \ r

b) Integrazione.

Per integrare la [3] I'A. fa una posizione analoga a quella di Siacci, pone ci
SyF (r) = 80y F (te) 005 T
CuS p

essendo y una variabile che fa sussistere l'eguaglianza; sostituendo si ha
sen r(do f.dw
cllspc &0 _ | syiY ., , , OjiJ cosi

sen cos p

Integrando il xO membro si ottiene poiché yy =G— p

sen (0 —p)iio sen 0cosp — sen pcnsO  *</0
cos pcos O cos p co- 0
sen 9d0 sen 1 _
c's0 cospdO mado= dp

quindi I’integrale del 1° membro diventa

- Igcos6 + Igcosp= 1Ig
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e integrando tra l'origine ed un punto generico:
cosp 0 w_  gbw N |
Ig('aiﬁ_)wh w( +8,:y F(A cos T [4])

Sostituendo a y un valore ¥, medio entro i limiti d’integrazione e ponendo

v o_ C __ C’senny
"= 3, ivm B= T cosTt (5]
si ha
cosp\@ w0 gdw
lg(oose)tp j w(g+ F(w))
w, B

Sostituendo i Limiti nell'integrale del 1° membro e notando che per 6 = ¢
si ha p = ¢ perché

8—n=0p e—n=1{
si avra
cosp
l cosh €Os pCos @
€ o cosy  ° cosdcosO
cos ¢

sostituendo nell’equazione trovata dopo d’aver invertiti i limiti nel 1¢ membro

avremo
lg Sos¥eos® _ tw  —2gdw =B (e Taedw (6]
COS pCos ¢ f (g+ F(w)) f w(F (w)+ Bg)
w,

Wo 0

=217 (w) — 1 (wa))

e passando dai logaritmi ai numeri:

o058 e0sg U=l cose Pw) (7]
cosp  cosy T cos¢ P (w)
e avendo posto
= [ .2gdw
Te) = Jrw+ea -
Ly
Pw) =c*
Dalla [7] essendo 6 = n + p si ottiene:
c0s®  cos(n+p) _ cosncosp—senysenp ) .
cosp = oosp T T T cosp -~ = cosm— sen nige =
__ cosg P(w)
T cos¢y P(w,)
e quindi
1gp = cotgn — ——o2 . Plw) (9]

Tcos ysenv P (w,)
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c) Coordinate k-h.
Siano k e h le coordinate del punto M riferite agli assi OC ed OiV; vediam
come queste possono venire determinate.
Intanto si ha che:

(K
—77— — VCOSP= W COST
t r
ma
d t= - va
gcos
quindi
ak= — vZosp
g COS6
v= NeosL per cu
COS p r
' — w2cos2xcosp dO , alo
d k- cos2p gco§6 == — wzcos-T -’gj"é"-%é"c'a"s"-j
d’altra parte abbiamo visto che
uo 1 &
;cosOcosp senni / , SOiy . CcisXx

quindi sostituendo avremo:

dk = — wZos2x dw c0s2X — wdw
- sen 7, /. S(»y cosx \ sen r, S,iT« ¢, >

Integrando e notando che

f+ FM@eIﬁ%:E+ Ep=i(s?+ F(u

e ponendo

nAA-— /.

W
sara
* = *
B sen \j [n (V\?_ £>(»‘-)]/J [1
Per ricavare / notiamo che
<if; a= /g pd k

e poiché si & gia visto che

. ' ) cos 9 P (W)
tgp = cotgwvi cos 9 sen y: Eﬂ(ifof
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saia
B . Jk D coscp cos5t P (w) —wdw
dh = cote Ydk — B —z-pode rTsen TP o Frs(w) + gdf

Integrando e ponendo

K 1 J F(w) + gB L
si ha
Acotg ré'l_ h= cosi}/ sen5 Pi@a>10' LE («’21_ £ \ - [i3]

Tempo - Dalla
dk
— = WCOST
dt

si deduce

10COST

e sostituendo a rfA il valore precedentemente trovato si ricava:

N cos:t _ —wdw cost ~ — dm
sen r,eucost F (m) + Bg sen yj F (m) + Bg
B

integrando e ponendo
— dw
F (m) +IBd~(w) + Bg
si ha

BS 1 [rw - 7-W] [15]

d) Formule del tiro.
Le coordinate x ed y del punto M riferite agli assi ortogonali sono dati da

(fig- 72

X — OP = kcos)] —hseny= (kcotg —h) senj

y = MP —ksenyi+ /cosr—Kk seng—f,gkcgstisaly?t)SPlgie’:nyj———— X cotg

Sostituendo le espressioni di k ed h e ponendo al posto di B la suaespressione
in funzione di C" cioé

_ C
U= cosT
8. ha
/gp = cotgYj-------- PPP— . Fj
gp d J cos 4 senyj P{W,, 1
* = (kcotgy- liysenr = n ['(») - L«)] seny=
g. senr, cos> COS-e L (w) —L (WO C0S9CoSt L(w) — L (wq)

~ cost cos4 senr, Piw0 cos 9 P(w0) N



— 216 —

Y= wn ) x cotgnr =

B cos2

sen2tf IPW1- »(*d - ¢c-] Bos§ Senr, P(Wo) -

r» sen T» cos

2t m
cost senz/) >

£) PWEET C 0% T seng - Mgy M9 -

=c¢c"-Sl-|°W - - --clip % m
"= Bsii-m»)- rw - c-» al [rw _ «
t=C'[7» - 7>0)] [19]
a= "0 GV

Tutte le funzioni D, L,P, T, dipendono anchedal parametro B quindi
devono essere date da tavole a doppia entrata.

Il parametro B dipende oltre che dal proietto anche da vy, e dagli angoli
Ner; se7 € negativo anche B € negativo e l'autore consiglia di designare queste
funzioni per B <0 con D (iv); P (w) ecc.

C" & il coefhcente balistico ridotto.

Queste formule si riducono alle formule Siacci quando

7=0 t=9
cioé quando OC é orizzontale ed OS coincide con lalinea di proiezione.

€) Valore di y.

Il fattore ypud suddividersi nel seguentemodo:

Sy K(r) cost 3
N So K(w) cosp 80 ~

Si puoavereuna idea del modo di variare di y' lungo la traiettoria nel caso
di resistenza ennesima.
In tal caso pu0 scriversi:

K@) — Xe&*
e essendo
, QS p
W— &6t
saia
, _ JCIST\« —m
1 vCOSp/

neU'originc e p - " per cui sara

V J1°iT X

T \cos o |
e poiché
e cost”™ cos”™ y( =71
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A partire dall’origine p diminuisce, cosp cresce e quindi y' diminuisce; nel
punto in cui

Da questo punto pcontinua a diminuire fino a p= o nel pseudo vertice e percio
y' diminuisce fino a raggiungere il valore
y,' = (cost)”’—1
Quindi p diventa negativo e cresce in valore assoluto, cos p diminuisce e y'

cresce.
Nel punto in cui

p = - T
€ nuovamente y’' = i; continuando — p a crescere, y' cresce e quando — p= <é
mn
' To \ cos ﬁT)Y

Dopo il punto d/_<p, y' continua a crescere, come cresce — p.
Se si considera l'arco esteso dall’origine al punto M_y>, la media geometrica
dei valori estremi di y' in ciascuna delle due parti dell’arco é

e affinché questa media risulti uguale all’'unita deve essere

cosv = y/cos N

Se si adotta allora questo valore di t, i valori estremi di y' lungo ciascuno
dei due archi sono:

\ COos ~ /

y,' = (cos+) 2

Se si adotta invece t = si avra

yo= i y', — (cos &Y™

Come valore approssimato di y'm si potra prendere la media geometrica
oppure la media aritmetica dei valori estremi cosi:

y'm — (cos <>HTL oppure ym= ~ i + (cos
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Concludendo, se non si hanno dati sicuri per fissare il valore medio di y' si
potra prendere

ym — i guando cos t — %/ cos N
oppure
ym - (cosy) —7-- quando t-="
/) Valore medio di ¥ quando la resistenza & ennesima.

Quando lungo un’arco della traiettoria la resistenza € ennesima, si puo deter-
minare un’espressione del valore medio di y' lungo I'arco stesso, espressione dalla
quale si ottengono valori di y'matti a dare risultati molto approssimati, special-
mente nella applicazione della formula della inclinazione.

Dalla prima delle equazioni differenziali [1], sostituendo nell’'ultimo termine
a dt il suo valore e ad / (v) il suo valore in funzione di F (w) si ottiene:

- senr s *8,.i_ d _ 0 r :
dw = g cos t dt -f Cg F. () mw cos 0 L[Zoi
Se si applica la [20] al caso in cui:
E(W=ar =aw &1
v \ CoSp |
si ottiene:
* " -
aw fp SN g BT g o087t dO 21
cos T c COS"P  cosO
Se si introduce nella [20] l'alterazione tipo Siacci si ottiene:
(ij - g senr., dt — 80_7|y ir B gk(l-, cos - do _
cos t Ci, cosp cosO
Se la resistenza é ennesima, quest'ultima formula diviene:
. Si-nv, j 8U7 0 .
dw + g Y e oy rerTy 28 T 22i
1 c wW~ Cg cos p cosO 1 J

Separando nelle [21] e [22' i termini che contengono l'inclinazione 0 si ha:

_S¥ 7> _cos" t sen z d6 __dw_ iyn _.senr. di . Fso
Cyg sen r, cos" p cosO wn-r 1 3 cose 7"+ 1 L
8,/ cos ~ sen z d(l dw , sinr, dt f

Vo= e B e . lq_ oy | 0 «
C; sen z 0'sp cos O re» + 1 3 cost ««m"+ t L t-

Se si integrano le equazioni [23] e [24] fra i limiti 9 e 0,gli integrali dei secondi
membri risultano eguali. Per 'integrare i primi membri occorre dare ay e a 8 i

valori medi y, e
Dividendo inoltre membro a membro la seconda per la prima risulta:

* 6 senz do s ;0 sen z *do

_____ —_— ” N —_—— ~' v [ " -
thdOJIq co* p cos!):r m U cos"p coOS EZS



219 -

L’integrale del i° membro é

Pmenr_, d0mm . CoMP | Omp
y COSp cos0 ~ 6 cosoO ~ COS9

Per ottenere l'integrale al secondo membro, pongasi:

f senyj <0

J COS" p cos(y +C [26]
Eseguendo l'integrazione, si ottiene:
Nn (O)Z cos”—1p t'r, + sent Ir__ 56) [27]
Risolvendo la [25] rispetto a
*
Ym~o\5%\ y m
ed invertendo i limiti dell’integrazione si ottiene:
CO§Z>§"'_ 1 cos p EAI» (/?') - R (p)‘ [28]

w cos 9 b* cos 6

I valori della funzione ~ n (0) da sostituire in questa formula corrispondenti
ai valori interi 2, 3, 4, 5.di n sono i seguenti:

per « = 2 (0) CO%_D O/tog r,A +. séJngk
XT « 2 £ &). 1
per « =3 A8(Q= - -"p-p- FnL fog, "
[29]
per a\ @ = - TofrR—% T"' + 'iisrvr ~ (0)
Rer «=3% Vp@= - 4, n H osenzr W3O

e | valori di Ar () si ottengono ponendo in gqueste espressioni:
p= 9;0=p

Sostituendo i valori dati da queste espressioni nella [28] si ottengono le
espressioni di y', corrispondenti ai vari valori di n.

Si osservi che I’'angolo t entra solamente nel termine cosB~ 3r e non al deno-
minatore e neppure nelle funzioni nn.

g) Espressioni di y',-nel caso particolare in cui p= — </
Si consideri I'arco di traiettoria OM~w limitata a! punto incui 0 = — p. Le
espressioni di y’K risultano allora alqguanto piu semplici.
Se p= — ?, il denominatore della [28] diviene
s cos e

cos 9
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Inoltre il termine
vV - 1
cos"— Jp

ha valori eguali per p—y e per p= — 4 e quindi sparisce nella differenza

AL (9) - AL (0)
Posto per brevita

e =A £304

si ottengono le seguenti espressioni di y'm:

pern=2 o L T0@©@- 0@©]—2c0gio Q]

per brevita éosmT Zz

s on=3 gl ol e 20D g [31]
se n—4 C()),STT_ = ~;~ sen24 2 COtg 1) (+)

se n 5 _CZ\QF - _,&_ se?]2>'lj 2 COtg BE3 (4)

Le espressioni sopra riportate hanno forma comoda per il calcolo numerico.
Mediante esse I'A. .ha calcolato gli specchi che danno il valore di yL per I’arco
di traiettoria esteso fino al punto — 4 e per vari valori di 9 e di 4-

Dati 9 e 4 si ha

2= 9 — 4 pl= — 4; 0= 9 — 24/, 9 — 0= 24/

Il metodo Bianchi che abbiamo brevemente esposto & un lodevole tentativo
di generalizzazione del procedimento di Siacci per il calcolo della traiettoria per
archi successivi.

Per la sua applicazione necessitano le tabelle delle nuove funzioni balistiche
che sono riportate nelle Tavole numeriche dell’opera di questo autore (ing. G. Bian-
chi - Balistica Esterna - Torino - Carlo Pasta 1922). Pero tali tabelle sono state
calcolate pser intervalli degli argomenti troppo ampi.

Dopo la morte dell’autore sono state calcolate le stesse tavole, ma per inter-
valli molto piu raffittiti e quindi rispondenti allo scopo, e pertanto a tali tabelle
potra fare ricorso chi intende approfondire maggiormente il metodo.

4 - Metodo di Gavre.

a) Generalita.

Il metodo di Gavre non ¢ altro che il metodo di Eulero generalizzato.

Abbiamo risto che nel caso n = 2. delle equazioni trovate nella integrazione
di Bernoulli, quella che dava l'arco si riduceva alle quadrature e percido si cal-
colava s; applicando quindi le formule di risoluzione di triangoli, sostituendo

9 = - s>possono trovare gli altri elementi.



Il metodo di Gavre generalizza questo procedimento al caso di n qualsiasi.
Infatti I'equazione dell’odografa:

gd (vcos Q) = VF (vdO

puod scriversi:
gd (vcos0) = u3 - d0= K (v) vvdb

nella quale K {v) si ricava dalla tavola VI, in corrispondenza di —* — e Sx in

. .o | . .
corrispondenza di — (W + y,), percio il valore Sh K (v) = b si ottiene con un

calcolo di prima approssimazione, nel quale vengono introdotti gli elementi

all’inizio dell’arco.
Determinati t» ed y si avrd modo di calcolare b quindi potremo scrivere :

gd(vcos6) = bv3d0O con b noto

cioé
A{r098) _ phay equindi—  SMEg_ o A8
vi p’ CosS)3 co0s38
che si puod scrivere :
, i i de
(v cos 8)* cos38

Integrando tra l'origine ed un punto qualunque si ha:
= Q- €&€m =aiwn (?)- ™ (6)] [X]
dalla quale & possibile ricavare il valore di v cos 0 e quindi di v.

Trovato v, si calcola I'arco s con la relazione che si & vista nell'integrazione

di Eulero, oppure, secondo il procedimento francese, s si ricava dalla relazione

cos

gds — —v2 de

(vcos8)2 de _ _ (/cos6)2ds
g cos38 g 2"

Poiché s’¢ visto che



I valori di x, y, i si deducono con le note formule trovate nel caso di integra-

zione di Eulero.
Si deve osservare cne l'aver considerato la quantita

= *
b= A% K {V)

costante per tutto l’arco, impone di limitare molto I'ampiezza degli archi.

Cosi il Dufrénois, che riporta per intero una applicazione del metodo per
una traiettoria di 9= 20° prende i primi 8 archi dell’ampiezza di io' e quindi per
una intera traiettoria occorre il calcolo di ben 40 archi. (Dufrénois, Risser, e
Rousier - Les methodes actuelles de la Balistique exterieure - Gauthier Vil-

lars - 1921).
Si puo osservare che con archi di tale ampiezza una volta calcolata la velo-

cita orizzontale al termine dell’arco (il che pud essere fatto con la formula tro-
vata precedentemente) le formule del vuoto in funzione della inclinazione, nelle
quali si ponga invece d: Fcos<p il valore

V cos 9 + ycos'0
2

danno gli stessi risultati del metodo di Gavre.
Le formule sono le seguenti:

(r c<s9p,, (tp- — tp- 6)

b) Riepilogo.
Riassumendo, il calcolo procedera nel seguente modo.

. c . . .
Dati V, 9, — , 8 e 6 si calcolera con le formule del vuoto un primo valore

della ordinata media cioe

4

Indi con la velocita iniziale V si ricava K (v) per cui si puo avere:

h.. g9m7 K (V)

dalla

si ricava
/- [y WS to)1
(Vcos u~- , + (kCOS9«r7(9)-5, (65T

avuto vcos O si ricava v e quindi K
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Indi il nuovo valore di b e con la formula avuta in precedenza si avra
<c0s0 e percido v definitivo. Si calcola poi:!

_ 230
ST g

X—scos 9+ 6 ¢ y = 8sem-"—ix 1 Wil

5 - Metodo Vallier.

a) Generalita.

Il metodo Vallier € un metodo di quadrature che si presta anche al calcolo

per archi.
Dalle equazioni differenziali del moto scritte sotto la forma di S. Robert;

cioe :
gdx — — vZd 0. gdy — — v-tgb d 6
j. do ds = v do
cos0’ gds = — cos 0

gd (mos0) = vf(?)dO
indicando con 9 e 9’ le inclinazioni estreme di un’arco si ha :

gx = Jtjﬁvlclo; gy = q‘v2thd0; gl = fr vsec0dO

J
Il problema si riduce alle quadrature, occorre perd calcolare il valore della v

in corrispondenza dei valori di gpe quindi di O e questo calcolo viene eseguito
con la formula:

J(«) = J(V) + N2 (tgeD-tg@ ) » = eR8?
in essa vi € il C che viene calcolato con la relazione:

C = -S-r cos -2-12®.

Sh>
&mnsi deduce in corrispondenza di ymy= —¢*9- (Ig- 9 — tg- 0).
In tal modo si possono ricavare i valori di vO= Vz,v:,v,,v3, ... = corri-
spondenti ai valori 6 — 9, 0,, 02,03, .......... 0,= 9"

Integrando quindi per mezzo delle formule di Gauss si ha:

gX (9 — 9) [A,M2-T A, V2+ . + An ?»2
gy = (9 — <P)lAov2tg60-f A, V2tgd, f .o, + An Vhtg 6.]

gt — (9 — 9) [Aavasec 00+ A, v, sec 0, + ......cceeeee.. -f A» > 6]



L ’impiego del metodo di Gauss richiede che i valori di 0,, 0,, 03 siano de-
terminati con apposite formule che sono diverse a seconda del valore di n ed analo-
gamente per i coefficienti numerici AOAITA2.........

Questi valori dipendono da quello di n e sono:

0=09 log AO= 2,9208
10= 0,7236 9 -)- 0,2764 9'log~li = 1,6128
h—~j0= 02764 9 + 0,7236 9" A, = A,
‘0 =9 As = A0
6 =9 log A O= 2,69897
\0= 0,8273 9 +0,17279" log Aj= 1,43493
«=4 0= 050+ 9 log A 2= 1,55091
f0= 0,1727 9 -f 0,8273 9’ Ai = A,
o= 9 ad = a0
,0 =9 log AO= 2,52288
[0= 08825 9 +°.11759 logA 1 = 1,27701
.5 0= 06426 9+035749 log A2=1,44315
0= o0,3574 9 +Q,6426 9' Ai=A,
0= 0,11759 + 0,88259" Ad= A,
0= 9 Ai = Aa
=9 log AQO= 2,37675
= 0,91519+0,08499, log AL= 1,14118
= 0,73449 + 0,2656 9' log A 2= 1,33420
«=6<0= 0509+ 9) log As—1,38705
0= 0,26569 + 0,73449' Ad = A2
= 0,08499 + 0,91519" Ai = A,
0= 9 Ac = Au

Con questo metodo di calcolo, scegliendo ad es. per valutare un integrali-,
gli n punti dati dalla teoria di Gauss, si ottiene la stessa approssimazione che si
<*tterrebbe prendendo 2n —mi punti equidistanti del metodo di quadratura dei
trapezi.

Questo metodo € abbastanza rapido ed elegante ma ad esso si possono muovere
delle obbiezioni.

Cosi se nella determinazione dei valori v,,tu corrispondenti a 6:,0, .........
con le formule

2Cs¢ . , ..__ «cose
[/ (Q=/7(")+ — ¢ teo - tg%’; ter o

si volesse tener conto della variazione di 8 esse non risultano sufficienti ¢ percio
occorrerebbe calcolare per ogni archetto caratterizzato dai valori di O,, 6 - ........ i
corrispondenti valori di y con una formula approssimata, come per esempio
quella del vuoto in funzione dell’inclinazione, e quindi trovare il valore di ymdel-
I'arco.

Per questo inconveniente, che puo dar luogo a notevoli errori, il metodo
Vallier non & applicato in pratica.
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Valendosi delle foinmle che danno *, y, t, la differenza — < va espressa

in radianti e quindi se i valori 9' sono dati in gradi esso deve esser moltiplicato
per -indicando con O, il valore di — y si pud calcolare per convenienti
valori di9 — o' il corrispondente valore di <=

Il calcoloprocede quindi nel modo seguente:

Diviso l'arco in un conveniente numero di archetti, si calcolano i valori
di O con le note relazioni in funzione di « e quindi quelli di v in corrispondenza
ai O fissati.

Si determinano pure i valori di A e quindi possono essere applicate le for-
mule di quadratura.

D) Appiricazione.
Dati: VvV = 300m/s; 9= 45°, logjf- = 0,35927; Sa= 1 9'= 40°

Si divide l'arco 9 — 9'= 50in tre archetti; in tal caso risultera:

0= 45°
6i = 0,7236 9 -f 0,2764 9' = 43° 37"
0, = 0,2764 9 -f 0,7236 9' = 41° 29’
03= 40°

Applicando la nota formula :

(tg @ — tg 6
essendo :
cos «r + 6)
CcC =
*&» 2

si trova per i vari angoli O,, O,

ucos9

cos O

d0= 300 m/s; N = 286,7; v2— 269,5; 1)3=260,5
quindi si ha
X — su" TG-loV + A, v 2+ A2v2+ A3v3)

1°g»o = 247712 logt, =2.45743 log V& = 2,43056 log V3 = 2,41581
1og V20 = 4,95424 log t.,a =4,91486 log VZ = 4.,86112 log V& = 4.,83162
log~ o0 = 2,92080 log .4, = 1,61980 log A2 - 1,61980 log A3 = 2,92080
10g AO» = 37504 lOQga. t= = 453466 1o A2v 2 = 448092 log A3z 132 - 375242
AOvo* = 7500 Ai = 3425< A2v 2 = 30264 A 3t32

= 5655

AOv®+ 4,a,2+ A2d2 + A3v3 = 77669

log (AOVGs + + A3v3) = 4,89025
log (gl_”gé)r' = 3.94932
log* = 2,83957

* = 6911
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Calcolo di

y = —(g,s_o:P-)»W(’\o>-*k oo+ A, vtg e. + A:  /fgo, + A3Vilige)

log /£00 = 00000 log<t@ = 197902 jlog<gej = 1,94655 logtge3 = 1,92381

logAOvO*  =>3,87504 log Ai v = 4534616 log y4, r,» = 448092 1°6-ds 'R =3,75242

log Aoi'os /g0o = 3,87504 log~jt-pigG, = 4,51368 logA2v2ig02= 4,42747 log A 3732tg03= 3,67623
= 75«) d!'Vv «@G = 32635 | :323Ig02 = 26757 /*3 132 <S03 = 4745

?Q/ge0-f 24,V /g6, + 24,r,J/90, -1- 243?31/g03 = 71637

log (24, V2t @O+ ..ccceevveunnee. -f 243?y /g0,) = 4,85514
*
log (¥—F) i}
g i80g = 3.94932
Iogy = 2,80446
\ = 637,5
Calcolo di
t— * (Ao ?Qsec 60+ A, ?,sec O, «+ .d, r, sec 0, -f .43v3sue 03)
log sec 00 =0,15051 log aoC 0, =0.,14149 logsec0Jd = 0,12543 jlogsec 03 =O,11575
log 40*0 =).39792 log AjVt =2,07723 1os A 1, -=2.05036 1)gA3i = 133661
log Aoviosec 0oo= 154843 109.4,i'lsecGJI= 2,21872 1oqg 4 ,i*, seco .= 2.17579 log”"3:3sei03= 1,45236
24,:0osucou =35.35 A, thsec0, =165,47 A2v2secO, = 14990 A3i3sec03 =28,34

A OvOsue 0OmmmA | v sue 0, -f A:v. sre 0, -f A}v3s>c 0; = 379,06

log (AavOscc 00+ + 2437ss-.c0,) = 2,57874

log ('18—0%)“ 3.94932

log/ = 52806

t - 3" 37

Risultati ottenuti col Risultati ottenuti con l'ordinario

Metodo Vallier: Metodo di calcolo :

v — 260,5 v = 261,3

X = 691,1 X = 696,7

y = 6375 y = 639,0

<= 3*37 /= 3*26

C - Metodo Charbonnier.

a) Generalita.
Posti all’inizio dell’arco come dati P, 9, —= ,S, 0,si introduce una variabile

ausiliaria p tale che:
0=9—©@—0=9—p cioe p=9—0

per cui sara pure d6— — dp.
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Dall'equazione dell’odografa

gd(vcos0) = —=*vF {v)d0O= cF (v)vd O

con c =

e posto ancora 4>(v) = N siavra:

1 T dwcos®i = 4.(7)d0

moltiplicando e dividendo per cos 9

écosgg*!vc"sO)é!vcoso \ _ —dp
c T 7\ cosl \ cos9 / f
ponendo rcos0= n
TS9P cosB s {Gose) T — 9P [1]
Sviluppando in serie partendo da 0 meglio sostituendo ad coio
il valore che questi assume nell'origine sara:
T8 90 (590 9Goss) = — 9P
ed analogamente a quanto ha fatto Siacci, cioé ponendo:
n vcos 0
cos 9 cos9 ~ W
si avra:
Wmcos9 (Jdu= —dp [2]
da cui essendo
[3]
si ha:
dp= c cos % « +(«) [4]
Integrando, dopo aver posto j — = / («), avremo:
-p+tp=" [/(n - /(] = /(P) - /()] [5]

Abbiamo visto che:

p= 9— 6 dacui 0= 9 —p
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quindi:
tg0 = tg(<p — p)

che sviluppando in serie da:
1 1 Pl 2sen <cos 0
gO=ep—pPaep Fof Taws -
quindi trascurando il 3° termine:

tg6=1t9g9- p — ; P= (lgy — ig0)cosl9;

nell’origine p0O= O per cui:

- p= - (g9 - tg9)cosl9= Ccp U(V) - /(«)] [6]
tg0 - tidP= s~ [/(17) = /(«)] [7]
Tempo
Dalla relazione gdt = ~ v a0
s :cos O i0
g CUSs20

sostituendo a c¢J--¢ il valore iniziale --1 -

rcos0 dO _ u do udp
gcos9 cos9 " cos9 " cos 9
ma si e trovato che
dp g
cos 9 cn F(u)
quindi:
B u g du C — du
7 € ~ ST ' F(«T
per cui
/ F [T{u)-nvV)] [8]
A scissa
Dalla relazione gdx = — v-'db— — (r cos G;scoslo — ’alco.SSOCOm— sostituendo

cos 9 a cos O

t2c0s20 a — du f<2— ducos9 _ Ccos9 —udu
X fcos29 ¢ uF(u)lo_ ~ c u F(u)Si F(u)

X = [Z>(«) - Z)(F)] [9]
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Ordinata
dy = dxtgO= dxtg<p

quindi
y= GCssi 9-[D(v)-D (V)] [10]

Queste formule sono le stesse trovate per il metodo Siacci nelle quali pero

P= tosop*

7 - Metodo G. H. M. (Garnier - Haag - Marcus).

a) Generalita.

Durante la guerra 1915-18 i francesi abbandonarono il metodo di calcolo per
archi di Gavre e quello modificato G. H. ed adottarono quello G. H. M.

Gli ideatori del metodo partirono dal principio che, nella esecuzione pratica
dei calcoli, a volte é pit dannoso che utile ricorrere a sistemi di integrazione rigo-
rosi ma complicati.

Possono quindi essere scartati formule e procedimenti analitici eleganti agli
occhi di un matematico, per adottare metodi semplici ed apparentemente grosso-
lani ma in realta piu rapidi e piu precisi, purché permettono il calcolo degli
errori che si commettono.

Il prof. Marcus della Commissione di Gavre fece questa osservazione e pre-
sentd un metodo meno complesso di quelli esistenti ed anche meno elegante,
ma che ha il pregio di permettere, con calcoli relativamente semplici, la corre-
zione dei termini ottenuti mediante integrazione approssimata.

Il metodo ha poi il vantaggio di non richiedere tentativi per la determina-
zione dell'ampiezza dell’arco poiché questo & fatto per estrapolazione e sulla
base dei risultati ottenuti nel calcolo dell'arco precedente.

Il metodo G. H. M. si basa sui due principi fondamentali seguenti:

1) Impiega direttamente i valori della funzione resistente F (v).
2) Mantiene per ciascun arco sempre lo stesso grado di approssimazione.

Il primo principio ha il vantaggio di sfruttare senz’altro qualunque progresso
sulla legge della resistenza dcH’aria.

Il secondo permette ampiezza d’arco anche di 20° e 30°; mantenendo inal-
terata I’'approssimazione per il fatto che si calcola in precedenza il limite di sicu-
rezza senza ricorrere a faticosi tentativi.

Inoltre il procedimento permette di tener conto della influenza della tempe-
ratura sulla funzione resistente F (v), la quale sara funzione della sola velocita
gquando questa e inferiore alla velocita del suono mentre, quando . superiore,
dipendera anche dalla temperatura ambiente.

Il metodo G. H. M. ¢ lungo, ma in compenso puo essere abbreviato con
I'uso di macchine calcolatrici.

L’integrazione dell’odografa, col metodo G. H. M. viene fatto supponendo la
ritardazione / (v) costante lungo l'arco che si considera, salvo poi a correggere i
risultati ottenuti mediante termini correttivi.
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Nella equazione dell’odografa

gd(rcos0) = vf(r)doO

posto
m =P
e
si ha:
d(vcos0)= vpdO = vcosO di

) = p = p os 0
da cui

d (vcos 6) d6

cos G cos O

e poiché come si € visto

f d% - ?

J cos*+10 £
sara

d (r cos 6) ,. Ja

“rees8 T T RY ©

Integrando si ha
*hr + T
e sostituendo ai logaritmi naturali quelli a base io
2.30258 Iglo (v cos O— 2.30258 /<2, (T cos 9) = - pmD (B
cioé
/g10V COS O= Zgl0V cos 9 — pmj> (9) - (6)] — “738
cioe
Zglo(vcos 0) = /glO(C "0S9) - fi [2]

ove

= P. M [5.(9) - v (0)] [3]
ed

M .35

€) xa Approssimazione.

Per il calcolo di pcos Ooccorre conoscere il valore medio di pnell'intervallo
considerato e questo si determina con uno sviluppo in serie.
Sviluppando in serie la funzione sotto il segno dell’integrale p<z[90(0)] ed

eseguendo l'integrazione si ha

IgeVCOSO—lg,V cos9 = — pOp e -f ST D7 -—-—-J-D E"+~ ry D E*mme 4
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che, confrontata con la [i], da:
P» = P®— 7T + -~r DV [51

Se si costruisce una curva che rappre-
senta la variazione di p col variare di 2
nell’intervallo D\ la sua tangente nell'ori-
gine, cioé nel punto p = ps sara p» e I'in-
cremento differenziale di p nell’intervallo
D 2 sostituendo all’arco la tangente nel-
I'origine dell’arco sara

drp= — R®D I= CD (fig. 73) Fig. 73.

mentre I'incremento reale Dp — CB in funzione delle potenze di 2 sara

tu

DP= -p.'DI+ -BS- DV -~-DV
e quindi fermando lo sviluppo al termine di grado 30
P DV =Dp-dp + ~dV

e sostituendo il valore cosi trovato nella espressione di p,

' r" Wf

si avra

dp
= + --r + — —
=P oF 3 3r3 PV 2 DV

e trascurando i termini di grado uguale o superiore al 30

e questa e l'equazione definitiva di pmche permette il calcolo di vcos O e quindi
degli altri elementi.

Calcolo di po.

E stato po.do:
™ _ 2 F)
9 Cg
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nel caso in cui si tenga conto della variazione di F (v) con la temperatura ambiente
porremo:

ove k = e V é la velocita del proietto, v la velocita del suono.

Tale valore di F (/<) si ricava da apposite tabelle (Vedi memoria edita da
Gautier-Villais - Parigi 1921).

I calcoli perd non possono subito essere eseguiti per il valore trovato di p,,
occorre quindi calcolare il valore di p di 1* approssimazione e questo pratica-
mente si ritiene uguale a

con questo i° valore si calcolano gli elementi approssimati alla fine dell’arco, cono-
sciuti i quali é possibile determinare i valori di p,. e quindi di

Pp= p«— p0
e procedere al calcolo del termine correttivo

Dp—dp
3

dopo aver calcolato dp, calcolo questo che viene eseguito come segue:
Dalla relazione

differenziando logaritmicamente si ha:

e giacché
gdy -t fg O/ G
sara

ma essendo
d mcos0) ---vpd?®6

e differenziando il 10 membro

cosOdv —Y seri0dG— mpdO

da cui
dv seri 6+ pv
do cos G



che sostituita nella precedente da:

di = SA tg&+ LAA. TMi+JLJdO
f ft

% F(r>) costi
rfti
(-*- visen O -f —jrffi-- M H p1)- ..o
—(— v-sen6-f - """ [sén6-f p] j d£00
ma
F(*J
e ponendo
m n H----h{f:
sara

-- — (misen G wp) A

1 valori di tn ed r. possono essere dati da una tavola a semplice entrata in fun-

zione di v.
Riassumendo i calcoli di i *approssimazione vengono effettuati nel seguente

modo:

Si pone
dp

ove
f~ i
P.= J-fvrL F ()

t li p viene calcolato con gli elementi iniziali dell’arco cioé
<p= — p(«ofo + niosSing £0
Avuto p« si calcola la velocita oiizzontale alla line dell’'arco con la formula
A. (*cos0) —m4v (T <OS-) p,AE @ — ©);

e cosi si ha a»
Si calcola poi
=7 (A9~A))

ove
1" cos cos O

e quindi questa non t altro che la formula del vuoto che da la y, funzione dell’'in-
clinazione nella quali pero alla velocita orizzontale all’inizio dell’arco e stata
sostituita la media geometrica della velocita orizzontale all’inizio ed alla fine
dell’arco.
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Noto y,« e waeée possibile determinare il valore di p con la formula:

ie~\*
P'« — t 1 F (v)It
In questa formula invece di si pud mettere la densitd dell’aria alla
guota y, che é la stessa cosa.
Indi si calcolera
Dp= p4—p0
e quindi
D p—do e

» X
S Pia= = _

In pratica non é necessario fare la correzione del valore di pnel modo indicato,
basta tener conto della influenza del termine correttivo sui valori di vcosB e w.

Se si indica con la influenza della variazione di p, su 3 poiché
B= p,MDI
si ha:
of = SN = SPAfZ)5 = EM; “

per cui la correzione da fare subito a vcos6o0d a v sara:
8 IglO(t-cos 0) — 8lglov= — tu

c) Calcolo degli elementi dell’arco.

I valori di D x e Dt si hanno in prima approssimazione dalle formule di
S. Robert che possono essere scritte:

ax — V* c0S26 dh :;(7%50'56 o
g o> 0 \% > g
di = vcos 6 db :_\%Egs(b o
g cos- 0
Se poniamo
n-e
T 9 (bi ~ (;'cos B) Per il 11

9MM) wvco~B prila 2a

I'incremento finito della quantita che si cerca saia

D<-— 1 yjr) dr
A

Sviluppando I'integrale del 2" in- mino con la formula di Taylor partendo
dal valore medio della funzione
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e posto
Drt= rO—yj
sara
Fiofiiar®! s -
» DY3 o Dr/ . Y5
9- —ri— P gr + 9 7,5

e Tl

B D ys D V4 .. D v)s
w“on_q ? — i I ~r~
T B g v 9 5035

e sommando membro a membro

\ . D s 1 D 75
e = <p, D'yj-f D3y D s
ﬂ P g - 317 m 5124

Limitando lo sviluppo al i°® termine e sostituendo alla funzione 9», la media
geometrica della velocita orizzontale alla fine ed all’'inizio dell’arco sara:

px = VCOS9 evCOSOA,

Di= V Vcos9vcosO0A,

. AN D @AF-)

A questo risultato si poteva pervenire direttamente impiegando le formule
del vuoto in funzione della inclinazione quando si ponga la media geometrica
delle due velocita invece di quella iniziale.

d) 2* Approssimazione.

Calcolo dei termini correttivi.

Nel calcolo di ia approssimazione di o x e o i si sono trascurati i termini
d’ordine superiore al primo nello sviluppo in serie poiché si é posto:

D e= \/kpo<p D7

invece di
D7'e: <pm1;1yj-f-9 » I|r3~rT~+ 9 bb
per cui l'errore commesso risulta espresso da:
i 1303 .. D®
S (De) (f, — VvV 99.)Dy-fo9, 22

245 |

Se si sviluppano gD e 9! in serie partendo dal valore medio fm

- - D yj3 ... Dr?
1 bom + 9m —,:

Dt r. Dr
- 231" 274

9j— 9% + 2« ,  bo™ it

. r, BYP
9i = 7m 9« , ~bow |1,
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moltiplicando membro a membro

21 -Di] D_v a/Drty Drf
P09% = 9IMm + En2m— <Pm9» —7 <P» (—-—) + 9™ 9« vi- o
+ 95 Onw2l7 +
= 9i + [9. 9: ~ 9,7 4
estraendo la radice quadrata
jAp*9. = [Ap« + (9- 9- - 9m = o»fi+ fo- ~ ~ ) ~~

sviluppando il 30 membro con la formula del binomio si ha

. + 971 1~V
V 909] = 9» 1 + ol 22] 8

per cui essendo
8(FEX) = @Mm— \/?209,)b )+ qn ~ N +
sara
S(De=IM- 9»- [9-- ~\ r7-1 £1+ 9»47?
=*N«) = [--£ + -jEjz>V + ...

Ottenuta la variazione 8De ¢ possibile ottenere quella di D x e D t il cu
procedimento viene omesso per brevita. Esse sono rappresentate da

E= Ai »
con
= D {lgl0p — D (IgoV)
? = 1g,, (V cos 9) — Iglu (r cos 6)

1/ fi2 |
&= 5 B — iy |

e) Calcolo di Z213.
Viene calcolato in ia approssimazione con la relazione:

ayz Vcoso-acos”n'oz lrcosEB-rcosOE con A.=—'t%20
2u . - 2p
ed il relativo termine correttivo é:

>
£1 = T6T|\y| U-r
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con
ty= X-fX
ove
R Y
e
ig9 + g0
9

f) Calcoli pratici.

In pratica i termini correttivi txytt si calcolano come segue:
D Igv e D Igp si hanno perché sono noti Ig v e Igp in ogni punto.
Il coefficiente X2 & funzione di elementi noti e per semplicitd pud essere dato

. B -
da una apposita tavola, e p sono calcolabili.
Per questi calcoli si porranno per Igv e Igp i valori di 1I* approssimazione.

g) Riepilogo dei calcoli.

Sono dati
?.. 0, Po=(YY* h°F(v)

nu= n [V) mO0= «, + £ -2
dp= — Po(nup0+ mOsen 9) [£, (9) — L (0]
1) (Calcolo dei valori approssimati
P.= Po+ ~ y*-=y. + "Ny..
Dtgb
Igld (Vcos 6) = Iglo (V cos'9) — @ 1 g
p. = PmA f[50(9)-50(0)] A2~ 0
Dxia— V cos 9 (vcos O)Ifl At
Ay» = ~cos9 cos A* A=yr- + ~tt
(1 cos 0)
e'rfl co;g 18

— Yy r cos 9 (cos G)ia A:

Coi calcoli di ia approssimazione si calcola



— 138

2) Calcolo dei termini correttivi.

Dpa= p,—po0 e=D pa—dp

MDI
e g —-— =
& =€ 3 M -2.302585

P*= Ofé.0 p)« - D(lgiuv),a

f Px< c PD 1
B” 6At N y~ 6M ~
2a = e — - g* = g* + X2
y sen DO. — __ A.
X, m0,8686 o« 5 ==2M
h) Calcoli definitivi.
lgo\>  Iglolt*
Igio Dx — Ig,uDXia -fi (e, — E/); *1 = Xu -fi DX
/t'.Jflv] = IgiU[Dy,\ | (e, £A); V. i Dy
IgpuDi — Ig Diio -fi — /, = /1, )mDi

j) Criterio per fissare l'ampiezza dell’arco.

Per fissare I'ampiezza dell’arco ci si basa sulle ipotesi seguenti:
Quando il primo termine dell’errore calcolato non oltrepassa un certo limite,
(limite che verra definito in seguito), il resto dell’errore trascurato € inferiore al

quinto di detto primo termine.
Tale ipotesi € basata sull’esperienza acquisita nel calcolo di numerosissime

traiettorie.

I) Limitazione degli errori sulle velocita.

Si é visto che gli errori su Igv sono uguali agli errori su pMD E Partiamo
percio dallo sviluppo in serie di p, per fissare la limitazione.

Si ha:

I due primi termini condizionano i valori approssimati di Pe di Ig v, il terzo
determina il termine correttivo, dovremo quindi limitare tp gia calcolato, sce-
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gliendo come limite quello che corrisponde a di correzione relativa su
vt. Sara:

ti, ° M 500

Secondo quanto & stato detto precedentemente, I’esperienza dimostra che,

in queste condizioni, I'errore residuo relativo e sempre inferiore a -

m) Lim itazione degli errori per De.

Analogamente a quanto é stato fatto per le velocita occorrera limitare gli
errori sugli altri elementi e, tenuto conto che le correzioni relative ai vari clementi
possono o0 non essere dello stesso segno, dovremo limitare

e,|+ | |se sitratta di D x; Dy, Ds
e + se si tratta di Dt
Sceglieremo percio come limite quello che corrisponde a di correzione

relativa nell’elemento ossia

Csi, e 141+ \Hil >

8De s _
De ~ O 6 M 100

» M

Z + tp— Toc per Dx; Dy; Ds

1E.
SDc IEI+ 2
D. M 100

ossia

Ut lE AL
12 100 per Dt

dimostra che, in queste condizioni, I'errore

e sempre inferiore ad 555 -

n) Caso in cui r, e De sono piccoli.

Quando uno degli elementi Dx\ Dy; Ds; Dt & piccolo, & superfluo
esigere la stessa precisione relativa nel calcolo dell’elemento stesso.

Cio equivarrebbe ad imporsi un errore assoluto estremamente piccolo, mentre
il rimanente del calcolo non presenterebbe lo stesso grado d’esattezza. Percio a
partire da un determinato valore di u, e De, bastera limitare la correzione assoluta.

Tali valori pratici potrebbero essere fissati come segue:

V = 100 m/s De= 50m. De=0'5
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Dato che l'errore relativo residuo é praticamente sempre inferiore a '/, della
correzione, gli errori assoluti limiti risulteranno:

10 5

oo - 0001suDt

O) A mpiezza massima degli archi.

Per fissare a priori I'ampiezza dell’arco in modo da non superare ilimiti impesti
precedentemente, occorrerebbe eseguire un lungo calcolo, quasi quanto quello di
un intero arco. E preferibile procedere per estrapolazione basandosi su risultati
del calcolo precedente.

Calcolato un arco si verifica se si € nei limiti prefissati oppure, come si fa
normalmente, si valuta |’ampiezza massima dell’arco, detta ampiezza di sicu-
rezza che avrebbe potuto essere adottata.

Tale dato servira di base per il calcolo dell’arco successivo e pud essere
dedotto o mediante il calcolo oppure mediante I'impiego di un abaco.

Si e visto che l'influenza del termine correttivo 8pm nel valore della velo-

cita é rappresentato da
wn;

Tale valore e del 30 ordine rispetto a - £ che a sua volta e funzione dell’am-
piezza dell’arco 9 — G
Se indichiamo con (9 — 9)mai la massima ampiezza dell’arco compatibile
con l’errore prefissato ed indichiamo con

perché non sia superato Terrore imposto nelle velocita che come si e visto
€ 20 M io-4 dovra essere:

fi ~ 20 Al io-4 = 8,68
da cui si ricavera

e quindi
(@ — 6)nur = fé {? —6)

p) Applicazione.
Cannone da 105 - Granata mod. 32.

Calcolo della traiettoria relativa ai seguenti dati iniziali:

V = Sio; 9 = 400 N — = 0,48323,; 8, = 1,000; h = 0,0*107



(0 )
log F (v)
colg %t

logs,, ...
log pO

» = « ()
log h
log V2

h v*

™= "0+

log MO .coovvviie
log sen 9 ..ccoeee
log mOsen 9 ....

?0Po+ mos™ 9

log.0 ~ o+

F)
logio Is +

F) s
logotg (~ 4 -7-j -loglOg

- 4+ 8 M D |

109 PO,
log (naPo 4 mOsen 9)
0gALDS ................

Calcolo dei valori appr essimati

dp

— 241 —

40 o
39°
2, 30042

2,52532

0, 82574
6,6948

1,482

4,02938
5,81698
1,00855

0,85491

7,160

8,642

0, 93661
7, 80807
0, 74468
o, 17085
0,82574

0,99659
9,922

5.555
15.477

0.33 33

0,32:50

0, 00983

0,82574
1,18969

i- 99255
0, 36222

0, 370i0
-2,3453

- 1.1727

5.5221

0, 74210

3.99255
2, 73465
0, 05430
2,90849

109 COS 9 i r, 88425
109 V COS 9 .o 2.79274
logio (Vcos 0) ,fi = loglOV cos 9
= PO 2.73844
€Olg COS O v 0, 10950
10G 7 10t 2,84794
10 e 704.6
10g sen (9 — 0) eevveveeiiee e 2,24186
(oo o o N 1, 00855
€olg CoS 9 i 0.11575
€OIg COS O oo 0.10950
I0g A 3. 47566
logsen (9 + 0) . 1. 99195
COIG 2 i 1, 69897
colg (€0S 9 COSO ) v, 0,22525
1o N 3.39183
log Fcos9 ... 2, 79274
log ('COSO)IB.....c.cceovreererecreeree 2. 73844
10 A2 i 339183
10g-DI» oo 2, 92301
Via= 0+ DYya .o 837.6
161,30
0,9143
colg 9 2.52532
log F (. 2. 21245
log e— *yia 1,96108
log piB .. 0, 698S5
Pia .. 4,9986
PO o, 6,6948
FEPo........... -1,6962
d9 . -2, 3453
£ o, 0, 6491
100 €t 1,81231
COIG 3 i 1,52288
10 MD 5 i 3.99255
log £3 3.32774
I(M'E/i ....... 21'3
log 0,86S6.... 1.93882
10g8eN DO v, 2, 24186
colgsen (9 + 0).vineiiiiiicieieeee 0, 00805
10 X2 eoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeese e 2,18873
TOA X2 i e 1154,4
1OGP IO e ! 0,6 18S5
10g PO oo I 0,82574
io4 (logpO— log pIB)= 104D (log p)4 1268, 9
log I'io | 2.84794
log Fo i 2,90849
io4 (log FO—log F,B)= i0o4D (log F), (005, 5
i04Pi 1663.4
iodpy , '509. o
log | 2.73465
COIG B M oo 1,58407
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log 104 (iy . m 2,70672
log 104ty .. 1,02544

1041ty.... 10, 6

log ... 2. 73465
colgb6M . .. 1, 58407
log 14 (X . 2, 82178
log IAtx .. 1,14050
104c, .......... -13.8
logS3*....... 3,4693°
colg 6 M 1,58407
log 3.°5337

i04£3/6 M 11.3

. F.
OL=10C 10 ;v -25.1
Calcoli dev .itili.

ty-t.fi 0,00319
; 10g Dya 2,92301
log Dy. 2,91982

DV s 831

log (V cos 9 (>cos 6)la) . 5,53118
10g A, 3.47566
log Dxla ., 3, 00684
t, —th ... 0, 00351
log D x . 3,00333
DX i 1008
log V" V cos 9 (V cos 6), 2, 76559
10g A | o 3.47566
log Dtla .o 0, 24125
; (21,- ftfi) - 0, 00232
log D t. 0, 23893
d) ... 1,733
log i« m 2,84794
Efi ... 0, 00213
log v. .. 2,84581

701, 2

Confrontando questi risultati con quelli ottenuti, per lo stesso arco, impie-
gando il metodo *Siacci » le differenze sono praticamente trascurabili.

v
d
SiacCi..... 1000
G. H. M. 1008
; Differenze .. 1
8 - Metodi americani.

io
1

v r
83: 88 701,2
831 1.733 7012

] 0005 0

- Integrazione di una funzione coi. metodo delle differenze.

a) Sia 1(} una certa funzione di /, continua I’intervallo nel quale varia I, e
che ammette derivate uniche e finite in tutti i punti, sino all’ordine che necessita.
Si definisce con differenza ennesima e si indica col simbolo A, / (fi), la quantita:

A, /()= A,_/(/) -

A,_,71(/_)

e per poter calcolare detta differenza, € necessario:

a) chesiano noti i primi
valore di / (I)ntl punto t = fi,;

b) chetutti i valori della
aritmetica, la cui ragione sia T.

b) Sia:

n valori della funzione, e che sia anche noto il

funzione siano calcolati per/ in progressione

la derivata ennesima della funzione / calcolata per /= fi; si ha:
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dove c* € una quantita tale che:
limtn= o
40
La [i] si pud dimostrare col principio dell'induzione incompleta e cioé, se

essa € soddisfatta per n — 1,2......... siritiene che lo sia per n qualunque.
Per n = 1 si ha

4 = imiix D =m
T-+0 T
quindi puo scriversi che:
lslf - A
t ~ ~7T M
e:
lime, = 0
fo

Per n = 2 pud scriversi:

ro=r-*q

e quindi puo applicarsi la [a alla F (t), cioé pud porsi:
F@= + E2

: sostituendo ad F (t) il suo valore dato dalla [a] si ha:

= AM~ +e» _
dt2 T + E= T 2
dove:
liniE =0
r-»OE

Analogamente pud dimostrar."! la [1] per n — 3,4.......
c) Sia
£ = K M
una equazione differenziale del primo ordine, che deve essere integrata nell’in-
tervallo
si ha quindi:

* - = Axi= If(t)dl= ff @ di [3]
- U—1 * 0
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L'integralo puo anche calcolarsi sviluppando in serie f (t), immaginando noto
il valore di / (i) e delle sue derivate, e ponendo h=t— U e tenendo presente
che U> t, si ha: (Taylor)

/0=/(®)- hf ()~ ~ f (t)- y-1" @)- ... - /> () + R [31

dove R e il resto.
Sostituendo il valore della [3'] nella [3], ed integrando si ha, perché ih — dt

A =jo{f¢)- hf (- " U - + R) ih [3"]
cioe:
ax,= t[th- -fr ()- r r w -
e 3]
e sostituendo alle f (ti), f" (ti) i loro valori, in funzione delle differenze,

date dalla [1], si ha:

Ao 1w - - g - - e L K+ 01+

+ ja' — _ X, —_ -
ja r > r 6£— r SA e r

276 Y [

Il termine:

TR — T Ii T
6

tende a zero, co! tendere a zero deli’intervallo T.
Nc deriva che, percheé A  sia calcolato con buona approssimazione, € ne-
cessario che I'intervallo T sia piccolo.

20 - Integrazioni della traiettoria.

I metodi americani d’integrazione della traiettoria sono dovuti, prevalente-

mente, al Maggioro Moulton e si basano su i seguenti principi:

a) non vengono impiegate nel calcolo funzioni trigonometriche;

I) il per.-onale addetto al calcolo delle traiettorie pud non essere specializzato;

c) viene presa come variabile indipendente il tempo;

d) per applicarli & necessario calcolare, conaltri metodi, i primi 3archi,
in maniera pero che [I'intervallo di tempo sia T\ detto intervallo verra poi
tenuto costante per tutti gli altri archi in calcolo.

i c Melodi.

Le equazioni del moto sono:

d\

3%)36 = —'7(;)005(5 — = - /1(\'/) cos0—g

[9]

3096_: tgg Pl tlcos O —Ji—: v sen f



— 245 —

e ponendo:
vcosO0 = u vsen 0= w = b
si hanno le:
Y5 by = w9
~ir=u [57

Le «, w, X, Yy, si calcolano col metodo delle differenze.
Applicando I'equazione [4] al caso in esame si ha, indicando con «d wO, x0,

yot le grandezze relative all’inizio dell’arco e con u,, w,, y,, quelle alla fine
dello stesso:

« - «w = - T |[(&m), y A, (bit), y A, (bu), - y- A, (bu),

Wi — w0= — T j(bw -fi g), f A (bw -fig), - — A3(bw-fig), -

- — A3(bw+g),j
| 6]
X, TVU ~~TA _ ir Asu>- a3V
y, —Ve= T \w, —A w, J_ AW _ -i-AjiP.j

Per calcolare le [6] & necessario conoscere; il valore (bu), , (bw -fi g), e si fa
quindi I’ ipotesi che:

A3(bu)o= A3(bu), e A3(bw i g), = A3(bw fi g)]

si calcolano poi le differenze seconde, prime, ed i valori di (bu), e (bw -fi g), e
quindi le u,, ed y, e si prova, calcolando b,t se i valori (bu), e (bw + Q),,
avuti in base all'ipotesi fatta, sono esatti.” se il divario & forte, si ripete il cal-
colo con i nuovi valori di (bu), e (bw -fi g),.

Ottenuti cosi i valori di u, e w, esatti, si calcolano le x, vy, 0, v,.

2° Metodo.
Da
cose
si ha, moltiplicando entrambi i termini per ricordando che = dtgoO,
digh = _di= - 94t

Vcos 0



Il sistema di equazioni differenziali & quindi, per la prima delle [57]

*uL= -bdt i 1?1

Anche a queste due equazioni si puo applicare la [4] e si hanno le:

logioW, — logl0«0-- — M T fo, Albl— -i- A.6, - A36,| j
. [71
tge, - lgG,= - T |fi - fi A, (fi) - fi A, (fil - fi A, (fi).
ma
tg = - tg 0, = M = 0,43429448

quindi sihanno le seguenti formule definitive:
log,0«. — log,u«0- - MT jftt — 2 A 6,—i-aAa.b - A, bt j

W= R ST fi - A A (fi), - Fii.(fi),- fi A, (f1).

Per il calcolo delle altre grandezze si applicano le [6].
Anche per le [8] si fa I|'ipotesi che A, 60= A, 6, e quindi si ha senzalti

log,,,»,; si calcola poi u\ e y, e si verifica se il b, introdotto nel calcolo
quello esatto.

Si calcolano poi gli altri elementi.

3° Metodo.

g]{l = - }Eq\cos d’: - -f'ib‘/)- '
ma:

e ponendo
c= % Y ) e = - el mMC MV
Dividendo la precedente per u' si ha l'equazione
L sz” - - tAT (me U

Nella [9] A' (r) = <]a(r, O puo essere data da una tabella a doppia entr

oppure da un abbaco; ricordando poi che:
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si ha I'equazione definitiva:
d(~y=crar (1,0 = R .
dt ” 91
Applicando la [4] alla [97 si ha:

" =T[RI— A, R, - AR, - AR
d o [ R, , R, ' R)) [1o1

Analogamente a quello che e stato detto in precedenza, anche per il calcolo
della [10] si fa I'ipotesi che A3f?0= A3R,. La [9] pud essere calcolata anche
direttamente prendendo per R un valore medio, ed operando per successive ap-
prossimazioni. Le altre grandezze si calcolano con le [8] e le [6],

3° - Calcolo dei primi tre archi.

I primi tre archi debbono essere calcolati con un altro metodo.
Integrando direttamente le [5] considerando b costante nell’arco si ha:

loglOu, — logiOuQ= — M bT

logio (bw, + g) — loglO(bui + g0 = — M b T [11]

Le x e le y si calcolano facendo |I'ipotesi che « e w nell'intervallo consi-
derato, varino con legge lineare rispetto al tempo, quindi si ha:

tu']
Per calcolare le [11] e le [11'] si fanno successive approssimazioni.
ia Approssimazione: si considera b = ba e si calcolano wt e yt.
. . . rod . .
2a Approssimazione: si calcola b'= -° ~-- dove h, & quello della prima
approssimazione e si ripete il calcolo di w, e y\, alla fine si ricalcola il 6, e

se questo & uguale al precedente si calcolano gli altri elementi; si' € molto diverso
si puo fare una terza approssimazione, oppure si varia T e si comincia tutto
da capo, perché si puo essere sicuri che |'intervallo considerato ¢ molto ampio.

40 - Applicazione.

Dati: V — 400; 9= 30°;, —+—= 1; SO= 1 all'origine, determinare gli ele-

menti dell’estremo dell'arco corrispcr.dente a /= i*

a' ~N-x! X" — V cos 9in ia approssimazione

y ® Y9 y/: Vsen9in 1a approssimazione



— 248 —

X' = vcos0= V cos P— x"

y'= vsen0= Vsen9 —y'

v2= x'2+ y'2- = — m
F (v) = 5L53
logA | = o, log v = 2,60206
logjF(i) = 1,71206 logC° S a A93753
logcos 9 = 1.93753 log V cos 9 = 2,53959
log X" = 164959 V cos 9 = 346,42
*! = 44.63
> = -44.63
v cos O = 301,79 = x'
log A*F (v) =1,71206 log 17 =2,60206
log sen 9 = 1,69897 sen ? = 3,69897
., SiFW , log vV sen 9 = 2,30103
1°s"C y y — 1.41103 T
Si FM , c V sen 9 200,00
~C p~y =25.76
Yy = 35.57
€ = 9.8l v sen O = 164,43= y'
y' = —35.57
Xx'2= 91077
x'2= 27027
V2= 118104
y = 344
tg6 = -p- = 0,5448; 0= 28°35

9 - Metodo Picone.

a) Generalita.

Come noto, le equazioni del moto si possono scrivere,

Aj- = —ce~iyF (v) - gseno0
de coS e

dt ~ ~ S v

. =vsenO0

al

di vcos O

«(0)- 0 y(=-=00@©@=9 v(=v

Nel metodo d’integrazione del prof. Picone anziché I’inclinazione 0 si con-
sidera il suo seno e porremo

sen 0= 5
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Con che le equazioni del moto assumono la forma

dv _ % .

i ce-*yF (V) — g

ds g

dt v '

dy _ >
gt = Vs 2]

d x
UT Vy/l—Sl
x(@© —o0, y(©©=o0, s(©=senq v() =V

Calcoleremo gli integrali v, s, y, legati dal sistema delle prime 3 equazioni,
di minuto secondo in minuto secondo, cominciando dall’istante iniziale t — o,
applicando il metodo di integrazione di Cauchy - Lipschitz, esposto dal prof. Picone
per esteso nella sua memoria «L’applicazione del metodo Cauchy - Lipschitz
all'integrazione del sistema di equazioni differenziali della balistica esterna. Atti
dell’Accademia «Leonardo da Vinci » di Napoli.

Diviso percio il primo secondo del moto in n parti uguali, mediante i punti

0,t,,~, tn-i, tn= 1, si avra dalle [2]
s =- . [I-s0)]
s Y OF v (0) S (0)
v (0) = —gs (0) — cc~Y(OF [v (0]

poiché derivando le prime tre delle (2) si ha

(0 = t(i ~ sy v'(0 + 2svs'(D]j
y = vs@)-fids (): [3]
v()= - gs'@® -ficc-“y(dF (my () - F' NV ]\
esse danno
s = KL* v )+ 25 s O
y' (@) = v(0)s' (0 -fis Q) v ()
f 0= - 9gs()+ \dF B ©ly (0 - F [v(9]V¥ (0]
pertanto, applicando il metodo sopra ricordato porremo nel punto i,

v(t,) = r(o) -fi t,v' (0) -fi iT (0)

s{t,) = s(0) -fi t,s' (0) -fi s’ (0)

y{ti) = y(°) + hy' (0) fi — y' (0)



e

Ottenuti cosii valori approssimati di v, s, y, nel punto le [2] e [3] danno i
valori approssimati delle derivate prime e seconde di dette funzioni nello stesso
punto tlt e dopo ci0 potremo porre:

V(Q = v(t,) + (12- /) «({(/) +
sfa) = St + (- t)3%) + S% )
ylQ = yihy + (/- /)yw) + /(*)

ed avuti cosi i valori approssimati delle v, s, y nel punto I, le [2] e [3] danno i
valori delle derivate prime e seconde di queste funzioni nello stesso punto t2 onde
di nuovo la formula di Taylor di punto iniziale A e calcolata per t = f3, arrestata
al terzo termine dara i valori di v, s, y, nel punto /3, e cosi via.

b) Applicazione.

Dati: V = 1200, 9 = 45°, ¢ = 0,2,a= 0,240, p =150, i = 0,521, t~ o,
s(o0) = sen 9 — 0,70711, x = o, y = 0V — 1200.
s'(o) = - [l -s(o)=] = -0,70711=)= -0.00409

y'(0) = v(o) s(0) = 848,532

*(0) = MO \A — s(0)2 F (1200) = 342, 361
v'(0) = — sg (0) — ce—dy(0) F [<(O)] e~>>0=1 c—o0,2
v'(o) = - 9,8057 X 0,70711 -0,2 x 342,361 = - 75.40895

quindi si ottiene

t sen 0 cosO X y \%
o 0,70711 0,707106 o 0 1200
ds dx dv di’
Hi la w ~dT
0 — 0,00409 848,532 848,532 - 75.40895

derivate seconde

5= xm({i —s21" —2svs'j = — 0,00030
y'~ is' + s/ = — 58,23042
|
* = ' (1- sY1+ :'q (i- s? 22ss'=r" V(i - A - -;*LL=_, = - 48,414
~ v — 5

vi= - gs'+ c*~iyltdl 1 59 = ir-9941/
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Il calcolo degli elementi allora si fara come segue:

m(), = v(o) + fiv' (0) + v'(0) = 1181,523

I(fi) = x(0) + fix'(0) + x'{o) = 210,619

>m/) = y(0) + fiy' 0) + y'(0) = 210,313

10 - Metodo delle velocita fittizie.

a) Generalita.

I metodi di calcolo per archi successivi permettono di calcolare una traiet-
toria qualunque ma il procedimento ¢ sempre assai lungo e laborioso.

E percid piu interessante, dal punto di vista pratico, avere una tavola in
funzione di VB C e 9 che ci dia immediatamente gli elementi del punto di
caduta.

La compilazione di tali tavole richiede un lavoro notevole a causa del grande
numero di traiettorie da calcolarsi, (diz. balistico grafico), poiché gli argomenti
devono essere presi con piccoli intervalli, allo scopo di ottenere una buona appros-
simazione nelle interpolazioni.

Si osserva percio che per un dato valore di tp, se la A" subisce notevoli varia-
zioni con V e C ,esiste una quantita che varia pochissimo al variare di V e C',
per cui e possibile costruire una tabella con un numero relativamente piccolo
di risultati.

Questo metodo appunto di chiama «Metodo delle velocita fittizie »

Noi chiamiamo «Velocita Fittizia Vv» d’una traiettoria data, la velocita
del vuoto corrispondente allo stesso angolo di proiezione 9 ed alla gittata ottenuta
nell'aria, velocita che sappiamo essere rappresentata da:

e «traiettoria fittizia » la traiettoria del vuoto corrispondente.

Se osserviamo un grafico di traiettorie ottenute con V e C' costanti e 9 varia-
bile, si vede che per valori crescenti di 9 i valori delle velocita fittizie vanno
costantemente decrescendo.

La diminuzione é sopratutto accentuata per i piccoli angoli; a partire da
9 = 35° la velocita fittizia non subisce che variazioni assai piccole. Conoscendo,
in un modo qualunque, la gittata ottenuta con I'angolo 9 la cui velocita fittizia
e V?!, la gittata ottenuta con un altro angolo 9, si avra conoscendo la velocita
fittizia VV2 e questa sara nota, qualora si riesca a determinare la differenza

rt;—vw—v'@, .

Ora se le variazioni di Vr hanno importanza, non minore importanza avra
la differenza VI2 — V9 = T>J, poiché permette subito di calcolare Fv, noto Vrl
e tale differenza ha variazioni assai piccole.



Questa proprieta ha permesso di calcolare una tabella per I'angolo < fisso,
per 98 variabile di 50in 5°, in funzione della velocita del proietto, utilizzando
un ristretto numero di risultati di calcoli effettuati con esattezza (calcolo per archi.)

Sugot ha posto = r (fattore della resfstenza) e questo fattore r che

) 2
*0
potrebbe indicare il rendimento della bocca da fuoco per la balistica esterna é

funzione di V e C'.
Nel vuoto r = 1; per la resistenza infinita r = o e il suo quadrato puo anche

definirsi uguale al rapporto della gittata nell’aria alla gittata nel vuoto perche:

~ W g X
sen 29 , sen 29 gX X
\Y, V2 v2sen 2<p v2sen 29

e

Siccome il valore di r € subito noto eseguendo ad esempio un tiro con 9 = 250
nel quale si misuri la F e la X (la Vv si ricava immediatamente in funzione
di 9 ed X) lo si éassunto invece dalla C' come argomento delle tavole delle fun-
zioni Vii, 725, V]I, (cioé delle differenze VIS— V,5), valore questo che é da ag-
giungere o da sottrarre a V3i secondoché 9 e < o > di 25°.

b) Elementi per il punto di caduta e del vertice.
V2sen 29
posto u9 — V cos 9
e
u,2 sen29 2uqRtg 9
c0s29 B B

Le equazioni del moto:

{V cos6)2 de
g cos20

(p cosQ)2 tgede
g c0s20

VvcosO de
g cos20

integrate fra l'origine ed il punto di caduta e fra l'origine e un punto qualunque
applicando il teorema dei valori medi, danno

Ar - _‘Vcos eym {tg9 - tg 8)
(Vcos6)2, X
g(Vcos0), VSCp (V cos 0),

e per il vertice:
(V cos 6)»-A15L

(F COS8)V - |y -

<
1l

(v co sO),,"
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limiti dell 1
Dalle:
X = g ; X = (Fc°gSe)> (tg f - tg, 6); (V cos 6) ,
si ricava:
V2 sen 257 ZVICOSBO tg P
T g _ g (KcosBm
(FcosOj» ( FcosO0), (VcosOm
ma:
'6)" = - = 21/ - - 2-
gV cos 6}»- ¥ tg'\r—xtgtu ' £ tg 9 — <gio V(f\osté 'fI/ 2
per cui:
F3co0s39 (F cos 0),, aFsen? ~ n
N~TEN— r+ er
Fcoso I// mmmmn (F cosO)'m g* e)
ml tg9 —<gmw
con
- _ (Fcos 6)m i/ P—/e @
+ T (V cosoym } tg9
Dall’'ultima espressione si ricava:
tgf-tg co __ Ir ., (Fcos6)am _
T~9- - (I +£!> TFcoTe)™r - (I +
da cui:
afl + =1~ ~"T
eme dato da una tavola in funzione di r e V
Dalle:
X = 4N se)V 9 -<gco e ,-0==
5e)V (g 9 -<gco) .
si ricava:
(t'cos 0 (Vcos0)"Jd
(Fcos6)™ g
ma:
(FcosB)I = --1* - —-
g9 —1tg”
quindi:
(Kcos e™3 9 g x X 2tgz ((Vcs eymyv

X° (Fcos0)3, g tg<t — tgu 2 <g9—/geo \ (FcosO)m j



Dalle:
\% (Vcos6)-m . . — X (Fcus0) 2
X = s T=11~U" Yy = - 7= o<
viene
(Fcos«E (I'cosO)"": \ , (Vcos 0)"'s
n (V cos 0/=m 2£ 6 ~ tgo —tgo (Ucus0)-, JT ~of—
(Fcos0)« T (FcosO)wa 29
(V cos 0j2w 2 <i9 0
(V cos©)™ t (r cos 0)" 2 tg2n
(Vciis0), (Vcos0)2, 2 9— tg ©
r* (Vcos0)™ (I-~cos O)Ma
X 2 tg 9 — tg co
g X2(Fcos0Q (V cos 0),,
(lI'cos O,
Quindi :
eT?2 (Vo>sO)'m(I'cosO)m 2/,9
Y = --«r- (I'cos0;m tgo - tga gr 1+ %)
. J 1'C0S0)2 1 B . .
Integrand10 ora: dx= - (Leoso 76se;y <Jd vertice al punto di caduta;
(t'cos 0)2
A - xu= — (- tgto)
da cui :
CA_ -A-(i +7*,
e — ) G -A-G )
(F cos 0)*, = - .
— lir 0 — g o
= p 2A —A-- A'e, _ A Q- c3) _ K2sen 29 »
2(gCO ~ - 2 tg 01 - 2 1g 01
La velocita di caduta e: U= TOS-)SM quindi:
co 2
. i (7 0] , 2 & 1. 1 7
U— ﬂ; costi)™ 7|S——°°S. 0 _ y f/.sem2é /i — - cos ®
COSco (] €COS i))m y - 2tgco ) cosco (t'cns O)r.
1/ 1/ SMi » 1/ T p F cos co o sen 29 .
y —sen2c [ J (I'rcos 0)vm J —sen2c0 N *")

Riassumendo le formule che danno gli elementi del punto di caduta e del
vertice sono:

, ., 3 sen 29 -Y
X = \H e xu=—- (1 + &)
— 2I1Vsen9 / 1 cT2 . . ,
7 = m v (1 + 67) V. = -~r— (I + ty)
[ /7T- — 2 tn,)2 Ti = — (i — B

A% 1*]1/ - sen 2co (I n AN j I ~=n=2tfoi~ ~ + e
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a) Applicazione.
Cannone da 75/27 - Granala - V = 500.
Si € misurato sperimentalmente:

9= 2 = 437 m/m A = 7300

La velocita fittizia & per tale A’:

,L*,—3&m/sec

Allora r = lo 500 = 0,612

Ricerchiamo gli elementi p_r 9 = 200(a = 349 m/m)

jo(r = 0,610
Dalla Tavola apposita si ricava: Fbjy _ q 98 =F5— VD
per cui; v,0= Ih. + 98 = 306 + 9,8 = 315,8.
vV scn2? I°g V2 = 4,99882
E logsen 29 = 1,80806
colg g =1,00855
A = 6538 ' log A = 3,8i543
Ancora si ricava: w = 30* 16' = 583 m/m
U = 226 m/stc
1000 &= 114
2 I , °,

T=-20% 1 ker) log2 = 0,30103
log F, =2,49941
logsen 9 =1,53405
colgg =1,00855
logl + £r = 0,04689

T = 24,14. 1:%

X = -4~ {1- ) = 3269 X 1,104 = 3609
vV — ogl;z %I —1'—Ey)v
(Ej, = 0,052)

log e =0,99145
log r= = 2,77986
colog 8 =1,09691
log (I + ty) = 0,02202
log y = 2,89024

y = 777



11 - Metodo tedesco.

a) Generalita.
Il Cranz espone alcuni metodi grafici ed analitici per il calcolo delle traiettorie
per archi successivi: tra i primi, quelli di Poncelet (1827) e Didion (1848); di
Cranz e R. Rotile con modificazioni di C. Veithen e di L. Giirnbel; di Vahlen
(1918) ed E. A. Brauer (191S); tra i secondi, quelli di C. Veithen (1919) (che
integra l’equazione dell’'odografa col metodo d’integrazione numerica di C. Runge
e W. Rutta), di 0. Viener (1919) ed A. von Bmnn (1918), di Frh. von Sedlitz,

E. Stiibler ed J. de Joug.
Noi accenneremo ad un recente metodo tedesco nel quale, come nel metodo

di C. Veithen si applica il metodo di integrazione numerica di Runge - Rutta.

A chiarimento di quanto esporremo in appresso riteniamo opportuno far pre-
cedere alcune nozioni su tale metodo.

Data l'equazione differenziale

sia, per il valore iniziale x0 di una delle variabili, yOil valore dell’altra. Si vuole,
partendo dal punto iniziale (xuyu), e percorrendo la curva integrale, conoscere
guale incremento K subisce il valore y, quando si dia ad x un incremento infini-
tesimo h.

Per tale incremento K, Runge da un’espressione della forma:
K = R, K, §4-R. K. + R}Ks - AhK<

I valori K 1K:K2K Avengono ricavati dalle equazioni seguenti:

K: — li wf (X0\0)

A: =hw(V+ a>y +? A)
Al £ w | \NO4- o /.y, fi AT, -y A)
A, —hmjX--o ,Vo-fiy K, -(- K:-f- 0o Aj)

| coefficienti indeterminati A, R2 ed i nove valori
aoc a'fifi' fi"y' vy 8

debbonoessere scelti in  modo, chel’erroresul valore K siadel quintoordine inh.

W. Ruttagiunge alla seguente regola: se, ad esempio, si prende R, = RA—/,

ed Aj = A3= si deve prendere a=a' = o, a' — 1; B=y = 8 — 1;
= p>= Y =0
Si ha quindi:

A— (K, + 2K. F2AT4- A9
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in cui i valori KIK2K1i K 4 si deducono uno dall’altro come segue:

K, = h = (x0y0Q

K2—h «f x0 +— — ,\O |

Ki—he/(*od —,yOH-

K4—h «/ (x0-f h, y0o- Ki)

Con questo procedimento, a partire dal punto iniziale (xcyQ della curva inte-
grale, si ottiene per approssimazione un punto (xO-(-h, yO+ K); da questo punto
si riparte come punto di partenza per raggiungere un terzo punto e cosi di seguito.

Per stabilire il grado di esattezza raggiunto nel calcolo di y, si ripete il cal-
colo una seconda volta e precisamente: la prima volta si calcolano due archi
successivi con l'incremento arbitrario costante ad es. h = 0,1 e si ottiene cosi un
valore di y corrispondente alla fine del 2° arco; una seconda volta si calcola un
solo arco con l'intervallo 2 h, ottenendo un secondo valore di y che si mette a

confronto col primo. La frazione della differenza di questi due valori da

I'ordine di grandezza dell’errore temibile.

E chiaro che la precisione & tanto piu grande quanto piu & piccolo il valore
di h; perd aumenta cosi lo sviluppo del calcolo. Il metodo ha il vantaggio che si
puo valutare in ogni momento I'errore che si commette con la scelta di h.

Cio premesso, scriviamo le equazioni generali del moto:

gdx = —v2dO
gdy = — v2tg0d 8
gd (vcos0) = vf (V) dO
Poiché si ha: f(v) = — F(v) ponendo = X si puo0 scrivere /(i = XF(v)
e quindi
gd (vcos 0) = rle XeF (v)dO [i]
Posto:
z— — tgd u = log (vcos0) cioé io“ = vcosO V — logtg0
p= logsecoO y = log X*M) essendoM = qyl— = 0,4343

= — -as“]%r da cui 0= dz ﬁcos- 0

e

d(vcos0) = dio“ = io“lg«io du

r7 — ftalistir.n estorca - X



e sostituendo nella [i] si ha:

g 10“lg«io du — v « XF (mkdz * gcos- 0 [2]

Ma cos56 = — quindi:

30"M

g *10“1g<10 du = v mXF (:) =iz mg- —

da cui:
XeF (v)vdz - io-**

du =
X0 Ig, 10; 2
du XeF (> vdz m0" 17
dz 12
che si puo scrivere:
du F () -

=7 tw'fx mM) 10 K

e passando ai logaritmi
log f"S™) = Jog ("““ 4~) + lo- T+ loe (x ml/) -i- «
Mav= *°— quindi log = «-{- logsec0= u -f p [4]
e sostituendo nella [4] si ha:

log ("$~) = log ("17M)+ 2« + ~+ T

Abbiamo cosi esplicitato la funzione resistente nella espressione classica di

Siacci iv (v) — —6— e pertanto la formula definitiva puo scriversi:

log ("£") = logK~ + 2 + p+Y Bl

Il metodo é generale nel senso che in luogo della funzione K (v) puo adottarsi
un’altra qualsiasi legge di resistenza.

In particolare i tedeschi introducono, per un dato proietto, la funzione resi-
stente che gli compete, determinata riprendendo le traiettorie fotogrammetrica-
mente, munendo il proietto di un tracciatore. Indicando con R (u) il logaritmo
della detta funzione, la traiettoria effettiva pud essere allora per controllo ripro-
dotta integrando la [5] posta sotto la forma
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Prendendo in esame le residue tre equazioni del mdo e derivando analoga-
mente rispetto alla variabile z d’integrazione si ha:

Zz — v2c0s26; 10 “ = v2cos2
quindi :
log L = 2U
?z/ v2e+ig Ocos-' O
log - av + 2log cosO) f- logig O
log I -~ = 2 u o+ v
< dé dz « f Ci>Sj6
sdl = cos 6 —Vm cs O
= fvoost
dz
dt
log - g - u

In definitiva, gli elementi variabili x y I v sono esprimibili tutti in funzione
di t< il problema & dunque ridotto all’integrazione dell’equazione differenziale

u = log (Acos 6)

Applicheremo il metodo di Runge Kutta di cui gia si € accennato, ccn valori
numerici dei dati iniziali relativi al Cannone da 105 - Granata mcd. 32 - quelli
stessi con i quali si sono svolti gli esempi di calcolo del metodo Siacci e del
metodo G.H.M. cioe:

V = 810 m/s; 9 = 400 cos 9 = 0,766

Si vuol determinare, in prima approssimazione, il valore di v che corrisponde
ad un incremento positivo del cos 9 di # = 0,0038 cioé per il valore cos 0, = 0,7698
il che significa 0, = 39°40'. Nel punto corrispondente della traiettoria la velo-
citad v, sara minore di Ve quindi il segno delle quantita K, K 2K 3 e K sara
negativo.



Si ha:
A', = hlog (F cos 9 = h (log F -f log cos 9)

log 810 = 2,9085

log cos 40° 1,8842

log (F cos 9) 2.7927

2,7927 x 0,0038 = 0,010612 = A,

K>= h((logF - 4 '-) + log (cos 9+ \ A)[

logv — 4 -= 29085 — 0,0053 = 2,9035
log (cos9 + y hj = log (0,766 + 0,019) = 1.8853

2109 = ... = 2,7888

2,7888 x 0,0038 = 0,010597 = K.

K) —h (logV — 41)+ log(cos9 + a)J

log F J- = 2,9085 — 0,0050 = 2,9035
log (cos9 + ~ A) = 1,8853
2 log = 2,7888

2,7888 x 0,0038 = 0,010597 = ~3

K< = [(log F — K3 + log (cos 9 + h)) «h

log F — K3= 2,9085 — 0,0106 - 2,8979
log (cos 9 + A) = 11,8863
2 log =2,7842

2,7842 x 0,0038 = 0,010580 = A4

K = ~ (A, + 2A2+ 2K 3+ A« =

= ~ (0,01061 + 0,02119 + 0,02119 -f 0,01058) = 0,0106
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Pertanto il nuovo valore della funzione «, che indicheremo con u, &
W= (logV — K)+ log (cos9 + h)

log V— K = 29085— 0,0106 = 2,8979

log (cos 9 + h) 1,8863

2,7842

«.
mentre il valore iniziale era

« = log (V cos 9) = 2,7927

t) Applicazione.

Calcolo della traiettoria - Cannone da 105 - Granata mod. 32 - V — 810 m/s
9 = 40° - 80= 1,000.

Si parte con gli stessi valori che hanno servito per il calcolo del primo arco
di traiettoria dall’'origine (9 = 40°) a 02= 390 nei metodi «Siacci» e «G.H.M.»

cioé coefficiente di forma i = 0485~ C = 1,474 N— g~ = °.329

Y= log (X *M) = log (0,329 x 0,4343) = 1,1550

Si calcolano tre archetti ciascuno dell’ ampiezza di 20'; occorre percio predi-
sporre lo specchio Alleg. 1 in cui si danno ordinatamente i valori di 0, cosO0,

AcosO0, z= ,Ar, log Az, g=logsec0, V — loglgO.

Poiché I'equazione da integrare ¢ « = log (ycos 0), consideriamo variabile il
cos 0, applicando a questa funzione incrementi differenziali costanti.

| tedeschi preferiscono invece considerare variazioni costanti per Az: cio
riesce piu comodo per il calcolo nel quale, come vedremo, occorre introdurre il
log Az: ma si osserva che ad incrementi costanti delle z non corrispondono incre-
menti costanti della variabile cosO, che € quella che effettivamente ci interessa.

Dalla tabella si rileva perdo che all’inizio della traiettoria per piccoli intervalli
di 0, cioé per piccole variazioni costanti del cos 0, anche il A z si mantiene costante.

Fatte queste premesse, il calcolo si dispone come allo specchio alleg. 2.

Si parte dai dati relativi all’'origine e si determinano per l'origine le quantita
seguenti:

Colonna 1 z = — 0,0855 (vedi tab. 1)
» 2 m= log [ycos0) = log (V cos9) = 2,7927

» 30 =logv—logv, dove v —

Per |'origine, poiché cos0 = cos 9, si ha: v= v e ¢c = 0,000
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Colonna 4 - si riportano i valori di v come definiti
» 5 - si riportano i valori di p ricavati dalle Tab. 1
» 6 - contiene i logaritmi dei valori di K (v) corrispondenti alle velo-
cita del punto considerato.

Per l'origine, essendo V — Sio m/s dalla tabella di Siacci si ha: ieri k (v) = 304
quindi: log K (v) = 4,4829

Colonna 7 - contiene il doppio dei valori di u cioé per I'origine 2 tt — 5,5854
» 8 - contiene la somma di tre logaritmi e precisamente:

log A 2 (tabella 1) = 3,0000

y (fondament.) = 1,1550

Il valore | (y) = log -«£— corregge la densita per la quota.

Poiché I'origine & a quota 300 m. (80— 1), si ha: I (y) — logS.

Noi leggiamo i valori di log 8 in relazione alla quota del punto di mezzo del ,
piccolo arco di traiettoria di cui si calcolano gli estremi, ricavandoli dalla pubbli-
cazione di Bruno-Galanzino «La densita balistica dell’aria » Rema 1926 pag. 27
(Tab. Vili). Per l'origine 8=SJ=1i; /(y) = o quindi: logAz + y = 4,1550.

Colonna 9 - contiene il valore log o/ somma dei valori contenuti nelle colern e

5, 6, 7, 8 cioe in definitiva il valore log (du) tenendo presente che:

log(i) =R+ 2u+ + fr+ *60]
loga=log (du) = R-p2« + logA?2+ p+ [y+ Iy}

Colonne 10 - n - 12 - 13 - 14 - contengono le operazioni necessarie per pas-
sare, estrapolando, dal valore iniziale di u in corrispondenza dell’'origine, ai valori
di u in prima approssimazione, relativi agli estremi dei due piccoli archi (di 20
al disotto e al disopra dell'origine. Le operazioni sono cesi semplici che non richie-
dono particolari delucidazioni. | risultati del calcolo dei valori iniziali di « per
i valori 0= 40°20'; 0= 39°40’; 0= 39°20'; 0= 39° applicando il metodo di
Runge-Kutta gia illustrato, sono riportati negli allegati specchi 3 e 4.

Dai valori iniziali di u si passa ai valori finali di prima approssimazione attra-
verso un calcolo analogo a quello fatto per l'origine.

Con i valori di u ricavati dalla prima approssimazione si ripete il calcolo, in
seconda approssimazione, determinando nel contempo il valore di y afgicssi-
mato, che serve per calcolare piu esattamente il valore di 7 (y).

Il calcolo si ripete fino a che tra i valori iniziali e finali di « non vi sia diffe-
renza o la differenza sia di una unita della quarta cifra decimale.

Nell'esempio svolto nello specchio 2, i valori finali di u si ottengono alla 3a
approssimazione; le differenze sono appunto di una unita della quarta cifra
decimale.
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Per i punti G= 39°20’; G= 3g0—il calcolo di u si ferma, nello specchio 2,
alla seconda approssimazione perche passando alla terza, il nuovo valore non diffe-
risce che per una unita della quarta cifra decimale. Percio il valore di u determi-
nato come seconda approssimazione puo ritenersi esatto.

Tenendo presente le relative espressioni in funzione di u, diy, x, t (il valore y
viene calcolato contemporaneamente alla velocita v) si sono determinati i corri-
spondenti valori negli specchi allegati 2-bis 5 e 6.

Riassumendo, nella seguente tabella si riportano i risultati ottenuti partendo
dagli stessi dati iniziali (V — 8ioro/s - 9 = 40°) per gli elementi del punto della
traiettoria per cui G= 390, con l'osservazione che per i primi due metodi si passa
direttamente, con arco di ampiezza i° (da 9 = 40° a 6 = 39°) agli clementi
stessi mentre, per il terzo, attraverso il calcolo di tre successivi archetti dell’am-
piezza ciascuno di 20'.

| j Metodo Metodo Metodo
! Siacci G. H. M. Tedesco
1
Cor 70152 701, 2 701>3
X 1009 1008 100S

1y 11321 1131 1132
| B BB i

Seguendo l'andamento délie differenze della colonna 10 (specchio alleg. 2)
I'ampiezza degli archetti successivi, che viene fissata dai successivi valori del cos G
pud essere in modo conveniente e gradualmente aumentata.

Il metodo risulta di assai rapida applicazione, e come si & detto pu0 essere
impiegato per qualsiasi legge di resistenza.

Splcchio Alli.ga.to 1

1'0
6 cos 0 Acos 6= /j|10= ------ , Az log Az logsecQ = (i logtg0=V
H
1 1 1 4 1 5 6 7 : 8
40°>0 0, 7613 0, 0865 | 3,0000 0,1178 i, 93°°
0, 0037 | 0,0010
40" — 0,7660 e, 0855 3- — 0,1157 fi 9238
! 0, 0038 0, 0010
39'qo’ 0, 7698 0, 0845 3- — 0,1136 1, 9187
0,0037 0, 0010
39°20" " 7735 0, 0835 3, — 0,1116 1,9135
0, 0037 0, 0010

30° — 0,7772 0, 0s25 3. — 0,1095 1, 9084



0, 0866
0,0855
0,0845

0,0835
0,0825

0,0866
0.0835
0,0845

0,0835
0,0825

0,086G

0,0855

0,0845

00,0835

0,08 5

2,S009

2, 17

2,7842

2,8151

A 7927

2,7713

2,8157

2,7927

2,7718

2,7666
2,7326

2,7450
2.7356

1.99/8

0,00.n

1.9974

0,002T

1.977*

0, 0021

0, 0043
0.0043
0, 0067 !
0. 0067

9064

2,9085

2.9106

2,9064

2,9085

2,9106

2,9064
2,9085
2,9106
2,8787
2. 5684

2,8612
2,80

R 2il MAZE g of
v M+ i O
R 9

w f

io

w f

11

I valori di u per 0,0866 e *0,0845 sono estrapolati

0,1178 44,4778 5,6018 4,1623 2 3597

0,1157 44829 55854 4,1550 2, 3390

0,1136  4,4886 55684 4,1480 2, 3186

10

— 0,0228

— 0,0218

[ J—

— 0,0208

Calcolo con i valori di U ricavati dalla i* approssimazione

0,1178  4.4713 5.63°2 4,1623 2,3816

0. 1157  4,48*9 5.5854 4.1550 2.3390

0.1136  4,4049 5.5426 4,1480 2, 2991

Calcolo con i valori di 11 e ili v ricavati dalla

0,1178 44713  5,6314 4,i632 12,3837

o 1157 44829 55854 4.1550 2,3390
0,1136  4,4949  5,5426 4, M75 2,29S6
0.1116 44997 55332 4,1323 2,2768
0,1116 45045 5.5052 4.2323 2.2536
0,1095 4 5132 5. 49i0 4. 1223 2, 2360
0 trw\c 45" 5, Lwog

23

19

2* approssimazione

24

19

— 0,0241

— 0,0218

— 0,0199

— 0,0242
— 0,0218
— 0,0199
— 0,0189
— 0,0179

— 0,0172
0,

to' ¢/
12

— 0,0115
— 2,8037
— 0, 0109
— 2,7818
— 0,0104

— 0,0121
— 2, 8038
— 0,0109
— 2,7818
— o, 009

— 00121

2,8037
— 0,0109
— 2,7819
— o, 00
— 2,7621
— 0,0004
— 0O, 0089
— O 0086
—o0

Specchio Allegato

_ fin/

u

12

2,8151

2,7927

2.7713

2,8157

2,7927

2,7718

2,8156

2,7927

2,7719

2,7526
2,7532
2,7356

2,7

2

Differenze

229

208

187

168

21

21

19
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Ordinata Yy Specchio Allegato 2 bis
ul/ .
z log to/ we/ Hi-/ Wle/ 12 Differenza Quota
| 2 3 4 5 6 7 8 9
— 340
0.0855 2,5°92 323 1c2 0 + 3%
+ 300
Valori ricavati dalla 1* approssimazione
0,0866 2,5614 364 182 + 3 — 344
41 165
0.0855 2,5092 323 62+ 3 Y
33 159
0,0845 2,4623 290 145 3 + 301
0,0835
0,0825
Valori ricavati dalla 2* approssimazione
0,0866 2,5611 364 182 3 — 344
41 165
0,0855 2,5092 323 162 3 0
33 159 302
0,0845 2,4625 290 145 2+ 3°2
27 445 277
0,0835 2,4199 263 132 2 4+ 579
22 709 253
0,0825 2,3812 241 121 2 + 832 + 1132
Spicchio Allegato 3
)} (cos 80 — cos 6(N)) — h — 0,0037; 2/2 ~ = 0,00185
6° costi 172 1 v A, A, | a3 A4 A t
810 m/s .
40° — o, 76600 log = 0,01033 2. 7927
0, 00785 2,9805
0,76415 0, 01035
0, 00185
0,76415 0,01035 1
0, 00185 1
829,5 ™ 1s
40020' 0, 76230 log = 0, 01036 0,01034 2, 8009
2,9188
858,0 ni/s
log = 2, 8156
2, 9335
2a) (cos Op— cos O(l)) = h = 0,0038; 1/2 /, = 0,0019
0o costi 1/2 A 4 ¥ "= A3 j h\ j K 1 u
i
810 m/s
400 — 0, 7660 log = o0,01001 - 2,792/
0, 0019 2, 9805
0,7669 O, 01060
o, 0019
0, 7669 0, 01060
0,0019
790.5 m/s '
39°4°" 0,7698 log = 0, 01058 0,01059 2,7842
2, 7980
868.5 11/s
log = 2,7719

2, 8856
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Specch

cos O(l) — cos 0() = 0,0037 = T/2* — 0,00185

6° cos6 ; 1/2h Y A, k 2 a3 A
768,5 m/s
39040 0, 76900 log = 0,01025
0, 00185 2, 8856
0, 77165 0,01024
_____ 0.00185
os 7765 0,01024
0,00185
|
i 750,0 m/s
39020 ¢, 7735° log = 0, 01023 0,01024
2.8751
732,4 m/s
log =
2, 8647
4a) cos B(j) — co;,039 = 9,0037 = h] 1/2 - 0,00 185-
6° ccs 6 1721 = | A, a2 Ai a4 N
732,4 m/s
39020 7735 - log — j0,01018
0, 00185 2,8647 j
1
0. 7754 ! 0, 01017
0, 00185
1
°> 7754 1 0,01017
0, 00185 |
! 1
716,0 m/s
39° - °>777 log = i 0,01016 0, 01017
2,8545
701 3 m/s
log =
1 2,8459 !
Ascissa A Specch
w o/ ,
z log <0/ |. mm w e/ wl/ A
1 12
| 2 3 4 5 6 7
0, 0866 2,6314 427 ,6
42
0,0855 2.5854 385.0 193 3
35 190
0.0845 2.5438 350.0 175 3
30 54°
0,07735 2,506 4 321.0 161 0
23 802
0,07772 2.,4728 144 2 1

297,0

io Allegato 4

M
2»77X9
2,7666
2,7352
2,7532
2,7450
2, 7364

io Allegato 5

Differenza

8

335
7°3

008

305



Tempo t Specchio Allegato 6
wefl .
z logQ@ef Wmm We/ w1/ 1 / Differenza
z 2 3 4 5 6 7 8
0, 0866 1,8156 0.654
34
0,0855 1,7927 0,620 0,310 3
29 0, 307
0,0845 1.7719 0,591 0,295 2 0, 604
25 0, 897 0,578
0,0773 1.7532 0,566 O, 283 2 1, 182
21 1,463 0,556
0,0777 1,7364 0,546 0,273 2 1.738

12 - Metodo Jachino.

1) E noto come alle equazioni differenziali:

d2x d (v cos 0) )

~W = * — = -rcos* |

d2y d (vsen 6) . -
-dir = -Sj— = -

che in forma cartesiana esprimono la legge del moto mli un proietto lanciato
nell'atmosfera, siano applicabili i noti casi di integrabilitd (vedi cap. V) attri-
buendo all’accelerazione risultante:

= /() + e (vettoriale)

una legge semplice estesa a brevi o brevissimi intervalli di tempo.
A integrazione effettuata si ottiene il sistema di equazioni parametriche:

vecos0 = —j rcos¥&dt C,
[2

vsen6= —J rsen di+ C2j

rappresenta l'arco di odografa descritto dall’estremo del vettore-velocita entro
il tempo t mentre il mobile descrive I|'arco generico di traiettoria, le cui
coordinate correnti:

x
I

j vcos6dt+ C3
3]

y = j vsenodt-f-C4

risultano espresse dal secondo integrale effettuato sulle equazioni generali del moto.

Applicando le equazioni [3] al calcolo di brevi e successivi archi di traiet-
toria entro cui si mantengono valide le ipotesi avanzate sulla legge del moto,
si pud descrivere l'intera traiettoria. Applicando invece le equazioni [2] e [1] si
descrivono per punti successivi la prima e la seconda odografa del moto, rispet-



tivamente riferite ai poli 0, e 03 quali curve polari della velocita (vO) e della

accelerazione (r 4.
Le tre curve (fig. i), dette curve fonimentali del moto, debbono essere

quotate in tempi t per conservare il carattere meccanico alla rappresentazione

geometrica in cui si traduce la soluzione analitica del problema del moto. E
utile qui ricordare che alla prima e alla seconda odografa corrispondono rispet-
tivamente la prima e la seconda derivata della traiettoria, giustificando come
al punto generico G, scelto sulla traiettoria, competa la velocita:

v— 0, G:

inclinata dell'angolo 0 e parallela alla tangente condotta in G alla traiettoria,

nonché l'accelerazione:
r= 02G2
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inclinata dall’angolo ~ sull’'orizzonte parallela alla tangente condotta in G, alla
prima odografa.
Si osservi che, attribuendo all’accelerazione di gravita il valore:

g= OrM = 9.805 m/sec*

costante in grandezza e direzione, le variazioni dell’accelerazione risultante r
vengono a dipendere soltanto dalle variazioni della ritardazione f(y), per modo
che la seconda odografa pu0 ritenersi descritta dagli estremi del vettore f (v)
(polo M’ e anomalia 0) anziché dagli estremi del vettore r (polo O e anomalia 40-
In genere, le tre curve fondamentali del moto vengono disegnate in modo da
far coincidere con I'origine O della traiettoria tanto il polo O, della prima odo-
grafa, quanto il polo M (o il polo 02 della seconda odografa.
2) Cio premesso per rendere evidente il concetto fondamentale che ispira

il metodo, consideriamo l'integrabilita delle equazioni differenziali [1] nell'ipotesi
che la ritardazione segua, entro I’estensione di un breve arco di traiettoria, la
legge lineare:

/M=y{v- a) [4]
ove figurano le costanti:
Y ¢
a % F
— Vo —
F ()

calcolate in base alla densita 80ed alla velocita vOverificate nell'origine dell’arco
considerato.

Per ottenere formule risolutive semplici ed adattabili al calcolo approssimato
di traiettorie suddivise in brevi archi successivi, il metodo non segue il proce-
dimento normale d’integrazione (si ricordi la retta di Chapel), ma trasforma
prima le equazioni differenziali [1] nelle seguenti:

— 8 s i
d (Jvt a)cof — Y (™~ —"a)Coso0

c | [5]

Jeoasensd gy —a)sen0 © —g

di
a quelle equivalenti nell'ipotesi che il prodotto a cos Osi mantenga costante per
I intero arco, per ricavare poi l'integrale definito:

d

(r—a)sen 0 = (vw— a)cos B>c~ 1t

e—yt

r

dal quale risultano le equazioni parametriche della prima odografa e dulia tra-
iettoria, riducibili (per t= 1 sec) alle espressioni seguenti:

(v—asen0= (™~ — a)sen 00e~yt— g —

e—vVv

vcost = Wcos 00e~y + Yy «cos 00—

odografa _e_y [6]
(vsen 0= \Wsen b0e~y— (g — yasen 0Q

Y a cos 6» !I’\ l1—e—v
Y Vv Y

Xo + Vocos 8o=— Sl Y b
[7]

1x =
traiettoria }
ty: yo-|—1 *><€en%”[__—_e~ y E)_Yoserkp\?_g t 1= e—y
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Si noti che, attribuire la legge lineare [4] alla ritardazione, significa far
variare la funzione resistente lungo la tangente alla curva che la rappresenta,
nel breve intervallo di
tempo entro il quale la
velocita passa dal valore
iniziale voal valore finale
vu fissando come costante
la densita 80

Nella fig. 2 ¢ appun-
to rappresentato un trat-
to di curva F (v) con le
sue tangenti nei punti
F (M e F (i\), lungo le
quali si suppone varia-
bile la funzione resistente
durante il primo ed il
secondo arco compresi
rispettivamente fra le ve-
locita vl e r, v3 A suc-
cessivi archi di traiettoria
corrispondono successive
tangenti che, inviluppando la curva della funzione resistente, suggeriscono la denomi-
nazione di integrazione per tangenti successive dell’equazione differenziale del moto.

Una seconda formula risolutiva si ottiene eguagliando a zero la costante a\
il ché equivale ad avanzare l'ipotesi che la ritardazione vari in diretta propor-
zione con la velocita, e cioé Secondo la legge:

Fig. 2.

/(€)= Yv [8]
ove la costante:
Sox F(vO
C VO

va calcolata in funzione della densita balistica 8 e della velocita ve verificata
‘all’origine dell’arco considerato. In tale ipotesi si ottengono (ancora per t = Xsec)
le equazioni seguenti:

vcos O= wcos 0De
vsen 6= l«sen O,c
X — Xo + Vocosee - PY |
y = yo+ vosen 80 I—€—v p (1 1—e—Vj‘(i] [io1

che rappresentano la prima odografa e la traiettoria.
Tali equazioni ricordano e giustificano teoricamente il cosi detto metodo
americano di integrazione numerica, il quale appunto applica alla ritardazione
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la legge di diretta proporzionalita. La fig. 3 rappresenta i raggi vettor
che intersecano la curva della funzione resistente nei punti F (vt) e lungo

i quali si suppone vari la funzione resistente stessa entro il primo e il secondo
arco di una traiettoria caratterizzata dalla velocita iniziale 2=

Consideriamo infine il caso piu semplice di integrabilita per archi parabo-
lici, in cui, ammessa la ritardazione costante in grandezza e direzione;

f(v) = y = \i F(v.) [ii]



gli integrali delle equazioni
equazioni del moto nel vuoto.
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del moto si dimostrano simili alle eorrisponden:

spettivi integrali estesi ad un arco di durata t:

{g-000s6) _

accelerazioni

velocita ](

(x

spazi {
iy

1, (iseno
(* ¢ dr )

Riportiamo qui le equazioni differenziali e i ri

— ycos 8

i

= - YsenO-g

v CcOoS 6= (vo — Yt) cos 00
(vsen 0= (vt — y t) sen 00— gt

Xo

b + (¥ -

N

jcosOoet

) sen

(3

[14]

ed osserviamo come dal sistema [14] possa dedursi in forma esplicita lI'equazione
della traiettoria eliminando la variabile tempo.

5c0,

,0,5

Nell'ipotesi di ritar-
dazione costante, la fun-
zione resistente (fig. 4)
si riduce ad una retta
parallela alle ascisse, este-
sa al tempo entro il quale
la velocita passa al valore
iniziale vOal valore finale
i’, dell’arco considerato.
Evidentemente,per man-
tenere il grado di appros-
simazione previsto dal
metodo, gli archi succes-
sivi debbono essere di
durata brevissima.

3) Per sveltire il cal-
colo si dimostrano di utile
impiego le tabelle se-
guenti;
tabella 1 comprendente
i valori:

F(v) F'(vy a -fiiL

espressi in funzione della
v, ai quali corrispondono
le curve rappresentate
nella fig. 5;

tabella Il - compren-
dente le funzioni:
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estese ai valori che pudo assumere il coefficiente y entro qualsiasi arco di traiet-
toria della durata di un secondo.

A illustrazione del metodo le fig. 6, 7 e 8 rappresentano traiettorie e relative
odografe calcolate rispettivamente applicando i tre casi di integrabilita fin qui
considerati, dalle quali apparisce che, mentre per moto sviluppantesi in atmo-
sfera di supposta densita costante la velocita tende a un limite vi (fig. 6) per
moto sviluppantesi in atmosfera di densita variabile con I'altezza (fig. 7 e 8)
I’odografa segna un valore massimo — wvu, oltre al normale valore minimo tM
dimostrando cosi, come nel ramo discendente della traiettoria al crescere della
densita balistica si ve-
rifichi un secondo pun-
to in cui si annulla —

I'accelerazione tangen-
ziale.

La fig. 6 rappre-
senta una traiettoria
comune descritta in
atmosfera di supposta
densita costante; la
fig. 7 rappresenta in-
vece una traiettoria a
grande gittata, parte
della quale si sviluppa
nella stratosfera; infi-
ne la fig. 8 rappresenta
le curve fondamentali
del moto percorso da
una bomba lanciata
da un aereo in linea
di volo orizzontale.

Per la pratica del
calcolo ricorrente ba-
sta tabulare i valori della velocita iniziale vO di giascun arco cui corrisponde
la ritardazione / (vo per dedurre poi dalle componenti cartesiane v cos 6; v sen 6
la velocita v all’estremo del primo arco valevole come velocita iniziale all’arco
successivo. Calcolate per le coordinate progressive (xy) della traiettoria si ottiene
via via il punto origine di ciascun arco, al quale va assegnata la competente
densita balistica deHaria 8&».

Il metodo si presta a rapidi calcoli di traiettorie e relative odografe, in ge-
nere tradotte in grafico per conferire una particolare evidenza al quadro generale
delle caratteristiche del moto di un proietto d’artiglieria.

BIBLIOGRAFIA :

Traiettoria e odografa balistica — Rivista (I'Artiglieria e Genio — Aprile-Maggio 1937.
Tiro a grande gittata — Rivista d'Artiglieria € Genio — Febbraio 1938.

Tiro d'ot.iazione — Rivista « L 'Ingegnere » — Aprile-Maggio 1941.

Shardin-Phisic und Ballistic — Leipzig 1939.
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13 - Tiro verticale.
a) Generalita.

Il problema del tiro verticale nel vero senso della parola presenta non lievi
difficolta analitiche e difficilmente era impiegato in pratica.

Appunto per questo motivo pochi furono gli autori che si interessarono di
tale specie di tiro.

Oggi nel tiro c.a. non ¢ escluso il tiro verticale quindi il problema é divenuto
d’attualita, anche perché la determinazione dell’altezza massima alla quale puo
giungere un proietto lanciato verticalmente in alto ¢ utile per la costruzione dell’in-
viluppo di un fascio di traiettorie grafiche.

Il problema venne risolto nella sua generalita dal Cavalli, il quale pubblico
in proposito una nota sulla Rivista di Art. e Genio.

Noi tratteremo la questione introducendo varie ipotesi semplificative che
perd non alterano sensibilmente il problema.

Nel movimento ascendente, che ¢ il solo che abbia interesse per noi, le due
forze: peso e resistenza agiscono nella stessa direzione contraria al moto, bastera
quindi considerare il solo asse delle .

In questo caso, considerando la sola componente della velocita nella direzione
dell’asse delle y, possiamo scrivere l'equazione del moto che avra la forma.

( -g-t(v) = - g~~F(v)

Per risolvere il problema occorrerebbe integrare le due equazioni, il che ¢
possibile solo in casi particolari perche y e variabile ed F (v) nella forma data
da Siacci porta a calcoli molto complicati.

Introdurremo percido due ipotesi semplificative, supporremo cioé:

1) che lungo tutto I'arco che si considera la densita sia costante ed uguale
ad un valore medio 8m;
2) che a seconda del valore della velocita la F (v) possa esser rappresentata
dalle forme seguenti:
per v > 300 m/s

FMVM=av—Db

cioé si riterrd che la F (v) sia una funzione lineare della velocitd (retta di Chapel)
nel qual caso:

a = 0,365 b= 96

per v < 300 m/s

FM=KMWw



Da cio deriva che il calcolo della y massima non pu0 essere fatto che spez-
zando l'intera ordinata in tratti.
Cio posto integrando le equazioni del moto per i due casi, calcoliamo gli
elementi che ci interessano cioé y e .
i°Caso: v > 300 m/s

FM—a —b

In questo caso lI'equazione del moto lungo la verticale

si riduce a:

Poniamo

-g— b—g= K2 (Costante)

allora sara

D’altra parte, dalla

—-=v si ha dt— —
Ut \

quindi
Ktdy — Klvdy
\Y%

dv = (Kt- K,vdt=

e separando le variabili

vd v

c K{- K2v

Si tratta di risolvere I'integrale del 2° membro.
Poniamo allora:



e sostituendo i limiti si ha

y = -R7 (*m‘I- - <m-«my)t+ <m- K-9)
y=-w{K-'S-K ~ K\r + K.
Calcolo del tempo.
Dalla
dv
di =
si ha
j, _  f dv _ i /» — K2dv
J, Jy K,-K2v KadV Kt-K,v
quindi
4 i It KI—KtV _ 2.30258 In K,-KtV
1~ Kt Kt-K,v ~ Kt Kt- K tv
2° Caso: v < 300m/s
F v —K Wvl
L’equazione del moto &
_d\/_ - . g _ 3, t F_U)' - _ g_ 8, t T (”) V&
Posto
(d = y costante
sara
dv
~dt~ = - g-yvl
e poiché
dy
dt
si avra
vdv
dy
Separando le variabili:
vv =-de
g+ yv* 6
fv vdv 1 rv 2yvdv
yv
. 1 /7, 2+rv* 2,30258 + Y v*
— TNT IS X ATh = —2y f+Yrd

- 279 —
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Calcolo del tempo

J ;
dv — g+ Yva f+yYtJd

ed integrando

t= jv .gj %/v*_ = V7_%}_r (are /g{/e—- V — are /g ]r/g_ 1>)

Per la esecuzione pratica dei calcoli, sia nel i°® che nel 20 caso, occorre ccr
scere il valore medio della densita dell’aria nel tratto considerato.

Esso viene calcolato come segue:

Si pone in 1* approssimazione 8m= 80 e si calcola un primo valore di y
il valore 8msara ricavato in corrispondenza di

y = y0+ ~
Il valore di K (v) nel secondo caso viene preso in corrispondenza dello vai
. S . V 4-v
medio della velocita, cioé per —J — .

Evidentemente |'attendibilita dei risultati ottenuti sara tanto maggi
quanto piu grande é il numero di tratti in cui viene spezzato I'intero perco:
del proietto; cio perche saranno piu attendibili i valori medi assunti per |
e per K.

b) Applicazione.
. c .
Dati V=400 log— =1 8=1 ya— 300 trovare l'altezza massima
del tiro:
Calcolo del i° arco.

V =400 v= 300

y = ~jh [2,30258 K>Ig** + K'v ~ KM\
K, = -%i-b- g b= 96
K2= -%i- a a= 0,365
St* b= 96.000 -N-a = K, = 0,365

g = 9.803
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146.000 ok, k3v

KtV =
. = 1,61745
K. — 86197 k\k Ki-K 2v
IgKt = 1.93549
Kil-K 2V = -59-803 Ig 2,30258 = 0,36222
K 2v = 109.500
B Ig 2,30258 Ki Ig [« -i = 1.91516
K, - K'V e '23—303 No = 82255
lg{Kt—K2V) = 177672 K2V -146.000
colg (K, — K2v) = 2,63771 N° + K2V = 228.255
K KK‘ZT EZZ\V/ - 041443 K 2v = 109.300
Lo ] = 118.755
'S ] = 2,07465
colg K 2 = 0,87542
Ky « = 2,95007
yc@ = 8915
In seconda approssimazione si ha:
ap 1 Via - h [, K, ~ K2V :_
o 1Y = 746 0 h W S Koy i= 160756
K = 0,952 kK, = 1,91162
K> - = 1,97864 ig 2,30258 = 0,36222
& - IgN = 1,88136
i & = 1,98227 g B
N = 76.096
k+g- = 1,96091 K2V = 138.8
; K2V + N = 214.896
$mih _
¢ = 91392 K 2v = 104.100
g =  9-805 [ ] = 110.796
K, = 81.587 (' P 1 = 2,04453
k 2 = 0,347 colg K 2 = 0,91934
k 2V = 138.8 Ky = 2,96387
K2v = 1041 y definitivo = 9202
k, - k2v = 57-213
K, - K2v = 22513
Ig (K, - K2V) = 1-75749
colg (K, - K2r) = 2,64757
lo Kt-K tV _
o K _Kov = 0,40506

Calcolo del tempo

k k -~-~~-1= 160152

ig 2.30258 =0.36222
colg K 2 =0,45967
Igt = 0.42941

i definitivo 2,688



CAPITOLO X

RIDUZIONE DELLE FORMULE IN FUNZIONE DELL’ASCISSA

1 - Eliminazione di U.
Le formule del tiro
* =C'[D (- D (M)
y = XPuesn foidinbns 3

<se-fs» - [/ («(-7ini

[ = 25T tT(“)- :rwl
vcosO= ucos9

possono essere modificate quando in esse sia eliminata la pseudo velocita.
Per fare cio poniamo:

~ = * D(F) = D,

Sara allora:
D («) = DO+ *' [i]

Poniamo
«= D-"(De+ x)

La pseudo velocita € quindi funzione di DO-f- x! e quindi lo saranno pure
A(w), /(«), 7

Indichiamo queste funzioni con

A («) —A(D°+ x) J(u) = j(DO+ 0 T(u) = T(DO+ x') [2

Sara percio

A (V) = A (DO / (F) = /(DO D(F) = f (DO

Avremo percio sostituendo:

X

_C‘ *
\% frn c' A(D.+ x")-A(D.) F/n,
— = %7?- ? J W
c' f A(Db+x-)-A{D0)~x-1(DO0)

= 99 —  Dcos* o9



— 283 —

ge = S» - [/(/>,+ **)-1 (D] ]

"t -53?2- 1T (D + *>- f <>
vcos0= D *(Da+ *)cos P

A queste formule si pud dare una espressione simile a quella del vuoto con
I'aggiunta di particolari coefficenti.
Notiamo infatti che

F'(B.+ X) =448$ =/(«)_I(/>,+,

DzzrM«

1
>
1

T' D 4-*") =
ed analogamente per x' = 0

A" (DQ =/ (D) =/(F)

D =
(DO ) [3m
r (Do) = 4 -
Infine
C'=4
Avremo allora
c'x A (DO+ x) - AMDO. 7 (co
- %
y="1t9 - 2 COS29 X
= xtgo - X* A (D, + x) - 4I(D0)-x'A'(Da)
2 cos2 9 X'2
B i Ut A (D,+ x)— /T(DO) - x'4"'(D,)
= xtg9 2 K2c0s29
1 x'2 2*
2 Vi
_ thg i gx2 A (DO+ x) - A (DO)— x'A" (DQ
2 F3 cos* 9 -L ~ 4-(Do)

cioe

Y = *<9 - 2V~cos-y G-
Avendo posto:
r _ 4 (D, +x)- 4 (D)- 2if (Do)

1— i :
4 x'24' (D)
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Dalla
tg6=tg9 - 5> %s59 [/ Do+ x') - J (Do)]
si ha
lg6= tg? 1J(DO+ x')-J (D 0]
*' 2V2c0s29 V3
~ 192 ££ 7 (A + *)-/(*>)
= 197 - F2cos29 x'3'(DO
cioe
'S®= '8 ?-
Dalla
si ha

[7(DO+ *) - J (Do) ]
F a' cos 9 —

A T[D O+_X')_— T (D,)
I'cos 9 a' X' (A) Kcos * 3

e finalmente

tcosO=ucos9 = cos9D (Do fx) = Vcos 9 — ~

vcos 6 = F cos 9 — + = D cos 9 6\
D (A

per cui i fattori G hanno le espressioni seguenti:

¥ @'2A"jD0)

J(A+a)-J(A)

xy (A)
[4]
G=7A+*- x(A)
3 X' (A)
D '(Dg+ X

64=
D~"(A)
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2 - Relazione tra i fattori di tiro ed i fattori G, GaC3C4 (i).
Si & visto che

y = «gP~ rWconNi G

da cui
S. 2 r 3C0OS3® .
G. = —-N"77T-N (*g9- *ge)
quindi
gG, = *(tg9 - tge) = /,
g6='S9~ G*
da cui

gBs= V29520 159 - 9B

moltiplico sopra e sotto per 2 (tg9 — tge) quindi

r _ 2 7»cos29, vV g9- g6 _ , <gY9- 6
Nl g (&?' g ) 2 (tg9 — tge) N 2((g9 — tgt)

aggiungendo e togliendo al numeratore tg e si ha:

_r _ 1 tgd- tg*+ tge—tg8_ , 1+/,
® 2 2(tg<f—tgt) "1 2
f= F cos9 G,
da cui
K cos 9
V tcos9 X
G,=

moltiplico sopra e sotto per 2 Vcos9 (tg9 — tge)

F3cos39
2 (tg9 tge
3— rcos9 | — 273
2 J-(ig9-<ge)
. _ ‘cosd u i
B>cos 6 = V cos 9 G4 G4 V cos 9 v fa
Riassumendo:
gC, =/,
gc. =/ 147/
G' '~ k
G- = |

(1) Nella trattarioo» che segue per maggiore comodita di calcolo considereremo i fattori di tiro secondo le espres
sioni del Parodi.
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3 - Traiettoria Dell'aria dedotta da quella nel vuoto.
Se nella equazione:

ox2

xtg9
2 V3cos5 9

si moltiplicano ambo i membri per G, si ottiene :

yG,:xG,tg<p_ g(*c,)2

2 V2cos29
posto
G,x = E
Gy=17
si ha :
m- \tg 9

2 V2cos29

la quale, se si interpretano V) e Ecome l'ordinata e l'ascissa, rappresenta l'equa-
zione di una traiettoria nel vuoto corrispondente alla stessa velocita ed allo stesso p

Se quindi si ha una traiettoria nel vuoto, si pud dedurre da essa la traiet-
toria nell’aria corrispondente alla stessa V e 9, purché si abbia una tabella di

corrispondenza fra i valori di x e quelli di G, = 4 che si pud trasformare in

una tabella fra x e 5 e quindi ricavare da = G, vy, il valore di vy.
La compilazione della tabella viene fatta nel seguente modo:
Si vuole la traiettoria corrispondente ad un dato V e ad un dato 9.

Si ricavano dalle tavole di tiro numeriche dei valori convenientemente inter-
V3sen 29

vallati di x ed i corrispondenti 9, quindi si calcola f, = % ; ricavato /,
si divide per ge si ha G, = — indi E= G,x e
g
_ sS1
= Ew9 5 y2c0s29
e da 7 si ha
y-G 7~ T X
Dati 9 e F
_ . _ V2sen29* & Yl _ _
X=X o9 = - = 5= 06X 2 Fasenzg  YTHXT

4 - Formule esplicite nel caso di resistenza ennesima.

Quando si ponga
F (d = Xr" oppure F (<) = Xm”

le formule dei fattori G assumono un’altra forma.
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Infatti dalla
D _ — udu
D=7 ¢w
si ha
f —udu i —udu 1 r —( d
J Fu) -~ J iw X g" u
integrando:
Do+ »= — 1
X — (w— 1) + 1 X (1 — 2)m" — a
Se A= o cioé D (u)y = D (F)
D0= 4
x (n—2)F"
Dividendo la ia per la 2a:
D"+ X' _ 4- _ V
A, tEDoT a2
e quindi
per cui
Ora sappiamo che
1" (De + *') = A- (DO+ x’) = 4 f- - 27 (.+
od anche
dj (Do+ x)_ ji_ " _Fi,
d (A, + ar) V2
da cui separando le variabili:
H (D. +«') - c,ai+ 'p 7 (+ £)

Integrando dall’'origine (x' = 0) ad un punto qualunque

/ a \drr+1

; (a, + »-}-/ (d.) = -2iP- (,+W
n—2 *! n—2*1
2gDe I 2gA, w—2
> n n Fa  J
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Integriamo una 2a volta notando che

1(A, + x)dx' = A (DO+ x) - A (D)
J] A)dx' = j A(DQdx = x'A’ (Do)

quindi

f (/A +*')-/ (DOjdx' = / @0+ x) - A (DQ- * A" (Do) =

2?2 A n-2 1/

1'2 « 3
/. a\._s+i
2e A’ N—2 (m+ C:) X
~ V3 » fi a
n—2 +1 r.— 2 +1
SU—1
2eD,2 « (m+1i)
K2 2« — 2
K- 2
2 e Do2 (n- fi—2 _ iti —2 x'
-> IM ti (2 « n—2 A
Ora abbiamo trovato che
r N(A +x)- AD,i- xA" (D
b = ( ): (: (DO
mx3A’ (DC
quindi )
1n—i
(n—2)1 2cA fi—3* 2fi—2 x
fi(2n — 2) F2 «—2 Do
2 * K2
e dividendo numeratore e denominatore per
_(«—2) 2gDc>
nE«—2) I'2
si ha
an—a
«-a 2fi—2 X / \ »—2 2wW-2 3
«—2 Do ' VI DO j f»— 2 Do
i @ 2e n(2jn—2) K2 1 fiQ«—2)( x'
2 (n - 2)2

Vs (fi— 22 2gDO

In modo analogo si ricavano gli altri fattori G.
Se ora riprendiamo |’'espressione

A= Xfi—2 k-2



e ricaviamo —5— si ha
= X(nh — 2) v’'~2x"

posto
z=1Vn-3x

quindi
-p- = (n-2)z

e sostituendo nelle formule trovate di G questo valore

2n—2 2n—2
li+ («—2)5 % (292_«2)(2-'-'1"2)? I Nw o 22"7% = 29— 232
Gi =
L «R2-2 _ _
5 («—2ab («—2) 2 , N@n—27z2

In modo analogo si possono ricavare i valori di

ls - 27 [1+ («—2)Z)° —

G, = I + (« — 2)Z

5 - Resistenza cubica e quadratica.

Consideriamo due casi particolarmente importanti: quelli in cui la resistenza
€ cubica e quadratica.
Nel i° caso (n= 3) le formule dei fattori G diventano

Gl= @+ ZMu—1—a2 1+z2)3-1
6z- 3z
(+r)*-r

G4a= (1 + 2)-1

Sviluppando si ottiene:

1+ 42+62z2+ 423+ 22— 1— 4z 47
G, = + I
622

r 1+ 32+3 22+ z3— 1 z2 1 1

= = = T 4 z+ 1
G = . = JL + X

J 27 2 1
G =7 +z2

*9 — Balistica esterna - Volume |I.



Abbiamo visto che per n = 3

2= XF“-J = XF*'

quindi

G, = 1+ -j- XF*' + (XF x')2

G2— i + XE*' + (xvax‘Y

\V X'
G, —1+
f 1
4~ iHH'X
Di queste formule le ultime due hanno particolare importanzaperche per-

mettono di dimostrare un importante teoremache viene applicato nella balistica
pratica.

Infatti le formule del tiro che danno la/ e la vcos 0 diventano

t— -Vrgbg "3= g1 + —z ) vcos0= Fcos9 (1 XV x)~1

da cui si ricava:

X _ V COS g g V C0S
= - vecosb = -
1 i+ xpl i+XI1X
2

dunque ~ & cio che diventa vcosO quando per x! siponga Ze po.iché Si puo
ritenere costante C' data la piccola ampiezza dell’arco si ha:

Teorema di Bashfort. Per la resistenza cubica, dividendo lo spazio orizzontale
per il tempo impiegato a percorrerlo, si ha esattamente il va'ore della velocita oriz-
zontale corrispondente al punto di mezzo di quello spazio orizzontale.

Il caso n — 2 cioé della resistenza quadratica risulta particolarmente impor-
tante perché quando V < 250 240m/s le formule che risolvono i problemi
del tiro assumono forme molto semplici.

Se nelle formule che danno i fattori G, poniamo n—2sihan— 2= 10

ed — - —— co quindi le espressioni dei fattori G, assumono forma indeter-
minata.

Ricordiamo allora la definizione del numero e che & dato da

X
e=1lim ({1 4§-ni) m
m=o0
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Allora nell’espressione

i i —1—(2 2z
G, =
— @2n—2)«z2
si osserv'i che
[l + (n- 2)2 Coar
e al limite per n—»2
(2» 2)*
= e
quindi per w= 2
e2*r— 1 — 2z
2 22
1 £ («—2£ —1
si ha
= e
@ — |
22
IRENCEDE: Qi+ («—2)z BT —Di
g3= (n-i) z (n— i)z -
e&— 1
G3=
G4= i+ (k—2)2 " 2= jfi + (n—2)2 (h 9)'| =g !
cioe
Bl—1—-2Z
2 Z3
B £3»— |
C2= 2
G3= € —1
G4= e~'
inoltre

z= XF7- 2* = X* = X/0= X

Quindi nel caso di resistenza quadratica i fattori G sono indipendenti dalla V.



CAPITOLO XI

RESISTENZA QUADRATICA

1 - Fattori ditiro per V minore di 240 m/».

Nei vecchitrattati di balistica si trovano delle tavole che danno i valori dei
fattori Gj Ga Gi G4per il caso della resistenza quadratica, e poiché fra questi fat
tori e quelli di tiro vi sono le note relazioni del capitelo precedente, sipud arguir
che per i ~ 240, si possono avere i valori dei fattori di tiro /,, f2 f3, f4 con una
sola tavola a semplice entrata, valevole per qualunque velocita iniziale, purché
ripetiamo, inferiore a 240 m/s.

E facile in generale dedurre i fattori di tiro dai fattori G.

Infatti si ha
fc,=1/, f6,-/,-rti, G, G .-j-
1+ fi gG2 fG, _
2 A gG, Gl
quindi
1 2G7 . fi gGi , 1
"1~ Gi h ~ 2G3 ~ 2G3 Ga

E quindi possibile costruire una tavola a semplice entrata la quale fornisca
i valori dei vari fattori di tiro in funzione di

giacché i fattori dipendono solo da
z = XX' — X/o (X costante)

Nella stessa tavola possono essere anche contenuti i valori di f} ed fOdie-
si ppud dimostrare dipendono solo da fOe quindi sono anch’essi fattori di tiro.

Pero tale tavola contiene pure altri coefficienti che facilitano la risoluzione
dei problemi di tiro.

Moltiplicando fi per fOsi ha

J 1 J 2 1/J cos* 9 , , . X
Ufi «il = ——- — — (tg? —tge) c- =
2 V2cos* 9 s
= — — (tg? - fge)
e per il punto di caduta:
X joi V2sen 29 X V2sen 20
ti — Ufo— X c7 ~ C

che é un fattore analogo ad /
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Dai fattori /a/7 ed /4 si ha

U=kh-= «Lingi «1=& . (Vcos6)3
[«<* r—iSt C (Fcos <4 v >
2 F3cos36 (tgc — tg 6) 2 F3sen (t— 0)cos O
c' C'cos £

e per il punto di caduta

XJ3sen 2 oi
h = c
Dai fattori /, 3 si ha infine:
2 Fcos© ,
r 2/3 |
2 1T )f 2 F3cos39
4T T
2 F3cos3tp
(tg<p— tg*)

V 2%* (<g9 — tgc)
t

e per il punto di caduta

19_ \% 2)_(|_tg<f

La tav. XI1X contiene appunto i logaritmi di /, /a/3/4/5/E/7/8/9 per /.
variabih di ioo in ioo metri da o a 5000.

Quindi se la velocita e inferiore a 240 m/i i problemi del tiro possono essere
risolti molto rapidamente impiegando tale tavola che & di piu facile e rapido
impiego di quella ordinaria.

I risultati che si ottengono merce I'impiego delle tavole hanno la stessa
approssimazione di quelli ottenuti impiegando la tav. balistica generale perche
inquesto caso l'interpolazione ¢ semplice e gli intervallidegli j, sono  piu piccoli.

Non € quindi necessario risolvere i problemi del tiroper V< 240impiegando
la tavola balistica generale.

Nel caso di resistenza quadratica poi il @, che abbiamo visto nel caso gene-
rale, diventa indipendente della V e la sua espressione risulta di molto sempli-
ficata poiché ¢

p= I~ (?) + cot& ?2& (?) — & (]

I suoi valori sono contenuti nella tav. VIII-uis che & a semplice entrata e
funzione di 9, quindi di assai comodo impiego.

Anche in questo caso quando & incognita la <p occorre fare un calcolo di
i a approssimazione assumendo un valore presunto di @ ed in mancanza d’altro

ponendo p = i e quindi ripetere il calcolo col valore di @ corrispondente al 9
trovato.



2 - Problema I.

Dati V < 240; X; jCj trovare 9 to, T, U, xQ Y.

Non essendo noto 9 si fara un primo tentativo con 3= 1l e

Dalla tav. XIX si ha

o= St

V2sen 29

h —

X

e quindi 9 col quale si dedurra un nuovo 3 e quindi

| X f V2sen 29
lo— Q il A
/ = a . ' V sen 9
'3 te 9 '3 r

/ — Vcosr? t__*0

i Ucoso '5 A'

Y
= yiio
Applicazione - Obice da 75/13.
F =221 lg— = 0,08573

Dati X = 2500;

Assumiamo in 1* approssimazione 3 = 1

Si ripete il

IgTi
colg 3
IgC'
colgC'
k x
te/o

/o

k x = 3.39794
colg C '= 1,91427
te/o =3,3x221
fQ = 2052

te/.
/gX
colg F-

n

sen 2 9

29

9

calcolo col nuovo valore di 3

= 0-08573
=1,99068
= 0,07641
= 1,92359
= 3.39794

= 3.32153
= 2097

3 = 1,0217
Igt\, = 1,0694
IST 2 =2,7091
Ilgsen 29 = 1,7785
29 =36" 54"
£ = 18° 27"

1,0677
3-3979

5,3112

1.7768
36" 44’
18022’

k U

i avra

-0,0745
= X,5233
=15978
= 21° 36'
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A A = 0,7112 A/< = 0,1120 Als = 1,7*72
= 2,3444 ig v = 2,3444 AA = 33979
A sen 9 = 1,50»3 lgcos 9 = Dg771 A*o = 3,ii5i
colg A = 1,2888 colg cos «@ = 0,0316
colg | = 1,8880 0 = 13%3
A A = 1A335 :
T = 13,60 ig u = 2,241
U = 174,2
Ig fb = i-4353
Ig A = 3,3979
Igtg $& = 1,5233
gy = 2,3565
Y = 227,3
3 - Problema II.
N C : :
Dati: V (< 240), 9, , determinare A"
Si ricava subito il fi (tatto dalla tav. VIII-Ws indi si calcola
. V2sen 29
17 — ly
da cui
fo= -c A- = faC’'
4 - Problema III.
Data la gittata Ar, 9 e C trovare V.
X
Si calcola K= 7~ iodi
da cui
v = I[-AA
> seri 20
5 - Problema IV.
Dati 17, 9, A', 8 determinare i @
Si calcola
F2sen 2"
- — ! Vv
indi fo= -E:-Slp da cui
i 3™ AAL
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6 - Problema V.

Dati X, co, trovare 9 e V.

ot
Si fissa una 9 < o e si ricava 3 di ia approssimazione indi si calcola

1°- C" tgo
e si ha 9.
Si ripete il calcolo con un 3 esatto indi si ricava

j V2sen 29
>~ X
da cui
= ]f/-i’x
senl2 9

7 - Problema VI.

. C ,
Dati X, U etdi determinare 9 e V.
Come precedentemente si ricava 3 e C' indi
4 X ( il2sen 2 o
[cf c -~

avuto co si ricava
, _ ti<0
'9
indi 9.
Si ripete il calcolo col 3 esatto; avuto 9 si ha:

v 1/7~LL

f sen 2 c

8 - Problema VII.

Dati U, co, yj trovare A', 9, V.

Si ricava 3 com’é detto precedentemente indi ‘si calcola C’' ed /6= U2 2

avuto /8 si calcola

A i it i

fe~ ed *~ 1T
indi si ricava V.

Applicazione - Obice da 75/13.
r
Dati Ig ~yj- = 0,08573; U — 180; oo = 15°48' determinare X, 9, V.
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Assumiamo < o ed uguale a 140 allora 3= 1,0123

= 0,08573 Ig U* = 4,51054 /am = 1639
Igsen 20j = 1,7x932 hu =0,0583
colgP = i .99469 colgC’ = 1,91958 Igtgitt = 1,4517
IgC = 0,08042 His — 4 Ho44 colg/a =1,9417
2 = ]
- - 1411 Igtg<~ i.3934
2 = 13°54'

Per questo nuovo valore di 9 si ha 8= 1,0121

knpf - 0,08573 Ig UZS‘en 2 to — 4,22986 0,lyu= 141°
) colg C = 1,91949 o = 1637
colgp H 1.99478 ‘h
= 4.14935
/gC' =0,08051
~fo = 3.21405 kti = 1,0517 k h = 0,0583
/gC' = 0,08051 "igx = 3,2946 k tg2to = M 517
IgX = 3,29456 colg sen29 = 0,3313 colg/a = 1.9417
A" = 1970 kv 2 = 4,6776 kk<? = i.3934
= Vv = 2,3388 ) = 13°54'
\Y, = 218,2

9 - Problema Vili.

Dati X, T, yCi , trovare 9, V.

Si completa il C com’eé detto precedentemente indi si calcola

/,= m§ « da |
si ricava

T2mm 2

si ripete il calcolo col nuovo p e si ha infine

X
1,1- Fsen29

Applicazione. Dati X = 3000 T = 17,4 Igjj = 0,08573

Trovare 9 ¢ V.



— 298 —

Assumo 9 = 240 c ricavo p= 1,0384

Ig -fL = 0,08573
colg p= 1,98364
lgC' 0,06937

fc* =3,47712
colg C'= 1,93063
*g/o = 3A°775
IgT- =2,4811

fe/9* = 0-9474
colg2=1,6990

colg A' = 4,5229
Igtgtp =1,6504
9 = 24°5'

Non €& necessario cercare il nuovo p.

Si ritiene quindi il 9 trovato come definitivo e si calcola
Igfi = 1,0874
Ig X = 3,4771
colgsen 29 = 0,1278
Igv» =4,6923
/gF =2,34615
F 2219

2557
0,4737



CAPITOLO XII

VARIAZIONI DEI PARAMETRI DELLA TRAIETTORIA

1 - Generalita.

| parametri della traiettoria sono tre: V, 9, C.
Variando tutti o parte di essi e divenendo:

V+ AV; 9+ A9 C + AC'
varia la traiettoria, quindi variano tutti gli elementi che ad essa si riferiscono sia
per il punto di caduta che per un punto qualunque.
Ci prefiggiamo appunto in questo capitolo di determinare le variazioni degli

elementi della traiettoria in funzione delle variazioni AF; A<p; AC' e per fare cio
considereremo le differenze A come differenziali.

2 —Foznula geneiale per la variazione delle coordinate di un punto.

L’equazione che lega i tre parametri alle coordinate del punto € la seguente:

3 xb9 209 |DM_D) J1°'j

od anche, impiegando le formule in funzione dell’ascissa,

( ( c A (Do+ .r')-A(Do)-x"A (D 0)
b - b 2 COS2o0 X"

che si puod scrivere
A (Du+ x)- AMD)- VAD)- ~ 9 (g9 _tge)x'=o

e ponendo

2OBC w19 gg= /= 79

si ha:
AMA.+*)- ADI)- XA (D,)- Xy-=0
Il i° membro di questa equazione €& funzione di x' e quindi di C', di Dee

quindi di V e di 0 e quindi di 9.
Noi partiremo da questa equazione pei determinare la formula delle variazioni.
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Differenziamo tale equazione rispetto alle tre variabili: Do, x' e %
ji+ (Do+ x") - A‘(DO - jdx' + |i' (Do+ *) - A' (Do) -
—x A" (DQ|dDo—x'd~ = o

ma abbiamo trovato che

A" (Do+ *) - A" (DO =j(Dc+ x')-J (DO

d'altra parte:

'S6“ ‘e»- -JiSr |/ (A.+ *)- [/ Po)j
quindi:

|/ (DO+ ~) — / (DO J= {tgcp-1g0)
ancora:

A" (DQ = /' (Do) =

quindi sostituendo si ha:

i~ te 9 - m 9) - j*r- + 1~ te 9 - <80) -
*1D * _ 0
ma
0 2cos2”™ .
_ = — (te? - teB
quindi
(te? — te0O- te9 + tee) <™ + (/g9 - tgR) -
- x2 JdD,- *dJ - o
A~ 9 (gc— /g6) + 4 4~ (/g9- /g0- -MMc~7y)dD»- x'd~ =o0
Ora = 4 - e facendo il differenziale logaritmico (Zgx' = Igx — IgC)
dx dx dcC
X ~ X Cc
quindi
x f di dc'\

dx H
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Analogamente

, 4> 4% [ d4> dC' \ 2co0s29 ., .. /d4> dC' \
d-c=-<T\-is> = —c”Ntev-tg*) = -
vV n FdF F3 dF 1 dvVv
0 F(F) — F(F) F AL(F) F
sostituendo:
2 cos
" te «- <69) -ir (4 - - (* * - % «
g* \ 1 aVv , 2&iss <€ , . /d4> dC'\
F3cos3 9 ) a: (fJ ~ v X a (k 9 - k e) ~ ) -
dividendo tutto per -2c°! 9 (Ige — Ig6) % si ha:
dx dC' 1 /. , Q ex \ 1 dF
~X C lge-lg OV*9 _ = F3cos39 j **K (F) T
tg9 — tge 1 d 4> dc"’
lge— Ig6 4> )_O
Raggruppando i termini si ha:
ax _  «?9 — d 4. dc' / tg* —Ige \
* <fE— 6 4> “¢c C' V "tge— ig6 / **
dF
+ Tge-lge {tSfT — k 6 F3cos39 ) *' A'(F) F
_dj_ _ 1g9- lge d4> dc' / tg<j-lgz) \
X tgt—tg0 4 ¢ Cc' \ % E£—tg6) J+
, dF
+ T?rhnr (‘eP- 'e=+ E*- <0- v~Arn -
d* _ lg9— tge d~ dc' / (;c-(~e \
PE_1go 4 ~ ¢\ lge—1g® J
, lge — tge / Ig e— A6 g* 1 dF
lge — 1g6 \ tgcf — tge F3c0s39 (<»v — Ae) j 1'A'((F) F
ponendo:
«
le9 —tge T _
1 tge g6 A A%
\T - N9 -IgE .
} tge-tgQ U ‘¢!
i 1e o — tge 1 ’ . 1-E — 126 _g* \
I Ilge—1Ig6 i'A'(F) ' les —Ige F3cos3s (Igf —tgE))
= /oOAR(F) 11+ __ir )=/

(1
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si ottiene la formula generale delle variazioni:

AX t Afl> , t AC  ,, AV
X fv 49 ~H fc Q + fv~y

U\ fa', fv sono fattori di tiro cd fv &€ dato da una apposita tabella mentre gli altri

due sono funzione di f2
Nel caso di n — 2 (resistenza quadratica) fy = ~_, infatti in tal caso:

z — XX’
ma X= K (F); x' = fa quindi:

= JCJIVT

Inoltre si & visto che in generale dalla

gGa=/ 14-fi

si ha:
.2 2Gj
1+ fi= —gT

quindi sostituendo nella formula della fv si ha:

— K(V) (2 G, 2« \_ 1 2(G—1)
>V zUK(V)\ G, gG, ) - ==y Gi
ma
e — i
2 22z
quindi:
e*i— i — 2z
rmot e T 22
e2*— i —2z
Gl = 2=
quindi
e2*— 1-22
, 2 2£ 2il
~~ e**— ji~2z zj2 77

3 - Espressione del termine

Abbiamo posto
= 2cos2tp(tgp— tge

differenziando logaritmicamente si ha:

d(tg9-tBc) = _ 2tprbda+ dis 9

tg 9 tge sy Y ' tg9— e tg9 — tge

(s 3% 2 dcos® i
5 cos 9 !
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e ricordando che dtg9 = (1 -f tg- 9) d 9 si ha:

= - 2tgydy + — L+ telil dq,

® fcv *g9 -te* \Y% te9-tB*
( 1+ te*9 diae
\ 8 =1ee 6V r tg9 —tge

ponendo il coefficiente di dy — A, si avra

A ,= 1+ t*9 _ 2t, 3+ te29 — 2te39 + 2te9tef _  1—1tg294-2tg9tge
tg9 — tge g ¥ tg 9 — tge tg9 —tge
n sen29 2sen9sene
c0s29 cos 9 cos e (cos29 — sen29) cos e4-2 sen 9 sen ecos 9
sen (9 — e) cos 9sen (9 — 3
c0s 9 COS E
cos29cose+ sen29sene 2c0s (29 — ¢) 2.co0s (29 — e)
sen (9 — e)cos 9 2sen (9 —e)cos 9 sen (29 —e) —sene ~Nj

quindi l'equazione delle variazioni diventa, sostituendo agli infinitesimi le diffe-

renze finite:
A2 J /A A \ , AC' AF
I, (y4,:9- o oE )+ jcr ~Ng- 4+ f
da cui:
Aa- ) A<ge . . AC' . AF
a + tgy —tg e 1* * »"k c' fv Vv
Osserviamo che Zye= 4 quindi:
e sostituendo
y /Ay _ Ai\ Ay y \x
Aax Vv Vy I tgg - tgE ~ -
+ /? te 9 — tee ~ 7 te 0 te 9 — tef
I /a Ar \ A x
Av . x \Ay- y~) Av , Ay~r"T
a N e~ 0 r y—*t¢0
= yAA *Aa/go+ *Ay *y x(Ay—Axlg0)
*(y—*k0) *e—algo
per cui la formula delle variazioni diverra:
Ay — A Xtgo s . . . AcC , A F
y SAte'O -- f*A-*'f + fc'-Ur - + i > " 131

problemi, o sono date

Con questa formula si possono iisolveu due sorta di
punto ed

le variazioni dei parametri e si tratta di dettiminare lo spostamento del
in tale caso deve essere data un’altra condizione e cioe l'equazione della linea
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sulla quale si vuole the si sposti il punto, oppure & dato lo spostamento del punto
e si ricerca lavariazione corrispondente di uno dei parametri date quelle degli altri.
L 'equazione della linea sulla quale deve spostarsi il punto, pud essere:

y= ()

Ay =/ ((*) Ax

da cui

con la quale si elimina Ay dalla formula delle variazioni.
Casi particolari importanti dello spostamento del punto sono i seguenti:

e = cost; y — cost; X = cost
Nel primo caso bastera porre
y = xtge; Ay = Ixtgz
quindi

Ay—AxlIg0 A* (tge — tg0 ) A x
y — xtgQ x (tge — ig0O) X

Negli altri due casi si ottiene:

per Ax = 0:.

Ay — AXxtgb Av
X—ytgd ~ y—Xigo
per Ay = o:
Av— Axtes — Axtgb —xtg0 Ai
y — xtgO y —xtgb ~ y—xig0 x

Per applicare la formula delle variazioni basta conoscere 1', 9, x ed y e, se
non & dato /« si calcola dtducendolo da

) 2 F2cos29 , .
A= 9 - e)

in cui tutto & noto ¢ quindi ricavando gli altri fattori.

4 - Variazioni della gettata.

La formula generale delle variazioni

Av— AxtO . . . AC" ., Al
=A./,A9 + io-c- + Iv
y— xtgb
ove

A 2¢c0s (29 — B
* sen (2 9 — e) — sene



acquista particolare importanza quando anziché considerare lo spostamento del
punto d’arrivo nel piano lo si considera sull’orizzonte del pezzo. In tal caso si
ha che:

Igt — O; Ay = O
_20082p
“sena 9
quindi sara:
— AA'/>0 A A 2c0s20 A<p , . AC'" , , AV r .

~ —-A'ig6 = sena<p /» + [/*F~cN + —

e questa € la formula basilare di tutto il calcolo delle variazioni sull’orizzonte ed

e impiegata per calcolare i coefficienti di correzione delle Tavole di Tiro.
Considerando costante uno o l'altro dei parametri della traiettoria si hanno le

variazioni di X relative a variazioni di f( di V e di C'.

5 - Problema |I.

Trovare la variazione in gittata A A’ dovuta ad una variazione di C'. In questo
caso poiché V e @sono rimasti invariati:

AX _ . AC _( i \AC

X ~'¢" C —W1 fj C~
Il coefficiente fc- — i — ¢ sempre minore di i quindi la variazione
relativa ¢ sempre minore della variazione e ne e tanto piu piccola

guanto piu piccola é la differenza fra w e 9.

Nei tiri con grossi proietti e piccole V la variazione di gittata dovuta a varia-
zioni AC' & sempre assai piccola.

Poiché come si & visto

C P__
Sifi 1000 a28i @3

la variazione di C' puo essere dovuta ad una variazione di uno dei fattori che lo
compongono, e quindi si pud trovare il A corrispondente a A B, a Ai, a A8, ecc.

6 - Problema IlI.

Trovare l'errore A X dovuto ad un errore Ap di @

Sara
AC _ _ Ag
c - r
Quindi
A * AR

ro — Balistica esterna - Vnlnm* T



a) Applicazione.

Obice eia 7513 - Granata a pallette.
Dati: V = 309; A' = 4500; 9 = 19°4'; cC' = 1,656

Determinare ia variazione A X per una variazione di 5/100 del ji cioé

AP
a =°>°5
In tal caso
A A , Afi ) 1
-x-=-h-j- /c=1— 77
IgX = 3.75321 Igfc =1.32613
colgC'= 1.78094 colg/, =1,8966 Ig X =3,65321
Kfo  =343415 jo = 1— 75 =0,2119 AT 39T
U = 2717 '
/g AA*= 1,68831
AA = 48,8

7 - Problema III.

Trovare la variazione A A corrispondente ad una variazione A B della pres-

sione dell’aria.
Sappiamo, che la densita ddl'aria & funzione della pressione e cioé

S=O0FR

per cui derivando e supponendo di trascurare il vapore acqueo si avra

A8 AB
8 B
e quindi
AC AB
B
risultera percio
AA .A B
X ‘¢’ B

8 - Problema IV.

Trovare la variazione A A corrispondente ad una variazione Ax della tempe-

ratura delTaria.
Dalla formula della densita scritta precedentemente si ha:

A8 At

8 ~— S73+T
quindi

AN . Ax

X ~ 'C 2713+ T



9 - Problema V.

Trovare la variazione di gittata che si ottiene passando da una localita ad

un’altra situata a diversa altitudine.
Se 8 ¢ la densita alla nuova altitudine e 80 quella base sara

A8 _ 8*8"8.
73
per cui
AA . A8
-*-=-/C-y

a) Applicazione.
Cannone da 149/35 - Granata a pallette.
Dati: A = 6000; 9= 26"33"; C -=2,970; V = 300; h= 1000; &= 0,927;
(B= 675; t = 7,6).
Determinare la variazione A X che si ottiene passando dalla densita data a
8= 0,870; h= 1600 (B = 620; : = ic) e trovare la percentuale di variazione
dovuta a AB e quella dovuta a A7.

. A8 0,
A A per A8 '.055 8 " o - + 0,0593
k X = 3.77715 1sf, = 0,0767 Igfc> = 1,20925
colgC = 1,52724 ic. _ 0.1619 igx =3,77815
A8
hfo = 3-30539 lg-j- = 2,77305
fc = 2020 /g AA" = 1,76045
AA = 576
A8 A
AB = Bk— Bv 8 2734T—T
A B 55 At 60
TT 275 - 0’0815 T = 28016 = °'°235
fole- A = 2,98740 lga fc- = 2,98740
SAB AAE= 79-2 ,
/9-9- = 2,91116 AA\ = - 228 ¢73.0- = 237107
fg A Aa = 1,89856 AA = 56.4 oA -V, = 1,35,847

10 - Problema VI.

Trovare la variazione A A dovuta ad una variazione A V della velocita iniziale.
La formula della variazione sara:
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Il coefficiente jv & sempre inferiore a 2; raggiunge tale valore nel vuoto, ne
I’aria € maggiore o minore dii, quindi la variazione relativa della X & maggiore
minore di quella della V, ne @ maggiore per tiri con piccola 1’ e piccolo valore di /

11 - Problema VII.

Trovare la variazione A A' dovuta ad una variazione A g nel peso della carie;
Tra L carica e la velocita iniziale si ha la seguente il lazione empirica:

da cui

per cui

R x dipende dalla semidiriiensione minima del grano, pero si puo0 ritenere

[ee]

a) Applicazione.

Cannone da 149/55 - Granata inglese.
Dati: A'= 6500; V — 415; C =2,450; g = 1,900
Trovare A A' per una variazione nel p<>m della carica 0,085

12 - Problema Vili.

Trovare la variazione di gittata A X dovuta ad una variazione A p nel pt
del proietto.
Variando il peso del proietto varia il coefficiente balistico C' e precisamente

AC

e varia pure la velocita iniziale secondo la formula empirica

V= Rp~*

da cui
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quindi la variazione di X constera di due parti, una dovuta al A C' per A p che vale

e una dovuta a AV per Ap che vale

- fvR"
quindi in definitiva
AA ; AP ™4 AP / r>>f/ Ap
~X~ = -p fv— =Ve-R fv)-p-

R" dipende dalla semidimensione minima del grano.
Si puo ritenere J?'= 0/4.

a) Applicazione.

Cannone da 149/35 - Granata inglese.

Dati: V = 415; X = 7000; C'— 2,480

Determinare il coefficiente di correzione Cp cioé la variazione A X per una
variazione Ap = 1 kg.

IgX = 3.84510 R’ fv — 0,3688
colg C' = 1.60555 fe = 0,2766
kf» = 3,45070 le - R’fv = — 00922
fo = 2823 k (fe- R"fv) = 2,96473
Kf= - 0,1406 IgX = 3,84510
kfv = 1.9647 colg p = 2,38722
le = 0,2766 IgAX = 1gCp = 1,19705
fv = 0,9220 Cp = - 157

13 - Problema IX.

Trovare di quanto deve variare la velocita iniziale per compensare una varia-
zione del coefficiente balistico ridotto.
In questo caso

AA =0; Asen29 = 0
quindi si avra
AV . . AC
fv—p-——ble —~ = o
per cui
]g AV , Aa . V/c- AC
r-y- --U '—qt- A F = s e

quindi la variazione di V & di segno contrario di quello di A C.
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14 - Problema X.

Trovare la variazione A X corrispondente ad una variazione dell’angolo di
proiezione A 9.
In questo caso si avra:

A A A oQpn Ofr. INY

nella quale A 9 deve essere espresso in radianti.
Volendo invece esprimerlo in gradi bastera moltiplicarlo per 0,01745 cioe
sara:
A 9 = 0,01745 A 9"
quindi

Il coefficiente:
ti 9

e sempre < 1 ma mai € eccessivamente piccolo mentre e grande per piccoli

tg29
valori di 9 e diminuisce per valori di 9 che si avvicinar?o a 45°, per tale valore
e zero. Quindi le variazioni di X per A9 sono tanto piu sentite quanto piu
I'angolo di proiezione é piccolo; appunto per questo la misura di pviene eseguita
per piccoli valori di 9 ed il valore trovato si ritiene costante.

Quando 9> 45° A X & di segno contrario a quello di A 9.

a) Applicazione.

Cannone da 149/35.
Dati: V = 304; X — 4000; C'= 2490; 9= 1505"
, Determinare A X per A9 = 0°30'

AN = X «0,0349 77 7779

lgX = 3,60206 fo =1606 Ig X =3,6021

colgC' = 1,60380 lgj2 =0,0629 fe°.0349 = 25428

Iglo  =3,20586 colgf,  =1,9371
IgA 9 =1,6990
colgtg29 =0.2356
Ig A X =2,0166
A A =103,9

Nelle applicazioni fatte non si & mai tenuto conto della variazione di £ dovuta
ad una variazione di X, di 9 o di C per cui si sarebbe dovuto calcolare il valore

= 'yrAA+irAC
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Ora se la variazione di p dovuta ad una variazione di X e di C é trascu-
rabile, non altrertanto si puo dire quando varia 9, quindi per essere esatti nel
caso dell’'ultirao problema si dovrebbe calcolare

e quindi

b) Applicazione.

Spesso avviene di dover calcolare il coefficiente di forma di un proietto ser-
vendosi di risultati sperimentali.

In questo caso, come si vedra in seguito si calcola la traiettoria per archi
successivi avendo calcolato un primo valore di » risolvendo il problema.

Dati V, 9, X, C, Soe (@ dedotto dalla tav. Vili determinare i.

V, 9 ed X sono sperimentali quindi calcolando la traiettoria per archi
col valore di i ricavato si dovrebbe trovare il valore di X sperimentale. Cio diffi-
cilmente si verifica, ma si trovera un certo A X; il valore di i esatto sara i -f- Ai
ove Ai viene calcolato con la relazione:

AA , A
A = — tc--7-—
da cui
. AA
Ai=
A fc-
Esempio.

Cannone da 75/45.

V = 800; 8= 0,978; C = 1,185; f« = 3104; X — 7000; 9 = 6058"; 3= 0,892

Calcolato i, si & trovato : = 0,602, ripetuto il calcolo per archi si & avuto
X = 7080; determinare i esatto

80 0, 602

Al= 7080 fc-

15 - Variazioni dell'inclinazione.

La seconda f;emula del tiro:
= E/(<) - /1 (V)]
puod essere scritta
J ,Da+ *')-/ (Do) ~ fo9- tg6) = 0

differenziando rispetto ad x', Ds e
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poiché
' = _ N
V(DO x) = 23 - 0%
o
T (Po) = I
avremo
u S r " 4+ (~# ST - T - ) - c /N
ora
-ir Hr - -4Rr
AK) F

x[Cigli, (ig9- H{6)]=

- G @e)r ~ 21T« o+

+ -2Cg ’9

2cos29p /. ff — sen 9 cos 02 <99 ~NC!

o (te2-c8) S Er-g A

“r— (tlg? —tg6) sen29dig9 +

m 2~ JL {dtS9~ dtgQ

quindi sostituendo nella equazione primitiva si avra:

2pcos*9 . [ dx dc'\ f 2gcos29 29 )

r- cos* 6 { x c'J " 1'2c0s20 V2 ) K(V)

| _EEM2. (flgp— /g6) Isen29 /g9 +

2coCs 9 (dtgy —ditg§ = 0

ricavando ”"ig 6

m'S6= - VST ua + (a€n> -'cp + 'se)4dr

+ 1Tjsp-fF v G o )GoV V1~ [s¥ 2»«e»-

dividendo tutto per
tgz — tgb

1Y ‘s»



313 -

e sostituendo agli infinitesimi le differenze finite si ha

Alg6 gx A x
tge— tg 0 v2c0s20 x {tge — tg 6) +
/ tg<sr — tg e\ AC'
\ v2c0s2G(tge — <4 0) tgc—tgQ) C
o/ ew Ex \ cC AV
" \ vz cos20 (tge *- tg0) I'2cos2 9 (%e — tg0) / *A'(P)
- (sen2* - 1IN - fg0 )@+ gHAT=
.......... fenA*  « sen2 A, e 1 ]J A? =
c0s29 6 T~ C0SZ29 6 €0S29 tgc —toQ
r 2sen 9COS9 sen 9 2sen 9C0S9 sen O 1 j A9
| c0s29 COS 9 C0S29 cos 0 R29 J tge— tgo
......... - [2/92p- 2tg9tge - (1 + /929 ]
quindi
ACO 1—/9g29 j-2 9A 0 . g* A X
tgE— igb tg Z— tgo V2Cos20 (tgE— tg0) X
f gXx g9 —fg0 J_AC_
| r2cos20(tge — 0) <gE-»0 J C
f ex gx 1 Av
[ e2cos26(<Ee— 0) K2c0s29 (sge— *g0) J A’ (K)* — K
Ponendc
, tg9 —<e0 , 1 r
fam- iE7/=tpr - 1+ 77 “
perche
tg9 —tg0 __ ipp—Ipz+tg e—tg0 n
tgZ — tgo tgE tgoO /2
c0s29 cos 0 — sen29 cos 0+ 2sen 9sen Ocos 9
n ) —tg29 — 2C 9/90 _ cosXDcos0
tgr.— 190 cosg P9
cos29cos 0
c0" 29c0s04-sen29sen 0 cos 29— 0
cos 9sen (9 — 0) seri (9 — 0)cos 9

Porremo ancora:

p ig
1 1'2c0s29 (<ge — /<0)
p = il
3 r2Cos2Q(/ge — tg 0)
quindi sara
A ts6 ., . . AC’ o Ax . . AF
- fT = -~u o, 9 + fo,c—--- 77 io X— — (o, -—p—
essendo
le,* = P=; le,* = 3 Fec-= £f3— £2

Fe, V= {F3- F) «lvy = ¥2 D 0400
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Con le formule ora trovate si possono calcolare le variazioni delle inclina-

zioni in un punto della traiettoria, date le variazioni dei parametri e lo sposta-
mento del punto.

Se il punto si sposta su una linea bisogna eliminare A * per mezzo della
equazione della linea e della formula trovata.

Cosi se il punto si sposta nella linea di sito, poiché abbiamo visto che
AX _ A dad-fre -y S f v A

. . A x . R R
bastera sostituire a —— la sua espressione e percio sara

ANO A C'
- fe,, (A.u A? + fc- ~ +A~) +fo,v~ =
— \Adfd,<F — 4 »fvfd.c-] A9 + Cloc — /e* /c) — b

+ (fo,V— fo,* /<) —p-
16 - Variazioni dell’angolo di caduta.
Se nella formula generale delle variazioni poniamo per e = costante
e= 0 0= - © X = A v= U

si ottiene la formula di variazione di co, cioé notando che

A I—t‘29+ 2tgoth

, tg9 — K6
sara
I—Qo—2<90
o fo, v o
{ A1 6,9 2C0S29 ,, COS- 9 — Si:ll-y 1 r-__ i—tg-9
/? e /0,* ~ow sen 2 9 3 c"s- 9 /i Co (0] n* QO 3
Inoltre
fo.ifc- fe.c-= F3(i — - (F3- F)
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percli'.:
F2=1+ g

quindi

fe.xfc- — fo.c =i — (F3— i)
poiché

" fot»K[V)(I + f* a)

sara

iy= u k W)(tT + 1 ~ 771 ) =

=77X m ~ -F-) (F* = 7777)

qu:ndi

fe.*fv — fe,v = F3i/0k,1€/\'/(F§— F) — \(/|:§_ F.)
/? HP« Fj_. f, 3
fok (V)2  4oRMY T THRRBNY N fok(V)
X k (r)

per cui sostituendo si otterra la formula generale delle variazioni

Atgto , COS2p/ 2iA" \1 AD
-lsen2™+ -7 r(w iTTAN-DjFI™ +

L f . / 2N t\1— 4-

+ «© \ C/Jsen 2co jj C' o+
I ¢ tg<p r _2gA’ 2pA | 2"A" \1AF
AfK (F) cojv%en 29 U2sen 200 \ v3sen29/J F

Applicazione.

Cannone da 149/35 - Granata inglese.

Dati: F= 415 X — 7000 = 20°49' = 270 U = 256
Determinare lavariazione di o per A9 = 1°

Dalla formula

Ag'u f cos29/ 2g X 1 A .
o —OMN20F 5 (Flanz e 1)3'555-9 I
1 [T ( ~"X — rii _ AC' a-
"r r/geo \17=sen 20 N Cc ~
i c' tg9 I 2gAr ZgX t 29 x y AF

A7TAT (F) <Eco [ V2sen29 £7*sen 2co \ F2sen 29/ F
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essendo variabile la sola 9 sara

Ai,io , Cosz2C f A9
igei [sen2<p + - 7izr \U2sen2w - 1)] cos29

Ig 2 = 0,30103 | 1 = 2,9952
lgg = 0,99145 fet 1= 0,47643
IgX = 3.84510 IgA @ = 2,24180
colgDrc = 5.27556 colg cos* 9 = 0,05864
7 AN , D
fe uzsen 2o = 0,413x4 B 2277687

Igcos2 = 1.87356 2fA" )

°\U_Sen2m [J = 0’20112 b~AsenTw ~ 2,5 9

colg Ig co = 0,29283 - 1= 1,589

cos 29 TN
o [m 1= 036751 § At'a  _ 5 77687
IgtgOi = 1,70717
lgu - 2,40824
A w = 248404
lgu> = 4,81648

lgsen 2w = 1.90796 Alga -- 0,03048
tgiu = 0,50954
feDe = 472444 tg o, = 0,54002
sen 29 = 0,6644 @, —28° 22

COS 2 tf. . = 23308 A ® = io 22

tg o !

17 - Variazioni della durata.

Per determinare questa variazione consideriamo la formula che da il tempo.

1= -C
[+
e che puo scr.versi
%% T(De4x) T (DY—o
Differenziamo rispetto a -~7—; V'; D0 e sommiamo i differenziali parziali:
d j_ f (Dc+ x')dxl- [T (Du+ x)- r (DO]d)O= o
ora
= *)y = -l = - |089
T (=T (Do+ *) = -I £
1 dv
(Ee) = -7-; dD°= — -p-
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Sostituendo si avra

icosp!dt , dcos9 dC"\
~C' \T + cos9 C~)~
cos9 N (dx dC' \ , \cos?9 1] 1 dV_O

~ Mcos 0* \Xc C~] + lvcos6 V\ K (V) ~~V~

dividendo tutto per

/cos 9
C
di sen 9d9 dC X dx
t cos 9 C vtcosO x a-
X dc: c c 1.i_dv _
u/cos0 C' vtcos O Vitcos AIK (V) V 0
da cui
- = _ _ A +
g9A P Vtcos 0 : Cﬁ !
X k x \ X X 1 C Al
vtcosO x [i"/cosO Vtcos 9 xK (V) V

Se ora poniamo

t X E'
e i /COSO0 4
F =
5 I'/cos9
hv = ¢
V= (FA- saa (k)
AC' = F X
si avra
Al . ) ., Ax . AC' . AV
— = gpAWP+/(,*—- - /J«c- TN Jaxn =TT -
Per il punto di caduta si avra
0= —w, *= X; t= T; v— 1
per cui
AT . . . AA , AC' , AV
—jt~ — ig <?&<? — ir, X ~x fr.c — , jry —p-

T4= VTcos &

_ X
5 V Tcos 9



Problema i°.

Determinare la variazione del tempo corrispondente ad una variazione di C'
supposto che il punto si sposti sulla linea di sito.

Nella formula della variazione del tempo

quindi sara

Occorre ora esprimere la variazione di x in funzione della variazione di C
in tal caso é

\ X LA C
X m C
per cui
Ai _ AC' , c
| It-xJC e T of
ma
It.c - it, X
quindi
41 - (fuir ~ fu + 1) = }iu(fr - x) +1j44-
je>=i — -
A< 1 \ o, i AC’ / . i, \NAC
tu it cos O
1 g9 — £
/, gt — /m; 1)
quindi
Ai 1 Ilg9 — tge X ) AC’
1 ( tge—/ 6 ;lcoso) C
cioe .
sen (9 — e)
At ] cos9 cose X |l AC a;sen (9 — e) j AC
i 1 sen (e — 0) tvcos fil C ( .tsen (e — 0Jcos 9 j C
[ COSE COSO 1
se e= 0

= (T- Vwr \VAE
T \ t'lsenuj C'
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Problema 2°.

Determinare la variazione della durata A T corrispondente a A 9 e A C' tale
che la gittata non cambi.

Ponendo AV — A A"= o poiché la gittata non cambia sara
2A? , AC
0 - TAT + tc'~C~
AT

= A2 A9 —f1c -

ricavo A 9 dalla prima

. . AC' te2q
A9 =-h~cr-~-
per cui
AP «. .. igh-wo P |AC_
T* “ % 9~T/AT /C+ /rc' (~C~ ~
t-Y te29<€” . _ <9 Vac
ITl'coso 1 2 \ tea)/) c
\ A 1 . [teth—t«9V AC'

~1+T%2* »w(" » )i “ =
(Cr'cosZz + 7 te29 (te“ - 9)- *4r

Applicazione sul Problema i°.

Cannone da 149/45.

X = 8000 9 = 16° 29’ 0 = 25°2' T = 24,3 [7 = 272 8= 0,927
A = 1000.

Si vuole A T quando si passa alla quota di m. 1500 (8 = 0,879) e spara
cori lo stesso angolo.

Ig X = 3,90309 X te 9 _ 08464
UT sen o '
k k 9 = 1.47U 4
colg U = 3,56543 1 - [-U)1(ts’e‘n g,-_5 = 0,1536
colg T = 2,61439 o .
. iy (! XKV |= 118639
colgseriw = (37351 6 Ulsengi)
X In9 IgAS = 2,68124
bUTseng 192756 colg 8 = 0,03292
kT - 1,38561
kK AT = 1,28616

= 0,193



Applicazione sul Problema 20.

Cannone da 149/35.

X — 8000 9 — i6°29' o= 2542 U= 272 8 0,927
Dt terminare la variazione di durata nel tiro alla stessa distanza ma con
S= 0,879 — 1500)
In questo caso restano invariate A' e I', varia C' e corrispondentemente 9.
AT AC'
TU costo - 729 (g0- 9 - | c’
ove
A C_ AS
C "S " J9£7
4' A’ “ 390309 /geo ~ 0,46701
colgT ~ 2,61439 ) = 0,29590
SR e W
colgeosm = L, /g (ilg co - /9 9) = 1,23328
lgtg 2 f = 1,81196
N TU coso. = 0.,12575 colg 2 = | .69897

lg~ tg29 (tg~ <£9) = 2,74421

= . 1~ 0,3913

7 0’ cos 0 = D3358 I:d ...... 1 -
al = i.59251
72?7 (lgO- f99) = 0,0555 IgAS = 268124
A colg 8 - 0,03292

tg29 (tlg®- /g9) = 1,3913 )

e 2 19°T & 2,30667
IgT = 1,38561
lgA T = 1,69228
AT = o0

18 - Variazioni delle velocita d'arrivo.

Dalla 5ft formula del tiro
7lcos 0 = ucos 9
differenziando logaritmicamente si ottiene:

dv dcos O llu dcos 9
1 cos O cos t
Ora dalla
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si deduce

~ = ~ dD{u) = - K («dD (uy= — K (ud(@o+ x') =
= -K(u)d Do-K (« dx'
ma
Do = A(J:) dFV
quindi

— = k@A T geatird

quindi la relazione trovata precedentemente diventa

— tg'pd<? + tgddQ =
= {Pdaf)-vsalirp-Kkhyxtex 9OV K ) 4V

e ponendo
roso
cos 9

e sostituendo agli infinitesimi le differenze finite si ha:

Ki ec»s8\
Il rcoso \ A X A C c.oso

L =fgQAQ-tgoA9- KX LAY YTl ey + — Ky~

F

In questa formula compaiono A 0e A x che debbono essere eliminate mediante
le formule che danno i valori di queste due quantita.
Per il punto di caduta la formula diviene

.1 ucosuw\
b([UCOSO\—v (A A AC AN cos .9 /

A U , ) . a . A _F
-y -= tg*Aco- tg9A9- K [— — ) > - — )t A(Fj F"

Problema.

Determinare la relazione fra le variazioni di g e C' necessarie per ottenere
che la componente verticale della velocita di caduta non vari supposto che non
vari la V.

Cido equivale a dire che deve essere
U sen o> = cost.

Differenziando logaritmicamente

dU ~ dsenu q
U sen o

21 — Balistica esterna - Volume T
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cioe
du
U 2~ tgos

Ma dalla formula generale che da A U per AV =

= 0 si ha:
MJ A\v . 3 -,/Ucusu_\A‘/AX ACo
. = /gtiAti-/*9A9-tf (-~ ~jcrhf c7 /
e d’altra parte
A <2 to Cos2 ¢ / 2C A’ \I  A© ,
/Eﬁo sen 2 V + ~—tg~oT~ { UZsen 200 - 1) -os 17 +
+ 15 . Ax { M+ T A E _
~od tgoo \ 1/2sen 2co / c'
A A’ N 2 A © , A C " 2 A9 A C ' i A C°'
A — <?29 +/c¢' C' ~ '( tgi9 - e /a C'
AAT AC' tge /2 a9 A C'o\
A’ C' ~ tgG \«29 C' j
Sostituendo a U il valore o si ha
Gi
I Ucos o 1A x AC'\
-~ =AW -i - x|
{?Gl utw IggA(p /fv cos 9 ,1(:' i X a )
cioé
A i
tgd
i4__tp2_iAW:-Le.|: \ X (AA ACTA
gl tg e ) a T c )
ma
A A A &' g9 /2.9 A C 1
A ' /oG \/"'29 c /
quindi
FrRE Kk *Fn + * §

Eguagliando il valore cosi trovato con quello dato dalla formula trovata
nelle variazioni di o sara:

dohg 4 K{UEEFYE, 90 TR AL

<p + = -
sen2 LF tg gi \C—sgn EG I)/:I Cos29
_ te? / 2gA" i A d"'  _ 5}

tggi \t/2sen22gi I C



O= J2- |[f-65§>d{3_\\/ o _ mzusstfl I n"t _ jj
ov (I\*>sa3nl X X-1z J*3
Uesco | [/ @soo \ 3 0T Crz uas Q| ray>
6V (lvwso°ni X xsz J*1800 ' a
0= fl(ASOT vV <2+ | _ QENgeds. @ 7
3V Illosoo/]/" x -Yaz ]
(f1 coz U3S 5/2 \ to5; , I
4~ TS AR, w + 4 .00 JLf2II
r <dzuos ;y \<osoo fi) ' aussj *y
,3 D ( *>0 \, i /T we tU3S«/7\ «*£ _
3V 16~ Y \pjsool2 / /%,
0 ;s00] / »> * 4z Wu)S _
ay |\ X3z | *zs0° |

*£* _ib. ( \x + 4v *3
4y z ot) y \n soofi)



CAPITOLO XIII A

FORMULE DI VARIAZIONE NEL CALCOLO
DI TRAIETTORIE PER PUNTI

1 —Problema |I.

Supposti fissi i valori di V, e 6 determinarele variazioni deglielementi x, v,
t e v nell’estremita dell'arco dovute ad un errore di C'.
Questo problema si risolve impiegando le formule

Ay—AngO aia 1/ AC' . AV "
y xlg ~9ry fc! Q@ h fv y [i1
A *g6 i a .t AC . ANV .. AV
Igs Ro Aoltovro i /0c op fsx X+ foy 'y [2]
A2 oA ot fta 2t e AS ar2Y [3]
Ae / rcos0\ A x AC \
V cosy )}@i X c' )
/v cos O\ 4]
\ cos9 / Al
+
nelle quali AF = Ap= AG = o.
In questa ipotesi la [2] diventa
AX . AC'
Io* z —foc
e poiché fos = Fs foa = F3— F2 sara:
f,AIl = (f3- f24~"-
cioé
= _ 2 AT eoe 2 = q-p)-AT
che fornisce lo spostamento orizzontale del punto.
La [1] nella ipotesi precedente diventa:
Ay —A* 0 ., AC’
y—=+ 0 —'C C
ma
, O—<ge _ 2tge—<g9— e

'C tge— /g0 e—1tg0
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Sostituendo e dividendo tutto il i° membro per y si avra:
Ay A*<£0 Ay AXx X Ay Ax tgb
x y H6 y Xtgt
i X tg8 i----- xta i - ©¢
y Yy
2 e—tgpP—<g6 AC
igc— tg6 C
cioe
Ay Ax lte6 2tgc—tg9 —ig6 AC' tgt— tgO
y X tgc tge— tg 6 c' tge
da cui
Ay Ar 6 . 2<e— 9—tg0 AC
y xtgec T tge c
A x . ~ AC . .
ma ----- = (i — B 2% quindi
X G
Ay _ / AC r AC'\ I»0 2igs—tgp—tg6 AC
y ~ \¢C C ) tge + tgc —C ~ -
i [/ AC' _ AC' , AC' . AC' .. AC'\
quindi j
Ay 2tgc—tgg — F tgg AC'
y tg* c7-

che da lo spostamento verticale del punto.
Dalla equazione che fornisce la variazione della velocita

/ ccos6 \
Av 4_a_ iX1 VCOS e X tax AC"'\, \ COS<« A v
K(V)
ponendo A 9= AV = AG= o si ha
Ai 1lvcosO\ a 1Ax AC'\
\ccs9 / C | * C' j
ma é,\x(l —1-) _r_._ACC quindi
Ari v.(vcasQ\ x N AC' ~/vcos6\ x r AC'
N~ e CF ~ I1“F- ~-C'-=A (~s9 )~ -F-C"-

Finalmente dalla

INE A . AV
i— — tgpA 9 — Fic 2 1 ftj, L v L
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ponendo AV =A¢g=0

At Ax AcC
—T“ == /l.: T /t.C‘ ¢

ma Il,x = F4 /l,C’ = F‘ — 1 quindl
AC AC AC
— =F(—-F) -~ (F, 1) - =[F 0~ F)~F 41]-5—=
=(F,—F,F—F +1) 55 = -FF)£L.

posto FF, = F;
At
Tt

= (I - F‘) —AZ.C,:—’-

Si pud dimostrare che i nuovi fattori F ed F: sono fattori di tiro.

2 - I nuovi fattori di tirve.

I nuovi fattori F ed F: possono esserc espressi in funzione degli elementi
finali dell’arco.

Abbiamo visto che F = F. ma

F,
: D { o — 43¢
=X —_— == XL 2 =
F, 7 I+ toe—150
= fge— U0 +tro—tge  s27—£0
tge— 120 T tge—1180
—_ .
Fy= t2cos20 (fge — 150
quindi
lee— 0
tee— 230 r2cos20
Fe=—— T = T (te @ — 12 0)

T3 cos?0 (s7e ~ 10 6)
Analogamente Fy = FF,

t2¢ns? 0
F _ éz‘ﬁ

F,= - %

¢= Vicoss -

- (tg ¢ — tg 6)

quindi
r2cusi O x
Fom — 0 2o — 180 gy

ox

Fy == Ti;se (tre —t20)

Questi fattori potrebbero anche esser espressi in funzione degli ordinari fattori
di tiro, ma cid per noi ha poca impertanza.
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a) Applicazione.

Dati; vV =17981 9 -30° Ig Q = 0,27623 n= 2

Calcolato fig per la resistenza ennesima questo e risultato
(0 = 1,1270
Col calcolo per archi si € ancora avuto:
* = 935.9 v = 530,3 t = 1*479 v = 661 0= 290

Determinare gli errori che si commetterebbero impiegando invece di Pg cal-
colato il valore di p in ia approssimazione cioe

P= s
cos 9
In questa ipotesi dato che
P— Tosp 1,1547
risulta
A p = 0,0277
AC Ap 0,0277
(o} p 1,1270
per cui
, AC ,
>s I~ = 2,39056
Calcolo di

AX = (i_ F) _AE con +™L _£2 _ 1lcos20

- = -3 T"— & 9-
/gil =2,82020 tg9 = 0,57735
Ig costi =1,94182 g 0 = 0,55431
lg(acos Q) = 2,76202 lgp— /90 = 0,02304
Ig (vcos 0)2 =5,52404
colgg = 100855 F = 0,8391
colg = = 302877 1—f = 0,1609
~Nte 9-  6)= 2,36248 /g1 - i) = 120656
lg /fm = i,92384 / -A-éc-.- = 2,39056

lg x = 2,97123
NA T = 0,56835

A* = ~ 3.7°
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Calcolo di
Al . L AC
-f = (*--~0"er-
igilcos 6 =2,76202 Fi =0,9185
colgg =1,00855 1—F, =0,0815
colg/ = 1,83003 lg(1 — Ft) = 2,91116
igVst-isHi = 13fri* h+g- - 2.39056
IgFt =1,96308 c
Igt =0,16997
IgAt =3,47169
A/ = 0,0030
Calcolo di
AV rr (vcosO\ x p AC'
~V~~ \cos9jC ~C
Igv cos 6 2,76202 =0,000331 lg ~-=0,27623
colgcos o = 0,06247 \cos 9 / 6» P
L HCOSO 5 &oaag %/{-r(cio_sojt _ 4,5|9g3 colge = 1.93753
JgC' =0,21376
ficos6 = 667 s kty 2274 colg C' = 178624
cos 9 u°7's igF =1,92384 lgx =2 271H2p
cr =- 2339056 Zoft = 2,75747
lg v = 2,82020
ZgAF =0,41190
AV = -2,58

Il calcolo potrebbe essere ripetuto assumendo per @il valore all’'estremo del-
I'arco cioé
£ h K(V) 1
bl SO K (u) cosO
In tale ipotesi si troverebbe
P= 1,0996

e ripetendo le operazioni precedenti si avrebbe:

A Xx = 3,66
Ay = 206
A» = 256
A /= 0,0029

e poiché nel calcolo precedente si & avuto

Ax — - 3,70
Ay = - 209
Av = - 258
A /= - 0,0030

si vede che la media dei due valori ¢ appunto il valore trovato assumendo il
Pg della resistenza ennesima.



—_ 379 —

3 - Deviazioni dovute al vento.

Uno dei problemi secondari della balistica esterna riguarda le deviazioni che
subisce il proietto per effetto del vento.
Il problema €& quindi il seguente:
«Supposta nota la traiettoria d’'un proietto nell'aria in quiete determinare le
variazioni:
A x (f) Ay (@) Az (i)

negli elementi x y z quando il proietto e soggetto all’azione di un vento di intensita
e direzione note.

Il problema fino ad ora non ha avuto una soluzione soddisfacentt per le diffi-
colta che presenta non solo analiticamente ma anche perche non si & sempre d’ac-
cordo nei criteri da seguirsi per la determi-
nazione del vento.

Il metodo adottato da Siacci suppone
il vento costante sia col variare del tempo
che col variare del punto nello spazio.

In altre parole il Siacci supposto il vento
costante ed orizzontale ha risolto il problema
riducendo il calcolo delle perturbazioni dovute
al vento a quello delle variazioni dei parame-
tri della traiettoria VvV e '9.

Infatti se consideriamo una traiettoria di Fig. 74
velocita V ed angolo di proiezione 9 e sup-
poniamo che sul proietto agisca un vento orizzontale nel piano di tiro di intensita
W, questo come effetto fa variar» 9 perché tende ad abbassare la traiettoria: e
variera anche la velocita orizzontale.

Le variazioni di 9 e V saranno (v. fig. 74).

Ag= " "y ° AV — — Wecos9

In questo caso la variazione delia A’ sara rappresentata da

AA= W T_ viALi’co*uP-/» c°s 29)

od anche

AA' = W, TTfI - 2fLIJ(/.c0329 /’Z—c0329)/

Il vento perd non sempre si mantiene costante in grandezza e direzione, nel
caso di vento variabile si puo sostituire ad esso un vento fittizio detto «vento
balistico » di direzione fissa e d’intensita costante.

Il prof. Burzio, studiando la questione del vento conclude che la migliore solu-
zione € quella di prendere un vento balistico d’intensita media aritmetica dei
valori che esso assume alle varie altitudini e che vengono periodicamente misurati.



— 33° —

Presso alcuni eserciti stranieri il vento viene misurato alle varie altitudini e
per tener conto delle diverse durate di permanenza del proietto nei vari strati,
I'atmosfera viene divisa nei vari strati e si applica ad ognuno di essi un partico-
lare coefficiente.

La media ponderale dei valori del vento per i vari strati dara il vento balistico
medio.

Nel caso di resistenza quadratica

it-T
quindi

A X=W .T[X-]=

La componente normale del vento ha come effetto lo spostamento del proietto
fuori dal piano di tiro.
Se W, é la componente normale del vento sara:

. , A
A= WA\I B Vcosg)

Le tavole di tiro contengono due coefficenti di correzione Cwxe Cw, che danno
le variazioni in gittata ed in direzione (in millesimi) per effetto di un vento della
intensita di i m/s.

a) Applicazioni.

Obice da 75/13; V = 350 x = 6000 9 = 27°ic/ T = 26,6 C' = 1,425 deter-
minare i coefficenti di correzione Cnxc Cu.

Cw, = W, (t_ Vcos 9 /
Ig X = 3,778i5 T =26,6
colg V = 3.45593 A =1Qo
colg cos 9 = 0,05135 veos 9
Chv> — 7-3
Vcoso — 1.28543 r V> 1 2
Cw, = WfT - -pj — (>C0s29 - t, cos 29)|
fg A" = 3.778i5 colg/2 =1,83920 Zg[......... 1 =1,31048
colg C =1,84619 Igcos29 =1,76253 /fg_jL__ =1,28543
4'/0 3.62434 Igfvcos- 9 1,60173  /~.suinma =0,59591
; Il r" o Ncos= 9 = °>3997 AT 1= 3,94
° f* 0,1608 jvcos29 =0,6041 1 COS9
h i i.88380 j9o ~ f 29] 0,2044 T - 208
v ~ 1. yvcosj9 ~ fvcos = 0, _
Igcos29 = i ,89730 Chx = 227

lg fv cos29 = 1,78110



CAPITOLO XIIlI B

CALCOLO DELLE VARIAZIONI COL METODO G. H. M.

1 - Generalita.

Siano date all’inizio di un arco di traiettorie le variazioni AV e A < lungo
I'arco verranno ad aggiungersi oltre alle accelerazioni principali ged /(@ anche altre
accelerazioni perturbatrici dovute a variazioni nei parametri delle traiettorie.

Si tratta di determinare le alterazioni che ne derivano alla fine dell’arco con
la condizione che l'arco perturbato abbia la stessa ampiezza dell’arco primitivo

pit un incremento A0 cioé

0= o0, O0-fAO0

Per risolvere questo problema si decompongono le accelt razioni perturbatrici
in due componenti: una diretta secondo la verticale che da fin go ad una varia-
zione A g della gravita, l'altra diretta secondo la tangente che genera una varia-
zione nella ritardazione A / (V).

A queste perturbazioni, che si possono chiamare determinanti vengono ad
aggiungersi quelle dovute alla ripercussione di Av e di Ay sul valore della resi-
stenza ed anche di cid & tenuto conto nel calcolo definitivo delle alterazioni.

2 - Equazioni differenziali delle variazioni.

Partiamo dalle equazioni di S. Robert che scriveremo nel modo seguente:

_ dx
A |
d fi
y:7¥:- t igd
ds [
5" do gcos 0
i = dt
T 4o cos O

mentre l'equazione e.H'odografi; pud essere scritta, dopo aver poste

d(vcos0) = pvdO

da cui
d (r cos 0) de
rcos6 COSs0
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cioe
ik(vcosej-pJdti.
Tki7 ' -0°g,c°s6)-
quindi:

(logvcose) = -~0-

Le equazioni delle variazioni si ottengono differenziando logaritmicamente
le equazioni precedenti, per cui si ottiene:

dj/gvcoser _fp_ erfe
(lgvcosB)’ p
Dalla

9

si ha, tenendo conto del solo valore assoluto,

e per le altre, sempre tenendo conto del solo valore assoluto,

dy' dv dg . dtc6 _ dv ~g , dB
y 2 v g tg 8 2 v g cos*6(g d
_ dv dg . 2do
T —f kgmo
ds’ _ 2 dv de d cos O
r £ cos O
= 2— L + tgQdQ
- == — + tg0do
a) D eterminazione delle variazioni nella ncosG.
Dalla

+ * = + +
- (tlg?l Ic§(>56)vv _pL tg 0dQ

che puo essere scritta:

~ dlc(rcosO)

7 5 le);:
7/0

T + N 0

si ha

dllg(hcos G = [ o f-lgo<6 dlg (vcos G)

»
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ed integrando questa equazione fra (ucosO)o e (acos0), si ha:

dIg (v cos 0), — d Ig @mos O)o = | -f tgGd 0Jd Ig vcos O
Poniamo ora

E = Ig, (vcos 0)o— lg, (vcos 0), = [Iglo (v cos 0)o— IglO(v cos 0),]

con
M = lIgloe = 0,4343
viene
d E = dlg,(v cos 0)o— d lg, (v cos 0),

quindi

+ dlg, (vcos 0)o— dlg (vcos0), = dE = JN + tg®do'j dlgv cos 0

L 'integrale pud essere calcolato, applicando il teorema della media, quindi

dE = . ftg6d 6}1n (lgvcos 60— Igvcos 0,) = AE

dove

A=("+tgQdQ)m

Ne deriva che

dE:A

Ora conoscendo le variazioni e (g6d6 all’inizio e alla fine dell’'arco,

puo calcolarsi il valore di A, che é

221 % (-T-). + (-T-), + « + N>
dove

q-— ars 7o' N — tgo are 10

quindi, passando dai differenziali alle differenze finite:
~e~ ~ (-T-). + (-T-), + »<*» + ")
b) Determinazione di v
Per avere la variazione della velocita ricordiamo che:
[Iglo (v cos 0)o— IglO(Vcos 6),]

E = Ig, (vcos 0)o— Ig, (vcos0), = ~

ME = Ig,0(vcos 0)o— IglO(vcos 0.)
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Differenziando e sostituendo le differenze finite ai differenziali e considerando
A00a AO0,

Ag AfO A cos e0 Ar, A cos 0,
Do cos 00 1/, COSo,
=4\0- - "\ + 0AG = 40 - Il - fgG.) A0 =

ma si é visto che
N = tgtiare io’
quindi ponendo

AN = Na— N, — {tgoo— tgo0,) areio’

RE = -A18 Al g AARFT
2

t'o V,

da cui si pud dedurre — —

c) Determinazione delle variazioni nelle x, Y, a, S

Si e trovato che

dx' av dg
o~ J~
con
< = dx
T de
quindi
dx
d do , i/ dg
< \Y; Y
de
cioé
Nd ox
Analogamente si ricava
*,y:(lz_di/ dg . 2d0 \,
&5 = [2-N— + tg Odti'j ds
~ (~V-mme- |--MgO<Z6)<«

Integrando fra l'origine e la fine dell’arco ed applicando il teorema delle medie
si ottengono i valori cercati per i quali, sostituendo le differenze finite ai differen-
ziali, si hanno i valori A”7j, A7y, A@l), dove Ax= x, — x0; Ay =y, — y0;
At—t, — tOessendo, xQyO tOe x, y, i, rispettivamente le coordinate e i tempi
relativi all’inizio ed alla fine dell’arco.
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Per A(dy), la quantita da integrare diventa infinita quando una delle estre-
mita dell'arco ¢ il vertice della traiettoria; pero, anche in questo caso, l'integrale
non ¢ infinito poiché basta sostituire a dy la quantita dxIg6 nel qual caso si
ottiene:

dv do

Ildy+’— d x

c°s O

. f
dX_!Z .

L’integrazione approssimata delle formule suddette fornisce quindi:

A= [20 —G]A~

Aia?) = [20 - G]Ay + jfmA

A(j9= 20 —G £ qNnjAs [2]
A~NH= [ — G gNn\ A t

avendo posto:

D= I (Ai . AD, |
t. J Nm = _NO+ N,
i [Af + A ’
2 1 f» gl 9 im — Lax L.
j are io'
c0s26

d) Determinazione di -Al e -AL.
e p
Conoscendo le perturbazioni di cui si cercano gli effetti si scomporranno,
come si & detto prima, in perturbazioni assolute verticali A g etangenziali A /(i) =
= A (gp) per cui si avranno le perturbazioni relative:

Ag A/ _ Ap , Ag
g /(r) p

Pero le variazioni Av e Ay dell'arco danno luogo ad ulteriori variazioni sul
valore di p definito da

e—dyi
px-r cui
L= mDoav—ady=v L0 4 —anay
AP _  _Ad aAy E3j

Quindi, se nella formula ora trovata si sostituiscono a ~ e Ay i valori ricavati

dal calcolo delle variazioni di i4 approssimazione, € possibile determinare
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€) Calcolo diretto di

Se teniamo conto delle perturbazioni secondarie, (sopradette), e poniamo per
le sole perturbazioni principali (determinanti)

I’equazione gia trovata in precedenza

puod scriversi tenendo presente la [3]

2 = 2D+ no +» (4 H - *(Aya+ Ay)+ 2qNm

D’altra parte si é trovato

per cui eliminando A E tra queste due equazioni:

2DE + WO(-4 4 ,E + « (4 L)IE - «E (Ay0O+ Ay.) + 2E qNm=

= 2 m- 2-~"-M —2qMAN

2DE + («,E-2M) + (»E+2 # )4 + 22(MN + WAN)
—aE (Ay0O+ Ay) =0

Dividendo tutto per E

2d + (nO- --7-+ (. + 4 r~)4r + 29 + ~ir AN)"
—a(Ay,+ Ay,)=0
da cui
/ 2M \ A, ( .M\ Ai,
(-£- - ~ ('m+ -jr) ~ =
2D —a(A)0+ Ay.) + 2?2 (Nm+—f— A /v)
Posto
%2 —0 «0
" 2 Af
-= p— ">
si ha

Po(4t~) ~ Qar.)= 2D~ a(A + Ay)+ 2QN~+ -ir A
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Se ora si sostituisce a A)\ il suo valore dedotto dalla
A(y= @d>- G Ay —gLmAx
cioe
Ay, = Ayo+ A

e si pone per 2 il suo valore

20) = - N+ AiL;
i

lo

si ottiene una equazione di i° grado su Alilr la cui soluzione & immediata,

3 — Fonnule pratiche per il calcolo corrente.
Poniamo per semplicita:
P,-fkAy =P 2D GdAy = A
Q,—aAy—Q —g— AN —alLnAx=B

—A—g@Nm-fB)C

risolvendo la equazione di i° grado su -Al si ottiene

Ad, P AV , 2aAy0+ C
ili Q ilo 1 n

Si ha cosi Arli conoscendo & e Ay« dall’inizio dell’arco,
Le altre variazioni si calcolano con le formule [2] dopo avere calcolato 2 E.

4 - Correzioni locgitudirali per variazioni di pressione e di temperatura.

Il calcolo di una traiettoria per archi viene fatto ammettendo che la densita

vari con la formula:
S= e~y

con h = 10—4
a cui corrispondono le variazioni seguenti per la pressione e temperatura:

*
B = 8896e t0O — 139,6

r

T = 341°6 —528¢ O

Ora una variazione di pressione e di temperatura comporta una variazione
nel S e quindi in /(d) e meglio in

p= AAA

sa — Balistica esterna ¢ Volume I
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per cui avremo, tenuto conto della presenza di B e T nell'espressione di 8,

essendo AB = B, — Bi

T i- - T2 LT-T.-T.

Volendosi una buona precisione puo essere tenuto conto anche della umidita
dell’aria ed in tal caso la temperatura assoluta viene corretta mediante la rela-

zione:

essendo j — sF.

5 - Correzioni longitudinali per I'influenza della temperatura tu F (0).

Nella soluzione dei problemi del tiro si assume F (u) tal quale ¢ dato dalla
tavola relativa. Studi recenti hanno dimostrato che la funzione F (n) varia,

anche con la temperatura.
Se si indica con To = 288, la temperatura assoluta media alla quale si ritiene

siano state calcolate le tabelle di F (v), e con T la temperatura assoluta dei vari
strati dell’atmosfera attraversati dal proietto, si & trovato

AF AT

(-v)

e questa relazione da modo di calcolare, per una traiettoria calcolata, le altera-
zioni dovute all’effetto della temperatura su F (v) con le solite formule generali,
tenendo presente che

e prendendo per T i vari valori dati dalle tabelle che forniscono la variazione della

temperatura con la quota.
La variazione di F (v) da luogo ad una variazione di / (V) e quindi di

'>»>> = p
per cui
Ap
p
essendo
AT=T- To
ma giacche
Ap _ AT
P T

sara in definitiva tenendo conto delle due perturbazioni

Ap AT . AT n \ n AT
- == t~+ t~yl- —)=- T ~t~
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6 - Correzioni longitudinali per la velocita-angolo di proiezione e peto del proietto.

Indichiamo con AV, A9; A/ﬁ?) A?

nell’angolo di proiezione e nei peso del proietto.
Il calcolo delle correzioni per la velocita ed il peso del proietto € riportatoai

casi precedenti.

le variazioni nella velocita iniziale,

7 - Perturbazioni normali al piano di tiro.

Occorre riferirsi ai tre assi coordinati OA' OY 0Oz (fig. 75).

I primi due sono quelli finora considerati, tuttavia il piano O XY puo
nel caso piu generale, fare un piccolo angolo 70 col piano verticale che con-
tiene la velocitd iniziale V (pia-
no di tiro).

Il terzo asse OZ é perpen-
dicolare ad OX e verso destra
quando si guardi nel senso del
movimento del proietto.

In queste condizioni, se
indica con e, I’accelerazione per-
turbatrice secondo OZ, le equa-
zioni del movimento trasversale

saranno:
giz = ecos Gesentj j
[1:
d2z _ . .
gt = —Pgcos Gsentj-fe j

7 essendo l'angolo che il piano verticale contenente la tangente nel punto cor-
rente M della traiettoria, forma col piano OXY.

Noi ammettiamo che ¢ sia e resti piccolo, che cioé si tratti veramente di
perturbazioni trasversali.

Le equazioni precedenti possono allora scriversi:

dz
. t *vcos G
di

(2

d (t, * v o'd 6)
n

= pg7cos G-f e

Essendo Tp il valore iniziale di tj si pu0, nel second’ordine in rapporto alla
differenza (B— 7p), ammettere che i valori dell'angolo 6 e della sua proiezione sul
piano di tiro siano coincidenti, ri ha allora, per le equazioni del movimento prin-
cipale (componente secondo OX)

d((vc.s0)

a p *g *cosl [3]
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La seconda equazione del sistema precedente puo quindi scriversi, dopo svi-
luppata la derivata

VCOSB—dd'E7| = g
oppure:
dri _ . er ro,
di 'u

essendo u = vcos O (velocita orizzontale)
Integrando la [4] si trova

5=%+ ] (4 )a 5]

ed applicando il teorema del valor medio

[«
Per ricavare la variazione A z, notando che
dz= rteu «dt = rt edx [7]
e sempre per il teorema della media
A= (4 )4 [8]

Se si vogliono calcolare le variazioni non piu arco per arco ma direttamente
per un punto qualsiasi (t, xt), si portera nella precedente espressione di dz il
valore di > calcolato.

Si trova cosi

dz = 70dx + dxf (4) dt [9
ed integrando dall’origine fino al punto fissato sara
2, =7]0%, + j'dxj (~)dl [10]
ed integrando per parti si trova
* = 7o*, + *. /m(4)dt- fi (fjx ut [11]
Questa seconda forma presenta il vantaggio di sostituire ad unintegrale doppio
due integralisemplici, ciascuno dei quali a sua volta pu0 essere calcolato con il

metodo dei trapezi, quando si conosca la legge di variazioni di (~-j e di x lungo

tutta la traiettoria.



CAPITOLO XIV

GRADUAZIONE DELLA SPOLETTA

1 - Formula della graduazione.

Sia G la graduazione di spoletta in millimetri o divisioni che in una data
traiettoria corrisponde al tempo t, e sia G + dG la graduazione corrispondente

al tempo t dt
Se ¢ & un coefficente dipendente dalla spoletta ed r la velocita di combustione

della miccia sara

Se la velocitd di combustione della miccia fosse costante si potrebbe inte-
grare l’equazione trovata e si avrebbe

G — GO= crot

essendo Go la graduazione corrispondente al tempo zero e che € un numero ne-
gativo perche la graduazione m® fa scoppiare il proietto fuori della b. d. f. a
causa del tempo impiegato dalla fiammata a propagarsi attraverso i vari foconi.
La formula trovata é impiegabile solo con spolette meccaniche nelle quali r
rimane costante.
Ma poiché r varia sara

G— GO— f crdt
J O

E percio necessario conoscere la legge di variazione della velocita di combu-

stione della miccia.

Le cause che influiscono sulla r sono molteplici ma la piu importante é la
pressione atmosferica.

Vi influiscono ancora, ma in modo minore, levelocita del proietto, lalunghezza
di miccia contenuta, lostato di conservazione della spoletta ecc. ma per ora
supponiamo che r dipenda solo dalla pressione e quindi dalla quota. Da espe-

rienze si e ottenuto
r=ro- ry [i]

essendo rOil valore di r nell’'origine della traiettoria ed / una quantita pratica-
mente costante.
La formula della graduazione diverra quindi

G — GO= Cecrdt=crat— f crydt 2
Jo Jo
cioe
G — GO= crQt— cr' JI;)ydt
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Se costruiamo una curva che rappresenta la legge di variazione del tempo
con la y otteniamo un diagramma analogo ad una traiettoria il quale pero ha
il vertice piu vicino all’origine che al punto di caduta.

L'area compresa fra I’asse dei tempi la curva e l'ordinata y« rappresenta per
I’appunto

fa *

Disponendo quindi della curva dei tempi si pud mediante un integrafo cal-
colare

f.ydl

e quindi trovare il valore di G.
Pero questo procedimento € alquanto lungo perché per costruire la curva dei
tempi € richiesto un tempo notevole e poiché il termine

cr'j ydt

¢ assai piccolo, perché r' @ molto piccolo, si fa piu presto sostituendo all’ integrale
una formula approssimata che permette il calcolo della graduazione.
Se quindi il punto di scoppio & prossimo all'orizzonte, |’'area rappresentata da

j ydt

differisce di poco da quella racchiusa tra I'asse dei tempi l'ordinata y, ed un arco
d: parabola con I'asse parallelo all’asse delle y, passante per l'origine, per il punto
di scoppio e d’altezza uguale all’altezza massima della traiettoria (fig. 76).

In tale ipotesi applicando la formula di Simpson

iNydx = -nr¥- tw+ 4yt y9)

poiché
y0= o; y,=Y; y3=y,



sara

Jjrdt =i (4y +y) [3]
per cui la graduazione sara

G- r,=cut- crr~ 4V +vy)
cioé

G-G, »«m /(! w

con la quale si puo calcolare la graduazione in funzione di tutti gli elementi noti.
Se lo scoppio-deve avvenire in un punto molto lontano dall’orizzonte la formula
trovata non e piu applicabile e, se non & possibile dedurre il valore di

J yai

mediante una integrazione grafica si pud ricorrere al metodo seguente:

Si sostituiscano alla curva delle durate due archi di parabola con asse parallelo
ad Y aventi entrambi il vertice comune con quello della curva e passanti I'uno
per l'origine e I'altro per il punto
di scoppio (fig. 77).

La Y e lay, sono le ordinate
del vertice e del punto di scoppio
cui corrispondono i tempi Ae U
e posto

id —G —t,
I’integrale
\I' y di
¢ rappresentato dall’area OV PQ la quale si scinde in 2 parti OI'A e VPQA.

Poiché I’area di un segmento parabolico € 2/3 il prodotto della base per I'altezza
sara

OVA = y Vi: VP QA = 3, td+ ~ (1 - V)
onde
ya=J YUA-d— F )=y Yts+ vy Vy. (- /) -
=i/ 02y + (1 -i)] [5]
Se fosse 9 < 0 le formule precedenti non sarebbero applicabili. In questo

caso si sostituisce al diagramma dei tempi un arco di parabola col vertice in O e
passante per il punto di scoppio.
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Allora I'area

ydt=y U—j yt = -jy,i

e la formula della graduazione risultera

a) Applicazione
Cannone da 152/50
F- 540 Ar= 10.000 y.= 6= 6= 323 Y = 1367 B = 700 m/m
Spoletta mod. 99.
Determinare la graduazione della spoletta.

G—(@=rr,/ 1

Gu= —o,7
Per B = 700; -9:394: r' — 0.00072
6 _ Vi = 60 »c = 1,99344
:g[ ] = 2,96426 4Y + Vi = 5525 Igr. 0,90285
gr' = 4.85733 raY sy _ : = 1,50920
colg ra = 1.02715 o~ g _0"0'705 ‘ol — = 244369
=0,9294 R ° :
_ —g4874 - [ ] =0, G- G, = 277,8
G = 277,1

2 - Formula ridotta.

Delle quantita che entrano nella formula delia graduazione t, Y, ed y, sono
date oppure si calcolano con le formule che abbiamo visto precedentemente.

CGo ¢ sempre negativo ed € dato da una apposita tavola per le spolette in
servizio

Go = - 0,7 div. per le spolette Mod. 99

G —-1,3millim. » » da 65 Mont
G —-14 » »  » Mod. 06
G =-15 » » m da 149 A camp.

Per le moderne spolette mod. 36 e mod. 32 si ha:

Spoletta mod. 36 ¢ = 0479
Gu= — 2
c 1,223

Spoletta mod. 32
= —20

Teoricamente, il valore c € dato dalla tav. X X1 ed é stato dedotto dal disegno
della spoletta; pero, per un calcolo di G tale valore non serve perché in ¢ conglo-
beremo tutte le cause di variazione della velocita di combustione della miccia:
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quindi c viene ad assumere le stesse caratteristiche del p del i® problema del
tiro e si deduce sperimentalmente eseguendo un tiro, misurando G e quindi
ricavando c dalla formula

G-G.-*ro((l-£AT+1i)

in cui tutto é noto ad eccezione di c.

I valori di To e di ri sono contenuti nella tav. XXI: ri & leggermente varia-
bile ma non & difficile dedurne un valore medio tra I'origine ed il vertice della
traiettoria.

Il valore di S & sempre tanto pi'ccolo per quanto sia grande la Y quindi
il termine

M 4y + w
ro 6

€ assai piccolo. Percido non & necessaria una approssimazione molto grande nei
valori di Y di Vi e di ri.

Ancora ys e generalmente piccolo rispetto a 4 Y e quindi lo si puotrascurare
mentre per Y si pud adottare la formula del vuoto

Y =y A'"(tgp-f tgo)

essendo A’ la gittata, 9 ed <Ogli angoli di proiezione e di caduta.
Inoltre per tener conto dell’errore commesso nel trascurare y, sipu0 porre

ig9 = tgw
e quindi
Y = :A |goo

per cui la formula della graduazione diverra

[6]

a) Applicazioni;

A’ =10.000; oo = 30°54"; <= 32,3; B = 790 m/m; c= 0,985;
= 9, 394! r' = 0,00072
Igl- = 5,88448 =2,47549
coly 6 =122185 K- (1 — [e=]) = 1.96544
Ig X S igG-G, =2,44093
/r/g ® =1,77710 £ =275,3
~NY 1% A = 2,88343

ZA'/geo = 0,0765
[ [ ] =0,9235
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3 - Influenze delle cause secondarie.

Il movimento del proietto influisce sulla combustione delle miccie per spolette.

Da esperienze fatte con granate a pallette da 149 G munite di spolette d’assedio
mod. 1886 (che era la stessa spoletta mod. 1899 a tre giri di miccia) e lanciati dal
cannone, dall'obice e dal mortaio dello stesso calibro risulto:

i° che aumentando la velocita di traslazione del proietto, aumenta la
velocita di combustione della miccia, e che I'aumento é sensibile, quando la velo-
citd media di traslazione supera i 200 m.

2° che forse la rotazione del proietto fa diminuire la velocita di combustione,
tanto da neutralizzare I'acceleramento dovuto alla velocita di traslazione quando
il passo delle righe scende a soli 15 calibri;

3° che quando il passo delle righe & di 55 calibri (cannone da 149 G) il
secondo membro della formula della graduazione deve essere moltiplicato per

* .- +55( "y

V ed V essendo rispettivamente la velocita iniziale e la velocita di caduta.
Dalle stesse esperienze risultd che la velocita di combustione delle miccie
per spolette mod. 1886, che corrisponde alla durata di combustione t, si ottiene
moltiplicando il valore di r, dato dalla tav. XXI, per
10,3362

R~ = 1,010
+%>94

Quindi se si vuol calcolare la graduazione della spoletta mod. 18S6 o mod. 1899
tenendo conto della variabilita della velocita di combustione col variare della
graduazione della spoletta e della velocita del proietto, si dovra moltiplicare il
secondo membro della [4] per K1 K2 Questi due fattori sono poco diversi da 1; il
primo K ne & maggiore, il secondo ne ¢ minore, e si approssimano insieme alla
unita col crescere della distanza.

Risultato analogo si otterrebbe molto probabilmente sperimentando con altre
bocche da fuoco. Quindi si pud ritenere che la formula [4] dia risultati prossimi ai
veri, sebbene essa formula sia stata ricavata con ipotesi non conformi alla realta.

Vi sono altre cause che fanno variare la velocitd di combustione delle miccie.

D’estate le miccie abbruciano un po’ pit rapidamente che d’inverno, ma
I'effetto della temperatura deU’aria e piccolissimo. La mistura di cui e formata
la miccia si altera col tempo, per cui, coll’invecchiare della spoletta, la velocita
di combustione della miccia va diminuendo fino ad un limite che raggiunge dopo
alcuni anni.

4 - Variazioni della graduazione della spoletta.

La variazione € funzione dei parametri della traiettoria e di rOossia della
velocita di combustione della miccia.

Le piccole variazioni di G si possono determinare con un procedimento ana-
logo a quello seguito per determinare le variazioni di a e di t
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Si noti pero che la quantita
1 - * _ _ *
eyl o Y6 ;

varia assai poco in modo che si pu0 ritenere costante e trascurabile.
Si presentano quindi 2 problemi:

5 - Problema |I.

Trovare la variazione A G della graduazione che corrisponde ad una varia-
zione Ay dell'ordinata del punto di scoppio senza variare la traiettoria.

In questo caso, poiché la traiettoria non varia, restera tutto costante ad
eccezione della durata di scoppio. Essendo:

AC Aro . At
G —r,a r, t
e
Ar0— 0
sara
AG At
G-Go t

Si tratta percio di determinare At in funzione di Ay, tutto il resto restando
costante In tale ipotesi sappiamo che

dy _
P Vv sen r@
cioe

A _ Ay

t visen O

ove v e 6 sono riferite al punto di scoppio, e quindi incognite. Per calcolarle
in funzione degli elementi U, Oe T del punto di caduta, sostituiamo all’arco di
traiettoria compreso fra punto di scoppio e punto di caduta un arco di parabola.
In tal caso, per una nota proprieta del moto parabolico, il tempo che il proietto
impiega ad andare dal punto di scoppio a quello di caduta &€ uguale a quello che
impiegherebbe a cadere liberamente lungo la verticale, quindi se yseé I'ordinata del
punto d; scoppio ed U sen ca la componente verticale della velocita sara:

U sen (0
e quind:

UTT (o

Dobbiamo ora calcolare vsen 0



Notiamo che

tizy d (r sen 6)
a'lz di

integrando tra il ponto di caduta cunsidurato co:n; origine ed il punto di scoppio

vsen0 — Usen o= — gt

cioe
vsen 0 = Usenco T S—
U sen to

quindi
AG Ay,
G — GO vtsen O
con
i— T — ; vsen 0 = U senco------ T

Visen to

Usen to

Le tavole di tiro contengono in una colonna le variazioni d’altezza di scoppio
dovute ad una variazione di graduazione.
Tale dato e calcolato mediante la formula sopra esposta cioé

Ay,= &GN V tsen 0

a) Applicazione.

Cannone da 149/35 - Granata a pallette.
Spoletta Mod. 99 - X — 7000 G — 210 GO= — 0,7 vy 42.
Determinare A G per Ay, = I18m. 0= 263 T = 24,7 m— 26™20'

K y* = 1,62325 T “24.7 Ilg Usen @ = 2,06694
colg U - 3.58004 —% _ _ 036 Usenm = 116,67
colgsen @ = 0,35302  Usento ’ B,
J _ 24]1 34 V sen to ACH
B Uent = 5.55631 < vsen0 = H3 |4
G & - 2107 Igvsen 0 = 2,05362
' | =1 2
Ig (G — Go) -= 2,32366 g 3863
KAy > = 1.25527 lg"tsen0 = 343994
colg vt sen 6 = 4,56006
IgAG = 0,13899

A G = D4
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6 - Problema IlI.

Trovare la variazione della graduazione A G corrispondente alla variazione
dell’altitudine dell'origine della traiettoria, supposto che y» V e 9 siano costanti.

In questo caso rO e funzione della quota dell'origine, e inoltre, variando B,
variano C' e il tempo.

Supposto sempre che

resti invariato perché molto prossimo adjTur.o sara:

AG Ar0 AN
G — GO

si calcola molto rapidamente e facilmente coi dati della tavola X X1 perche

Aro n —ro
fo
Per —— invece consideriamo che variando C' varia x e quindi
A c
Esprimiamo in funzione di AC': se y e costante, Ay =0 quindi la
formula generale delle variazioni:
diverra
AxigO0 , AC
y—xm6' ~ C
cioe
£~ /,fi \T'
ossia
1 ac
* tgO ,c' ¢
e quindi
tge—1tg6 .
fae fc--/u + i) -cC
ma

2tgE— tu9 — / m6
tge—tg6 lir£E—1tg0
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quindi
rA« \t. ( 2/«e—/09—/'6 , , . AC'
R CARN G (¢ SV I S
At [. 2tgE£—tg9 |AC
« K" Jj ¢

ma eSSGndOJIX — -J % 6 Sl avra:

A/ ( ~ 2«ee— «i9 | AC I * , ,1 AC

« | vtcos 0 die I c: — 11 i/sene N sE c7-

Passando da una localita all’altra, la variazione di C' € dovuta esclusivamente
ad una variazione di 8 quindi

AcC S, - S$*
c
per cui
A G _ »<,- » | S0-8* | *
G — GO + 8" | riseno 721" n

In questa formula /, », 0 vengono calcolati col metodo indicato per il problema

10 cioe
— _ *
/=T t/S%noj

vsen (— Q= Usenw — Usend

Volendo evitare quest'ultima parte del calcolo, se y, € piccolo si puo porre,
invece degli elementi del punto d’arrivo di ascissa x, quelli del punto di caduta

avente X — x quindi sara

AG _ _An f X i 9, i AS
G— GO ro | TxU,senw0| 3

a) Applicazione

Cannone da 149/35 - Granata a pallette.
Spoletta mod. 99 V — 406 X -- 8500 9 -- 28°52' x, -- 8431 ¥$ - 55

c= 36°51" V =261 t= 331 £ = 675 6' = 287

AG 10 |~
G — G. vtsen Y {2*98' ?)

ts= T

»sen (— 0)= Usenw — - —
( ) Wsen a U sen o
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Determinare il coefficente (‘e corrispondente a A B — io mm.
n —re= 0,086
Igu = 241664 kg = 0,99145
lgseno = 1.77795  igy* = 174036
IgJsenw . = 219459 COlgUSe)to = 3.80541
k U sé‘ﬁu = 0,53722
igy = 1.74036 [é. V%
colg X - 4,07412 ¢ Vsen< = D54577
tgtge = 3.81448
igt = 0,0065 Igx = 3.92588
21ge = 0.0130 colg vsen O = 3,8i53i
tgf = 0.5513 colg/ = 2,48479
2tgc- tg9= 05383 k 2tgz- tg9) = 1,73102
It ] = 1,95700
N° = 0,9057
1- N = 0,0943
U sen a = 156,5
ey,
V sen al 3.5
e vsen 6 - 53,0
T = 33,10
Y, _
Vsen o 0,35
u = 32,75
AB
ig-g- = 2,17070
lg(i- N° = 2.97451
AB
B tl* Visino (2k* tg<p) = 3-14521
[ ] = -0,0014
—n = 0,0094
o
A = 0,0080
0—GO
ce = 2,30

9.170



CAPITOLO XV

EFFETTI DEI PROIETTI

1 - Penetrazione nei mezzi solidi.

Un corpo che venga spinto da una forza continua in un mezzo solido omo-
geneo e sufficientemente esteso da potersi considerare come indefinito non ha altra
resistenza da vincere che quella offertagli dalla coesione delle molecole costrette a
separarsi.

Questa resistenza varia con la sezione e la forma del corpo ma se la velocita
non & grande la si pud ritenere indipendente dalla velocita.

Quando pero la velocita sia forte, come si verifica nel caso dei proietti, la resi-
stenza non pu0 piu considerarsi indipendente dalla velocita perche, oltre a vin-
cere la coesione delle particelle al proietto viene sottratta energia che viene tra-
smessa alle particelle del mezzo; cio é dimostrato dal fatto che il foro non é cilin-
drico ma € tronco conico.

Per lo studio della penetrazione dei proietti faremo varie ipotesi e cioé sup-
porremo che:

1) al momento dell’'urto e durante il moto nel mezzo |’asse del proietto
coincida con la direzione della velocita, in altri termini che la resistenza sia diretta;

2) la superficie del solido sia urtata normalmente;

3) il mezzo abbia estensione infinita.

Nello studio viene trascurato il peso perche molto piccolo rispetto alle altre
forze in gioco.

Da esperienze eseguite risulta che la resistenza che un proietto incontra a
penetrare in un mezzo solido si pud rappresentare con due termini ambedue pro-
porzionali alla sezione retta del proietto S ed al coefficente di forma, dei quali uno,
costante, & dovuto alla coesione ed all’attrito e I’altro, proporzionale al quadrato
della velocita e dovuto alla forza viva ceduta dal proietto alle particelle solide.

In tal caso puoO scriversi:
p— S /a1 -fP

ove a e [B sono coefficcnti dipendenti dal mezzo.
A noi perd non interessa la resistenza totale ma la resistenza per unita di
massa (ritardazione), che si ottiene dividendo p per la massa vi, quindi

I p— £
m p p

ma
P dr



quindi

de _ _  fi na . i re

. roooal

—_ = - | . = - - -

- ~ "'I+an E 0 ta(l -fPV2
Conglobando tutte le costanti in a sara

Y Oli P .
zt= ~ ¢ (I+ p» M

che rappresenta la equazione del moto del proietto in un mezzo solido.

2 - Formula della penetrazione.

Chiamando con x la penetrazione alla fine del tempo t poiché

dx
v— Ut

sara
dx — vii

ricavando dt dalla formula trovata precedentemente e sostituendo:

Crdv
"X~ ~ ai(i-fftry

che integrata fra l'origine ed un punto generico da la penetrazione

r*n C_rv v dv _ C n 2S1/ dv
Jo aiJv i+ &1 2aifi JuU |

dove U indica la velocita del proietto al momento del suo ingresso

nel mezzo
solido; quindi

Cc r+0ri2
*= «Vb | + !

La penetrazione totale si avra per v — o quindi

A=vmr '« =+ PN

Volendo passare dai Ig in base e a quelli decimali:
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3 - Determinazione dei coefficienti.

I coefficenti @ e ydipendenti dalla natura del mezzo sideterminano speri-
mentalmentemisurando le penetrazioniA, ed X2 ottenute in uno stesso mezzo
con uno stesso proietto ¢ con velocita U, e U2 Si avra allora:

A

I1IS» il + 2?2 U>)

A% = b» (* + PUN
da cui

Ai. = xS« + V)
Aa (i + PU2)

dalla quale si ricavera p; e questa sostituita in una delle relazioni di X, ed A,
ci permettera di ricavare anche vy.

In questomodo sonostati ricavati i valori di y e di p per differenti mezzi
ripartiti nellatav.XXI1l, usandoproietti sierici per i quali i = 2.

Coi proietti oblunghi sono state fatte poche esperienze dalle quali si puo
dedurre che la penetrazione si pud calcolare con le stesse formule e coefficenti del
proietto sferico quando si ponga anche per essi i = |i.

4 - Formula pratica della penetrazione.

Il coefficiente p ha il valore di 0.04i5 per tutte le murature e 0.Czo per tutte
le qualita di legno, per le terre p varia da 0,085 a 0,030.

Ora se il mezzo resistente non &€ uno di quelli contemplati nella tav. XXI1I
occorre determinare y e p con un metodo lungo e sproporzionato allo scopo, per
cui non si commette un sensibile errore adottando P = 0.0”s per tutte le terre.

In tal caso la formula della penetrazione diventa:

a = iga(i + pn
ponendo i = 1, ¢ p= 0,04 = si lla
Y—Cylglui | jooJj — (-1 [3]

essendo
A = /g0ji + 7 ( )

tali valori di A sono contenuti nella tav. XXII.

Quest'ultima formula si estende anche alle murature ed ailegnami purché
per y' si mettano i valori dati dalla tav. XXII.

Per i vari mezzi aumentando y' aumenta anche laperforazione apari C ed U.



Applicazione.

Tiro a granata a b. p. con I'obice da 305/17.

Si vuole la penetrazione del proietto entro terra argillosa, quando la velocita
d’urto sia U = 312.

Dalla tav. XXII si ha y' — 3,436, dalla tav. XXIIl A — 0,769, quindi

h; C = 0,583
Igi - o0-s536
/gA — 1,856
/gX — 1,005
.Y =in. 10,1
5 - Durata della penetrazione.
Dalla equazione
dv i ,
di (1 + pt7)
si ha
gt — _ ¢ ti
a2" T+ Fv
e posto 1=1
C ru av
*0 2 J v 1+ f»**
da cui
C 1
/= aret>(Uv']') —aretg(tVF)j

oc\Vp

La durata totale si ottiene per v= 0

arc/g 17VP )

o Vii
Essendo fi = 0.00005
a = 3N -3t6
- 50001 5
e ponendo
la formula della durata diventa
T—y nCX [4

essendo X in gradi ed

av'Vfc 180
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Applicazione.
Dati U = 312 e Ig C = 0.583 determinare la durata di penetrazione della

terra argillosa.

IgU =2,494 ISn = 4-°3°
IgVT = 3.849 /«Cy' =1,121
/gigX =0,343 = i-8i7
X = 65°0' Nr = 2'968

T = 07093

6 - Effetto dei proietti contro muri in cemento.

Gli effetti ottenuti sparando proietti d’artiglieria contro muri in cemento
vennero per molto tempo calcolati con formule della balistica razionale con le quali,
mediante I'introduzione di coefficienti dedotti dall’esperienza, si ottenevano risul-
tati largamente approssimati.

Tale formule vengono dedotte con ipotesi semplificntive, alcune delle quali si
discostano poco dalla realta, mentre altre non sono generalmente ammissibili
(es.: resistenza diretta durante la perforazione).

Daltra parte i coefficienti sperimentali dati da apposite tabelle si riferiscono
a tiri effettuati con proietti troppo diversi da quelli ora impiegati ed a conglome-
rato cementizio avente caratteristiche che si scostano troppo da quelle delle

moderne costruzioni.
In base a quanto sopra si pud dedurre la necessita di effettuare esperienze

sistematiche per determinare la facoltd di penetrazione contro opere fortificate
dei moderni proietti d’artiglieria.

Numerose esperienze vennero in proposito gia eseguite fino al calibro 149 e
da tali esperienze sono state dedotte le considerazioni che seguono:

I tiri sono stati eseguiti contro muri in cemento armato costruiti secondo i
dettami della tecnica moderna e contro piccole fortezze.

Da essi si pud senz'altro dedurre che il cal. 149 con modeste velocitd d’urto
in genere non é sufficiente per la distruzione di opere aventi spessori dei muri
laterali e superiori di 70 - 100 cm. ed il cui muro frontale & protetto da una massa
di sassi disposta alla rinfusa e di notevole profondita, caso questo che si verifica
generalmente nelle fortificazioni moderne.

Non ¢ il caso di fare affidamento sull’efficacia del tiro di sfondo contro i tetti
di tali opere, perché la probabilita di colpire & molto piccola, mentre generalmente
non & possibile sparare ~contro i muri laterali, nei quali sono ricavate le feritoie
delle armi nemiche, giacché tali muri sono protetti da un prolungamento del
muro frontale, comunemente denominato «orecchio »

I moderni sistemi fortificati aventi nella prima e seconda linea opere piccole,
che effettuano solo tiri fiancheggianti, se non impediscono all’artiglieria dell’attac-
cante di avvicinarsi molto alle linee difensive, sono peraltro di difficile distruzione
per la piccolezza di esse e per la possibilita da loro offerta di una buona protezione
frontale mediante mucchi di sassi che rendono praticamente invulnerabile I'opera

almeno dai calibri inferiori al 149.
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Le granate perforanti da 100 e da 105 sono efficaci contro muri di notevole
spessore, se lanciate con forti velocita iniziali, pero la loro azione € resa quasi
nulla dalla massa di sassi coprente il muro frontale.

La loro efficacia € invece notevole se si colpisce in pieno una feritoia anche
chiusa, caso questo pero di difficile realizzazione data la scarsa probabilita di col-
pire, a meno che. I'arma sia posta a non oltre 800 -1000 m. dall’'opera da abbattere,
nel qual caso si possono avere uno o due colpi in pieno sparando da 20 a 30 colpi,
compreso |’aggiustamento.

In ogni caso occorre avere osservatori ben disposti e che permettano un’ottima

osservazione.
L’opera pud essere neutralizzata, se non distrutta, con tiri a gas che rendono

inservibile il forte se questo non dispone di mezzi protettivi, ed obbliga a tenere
chiuse le feritoie.
Per tale azione danno buoni risultati con poca spesa, anche le bombarde ed

i mortai pesanti della fanteria.
La recente esperienza di guerra ha dimostrato che bocche da fuoco di calibro

relativamente piccolo ed inferiore al 105, impieganti proietti perforanti con forti
velocita iniziali, hanno una grande efficacia siacontro cupole in acciaio che contro
muri scoperti di cemento armato delle fortificazioni.

Contro tali muri, se verticali, I'efficacia di queste bocche da fuoco & notevol-
mente superiore a quella degli obici e mortai anche di calibro rilevante; e tale
efficacia deriva sia dalla forte velocita d'imbatto del proietto, sia dalla maggiore
probabilita di colpire.

Si noti infine che il costo del colpo singolo dei cannoni di piccolo calibro e
notevolmente inferiore a quello degli obici di medio calibro.

7 - Efficacia dei proietti semiperforanti contro muri in cemento aventi caratteri-
stiche costanti.

Le esperienze si dovrebbero riferire a prove contro muri in cemento armato
della migliore qualita contenente 350 kg/m3 di cemento Protland, ottima ghiaia
di fiume, colato mediante evibrazione »

Le opere devono subire una stagionatura di almeno 4 settimane, lI'armatura
deve essere costituita di maglie di 30 cm. di lato con tondino di acciaio nella
quantitd di 80-90 kg/m3

Particolare cura deve essere messa nella scelta della spoletta, inquantoche
se essa hon & munita di ritardo, fa scoppiare la granata prima della completa pene-
trazione e se i! ritardo & eccessivo il proietto penetra, poi rimbalza indietro, scop-
piando fuori del muro.

Per ogni tipo di proietto dovra quindi essere studiato un apposito
ritardo.

Di massima, il ritardo dovra avere durata compresa fra 0,1 e 0,2'. Con una
approssimazione sufficiente per la pratica, si puo ritenere che la profondita di per-
forazione sia calcolabile con la formula

A'tinn.= 001 D =V
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essendo X la perforazione in cm,, D il calibro del proietto in cm. e V la velo-
cita d’'imbatto.

La formula, evidentemente serve per I'imbatto normale; se questo e obliquo
la profondita di perforazione diminuisce e precisamente la perforazione con imbatto
di 300 dalla normale & 0,60 di quella a 90°, con 450 ¢é 0,30.

Tali effetti si ottengono evidentemente con proietti semiperforanti, giacché
le.granate dirompenti non hanno alcun effetto di distruzione sui muri di cemento
armato.

Se lo spessore del muro, in relazione al calibro impiegato, € troppo grande,
il proietto pud perforare il muro dopo una certa penetrazione e cioé distaccare
dal lato opposto una specie di cono di materiale che assicura la completa perfora-
zione del muro.

Secondo esperienze si puo ritenere che si abbia la completa perforazione del
muro se il suo spessore € uguale alla penetrazione totale del proietto moltiplicata
per il coefficiente 1,5.

Nei riguardi della costituzione del cemento delle opere, I|’'esperienza dimostre-
rebbe che la penetrazione aumenta di circa il 20-25 % nel cemento confezionato
a mano invece che col vibratore, del 50 % nel cemento pozzolanico. Il cemento
armato contenente ghiaia basaltica offre una resistenza superiore del 5 % rispetto
al buon cemento vibrato.

8 - Perforazione delle corazze.

»

Agli scopi tattici & del massimo interesse avere una idea, sia pure approssimata,
del potere perforante dei proietti e del potere resistente delle corazze alle varie
distanze di combattimento.

E evidente che la resistenza d’una corazza di spessore limitato & tanto pil
piccola quanto piu piccolo &€ lo spessore di essa.

In questo caso perd non sono applicabili le formule trovate precedentemente.

Fra le varie teorie riguardanti la perforazione delle piastre la piu attendibile
e quella del Tressidder.

Secondo questa, quando un proietto senza cappuccio urta contro una corazza,
sulla punta di esso si avrebbe una pressione che il proietto riesce a sopportare
fino a che la velocita d'urto non raggiunge un valore limite chiamato: prima velo-
cita critica.

Superata questa velocita si ha la rottura della punta del proietto.

Aumentando ancora la velocita, il proietto si frantuma sempre piu minuta-
mente ina cresce anche il tormento della piastra tanto che raggiunta una velocita
chiamata velocita di stretta perforazione a proietto rotto si ha la perforazione
della piastra.

Aumentando ancora la velocita, si perviene ad una terza velocita critica
alla quale il proietto senza cappuccio perfora la piastra senza rompersi.

La teoria del Tressidder non sempre & vera. Esperienze recenti avrebbero
dimostrato che per piastre di corazzatura in acciaio speciale a forte resistenza e
con proietti che hanno subito uno spinto trattamento termico, puo verificarsi
la rottura del proietto qualora venga aumentata la velocita iniziale pur aven-

dosi sempre la perforazione.
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La questione ha notevole importanza perché ai proietti moderni non e richiesto
la sola perforazione della corazza ma & pure necessario che il proietto passi, rima-
nendo in condizioni, di esplodere, e ci0 per evidenti ragioni di efficacia, oltre la

piastra.
Quanto é stato detto riguarda I'urto normale, condizione questa che in pra-

tica non si verifica quasi mai.
Vediamo ora cio che accade col variare del piu importante degli elementi
in gioco cioé col variare dell’angolo d’imbatto, misurato a partire dalla normale

alla piastra.
Aumentando I'angolo d’imbatto dalla normale dovremo fare una prima distin-

zione a seconda che I'imbatto permetta oppure no alla punta del proietto di lavo-

rare nella piastra.
Se la punta lavora ci troveremo dinanzi al fenomeno della perforazione (a

proietto intero o rotto) in caso contrario avremo solo una lesione.
Si comprende quindi come tutto dipenda dal tipo di piastra e dal profilo della
ogiva (per i proietti senza cappuccio) e dalle caratteristiche del cappuccio per

proietti che ne sono forniti.
Le esperienze pratiche hanno portato a ritenere che per i moderni proietti

come angolo limite si possa assumere circa 50° dalla normale con un gioco di £ 5°
ossia se a e tale valore sara

O - 5°° db 5°

Quando I'angolo d’'imbatto e tale che la punta del proietto non lavora piu
si ha la lesione della piastra, fenomeno questo tutto diverso da quello della per-

forazione.
In questo caso le lamiere o le piastre si ingobbano senza rompersi e tanto

migliore & la loro qualita quanto piu si ingobbano senza rompersi.
Le corazze colpite con tiro di striscio resistono bene anche a proietti di cali-

bro superiore al loro spessore.
La lesione pud anche portare a fenditure e, con proietti di calibro molto

superiore allo spessore della piastra, allo sfondamento.

a) Perforazione.

Per determinare la perforazione sia a proietto intero che a proietto rotto ci
varremo della formula di De Marre

p VP- = 1530-' K :al5Soll
in cui

Vp — velocita di stretta perforazione

a -- calibro in dee.

p — peso del proietto in kg.

So -- spessore della piastra in dee.
K = coefficiente di qualita.

Naturalmente il coefficiente di qualita K sara diverso a seconda che si abbia
la perforazione a proietto rotto od a proietto intero e sara minore nella prima delle

due ipotesi.
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La formula di De Marre risolta rispetto allo spessore si pud scrivere

essendo M un coefficiente numerico.
Per un dato proietto cioé per dati p ed a sara

S0=Q V Vr

dove Q & sempre un coefficiente numerico.

La formula di De Marre presenta la maggiore attendibilita per spessori pres-
soché uguali al calibro del proietto.

Estenderemo tale formula anche a spessori sensibilmente diversi dal calibro
e, per correggere gli errori che in tal modo commetteremmo, non daremo a Q un
valore costante ma valori ricavati mediante esperienze.

Quando l'urto non & normale alla piastra, il caso & assai piu complesso.

Molte formule sono state proposte ma nessuna da risultati soddisfacenti.

Partendo dalla formula di De Marre

pVv2— K a'* SO«
si deduce

per un dato proietto.

Se ora ammettiamo vera l'ipotesi del Rusch adottata da Krupp secondo la
quale é utile per la penetrazione obliqua la sola componente della velocita nor-
male alla piastra si avrebbe, per I'urto normale

e per l'urto obliquo

da cui

ed ammettendo che nei due casi il valore di N rimanga costante si ha
Se = Socosl1<30

Abbiamo detto d’altra parte che

So — Q
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quindi sara
s6=qVv' cosl40= Q[Vcos0)14

Se si sono eseguite esperienze in occasione di collaudi, il che presso i poligoni
avviene molto sovente, e si sono misurate le quantita

V = Ve
0 = e
Se = Se

& possibile, basandosi su tali risultati, ricavare il valore del coefficente Q cioé:

Q 14
y/\™ cosms @C

Il coefficiente Q determinato in tal modo serve nei casi simili a quelli che hanno
permesso di ricavarlo. Anche se la costanza di Q potesse essere ammessa (e Ci0o
non & possibile quando le variazioni di O sono forti), si devono tenere presenti
molte limitazioni perche altrimenti si perviene a risultati assurdi.

Si potrebbe ora pensare che aumentando convenientemente la velocita d’urto
si potessero perforare spessori di piastra assai superiori a quello che effettivamente
viene perforato.

Esiste per0 sempre uno spessore massimo perforabile sia a proietto intero
che a proietto rotto e per quanto si aumenti la velocitd non si riesce a superare
questo limite.

Abbiamo visto che il coefficiente Q varia con 0 ma la formula che serve meglio
al calcolo della perforazione € la seguente

Sg — S0cosl4h 0

in cui A & un coefficiente numerico non costante ma variabile con 0 e che viene
dedotto con la seguente considerazione:

con 0= 60° non si ha perforazione, perché la punta del proietto non
lavora piu la piastra, quindi

cosAf= o
h 0= 90°
e poiché

Per I'urto normale

Quindi h variera in funzione dell’angolo 0 da | a 1,5.
E interessante eseguire alcune applicazioni della formula

Sg= Q (V cos 0)M3
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a dati sperimentali:

i°) Proietto senza cappuccio contro lamiere omogenee.
Perforazione a proietto intero ed in condizioni di esplodere.

a) lamiera da 40 mm. Inclinazione 300 dalla normale. Velocita di stretta
perforazione a proietto intero 306.

Ricavando Q mediante la relazione

9 - iFCOSUi K3
si ottiene

Q = 0,0137

b) Corazza omogenea da 70 mm. - urto normale - velocita di stretta perfo-
razione 430 m.

Q = 0,0133
Quindi Q risulta poco diverso tanto che, assumendo un valore medio

Q = 0,0135

e applicato ai due casi studiati si avrebbe

nel i° caso m/s 39,4
nel 20 caso m/s 71,1

2°) Proietto con cappuccio.
Perforazione a proietto intero

piastra da 150 0= 200

velocita distrettaperforazione 609-14
piastra da 100 6= 35°

velocita distrettaperforazione 547-53

Perd in tal caso si ha ancora una velocita residua dei proietti di 20 m/s per
cui calcolando Q con V = 590 nel i° caso e 530 nel 20 caso si ricava

per piastre da 150 Q — 0,0178
per piastre- da 100 Q = 0,0170

Ammettendo Qrodio= 0,0174 e applicando questo coefficiente alle piastre stu-
diate in precedenza si ottiene

-~calcolato == 1535

Acalcolato == 97'A
6) Lesione.

Data l'assoluta diversita fra il fenomeno della perforazione e quello della

lesione, a quest’utima non € possibile applicare le formule di De Marre né quelle
di Rusch per I'urto obliquo.
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Se si suppone che per la lesione sia utile la sola componente normale alla
piastra (vcos 0) potremo porre

S — H (vcos 0)"

in cui H ed a sono coefficienti da dedursi sperimentalmente.
Se scriviamo la formula sotto forma logaritmica

IgS = IgH -fa Ig (vcos 6)
e tracciamo un diagramma avente per asse delle x i valori di
Ig (vcos 0)

e per y i valori dello spessore strettamente lesionato ottenuti sperimentalmente
avremo una serie di punti che stanno pressoché su una retta.
Allora sara:
H = valore dell'ordinata della retta compcnsatrice al suo incontro con
l'asse delle vy.
a tangente della inclinazione della retta.
In genere a = 1,6 quindi

S — H [ycos 0)'8

9 - Applicazione al tiro di guerra.

Ricordiamo che le formule da applicare sono:
a) per le perforazioni (angolo d’'impatto da o° fino a 50° £5°)

S = Q (vcos 6)1”
b) per le lesioni
S = H (vcos 0)I'6

Si osservi che non é possibile tener conto dei fenomeni di nutazione e pre-
cessione del proietto poiché non & possibile conoscere questi angoli al momento
dell’urto.

Si ha percio incertezza di qualche grado nel valore dell’angolo di impatto il che
ci dice come sia inutile cercar molta esattezza nella determinazione dei coefficienti.

Dalle tavole di tiro si ha il valore di U e quello di

Occorre ora distinguere:

1) Bersaglio orizzontale.
Se lI'angolo di caduta & o, avremo 0 — 90 — @ quindi per la lesione sara

Sr= H (V sen co) €

Se le distanze sono grandi @ aumenta e ci troviamo nel caso della perforazione

per cui avremo
sp = Q {Vv sen co)-*3
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Se il bersaglio & leggermente inclinato di un angolo X come nel caso di cupole

0=g0o—a—X

quindi
S, —H [Vsen (@-f X':6
Sp= Q [Vsen (@-f X 'mi

2) Bersaglio verticale.

Se w é I'angolo di caduta e yj I’angolo che il piano verticale contenente |'ul-
timo tratto di traiettoria forma con la piastra sara:

Q (V cos mcos TH™*3
H (V cos mcos 7])1-6

Sp
Si

10 - Cappuccio.

Uno degli elementi per i quali i modernissimi proietti maggiormente differi-
scono da quelli anteguerra 19x5-1918 ed uno degli elementi che piu ha concorso
ad accrescere l’efficienza dei proietti ad urto inclinato & il cappuccio.

Le precedenti teorie circa il funzionamento del cappuccio ammettevano che
all’'urto, la reazione della piastra produceva il distacco della estrema punta del-
I'ogiva che a guisa di cuneo determinava rotture man mano crescenti fino a giun-
gere alla rottura del proietto.

Quindi il cappuccio aveva la stessa l'unzione di una cerchiatura dell’ogiva
del proietto.

Il cappuccio, secondo questa teoria, doveva essere fatto di materiale dolce;
inoltre non era necessario avere alcuna parte del cappuccio oltre la punta del
proietto.

Le dimensioni del cappuccio erano assai limitate; ad esempio:

Palla da 305/46

peso del proietto scarico kg. 422
peso del cappuccio. . . kg- 34.30
percentuale.......cccceenen.. M 3

Palla da 203/45

peso del proietto scarico kg- 119,650
peso del cappuccio. . . kg 6.7
percentuale........ccc..c..... 5.60

Palla da 152/40

peso del proietto scarico kg- 45.w4
peso del cappuccio. . . kg- 1,842
Fio. 78. percentuale.................. 4,02

Ma tali cappucci, ottimi nell’urto normale, si dimostrano insufficienti nell’urto
obliquo.
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Attualmente al cappuccio si richiede che:
1) nell’'urto obliquo tenda ad avvicinare l'asse del proietto alla normale

alla piastra;
2) attacchi la superficie cementata della piastra facilitando il lavoro del
proietto ;
3) protegga l'ogiva durante il i° periodo della perforazione.
Per ottenere questi scopi si sono accresciute le dimensioni e quindi il peso

del cappuccio cosicché:

Granata perforante da 203
peso del proietto scarico Kkg. nS,600
peso del cappuccio. . . Kkg. 14,700
percentuale........cceee.. 12,39

Palla da 152/53

peso del proietto scarico kg. 47,300
peso del cappuccio. . . kg. 6740
percentuale.........ccccee..... r4.4"

Il profilo anteriore & stato studiato in vista dell’angolo d’'impatto. Si viene
cosi ad avere, per ogni angolo d’inclinazione, un profilo ottimo.

Infine, per ottenere una buona azione del cappuccio contro la superficie delle
piastre e per conservareead esso la sua antica azione protettrice, si & costruito
il cappuccio con la parte anteriore ed esterna cementata e durissima, mentre la
parte a contatto dell’ogiva € dolce.

11 - Effetto delle granate a pallette.

La granata a pallette, scoppiando, si trasforma in un fascio di pallette che
seguono traiettorie divergenti dal punto di scoppio. Tutte le pallette hanno una
velocita di traslazione uguale alla velocita residua del proietto nel punto di
scoppio e diretta secondo la tangente alla traiettoria.

Inoltre, per effetto del moto di rotazione del proietto esse sono animate da
una velocita diretta normalmente al raggio della sezione retta del proietto pas-
sante per il loro centro.

Questa velocita non € la stessa per tutte le pallette ed & massima per quelle
clic sono piu distanti dall'asse.

Se v, € questa velocita, r, la distanza di una palletta, dall’asse, w la velocita
angolare del proietto sara

Ora w si considera costante lungo tutta la traiettoria ed & espresso da:

\% vV -
' 1t_ " Ve
q r P t n
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r e il semicalibro, i I'inclinazione, n il passo in calibri delle righe alla bocca,
V la velocita iniziale quindi

=V tsi= V ‘m--

L 'esplosione della carica di scoppio da luogo ad un incremento di velocita
che, in generale, non sara nella direzione dell’asse.

Siano W e w2 le componenti di questo incremento nella direzione dell’asse,
ed in senso ad esso normale; riteniamo che il valore di queste componenti sia
lo stesso per tutte le pallette.

Avvenuto lo scoppio esse
si muovono con una velo-
citd che é la risultante delle
varie componenti enumerate.

Consideriamo una pallet-
ta distante r, dal centro del W
proietto, la velocita residua
della quale & v. Essa, come
s’e detto, sara pure animata Fig. 79.
da una velocita tangenziale
v, e da due componenti della velocitda dovuta alla carica di scoppio ir, e w2

Componendo la v, con w2si avra la w che composta con (v + w,) dara come
risultante la velocita W da cui & animata la palletta.

Quest’'ultima fa con I'asse del proietto un angolo y che chiamasi semiaper-
tura del cono delle pallette.

Si ricava facilmente dalla figura 79

t - w'o- A A=V (r *T/'1) +W-D
“on vV + W, vV o+ W, vV o+ w,
w j/ v+ ) + VI-T = 'cos";

formule che ci permettono di calcolare y e W quando siano noti la velocita iniziale
del proietto, la distanza della palletta dal centro e le componenti della velocita
di scoppio.

Queste ultime perd non si possono misurare direttamente, per cui la loro deter-
minazione viene fatta essendo gia noto y.

Per avere una idea approssimata degli effetti della granata a pallette, si
suppone che le pallette siano distribuite uniformemente su tutta la sezioni- retta
del cono, ipotesi che I'esperienza dimostra vera con molta approssimazione, seb-
bene nelle granate a pallette a diaframma, che sono quelle da noi impiegate, nel

centro del cono le pallette siano piu rade.
Variando la distanza varia soltanto v, le componenti u\ e te, restano inva-

riate e si possono misurare anche facendo scoppiare il proietto a riposo.



Tale determinazione viene eseguita nel seguente modo:
si fa scoppiare la granata a pallette posta su un cavalletto innanzi al quale si
colloca un diaframma di cartone su cui si raccolgono i fori fatti dalle pallette.
Si pone in prossimita del bicchiere, il quale nelle granate a pallette di acciaio
non si rompe, un telaio per la misura della velocita iniziale e si determina la
velocita del bicchiere al momento dello scoppio.

Considerando allora che il proietto si trova nelle condizioni di un sistema
animato da sole forze interne e chiamando con p la parte del proietto proiettata
indietro e con p2quella proiettata in avanti, supposto che la carica interna p per
meta segua il bicchiere e meta le pallette, per il teorema delle quantita di moto
dovra essere

essendo u la velocita.
Si deduce quindi

e si ha modo di misurare w, nel senso dell’asse.
Intanto dal diaframma'forato dalle pallette sard possibile ricavare anche y
con misurazione diretta e quindi sara

u\ = it tgy:

Le esperienze fatte con questo metodo hanno dato per il 75 A una w, = 87 m/s.

Per w2 i valori risultano assai piccoli tanto che senza errore notevole si pos-
sono trascurare e ritenere w2= o.

Noti cosi wt e w2 & poi possibile, conoscendo v, determinare il valore di y
per le varie distanze.

Per le granate a pallette a diaframma, di ghisa, il cui bossolo si rompe al
momento dello scoppio, non € possibile determinare y, sperimentalmente come é
stato indicato ed allora si pone un telone o delle sagome a piccola distanza dal
punto di scoppio del tiro, avuto il raggio del fascio dei fori e la distanza dello
scoppio si ha vy.

Facendo misurare a varie distanze si pud costruire un diagramma tra
A" ed i valori sperimentali di y e cosi si ha la legge di variazione di y
con le distanze.

Per le granate a pallette a carica centrale si procede nello stesso modo. La
misura sperimentale di y perd & poco esatta perché difficilmente si pud misurare
con esattezza la distanza dal punto di scoppio del telone.

Per le granate a pallette a diaframma, la 2¢, puo avere valori prossimi a
100 m/s pero, se il bicchiere si rompe, questa velocita cade subito avalori assai,
bassi.
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a) Distanza a cui le pallette conservano efficacia.

Secondo dati sperimentali, una palletta pud mettere fuori combattimento
un uomo od un cavallo se ¢ animata da una forza viva residua di 8 0 19 kgm.

Questi valori corrispondono, per le pallette di vario peso, alle seguenti velo-
cita residue

Velocita corrispondente

Peso
della palletta Granate chi; le contengono alla forza viva di
in grammi 8 kgm 19 kgm
16 da 149/12-35........ooooooooeorrer. 102 156
M da 75 107 165
11 da 75, 114 176
n da 65 ny 184

Si tratta quindi di vedere, per i vari proietti, a quale distanza le pallette con-
servano ancora la velocita voluta per essere efficaci.
Per fare cio, consideriamo la traiettoria descritta da una palletta; per essa sara

x=C'[D(u)-D (V)]

ove per V si pone la velocita w nel punto di scoppio e per n la velocita limite
data dallo specchio precedente.
Per C' pcrrremo 8= 1; @= 1; 1=2; C quellodella palletta.
Risolvendo con la formula si ha x.

b) Altezza ed intervallo di scoppio - Densita delle pallette.

Se I’inclinazione della traiettoria del proietto 0 non € troppo piccola, le traiet-
torie delle pallette possono essere considerate come rettilinee.

Quindi le pallette superiori partono con un angolo0 — y e quelleinferiori
con angolo O -j-y ed il fascio ha la forma di un conoil cui asse & dato dalla
traiettoria che avrebbe percorso il proietto inerte (fig. 80).



Se S ¢ il punto di scoppio l'altezza
SP =h=vy,

chiamasi altezza di scoppio e la distanza PO — / ¢ I'intervallo di scoppio.
Il raggio della sezione retta del cono in O & dato da

R=sS0Otgy = -L

COSso

La determinazione di R viene fatta in modo da avere una certa densita di
pallette per ogni m2di superficie normale al cono € cio per un dato 7 e per un
dato y, quindi noto N (numero di pallette), la densita A per in2 sara data da

Fissata percio la densita delle pallette-é possibile ricavare R in inodo che
questa sia verificata e quindi si deduce

R cos O
oly

e ponendo per R il valore trovato precedentemente si deduce

I valori di A sono fissati per i vari tipi di proietti cosiades. per ilcannone
da 75/27 é fissato l'intervallo 7 in modo da avereuna densita dil,6 pallette per
m2 ed in tale ipotesi si ha 2R = 17 m.

Per il 65/17 per 2R — 17111. si ha A = 1L

¢) Profondita df.lla zona battuta.

Supposte le traiettorie delle pallette rettilinee, la zona battuta davanti alla
traiettoria media é (fig. 81)

o
1l

OG —1—hcotg (0 -fy)
e quella oltre ¢

d = 0G" = licotg U—y) — I
quindi la profondita totale della zona battuta é

d+ d =h[ cotg 6—y) —cotg 6+ y)]



Perd spesso, specialmente alle piccole distanze di tiro, I'angolo  — y & negativo
cioé¢ la palletta superiore del fascio parte dal punto di scoppio con angolo di proie-
zione positivo, dimodoché 4’ non pud essere calcolato con la formula precedente.

In questo caso, la traiettoria della palletta superiore del fascio si calcola,
e si determina il
punto in cui que-
sto incontra I'oriz-
zonte cioe il punto
in cui la sua ordi-
nata vale ..

Questo calco-
lo viene eseguito
determinando per
vari valori di a i
corrispondenti
y con la relazione

C'x
s Sl

Occorre perd osservare se la palletta in questo punto ha ancora la forza viva
capace di metter fuori combattimento un uomo od un cavallo: allora si con-
frontera la as corrispondente ad ys con la x calcolata com’é detto precedente-
mente; se as < x la pallette & ancora efficace, altrimenti si pone il fascio nel
punto in cui x = %

Per il calcolo della formula ora detta si calcolera " e V' com'’¢ indicato pre-
A
ol

Vediamo quindi in sede di progetto di esperienze come possono essere deter-
minati 'altezza e l'intervallo di scoppio.

Consideriamo la granata a pallette da 75/13 che ha N = 255 pallette del peso
di 13 gr. ed ha a = 0,013.

Eseguite esperienze a riposo si € trovato #; = 75 m/s e supponiamo . = 0.

Vediamo ad es. a 4000 m. V = 309 quale deve essere y: e quale I perché si
abbia sul bersaglio una densita A per 2 pallette per m* di superficic.

Per X = 4000 si ha U =221 =1

Intanto se A = 2 sara

cedentemente, il valore di f si ha con V ed

da cui
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per O si assume oo*= 20°29’

IgN = 2,37107 Ig cos 6 = 1,97163
COlg 7z = 1,50285 colg tgy = 0,91911
colg A — 1,69897
* [ = 0,78145
Igfr -1,57289 y s -
IgR  =0,78145 ‘gl = 167229
1 = 47
R = 6,0
per ricavare y si & proceduto come segue
ioY_ V (Vigh* + W2 _  Vtgi
V+ W V+ w,
ove
/gt = W
con n= 20; K -f = 294i *= 37in/s; r, = 27 m/s
/gn =1,43136 z = 1,863i6
colgr= 2,43180 ’
VR = 2,48996
lg ~~ 1,86316 Tt =0,49715
colg« = 2,69897
colgF-f I, = 3,53165
Zg/gY = 1,08089
T = 528
indi
y* = /290
Zg/ = 1,67229

te 47° =-1.57235
te >3 =1/24464
Y, = 17,8

v. 4'- 4

d Larghezza della fronte battuta.
Quando il bersaglio si trova nel punto d'arrivo sul terreno della traiettoria

inedia, la larghezza della fronte battuta é

Z= 2R = 21 tgy

cos O

Quando non si trova in detto punto, la fronte battuta € la corda della sezione
retta del cono che passa per il punto in cui si trova il bersaglio (fig. 82).
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12 - Efficacia delle granate a doppio effetto.

Prima della guerra (1915-1918) tale tipo di proietto non era impiegato
presso di noi in alcuna delle bocche da fuoco in servizio.

Durante la guerra venne adottato per il cannone da 105/28 una granata a
doppio effetto, la cui scarsa efficacia ne consiglid ben presto I’abolizione.

Quasi tutte le bocche da fuoco austriache invece (dal 75/13 al 380/15) face-
vano uso di granate a doppio effetto.

L’effetto prodotto dallo scoppio di una di tali granate puo essere considerato
come l’'azione combinata di una granata a pallette scoppiante a tempo e di una
piccola granata scoppiante a percussione.

La granata a doppio effetto, scoppiando davanti al bersaglio, si divide in
due parti di'cui una agisce in modo perfettamente analogo alla granata a pallette
e l'altra, costituita da un nucleo ogivale comprendente la spoletta, agisce a percus-
sione sul terreno come una comune granata.

Gli effetti nell’'uno e nell’altro caso sono del tutto simili a quelli piu innanzi
esposti per le granate a pallette e per le granate.

Naturalmente, mentre per quanto riguarda il funzionamento della parte
granata a pallette si possono produrre effetti uguali o di poco diversi da quelli
consueti, per la parte granata, trattandosi di un piccolo nucleo costituito dalla
spoletta a tempo e da una piccola carica di alto esplosivo, si hanno effetti alquanto
ridotti.






