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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage
- von Band I 1910

(zugleich zweiten Auflage des ,,Kompendiums der theoretischen &uBeren
Ballistik“; Verlag von B. G. Teubner in Leipzig, 1896).

Das vorliegende Werk hat die gessmte theoretische und experi-
mentelle Ballistik zu seinem Gegenstand. Die theoretische Balliatik
beschiftigh sich mit der Untersuchung der GerchoBSbewegong und
der daran sich anechlieBenden Fragen auf Grund der Mathematik
und Mechanik Diese Disziplin zexfillt naturgemil in zwei Teile;
hiervon verfolgt die sogenannte innere Ballistik das Geschol von
dem Moment ab, wo es sich im Innern des Rohrs io Bewegung setzt,
bis zume Passieren der Miindung; die ZuBers weitorhin von dem letz
teren Moment bis zum Hindringen in das Ziel. Die experimentelle
Ballistik hat es mit den zugehorigen Messungs- und Beobachtungs-
methoden zu tun.

Da des Buch sich seinen Leserkreiz in sehr verschiedemen Be-
rufsarten suchen muBl, so war es notwendig, es in. einer Form abzu-
tasgen, die anch dem Halb- und Nichtmathematiker die Beniitzang
ermiglicht. Zu diesem Zwecke wurden die Eivzelberechnungen aus-
fihrlicher gehalten, als es in sinem ausschlieflich fiir Mathsmatiker
oder Physiker bestimmten Werk der Fall wire; forner sind von Zeit
zu Zeit die Resultate samt Schliissel der Bezeichnungen zusammen-
gestellt. Das dynamische MaBsystemm durfte, so sehr dies auch.in
meinem 8inne gelegen hitte,-mit Riicksioht auf den Charskter des
Buoches nicht wohl verwendet werden. Dies wird in der Ballistik
erst dann miglich eein, wenn sich agch dis Techniker sntechlossen
baben werden, jenes System von Ma8sinheiten allgemein anzunehmen.
Solange -aber in der Technik dae statische Systérn bendiitzt wird,
z. B. Gasdricke pro Floheneinheit in kg/qem statt in Dyn/gem,
lebendige Krifte in mkg statt in Erg usw. angegeben werden, mu
dies such in der Ballistik gescheben, Damit mige man ee erkliren,
da8 hier,. wie es in der Waflentechnik noch allgemein tiblich ist,
voun GeschoBgswiohten, Ladungsgewichten usw. such da gesproohen .
wird, wo der Phywiker die Aasdricke ,GesckoBmasse* ,LEadungs-
masse” usw. erwartet, )



VIIL Vorwort zur ersten Auflage.

Der Inbalt der einzelnen Binde des Buches ist in dem Inbalts-
verzeichnissen aufgefithrt und nach fortlaufenden Numumern geordnet.
Die Abgrensung des Stoffes nach den Seiten der Waffenlehre und
Waflenkonstrultionslehre, der -Chemie der Explosivstoffe und der
praktischen Schiefilehre ist in mancher Hinsicht Saoh? der sul?jek_
tiven Anffassung und daher nicht.genz frei von einer gewissen
Willtr. Im vorliegenden Falle war diese Abgrenzung dadurch gegeben,
dsB das Werk aus den Vortrigen entstanden ist, dis ich seit 1905
an der militirtechnischen Akademie sbhalte. Solche Leser, denen
otwa das SchieBwesen der Praxis nicht weitgehend genug bertick-
sichtigt erscheint, mgen das Werk als theoretische Erghnzung be-
trachten zu den ,Schiefvorschriften®, sowie zu den ,SchieBlehren
fiir Infanteric und Artillerie¥ von Generalleutnant a. D. H. Rohue,
der sick bekanntlich um die Anwendong der ballistisohen Wiesen-
schaft anf die militdrieche Praxis hervorragende Verdienste erworhen
hat. Auch auf die Arbeiten von Freih. von Zedlitz und von Krauee,
sowie anf das griindliche und vorziiglich klar gesohriehene Werk
von Viktor Ritter von Niesiolowski-Gawin, ,Ausgewihlte Kapitel
Jer Technik wit besonderer Riicksicht auf militirische Anwendungen®,
2. Aufl, Wien 1908, sei bei diesera AnlaB aufmerksam gemacht.

Durchweg hsbe ich gesuchf, die verschiedenen Fragen in mig-~
lichst objektiver Weise kritisch zu behandeln, die Grundlagen der
einzelnen Berechnungen auf ihre Zuverlissigkeit zu priifen end da-
mit die Theorien auf jbren richtigen Wert zuriickzufiibren. So sind
z. B. einer kritischen Betrachtung unterzogen: Die verschiedenen Luft-
widerstandsgesetze und Luftwiderstandeversuche; die Berechnungen
iiber die Schiefstellung der GeschoBachse, iiber die Spitzenkoeffizienten
und iiber die ginstigste GeschoSform; das iibliche Verfabren zum
Erschiefien vor Formwerten; das Ubertragen von Formwerten dexr Artil-
leriegeachosse auf Infanteriegeschosse; die Methoden des Schwenkrens
einer Flugbahn; die Berechnungen iiber des Eindringen von Geschossen;
mehrere innerballistische Berechnungs- und Messungsmethoden wew.
WeSn. es mich dabei gezeigt hat, daB zahlreiche Ergebnisse wund
Methoden, die bisher als feststehend galten, tatséchlich recht unsichersr
Natur sind, da8 itherhaupt die gesamte theoretische und experimentelle
Ballistik weniger weit, als manche glsuben und behsupten, bis jetzt
gefordert jst, so ist diese Tatsache zwar an sich zu bedsuern, aber
ihre Hervorhebung und Begriindung kann fiir eine gedeihliche Weiter-
entwicklung dieser Disziplin nur forderlich sein. Die Griinde fir die
verhiltnismaBly. langsame Entwieklung der Ballistik sind darin za
suohen, daB es pich tatsichlioh um Probleme von huflerster Kompli-
ziertheit haridelt, ferner darin, da8 in der #uBeren Ballistik die
Luftwiderstandaversuche usw, frither nicht immer in rationeller Weise
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angestellt wurden und in der inneren Ballistik die Geschwindigkeita-
und Gasdrackmessmngen auf sehr grofle Bchwierigkeiten stoBen, endlich
darin, daB ein freier Austausch der wissenschaftlichen Forschungen
in dieser Disziplin nicht ebenso erméglicht ies, wis' in anderen
Disziplinen, :

Anf der anderen Seite darf die Genauigkeit der ballistischen
RBerechnungen auch nicht unterachitzt werden, wie es witunter ge-
sohieht. In der duBeren Ballistik ist es mit den neueren Methoden
imwmerhin méglich goworden, z. B. eine Schuweite von 8 Kilometern
aus den Dimensionen und der Masse des Geschosses, ans dessen An-
fangsgeschwindigkeit und Abgangswinkel, sowie aus der Tagesluft-
dichte auf 0,5 bis 1 Prozent gensn voraus zu berechnen (vgl. Band I,
Tabelle Seite 227). Eine richtige Wiirdigung der Bedeutung der
Theorie scheint sioch mnamentlich unter den Vertretern der Praxis
mehr vnd mebhr Bahn 2u brechen. Seltener als friher kommt es vor,
daf ein Praktiker eine Foxmel ohne Prifung ihres Giiltigkeitshereichs
berausgreift mud bel mangelhafter Ubereinstimmung zwischen Rech-
nungs- und SchieBresultat iiber die Theorie im allgemeinen den Stab
bricht, Zu der richtigen Einschétzung des ballistischen Rechnungs-
und Messungswesens trigt ohne Zweifel die Titigkeit der staatlichen
Priifnngskommissionen und der groBen Geschiitz-, Gewehr- und Pulver-
fabriken wesentlich bei. Die Klagen Gber einen angeblichen Gegensatz
zwischen Theorie und Praxis werden vollends verschwinden, wenn
der Theoretiker die Crundlagen und den Genaunigkeitsgrad seinmer
eigenen Berechnungen stets deutlich hervortreten lifit und mit seiner
Theorie nach Moglichkeit der Praxis zu diemen sucht, und wemn
der Praktiker einwaundfreie Unterlagen fiir die Theorie schafft und
bei der Anwendung von Formeln auf die Praxis beriickeichtigt, daB
eine Theorie inhaltlich nicht mehr bieten kann und will, als durch
die Voraussetzangen und Erfahrungen in anderer Form in sie hinein-
gelegt worden war. Dann wird der Praktiker den Haupinuizen der
Theorie doch dankbar anerkennen; und dieser besteht auch hier
darin, die Versuche vop vormberein in gewisse Grenzen einzuweisen
und damit viele Zeit und viele Kostem zu ersparen.

Der vorliegende erste Band behandelt die theorstische #uBere
Ballistik; er bildet die zweite Auflage meines ,Kompendiums der
theoretischen LuBeren Ballistik® vom Jahre 1896.' Mit Ausnahme
des 1. Abpchnitts (Wurfbewogung i leeren Raum) sind sdmtliche
Teile vollig umgearbeitet . . .

Der in kurzem erscheinende Band IT behandelt die innere Ballistik.
Mit dem Band IIX soll ein Leitfaden zur experimentellen Ballistik
gegeben werden. Der Band IV (Atlas) enthilt, smBer Diagrsmmen
und Photographien von Momentanfnahmen, insbesondsre oine Sammlung
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der wichtigston ballistischen Tabellen. Zum Gebrauch des I. und
III. Bandes ist dieser Atlas mnentbehrlich.

Irgendwelche Zahlenangaben iiber nonere Waffen und Geachosse
wird men in diesem Werke nicht suchen diixfen (dariiber vgl, z. B.
dio ,, Waffenlehren“ von Berlin und von K. Wille); dje Zahlenbeispiele
gind teils den Miiteilungen von ¥. Krupp und P, Mauser entnommen,
teila sind sie frei gebildet. Manche Beispielberechnungen und -messangen,
die im Text der samtlichen Teile erwibnt sind, wurden bei Gelegen-
heit von Priifungsarbeiten, die ich an der Militdrtechnipchen Akademie
vorzuschlagen hatte, durch Horer ausgefiithrt. Die Namen der be-
treffenden Herren sind dabei bemerkt.

Die Literaturvexzeichnisse, die sich am SchluB der ersten drei
Binde finden, sind speziell fiir die Zweoke der Militiartechnischen
Akademis angefiigt. Sie werden aber auch anderen Lesern willkom-
men sein, die sich iiber eine ballistische Spezialfrage zu orientieren
besbsichtigen, Vielleicht tragen sie auBerdem daza hei, daB dem
hiufig geiuBerten Wunsch nach eingehenderem Zitieren auch in der
Ballisttk mehr und mebh? entsprochen witd. Es lieSen sich zahlreiche
RBeispiele dafir anfiihren, wie, infolge von xuangelhafter Kenntnis
der Literatur, ballistische Untersuchungen zum gweiten- oder dritten-
mal durchgefihet, Apparate -new komstruiert wurden, die seit Jahr-
wohnten verdfientlicht sind usw, Die Namen der Autoren sind in
dem vorliegenden Verzeichnis durchweg mittels besonderen Drucks
hervorgehoben; im Hauptbext ist dies nur beziiglich der Namen
derjenigen Antoren geschehen, deren Arbeiten an der betrefenden
Stelle eingebender besprochen sind. Auf Vollstindigkeit kann auch
dieses Verzeishnis trotz seiner Reichhaltigkeit keinen Anspruch machen;
auch ist mir nmur die grofte Mehrzahl der zitierten Aufsitze aus
eigener Anschauung bekannt geworden. Um so mebr richte ich an die
Herren Fachgenossen das Ersuchen, mich auf stwaige Fehler und
Mingel, die sich in diesem Verzeichnis und in den sonstigen Teilen des
‘Buches finden, fiir die Zwecke eimer etwaigan weiteren Anflage direkt
sufmerksam maochen zu wollen, und fiige bei diesem Anla die Bitte
um Awuwstausch der Sonderasbdricke von Zeitschriftenaufsiitzen an.

Herr Oberleutnant Krause hatte die Giite, dis sekundiren Funk-
tionen zu dem Luftwiderstandsgesetz von Chapel-Vallier-Hojel (Band IV
.Tabellen 12, bis 13) fiir den vorliegenden Zweck neu zu berechnem
und aumugleichen. Ich gpreche ihm asuch an dieser Stelle den Dank
far die Mithe aus, die er mit dieger zeitraubenden Arbeit auf sich
genommen hat. :

Ebenso fst es mir eine angemchme Pficht, den Herren Haupt-
mann Bengberg, Oberlentnant Bchatte, Oberloutnant Becker und
Oberloutnant Eichelkrant flir die mannigfache Unterstiitzung za
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danken, die sie mir mit der Durchfithrung zablreicher Messungen
und Berschnungen, die im Text mit Angebe des Namens erwiknt
gind, bzw. mit einer zweiten Lesung der Korrekturbogen haben zu-
teil werden lassen.

Berlin-Charlottenburg.
Dr. €. Cranz,

Geb. Rep~Rst u, Prof. an der Mitithristhnischen Akademie.

Aus dem Vorwort zur dritten und vierten Auflage
von Band I (1916 und 1918).

Die 1. Auflage dieses Bandes I hat. in militdrischen vnd mathe-
matiechen Zeiteohriften eine sehr freundliche Beurteilung gefunden
(getadelt wurde nur, und nur veon einer Seite, daB das Buch zu viele
unndtige Fremdwbrter enthalte). 8o durfte angenommen werden, dal
die Gesamtanlage des Buchs ale zweckmiiBig angeschen und fiir die
von der Verlagsanstelt gewiinschte Neuauflage beibehalten werden
konne.

Die wesentlichsten Abénderungen, die bei der Neubearbeitung des
Bandes vorgenommen wurden, bezichen sich auf folgendes: Dag Schieflen
im Gebirgskriege, sowie die Ballistik des Luftkriegs muBten in hsherem
MaBe sls fxiher Beriicksichtigung finden. In Abschnitt 2 Nr. ¢ uod
Nr. 10 sind Bemerkungen iiber die neueren Versuche zur Gewinmung
eines theoratischen Luftwiderstandsgesetzes hinzugefiigh und djese
Versuche kritisch besprochen; such die seit 1910 durchgefilirten
Lauftwiderstandamessungen fanden gebiihrende Beriicksiochtigung. Das
Verfahren der Reihenentwicklung, die Verwendung des Restglieds
in Integralform und die Darstellung der Flugbahn durch ganze rationale
algebraische Funktionen wurden, fiir sich abgesondert und ausfithrlicher
ald frither, in ejner besonderen Nummer abgehandelt. Nahezu voil-
stindig uwmgearbeitet wurde der Abschnitt, der sich mit den Ab-
weichungen der Geschosse infolge von GeschoBrotationen, insbesondere
mit den Bewegungen einea rotierendén Langgesachesses nm den GeachoB-
schwerpunkt beschiéftigt. Die analytischen Berechinungen wurden stark
gekiirzt, dafiir ist die graphische Behandlong in den Vordergrund
geriickt. Und da mir in den letzten Jabren von mehreren Physikern
die Frage vorgelegt worden war, wie es komme, daf ein rotierendes
Langgeschofl pfeilartig fliege und daher it seiner Spitre- voren auf
den Erdboden sufschlage, und weshalb die Rechtsabweichnng eines
rotierenden Langgeschosses bei Rechtsdrall nicht sphiter in eine Links-
tbweichung iibergehe, so wurde dér scheinbare Pleilflug eines rotierenden
Langgenchosses sowie die Miglichkeit einer Linkeabweichung bei
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Rechtadrall, bzw. einer Rechtsabweichung bei Linksdrall in qualitetiver
Weiss erdrtert. Bei den gugehdrigem Auseinandersetzungen ist von
der Vektorendarstellung mnr in sehr miBiger Weiss, und nur nach
den nétigen Erlauterungen, Gebrauch gemacht. Uberbaupt war das
Bestreben unier anderem darsuf gerichtet, den gesamten Stoff in
einer Form darzubieten, die jeden Leser, der wenigstens die Prima
eines Gymnasiums hinter sich hat, in den Stand setzt, die simtlichen
ballistischen Anfgaben an der Hend des Buches zu ldsen. Zahlreiche
Formelznsammenatellungen semt ausfiibrlicher Erlauterung der Be-
zeiolmungen, sowie eine betrichtliche Anzahl von @urchgerechnetem
Zahlenbeispielen dienen dem gleichen Zwecke.

Im dbrigen glt auch fir diese Nevauflage alles, wasa In dem
Vorwort zur 1. Auflage Gber die kritisoche Behandlung der ein-
schlagigen Fragen, iiber den Charakter des Buchs nls eines Lehr-
buchs der theorstischen Ballistik, im Gegensatz zu einer ,,Wafien-
lehre“, iiber die Verwendung der MaBsysteme usw. gesagt ist.

Fin Gewinn fiir das Bueh ist es, da Herr Hauptmann Beoker
sich bereit gefunden hat, bei der Herausgabe dieser Auflage mit-
zuwirken. Er hat alles dnrchgeseben, manche Verbesserungen im
sinzelnen angebracht, und von ibm stammt die Umarbeitung des
Abschnitte &iber Schubtafolberechnungen, wodurch dieser Teil fir die
Zwecke der Praxis geeigneter gestaltet ist. Auf die Auregung von
Herrn Hauptmann Becker hin wurden such zahireiche Fromdwérter
beseitigt. Sebr viel weiter kann jedoch vorléufig nicht gegangen
werden. Der Ballistiker mu sioh, wenn er vergtanden sein will, der
Sprachweise des Mathematikers, Physikers, Technikers und Chemilcers
anbeguemen.

Herr Leutnant Exmann und Herr stad. math. L. Bauer hatten
die Qliite, gleichfalls die Korrekturfshnen bzw. die Druckbogen zi
lesen und zn berichtigen. Sie haben dies mit solcher Sorgfalt getan,
daf ein Druckfehlerverzeichuis vorliufig nicht erforderlioh iet. Wenn
sich trotzdem ernsiliche Versehen in dem Buche finden sollten, bin
ich den Herren Fachgenossen, denen solche Irrtiimer sufatoBen, for
eine Mittellung an mich zu Dank verpflichtet.

Die Verlagsanstalt hat keine EKosten und keine Mihe geschent,
dem Buche cine wiirdige Ausstattung zu geben. Besonders hat sie
e ermdglicht, daB am SchluBe 2 Tafeln mit 16 elektrischen Moment-
sufnabmen des fliegenden Geschossea angefiigt werden komnten, die
sich avf die Lebre vom Luftwiderstand bei groBen Gesohwindig~
keiten beziehen.

Das Buch jst Herrn General .der Artillerie z, D. Exzelleng
:\; von Kerstifxi‘gelwi!imet, der siol.l als Begrinder und erster

! der Milita bhen Akademie (1908--1912) und wihrend
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der beiden ersten Jahre des Krieges als Prises der Artillerie-Priifungs-
Kommission in selbstlosem Wirken die gréStsn Verdiemste um die
deutsche Militirtechnik erworben. und dessen Art, zu denken, zu
filhlen und zu handeln, ihm die Herzen aller gewonnenr bat, die
diesen Mann kennen. IThm verdanken simtliche Angehdrige der
Militdrtechnischen Akademie sshr viel JThm verdanke ich wmperiell
die meiste Forderung meiner ballistischen Studien seit 1903. Und
was Exzellanz von Xersting in dem bekannten Werke des Teubner-
scher Verlags ,Die Kultur der Gegenwart®, Teil IV, Nr. 12, Technik
des Kriegsweseons, lber den ,EinfluB des Kriegewesens auf die Ge-
ssmibkultur” geschrieben hat, enthdlt so viele Goldkdrner reifsten
Urteils, edelster Ethik nnd abgeklirter Lebensweisheit, daB jeder-
mann, der diese Schrift mit Aufmerksamkeit liest, dadurch sich
bereichert fiiklt. Der junge Offizier sollte nicht versduwmen, die dort
viedergelegten Gedanken, z. B. iiber das Heer als Bildungsanatalt
und Erziehungsanstalt (Abschnitt 9 und 10), sufzunehmen und an-
zuwenden; sis werden jhm reiche Friichte bringem.

Berlin-Charlottenburg 1916 und 1918, :
Carl Cranz.

Vorwort zur fiinften Auflage von Band I.

8eit einigen Jahren ist Band I (AuBere Ballistik) und Band III
{Experimentelle Ballistik) vollstindig vergriffen. In dankenswertor Weise
het es die Verlagsbuchbandlang Julius Springer in Berlin iibernommen,
das gesamte Lehrbuch der Ballistik neu aufzulegen und dabei auch den
Band II (Innere Ballistik), der aus mancherlei Griinden bisher nicht
verdffentlichi, werden konnte, erscheinen zu lessen. Der bisherige
Band IV, in dem die ballistischen Tabellen und- Disgramme, sowie
die photogrephischen Aninahmen vereinigt waren, kommt nunmehr
in Fortiall; dafiir sind die wichtigstem Tabellen und Diagramme in
einem Anhange zu Band I, die meuneren photographizchen Aufnahmen
in Anhingen zu Band II bew. III aufgenommen worden.

Das Bestreben war darauf gerichtet, die Erfahrungen, die der
Weltkrieg auf dem Gebiete der Ballistik gebracht hat; tumlichst zu
verwerten. Aus diesera Grund spielen die Methoden zmr stiickweisen
Berschnung oder Eonstruktion von Steilbaknen (§ 33 bis 39), die
GeachoBpendelungen (§ 55 bis 60) und die Tageseinfifisse der veriablen
Luftdichte, des Windes usw. (§ 15 und 43 bis 62) in dem Band I
eine gréBere Rolle als friiker.

Der Absohnitt iiber die Aufstellung der HobuBStafeln (in den
friiheren Auflagen Abschmitt 8, jetzt SchiuBabschnitt 12) ist durch



Xv Vorwort zur fiinften Auflage.

Horrn Major Dr. K. Becker entsprechend den neuzeitlichen Ap-
forderungen vollig neu bearbeitet worden. Voo ibhm stammi auch
der Passus (§ 49 Schinf), der vom ballistischon Wind und balli-
stischen Luftgewicht handelt.

Der Rechnungsmethode beim Fernschiefen, das wihrend des
Krieges Friihjahr 1918 jene schieBtechnische Uberrasobung gebracht
hat, ist § 40 gewidmet; dieser Teil ist von dem ehemaligen Assistenten
im ballistischen Laboratorium Prof. O. von Eberhard bearbeitet; er hat
bekanntlich als Erster durch seine Berechnungen die Méglichkeit einer
BchuBweite von mehr als 100 km bewiesen. ‘

Nen ist ferner die analytische Berochnung der GeschoBpendelungen
und GeschoBabweichungen bei Flachbahnen und Steilbahnon unter
Beriicksichtigung nickt nur des Kreiseleffekts, sondern suoh des
Magnuseffekts (§ 58). Es diirfte damit jetzt featgestellt sein, daB
die bei einer gewissen grofleren Rohrerhéhung am Ende der Flug-
bahn beobachteten Linksabweichungen bel Rechtsdrall sich anders
erklaren sals die Ballistiker bisher angenommen hatten, dafli ngmlich
in erster Linie der Magnusefickt die Ursache bildet.

Was die ballistische Literatur anhelangt, so habe ich gesucht,
auch die fremdlindischen Fublikationen, soweit sie mir zuginglich
waren und soweit sie lediglich die Wissonschaft fordern asollen,’ zu
beriicksichtigen, Auf eine Vollstindigkeit des Liberaturverzeichnisses
kann Ubrigens unter den gegenwirbtigen schwierigen Verhiltnissen
kein Anspruch gemscht werden. Um so mehr richte ich an die Herren
Fachgenossen die Bitte, Sonderabdriicke ihrer ballistischen Arbeiten
mir zuzuschicken. Diese Bitte gilt bei fremdlindischen Arbeiten
nur dann nicht, wenn sis Zeichon feindeeliger Gesinnung gegen
des Deutschtum enthalten urnd dadurch als unsachlich gekennzsichnet
sind.

Auch an dieser Stelle danke ich den Herren Prof O. v. Hber-
bard, Major Dr.Ing. K. Becker und Pipl-Ing. W. 8chmundt fir ihre
Unterstitzung bei der Abfassung und bei der Korrektur, Herrn
Professor Rothe fiir einige Verbesssrungsvorschlige und der Verlags-
buchhandlung Julivs Springer fiir die schéne Ausstattung des Werkes.

Berlin-Charlottenburg, September 1925,
Carl Cranz.
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Erster Abschnitt,

Wurfbewegung ohme Beriicksichtigung des
- Luftwiderstandes.

& 1. Flugbahnparabel, Scheitel, Schhulweite,
Bahugeschwindigkeit, Flogzeit.

Bei den Anwendungen der reinen Mathematik suf die Erschei-
nungen der wirklichen Welt handelt es sich stets um eine mehr oder
weniger groBe Anzahl von gewissen Vereinfachongen Denn es
ist micht mé&glich und,nicht nétig, alle Einflisse, denen ein Korper
unterliegt, jederzeit in Rechnung zu ziehen. Nich¢ méglich, weil
setbst auf den ersten Blick als sehr einfach erscheinende Natur-
vorginge bei geunuerer Betrachtung sich als sehr verwickelt er-
weisen und weil von den hierbei in Betracht kommenden Ein-
flissen die wenigsten ihrer mathematischen GegetzmdBigkeit nach
bekannt sind. Nicht obtig, weil nur eine beschydnkte Anzahl von
den Naturkriften, die iiberhaupt anf den Kérper einwirken, cine so
bedeutende Wirkung ausiibt, daB diese in Anbetracht der Genauig-
keit der Rechnunp, die angestrebt wird, beriickaichtigt werden muS.
Je nach der Natur der zu lésenden Aufgabe und je nach dem Grade
der zu erreichenden Genauigkeit konnen wir den einen oder andern
EinfloB8 unberiicksichtigt lassen; und eben darin u. a lieght die Mog-
lichkeit der Erforschung der Natur. Handelt es sich = B. in der
Astronomie um die Bewegung des Merkurs ww die Sonne, so wirkt
aygf ihe nicht nor die Anzishung der Sonne, sondern auch noch die-~
jenige der Venus, der Frde und der ubrigen Plemeten, Planetoiden
und Monde, ferner die Anziehung der iibrigen fernen Sonnmen, der
Fixaterne; es wird "aber in wielen Filllen geniigen, lediglich -den-
jenigen EinfluB, den die Rechnung als den bei weitem griSiten auf-
woist, nimlich die Anziehung der Sonne, zu beriicksichtigen. i

Entsprechend verhilt es sich in dem Fall der vorliegenden
Aufgabe: Es wird ein Korper mit bestimmter Anfangsgeschwindig-
keoit und unber bestimmtem ngungpwm.kel gegen die Wa.gre«-.hte

Cxun: Datlimtik, 5. Aoufl, Bd. T,



2 Wurtbewegung obno Berfeksichiignng des Luftwiderstandes

geworfen; an welcher Stelle des Raums befindet sich sein Schwer-
punkt nach einer gegebenen Anzshl von Sekunden; welches ist die
sugenblickliche Bewegungerichtung, Lage und Gesohwmdlgkelt des
Korpers? Oder aber, wenn die Stelle bekannt ist, #n welcher der
Schwerpunkt des mit gegebener Geschwindiglseit geworfenen Korpers
nach gegebener Zeit angelangt ist, unter welchew Neigungswinkel zur
Wagrechten wurde er abgeworfen? usw. In diesem Fsll wirken auf
den Korper mehrere Krifte: die Anziehung der Erde; ferner der
normale und tangentielle Widerstand der Luft (dioser Widerstand
hingt von der Gestalt und Oberflickenbeschaffenheit des Kérpers,
vor; der fortschreitenden Geschmndmkezt seines Schwerpunkts, von
den Rolativbewegungen des Korpers in Beriehung auf seinen Schwer-
punkt und von der mit der Temperatur der Luft, deren relativer
Feuchtigkeit, dem Barometerstand und mit der Erhebung itber dem
Boden wechselnden Luftdichte ab), auBerdem wird die Bewegung
des Korpers durch den stets herrschenden Wind, sowie dadurch be-
einfluBt, daB die Erde selbst sich um ikre Achse dreht, die Schwere
des Korpers aber ist mit der geographischen Breite des Ortes, an
dem die Warfbewegung untersucht wird, und mit der Entfernung
vom Erdmittelpunkt auf Grund des Newtonschen Gesetzes verdnder-
lich; auch Gebirgsmassen, die in der Nihe des Edrpers sich befiuden,
gndern dio Grofe uud Richtung der Schwerkraft.

Wir werden also hier ebenso verfzhren, wie der Astronom oder
der Techniker verfshrt, wenn an jhn sine sehr verwickelte Aufgabe
herantritt, némlich die GroBe der versohiedenen Einflisee abschitzen
und zuerat nur die wichtigsten beriicksiohtigen, sleq die Schwer-
kraft und den Luftwiderstand. Indes auch so wire die Aufgabe, wie
man weil, nock eine sehr verwickelte; deshalh lést man vorerst die
- Anigabe mit den weitestgehenden vereinfachenden Annahmen, indem
man aur die Schwerkraft als duBere Kraft in Rechoung zieht
und die Beschleunigung durch dieselbe néherunguweise alg eine Kon-
stante g einfihrl, auch von der Erdkriimmung ond Erdumdrehung
vorldnfig absieht.

Die Berechnungen aber eine Wurfbewegung im leeren Raum
konnen allerdings niemals mit der Wirklichkeit vélliy Gberein-
stimmen; doch kingen die betr. Ergebnisse als erste Anniiherungen
dem Ballistiker Nutzen bringen, wenn es sich um klsine Gesohwin-
digkeitén schwerer Qeschosse handelt, wie z.B. bei Momern, oder
wenn -bei groBer Geschwindigkeit eines Geachusses -der Luftwider-
stand nur eino kurze Zeit eihwirkt, bis des Ziel erreicht wird, wie
2. B. bei Berechnupgen iiber den Abgangsfehlerwinkel von Infanterie-
geschiossen; fiber solche Verwendungen vgl. die Be:spxele § 5,
und 2 gegen SohluB des Abschnitts.



Flughahoparabel, Scheitel, Schulweite, Bakngegchwindigkeit, Flugzeit, 5

Ein Achseskreuz der xz und y sei folgendermaBen .angenommen:
Sein Nullpunkt O sei die Mitte der Miindung der SchuBwaffe im
Augenblick des GeschoBaustrités {unter der Vorsussetzung, dall die
GeschoBgeschwindigkeit von da ab nicht durch die nachstrémenden'
Pulvergase weiterhin eino Beschleunigung erféhrt; wenn letzteres der
Fall ist, mge als Anfangspunkt O derjenige Flughahnpunkt gewihlt
werden, in dem diese Beschleunigung aufhért). Die GeschoBgeschwin-~
digkett im Punkt O, die sug. , Anfangsgeschwindigkeit, sei o,
wit dem Horizontalneigungswinkel ¢ ihrer Richtung: ¢ heilt ,Ab-
gangswinkel“, die Horizontalebene durch O heilt ,Miindangs-
horizont“ oder ,Horizontalebene“, die lotrechte Ebene durch die
Anfangstangente ,SchuBebene%, Diese SchuBebene duroch O sei
die Ebene des Achsenkrsuzes, die x-Achse wagrecht durch O, posi-
tiv in der Richtung der wagrechten Komponenie v, cos ¢ oder v
derAnfengsgeschwindig-
keit, die y-Achse lot-
recht durch O, positiv
nach oben, alao im Sinne
der lotrechten Kompo-
nente v,s8in ¢ oder v,
der Anfangsgeschwin-
digkeit. Nach fSekun- -
den, von G ab gezahlt, Abb. 1.
befinde sich dex Ge-
schofschwerpunkt im Punkte P (xy) und besitze die Bahngeschwindig-
keit # mit der Horizontalneigung & ‘ihrer Richtung. Der positive
Drehungssinit von & st durech den in der Abbildung angedeu-
teten Pfeil festgelegt; ea ist somit im Anfapgspunkt O der Flugbahn
? =g, dazn 2= 0, y =0, v —=v,. Auf dem aufsteigenden Ast der
Flugbahn ist 4 positiv und niverat nach Null ab. Tm Scheitel ist
B3=0, ==, y=y, oder ¥, o =10, t=1,. Aul dem absteigenden
Ast der Flugbshn ist ¢ liberstumpf, tg ¢ negativ. Im ,Aunffallpunki“
oder ,Endpunkt” der Flughaha, 4. h. in ihrem zweiten Schuittpunkts W
mit dem Miindungsharizent ist § = J, = 860° — w, wo w der ,spitze
Auffallwinkel“ ist (vorausgesetzt, daf die Flugbehn die in der
Zeichnung angegebene Gestalt besitzt), dabei ist fiir y 'O, £ = ,Geo-
samtschuBweite“ X, v = Endgescb.wmdxgkelt“ ¥, b= ,Ge-
samtflugzeit® T,

Durch elementare Betrachtungen auf Grund dee Unabhingig-
keitsprinzips der Mechanik oder, was dem Iohelt nach dasselbe
ist, durch Integration der vonema,hder unabhingigen Differential-

gleichurigen der GeschoBbewegung 75"'0 und %‘—' — e g, - Mt
l‘
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dern Anfangsbedingungen:' %~ = 9,08 97, LA voeing, x==0, y =0

fir ¢t~ O, erhilt man far die Lage (vy) des GeschoBschwerpunktes,

oder kurz gesagt des Geschosses, nach { Sekunden die Gleichungen
@ = Uy COSp - L vy o}

2. &)

3 == ¥, ing- t—§t =, t—wgl B

Dies ist die Doppelgleichung der Flugbahn in Parameterform, mit
der Zeib ¢ als Parameter.

Eliminiert man sus den Gleichungen (1) dassjenige Element, das
gich auf den einzelnen Zeitpunkt bezieht, also £, so erhilt man die
Gleichung der Flugbahn in der Form

- ot i ~ W)
Y=To e — e (wo zur Abkiirzung b == 5'3) ; (2)
es ist die Gleichung einer Parabel mit lotrechter Achse.
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Der Gipfel (Scheitel), mit den Koordinaten %,y,, liogt da, wo die
F¥lugbahuntangente wagrecht, 8lao ¢ oder tg ¥ =0 ist; allgemein ist
tgd =tgp — ﬂm’ somit ist 2, = 2h-cosp - gin@ == h-pin S¢,
dazu ets (2) y, = h-sin' . (Hier, im Fall der Parabel mit vertikaler
Achse, ist der Gipfel zugleioh der Scheitel, d. h. der Punlt stivkster

Kriimmung.)
Diejenige Hbhe y‘,, in der sxoh das GesohoB durohsehnitt~

lioch befindet, ist bemighoh der Zexb ?‘ fy dt und beziiglich der
r
horizontalen Entiernung Y~Jy-d:c. Man findet leicht, daB beide

Woerte gleich §g, sind. Dagegen diejenige Hohe, iber weloher und
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‘anter welcher sioh das Gescholl gleich lange Zeit bei seinem Flug
befindet, — sie sei die mittlere Flughbhe genannt und mit y,
bezeichnet —, ist y,, = Jy,, wie leicht abgeleitot werden kann.
Die GesamischuBweite X ergibt sich aus (2) zu X = 2k -sin 2¢.
Die grifte SchuBweite wird, bej gleicher Anfangsgeschwindig-
keit v, oder gleichbleibendem %, dann erhalten, wenn sin2q@ am
groften ist, d. h wenn ¢ == :, ein Ergebnis, das schon Tartaglia
durch den Versuch aonndhbernd erhirtet hatte. In diesexa Fall wird
die SchuBweite X = 2h-sin2@ = 2k, also das Doppelte der Flug-
% J
hhe o
Anfangsgeschwindigkeit v, lotrecht in die Hobe geworfen wird.

Die Geschwindigkeit v des geworfenen Kérpers nach der Zeit 7
ist gegeben durch

, diec von einem Korper erreicht wird, der mit derselben

_ (dz\? dy\2
= () +&
= v,%-008% p + (v, 8inE —- gt = v - g* ¥ — By, g1;
2
nun war ywv,t—%-t” und h-;‘._g,' also st

C v,* 9 42
v -—-29(?&]—-—-1},-&-{-—2—4 ),
somit kurz

=29k —y..

Die Geschwindigkeit des Kérpers im Punkt (ry) oder nach der
Zoit ¢ ist also diesclbe, wie wenn der Kérper um die Strecke & — y
frei herabgefallen wire. Dariiber s, w. u.

Die Flugzelt alsc diejenige Zsit, die der Kdrper braucht, um

den Punkt (xy) zu erreichen, ist mach (1) = im beson-
Py OB

deren die Zeit, die er braucht, am den gesgamten itber dem Mundungs-

horizont liegenden Teil O W der Flugbahn zu durchlaufen, ist gleich

derjenigen Zeit, die die Horizontalprojektion P, des Massenpunkts

zum Durchlauten der GesamtschuBweite O'W nétig hat, also gleich

ow 4%-sin @

o T gaea.mt.e Flugzeit 1 =

2~t',,-ein ?
7
Fiihtt man diesen Wert 2,8in ¢ = —g— T in die zweite QGleichung (1)
ein, so folgt
) y="2ur—9.
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Wenn t speziell gleich der halben Gesamtflugzeit geworden ist,
1= -';:, so ist, wegen der Symmetrie der Parabel um die Gipfel-
ordinate, y speziell die Gipfelhdhe z,, also

g, =5 T% 122677,

Diese Formel, die auch fiir den lufterfiillten Raum oft gute Dienste
leistet, heiBs in Deutachland die Hauptsche, in England die Sladen-
sche Formeld, ist aber nichts anderes als die betreffende, seit etwa
1/, Jahrhunderten bekannte Formel des leeren Raumes.

Mit Hilfe der abgeleiteten Gleichungen fir die Elements x, y,
», t, § einez beliebigen Flugbahopunkis (bei gegebenem v, and ¢)
lassen sich je vier von diesen GroBen in der fiinften ausdriicken.
Die gugehirigen Gleichungen findet man in der Zusammenstellung
am Schlusse dieses Abschnitts.

Woeitere Beziehungen erhilt man dadurch, da8 man eine Schar
von Flugbahnen ins Auge faBt und hiexbei die gemeinschaftlichen
Bigenschaften aufsucht. die die einzelnen Flugbahnen der Schar
verbhinden.

§ 2. Schar der Flughahven bei gleichbleibender
Anfangsgeschwindigkeit.

In derselben Vertikalebene, der Zeichnungsebene, liegen unendiich
viele Flugbahnparabeln, die demselben Punkt O als Abgangspunkt
und demselben Wert v, der Anfangsgeschwindigkeit (derselben La~
dung) zugehdren; man erhilt diese Schar, indem man dem Abgangs-
winkel ¢ der Reihe nach andere und andere Werte zuerteilt.

Zunéichst seien aus der Schar zwei Paraveln heransgegriffen, die
dadurch zusammengehbren, daB beide durch denselben Punkt (xy)
gehen sollen. Man denke sich also (x, y) ala éinen gegebenen Punkhb
(Spitze ecines Turmes uew.); unter welchem Abgaongewinkel ‘muf ge-
schossen werden, damit dieser Zielpunkt (z, y) getroffen wird? Es

war y-—-x:tgq'—“.—.z‘m; mit Wsatp-ﬂm?; und tg ¢ = z wird

dhy 42 — dbhzxz 4+ 2% 2% = 0, daraus
) 2h , 1 ya 35
z=t,gw=?ﬂ:"='"‘l4h3—4hy——x’. (8)
Das doppelie Vorzeichen deutet an, daB derselbe Punks (zy) der
Ebene bei derselben Anfangsgeschwindigkeit v,, also demselben Wert
2 .
vou A= % , suf doppelte Weise getroffen werden kann; die beiden

Abgangswinkel @, und @, lassen sich sus (3) berechnen; der oine
SchuB heift FlachschuB oder direkter SchuB, der andere
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Bogen. oder indirekéter Schull. Eine Winkelbezicshung zwischen
@, und @, wird sich weiter unten ergeben. Vorerst hetrachte man
die beiden Lisungen (3) nidher. Offenbar gibt es dann und nur dann
gz woi voncinander verschiedene reclle Abgangswinkel ¢, wenn die
Quadratwurzel reell iat, also wenn 4 2% 2> 4y + 2 ist. Beide Lisungen
fallen in eine zusammen, wenn der Ausdruck unter der Wurzel Null
ist; wenn endlich (zy) so liegt, daB 4%® < 4hy 4 2% so gibt es
rimmer bei gegebenem kb, also v,) keinen reellen Abgangswinkel ¢,
mit dem der Punkt (zy) getroffer werden konnte.

Also zerfillt die ganze Schuflebene in zwei Gebiete; in dem einen
Gebiet liegen diejenigen Punkte (xy), die auf doppelte Weise ge-
troffen werden kénnen; im andern liegen diejenigen Punkte, die
iiberbaupt nicht getroffen werden; beide Gebicte werden durch die
Kurve getrennt, der die Gleichung 4h* =4k y -+ 2° (mit z, y als
Variabeln) sukommt und die den geometriechen Ort der Punkte der
Ebene darstellt, die nur auf eine einzige Weise getroffer werden
konnen, fiir die also der direkte und der indirekte SchuB zu-
sammenfallen.

Abb. 8.

Diese Kurve ist eime Parabel, mit Brennpunkt in O; man
eckennt dies sofort, wenn man den Koordinatenanfang durch Paraliel-
verschiebung des Systems in den Punkt O, (0, h) verlegt, der auf der
Kurve liegt. Ersstzt man y darch 2 4-y und nimmt sodaon y’
negativ, so wird die Xurvengleichung 45% = 4k h — o)+ 2* oder
= 4h.y; d b die Kurve 40" = 4¢hy-} 2? stellt eine Parahel
dar, deren Scheitel in O,, deren Breonpunkt in O liegt und deren
Achso somit lotrecht ist,

Nach dem Vorhergehenden, zurammen mit dem aus der Theorie
der Eiphiillendep Bekamnten, ist za entnehmen, daB diese Parabel

4Rt = 4by - o® {4)
die Einhiillende sller Wurfparabeln der besproohemen Schar dar-

stellt, wie sich auch unmittelbar mit Leichtigkeit ergibt-
Die Gleichung der Flugbahnparabel (2} war

—4h-tgp-z-+4dh-y=0;

cos® g
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leitet man diese Gleicbung, dis mit ¢ als willkiirlichem Parameter
zugleich die Gleichung der erwihnten Farabelschar ist, partiell nach ¢

ab, so folgt .
. 2°°"‘7""i',‘£,1,ﬁ . 47::0 - 0;
coet ¢ cus® @
es ist nlso entweder x==0 und damit y = ¢ (d. h. man kann den
_Abgangspunkt O sls umendlich kleinen Krels betrachten, der vor
simtlichen Parabsla umhiillt wird), oder aber ist der andere Faktor

Null, tg o = '2-:; wird hiersus und ans der Gleichung der Parabelschar

das die einzelne Parabel als Individuum kennzeichnende Element,
slso ¢, ansgeschaltet, so bleibt 43 (14 25 — 4222 .s 4 4h. g0
oder 2% 4 432 — 8h® }-4hy =0, worans endlich 4i*—=4hy -} a?,
wie oben.

Dabei war die Betrachtungsweiss nur auf die in der vertikal
gedachten Zeichoungsebene vor sich gehenden Bewegungen bezogen
worden: denkt man sich im Ravm von O aus mit derselben An-
fangsgeschwindigkeit 2, unter allen méglichen Abgaungswinkeln ¢
goschoasen, so werden die samtlichen Wurfparabeln von einem Um -
drehungsparaboloid eingehiillt, das den Gipfel in O,, den Brenn-
punké in O besitat.

Um zn den Vorstellungen in einer SchuBebene zuriickzukehren,
s0 set gefragt, welches der geometrische Ort der Brennpunkte, gowie
derjenige der Gipfel similicher Parabieln der Schar sei.

Die urspriingliche Gleichiing (2) der Wurfparabel

Fad

VY=2%P~ Ty
148t sich in der Form schreiben

CREAL 2-v® v

e L
wobei wie oben v, = y,-co8@; ¥,-=u,sing ist. Aus dieser Form
der Gleichung 138t sich ohne weiteres auf die Lage der Leitlinie
der Parabel schliefen. Da nhmlich der doppelte Parameter der Pa-
rabel ous der Gleichung sich zu 2';‘. ergibé und da die Leitlinie
von dem Gipfel um eine Strecke gleioh dem halben Psrameter ab-
stoht, so ist ihr Abstand von der ibhr parallelen x-Achse gleich
e W .

¥, ;*; {wo y, die Ordinate des Gipfels) oder gleich ;L; -+ gl-; = g’g =},
somit hingt dieser Abstand von.¢ nicht ab nund man hat den Satz:
alle Parabeln der genannten Schar haben die Leitlinien
gemeinachaftlioh; ihre Hhe iiber der Wagrechter, dér z-Achse,
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ist gleich der Hdhe s, die ein mit der Anfangsgeschwindigkeit.

vortikal aufwirta geworfener Kérper erreicht. gﬂg_?ﬂ WLP:}?” 43 {Yy
Die Geschwindigkeit des geworfenen Kérpers jn einem be-

liehigen Punki (2y) der Flugbabn wurde frihier gleich 72k < 4)..

gefunden; dieses Ergebnis 148t sich nunmehr such =0 susdrickénst

Die fragliche Geschwindigkeit ist dieselbs, die der Kérper be-

gitzen wiirde, wenn er von der Leitlinié aue bie zu jener

Stelle der Bahn frei herabgefallen wire. [Ubrigens 1iBt sich

i 88 atich ittelbar aus dem

Satz von der lebendigen Kraft ein- | gemeinsch, Directria.

sehen; denn die lebendige Kraft 3

doa (eschosses von der Massem

in dem beliebigen Bahnpunks (zy)

ist ; v*; der Verlust an kinetischer

%
Energie 4'2-'1:,,’ - %v’ gleich dem y \

Gewinnmg-yan Energie der Lags; |/ 4
da

.
-

o3 =2gh,

go iet
Abb. 4.
=29 —y)]

Aus der iiber die Leitlinie gewonnenen Beziebung folgt nun-
mehr leicht eine solohe iber die Lage der Bremmpunkte simtlicher
Parabeln der Schar. Die Leitlinie jeder der Parabeln hat die un-
versnderliche Hohe A iiber der Wagrechten durch O; der Gipfel der

/7
oy

I
’
¢

4

/
"A&'nly

~r

Abb. b.

dem Abgangswinkel ¢ mugehbrigen Parabel hat die Ordinate
y,=k-sin®p; also iat, weil der Gipfel einer Parabel vom Bremm-
punkt einetseits und von der Leitlinis andererseits gleich weit absteht,
die Ordinate des Bremnpunkts Fum % — B.ein¢ oder um #%.coe” ¢
Kleiner als die Gipfelordinate; folglich ist die Ordinate &, F des
Brennputkts gleich 2 sin? ¢ — 7 ¢os? = — A+ cos 2¢; die Abezisee 08,
dee Gipfels und damit des Brennpunkts ist OS, = h-sin2 @; dar-
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ans OF* =8 F2 1+ 08, =h%cos® 2¢p |- A" ain® 2¢p == A% O =4,
unebhingig von p. Der geometrische Ort dor Brgnngunkte F
aller Wurfparabelp der Schar ist danach ein Kreis um. 0
mit dem Radins O O, oder A (im Raum eine Kugel). Der Schoitt-
punkt dieses Kreises' mit der Wagrechten durch O (der :c-j%'chse)
entspricht als Brennpunkt betrachiet der Parabel mit d'm- g-roBbe‘n
Wurfweite, also mit dem Abgangawinkel 45% denn fiir diese ist die
Ordinate des Gipfels %, die Abszisse /.

Andererseits ist der geometrische Ort fir die Gipfel aller
Waurfparsbelu der Schar eino Ellipse mijt den Halbachsen &
und -—g-, die die Wagrechte durch O in O berithrt (im Raum
ein Umdrohungsellipsoid); denv fiir die Koordinaten «,, y, des Gipfels
war erhalten worden:

A
Yo~ 5

] . N s 2
f=sn2p; Yy, =h-sin®@; = == --coslg.

NN %,
\ -~
Ve
/" Ik g ) AN
Abb. 6.
Ay
EAY =
Durch Quadrieren und Addieren erhilt men (—,.i) +l—5— =1
T

also das erwibnte Ergehnia. ‘

Ferner isb der geometrische Ort der Schnittpunitie zwisohen den
Anfangstangenten an die verschiedenen Parsbeln der Soher und
zwischen den Achsen der betrefienden Parabeln ein Kreis, dessen
Mittelpunkt auf der gemeinschaftlichen Leitlinie der Parabelschar
liegt und der dis z-Achse im Abgangspunkt O berithrt. Dern fiir
einen solchen Sthnittpunkt gelten die Gleichungen x —%-sin2¢
und y =z tg @, woraus folgs: .

Ay — B =R,
Manr kann sich weiterhin die Frage vorlegen: Welches lst der
geometrische Ort aller Punkte, die bei derselben Anfangs-
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geschwindigkeit v, unter sllen mdglichen Abgangswinkeln ¢
nach einer und derselben Anzahl ¢ von Sekunden erreicht
werden? Man denke sich also von O aus unter-allen méglichen
Abgangswinkeln, aber mit derseiben Anfangsgeschwindigkeit gleich-
zeitig schr viele Geschosse abgehen; in einem bestimmten Augen-
blick, also nach einer bestimmten Anzahl ¢ von Sekunden, befinden
sich die simtlichen Geschosse auf einer gewissen Fliche; welcher
Art ist diese Fldche? [Oder denke man sich, aus einem Vulkan
werden gleichzeitig eine groBe Menge von Steinen mit annidhernd
derselben Anfangsgeschwindigkeit herausgeschlsuders, und setze vor-
ans, daB bei der Berechnung der Luftwiderstand vernachlissigt
werden konnpe, sine Voraussetzung, die freilich in den seltensten
Fillen mit der Wirklichkeit geniigend ihereinstimmen wird, so kaan
gefragt worden, welches der UmriB der aus dem Vuiken heraus-
tretenden Wolke in irgendeinem Zeitpunkt sei.] Du um die Lot-
rechte derch O alles symmetrisch ist, hat man such hier nur néotig,
die Wiirfe in der lotrechten Zeichnungsebene zu beriicksichtigen.

R .
!
Abb. 7.
Nach ¢ Sekunden waren die Koordinaten cines solchen Geschosses:
2 ==, COB P, y='vo-sin<p-t—l :.

Nunmebr ist @ auszuschalten mit Hilfe der Beziehung cos® @
+ein®p —=1; dies gibt o* -+ (y+L-12) = (5,-1)". Innorhalb der
Zeichnungsebene ist dies die Gleichling‘ eines Xreises, dessen Ra-
dius (= v,-t) sich proportional der Zeit gleichmiBig vergréBert und
dessen Mittelpunkt auf der y-Achse abwirts geht; anfangs, fiir
t=0, ist der Kreismittelpunkt’ in @, nach ¢ Sekunden ist er um

~;g—~t‘ unterhalb von Q; also hat sich der Kreismittelpunkt in dieser

Zeit um eine gleiche Streoke suf der negativen y-Achse von O ent-
fernt, wie wenn cr als ein Massenpunkt infolge der Sohwerkmft frei
herabgefallen wire.

Durch Umdrehung der Flugbalnebene um die y- thse erhilt
man als gesuchten geometrischen Ort eine Kugel mit dem Halb-
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messer ,-t, deren Mittelpunkt M nach fSekunden in einer
Tiefe unter & sich befindet, die in derseiben Zeit wvon
einem frei hersbfallenden schweren Massenpurkt erreicht
worden wire.

Wenn man mit gleichbleibendem v, und Aufsatzwinkel ¢,
schiefit, also denselben Winkel p, zwischen Anfamgstangente und
Richtung nach dem Ziel, oder, was beiny Schielen auf schiefem Ge-
linde desselbe bedeutet, den gleichen Winkel ¢, = ¢ — E zwischen
der Anfangstengente und dem schiefen Gelinde vom Horizontal-
neigungswinkel B anwendet, so ist der geometrische Or¢ fur
die Schnittpunkte zwischen Visierlinie und Flugbahn (oder
_fiir die Auffallpunkte anf dem schiefen Gelinde) die Parabel

y=a:-cotgq:,—-#“—ﬁ—,;:.
Dies ist eine Flugbahuoparsbel mit v, und einem Abgangswinkel
gleich dem Xomplement von ;. Fir verschiedene Visierwinkel ¢,
bei gleichem o, bat man eine Schar solcher Parabeln. Diese ganze
'Schar ist oFenbar identisch mit der in dieser Nummer behandelten
Schar von Flugparabeln mit gleichbleibendem v,. Letztere Schar ist
somit gleichzeitigy die Kurvenaohar gleichor Aufsatzwinkel
Die Ablsitung der letzteren Beziehungen wird in § 4 gegeben werden.

§ 3. Schar der Flughahnen mit gleichbleibendem
Abgengswinkel und einige andere Flugbalnscharen.

A. Den vorhergehenden Sitzen iibor die Gesamtheit der Flug-
bahnen bei unverinderter Ladung, slso gleicher Anfangsgeschwindig-
keit, stehen andere gegemiber, die sich auf die Schar der Flug-
bahnen mit unverdndertem Abgangswinkel und verschiedemen An-
fangageschwindigkeiten bezishen.
Mean denke sich also jetzt ein
eingespanntes Gewshr oder ein
Geschiitz mit immer gleichblei-
bender Neigung ¢ der Seelen-
achse gegen die Wagrechte,
dagegen immer anders An-
fangsgeschwindigkeiten der Ge-
schosse gewihlt, und stelle sich
die entsprechenden Fragen wie
vorher.

Der geomotriseche Ort der Gipfel aller Wurfparabeln der
2. Schar ist eine gerade Linie, die man erhilt, wenn man eine
lotrechte Strecke zwischen den Sohenkeln des Abgangawinkels @
halbiert nnd den Halbierungspunkt 8 mit O verbindet. Denn fiir

Abb. 8.
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den Gipfel war 2 = %-8in2¢, y = h-sin®¢; hier ist ¢ unverinder-
lick; also ist die von einer Flugbahn zur anderen verauderhche

Groe b= 20) suaznachalten; durch Division wird L_sue,
; 24 sin ‘2

= tg @, worin der Beweis liegt. Dieser geometﬁsche Crt der Gipfel
it auch der 4. harmonische Strehl zm der wagrechten x-Achse, der
Anfangsiengente and zu der lotrechten y-Achse.

Ebenso ist der geometrische Ort der Brennpunkte eine
Gerade; man konstru-
fert sie, indemn man den
Abgangswinkel ¢ verdop- £
pelt und auf dem freien
Schenkel diesos Winkels ‘ )
2¢ die Senkrechts in O . (08104}
errichtet. >

In der Tat, die Ko-
ordinaten des Bremn-
punkts waren Abb. 9.

z=Hh-8in2¢ wnd y= —h-082¢;
durch Ausschaltung von b folgt

%:—mb2¢mt§(~§-+29’)v

also die obige Behauptung.
Denkt man sich endlich unter demsolben Abgangswinkel ¢ mit
allen miglichen Anfangsgeschwindigkeiten v, (=73 gh) glsichzeitig

2y:x

in derselben Vertikalebsne
geschossen, 8o kann man
auch hier fragem, auf
welcher Linie finden sich
nach einer bestimmten An-
zahl § von Sekunden die
sdmatlichen  geworfemen

Karper vor?
Die Liage eines soloben
Eorpers nach 2 Selcunden Abb, 10,
ist durch dessen Koordi- '
ncten festgelogt; = = 0, 008 @& und y = v,-sing.i — Darch

Eliminstion von v, exhélt map y = z- t.gw——-l’

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie parallel der gleich-
bleibenden Abgangmohhmg 04; ihr Schnittpunkt M mit der y-Achse

hefindet sich um - t‘ unterhalb O; man hat sich also nur zo denken,
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dafl, gleichzeitiz mit jenenm von O sus geworfenen Kérpern, eben-
falls von O sus eine schwere Masse frei hersbfills. Nach ¢ Sekunden
sei diese Marse in M angelangt; durch M ziehe man eine Parallele
zn der Abgangsrichtung OA4. Durch Drehung um dis y- Acbse findet
man sodann als geometrisohen Ort fiir die Lagen der sdmtlichen
gleichzeitig abgeworfenen Kérper im Reum eine Kegelflache,
parallel der Kegeldiche OA; ihre Bpitze M riickt von O aus
abwirts, wie eine schwere Masse frei fiallt.

Endlich sind leicht folgende Eigenschaften zu beweisen: Denkt
man sich vom Abgangspunkit O aus eine Gerade OM, M M, ..., die
die einzelnen Parabeln der Schar in den Punkten M, M, M, ... trifft,
8o sind die Parabeltangenten in M, M, M, ... unter sich parallel,
und die Flugzeiten zum FErreichen dieser Punkte verhalten sich wie
die Bahngeschwindigkeiten in diesen Punkten und auch wie die be-
treffenden Anfangsgeschwindigkeit:en. Zieht man ferner eine zweite
Gersde ON, N, N, .., durch O, die den Parabeln in N, N, N, ...
begegnet, so sind die Verbindungslinien M, N, M N, ... unter sich
parallel.

B. Bchar der Wurfparabelu mit unverdnderter wegrechter
Komponernte der Anfangsgeschwindigkeit, v, cos @ = konst. = x,

Der Ort der Gipfel ist die Parabol y-ii - x%,
(Denn die Koordinaten des Gipfels waren:

ry= Y ing-conp = tgm, = sintg = rtgt p; dnrch Eliminati
=g ¥ v e M=z tr*ﬁ-c'% nro wination

von ¢ folgt y, = é—i—,—-z,‘.)
Der Ort der Brenupuakte ist dieselbs Parabel, aber parallel mit sich
20
vach abwirts versetet wm TR
(Dene dis Koordinaten des Bremnpunlkts waren:

1]
x,sh-&iﬂ?wm%-bgqp; y,——h coa2w=-—-—(l—tg @), deraus

vt gg e )
Forner ist der Ort der Pnnkte, die nach derselben Zeit ¢ erreicht
werden, durch die lotrechte Gerade z = v, 008 p+£=xt dargestellt,

Endlich ist der Ort der Punkte mit glucbar Tangentennoi ung ¢
eine Parsbel, Denn nach dem Friiheren ist: gung

Y. apg
em ,~—'*"(tsw~—tgz»~="7(vsw-tu>

s ot -ooel @ ; Cond
y="gy— (bg® o »tgjﬁ) o T ~tg'¥).

Durch Elimination von ¢ ergibt sinh y = x-1g 8 +g .
X7,
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C. Scgher der Wurfparabeln mit konstanter Vertikalkompo-
nente der Anfangegeschwindigkeit, v, aing = konst, = m, oder, was dus-
selbe ist, mit konstanter Gesamtflugzeit T oder auch mit konstanter
Gipfelhdhe y,.

3
Der Ort der Giplel ist die Horizontale y,n.-;—g‘

e : ms  gat
Der Ort der Brennpunkte ist die Parabel y sfff ok

(Denn es war

o* m?
E 7 sinqvcosqv=7-cctgq:,
¥t aintore T 20—
Y= 2,gr(cos ©—8in® g} = Zg(cotg @—1).

Durch Elimination von cotge und Weglsssung des Index f folgt obiges.)
Endlich dexr geometrigche Ort der Punkte, die naock dereelben

Zeait ¢ erreicht werden, ist die Gerade y-m-t——g-l'. Denn o8 war

y=vosinqo-t-—-%-t‘.

Eunteprechende Sitze kdnnen abgeleitet werden fiir die Schar der Wurt
parabein (mit demselben Abgangspunkt O), die durch demselben Ziel..
punkt O, geben, weiter fir die Schar der Wurfparabeln, die innerhalb der-
selben SchuBebens eine gegebene Gerade berihren, u. a m.

. Die Ableitung sdmtlicher Satze kaon such mit Hilfe von elementar-
geometrisohen oder projektivisch-geometrischen Betrachtungen ex-
folgen. Denp z B. die Schsr der Wurfparabeln mit konstenter Anfangs-
gesohwindigkeit v, bat den Abgangepunkt O, die Acheenrichtung und die Leit-
linie gemeinschaftlich, die Schar der Wurfparubeln von gleichem Abgangs-
winkel ¢ hat den Punkt (0, die Achsenrichinng und die Tangente in O ge-
mein usw. Eine derartige Entwicklung der wichtigsten Sitze hat Hauptmarnn
Fr. Kiilp. (vgl. Lit.-Note) ima ballistischen Laboratorium durchgefiihrt; er hat
bei diesem Anlal einige wio es scheint peue Sitze aufgefunden. Die Arbeit
von Fr. Kiilp. auf dic besonders hingewicsen sein mége, bildet fiir den mathes
matisohen Unterrioht, speziell fiir Vortrige in projektiviecher Geometrie, eine
Fondgrabe von anregendern Anweundungsheigpielen.

Die Biitze {ber den geometrischen Ort der Punkte gleicher Flugzeit bei
" gleiohbleibender Anfangsgeschwindigkeit einerseits und bei gleichbleibendem
Abgangewinkel andererseits gestatten es, sich eim gualitatives Bild wvon der
Verteilung der Sprengpunkte bei einem ideslen, d. h. in sich selbst streuungs-
losen Zeitziinder zn machen. Man erkennt, daB anch der ideale Ziinder
Léngen- und Hbbenstrenungea der Sprengpunkte ergibt. Niherez siche in der
Lit.-Note.

§ 4 Wuorl auf gencigtem Boden,

Es werde jetzt die vorhergehende Aufgabe verallgemeinert: Die
(oben als wagrecht vorsusgesetzte) Bodenfliiche mbge nunmehr mib
dem Horizont duorech den Abgangspunkt den Neigungswinkel X
bilden; der Abgangswinkel ¢ des Geschosses sei von dem Miindungs-
borizont aus gerechnet. Wie grof ist bei gegebener Anfangs-
goschwindigkeit die Wurfweite 0.4, gemessen auf der schiefen
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Ebene? Welches ist die zugehbrige Flugzeit? Und unter welcher
Bedingung wird die grofte Wurfweite erreicht? Die Gleichung der
schiefen Ebene ist ye=2x.ftgH; man hat also zusamrmen z==v,f
und g = vyt — & 43 = z.tg By sus diesen drei Gleichungen sind
2 und y stuszuschalben, wenz man die Zeit ¢ erhalten will, die ver-
flieBt, bis das Gescho die achiefe Ebene; slso den Punkt A oder

(z, 4) erreicht; es wird v,-t-—§~i’=v‘-t~th, somit ist ent-
weder #==0 (der Abgangspunkt O liegt ebenfalls suf der achiefen

Ebene), oder

$o= 2% .zﬁ.tgzzl@”__’:”_ll"_ﬂ_@;

.7 g g

nun ish 9, = 7,-008 @; vy = 9, 5inp, somit wird

sin {p —H)
aos ¢

die Flugzeit { = %‘

Abb. 11.

Ferner wird die Abezisse von 4 gleich

T = 0,+d s By 00B @t = E;’l«f. cong:-sin (¢ — )

cos & ’
somit ist die Wurfweite 04 auf der schiefen Ebene
T 2-t" cofg-din (p—K)

Od s = o E
oder auch, wenn der’ Abgangswinkel gegeniiber dem schiefen Ge-
linde (& i bei Abgangsfehler Null der Winkel zwischen der Rich-
tung (A nsch dem Ziel 4 und der Seselenachse des Geschiitzes, der.
Anfsatzwinkel oder Visierwinkel) mit g, bezeichnet wird, g.— F = p,,
80 ist die Wurfweite :
2o sng, e w)
04 g° cost B -

Fiir welchen Wert des Abgangswinkels ¢ wird, bei gegebener
Anhnpg?schwindigkeit v, und gegebener Neignng Z des Bodens, die
Wurfweite 04 ein Maximum? Der Ausdruck oos¢-sin{py — E)
ist nach p abszuleiten. Dies gibt : .

~—eing-sin (¢ — B) -{- cos g -cos (p — E) == 03

iy — B)= cotsv’wtc(—}—«p):,



Wurf auf geneigtem Boden 17

somit mufl sein x
P— L= —@;

-G+,

In diesem Fall ist der Winkel zwischen Anfangstangente de
Flughahn und zwischen der Vertikslen in O gleich '

andererseits ist der Winkel zwischen der schiefen Ehene und der
YLotrechten %-—— E;, alwo muB die Wurfrichtung den Winkel

zwischen der schiefen Ebene und der Lotrechten des Ab-
gangspunktes halbieren, wenn die Wurfweite, gemessen
suf der schiefen Ebene, ein Maximom werden soll. (Dieses
Ergebnis gilt auch, wenn die schiefe Ebene von 4 aus abwirts,
statt aufwsrts fiihrt; s Beiapisl unten.)

Abb. 12.

SohieBt man unter zwei Abgangswinkeln, wovon dex
eine um den gleichen Betrag ¢ kleiner, wie der andere
groBer ist, als der eben erwihante Winkel der Maximal-
schunBweite, so treffen die beiden Schiisse die schiefe Ebene
in demselben Punkt 4 (Flachschufl; — Bogenschus).’

In der Tat ist der groBers der beiden Abgangawinkel

-’_-;~+-12£+s; der andere %—l—-g——e;
folglich ist nack dem Obigen das erste Mal

die Wurtweite pag o (Grg +)on(f-F+e)
[ )

coet B
das zweite Mal

= 2 _ V(= -E_
die Wurfweite :"_:""._’l.oos (4 M c?E*“;(‘ 2 ')

Crang, Ballistik. 5. Aufl, Ba,). g
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Nun ist
cos (_ _|- E S e) = ginug des Kormplements = sin (—; - g - )
und
ain (%— — —g +s) == coginus des ” == COB ( g = s\

also erhalten beide Ausdriicke denselben Wert.

Speziell fiic £ = 0, also bei wagrechtem Boden, wird die Wari-
weite gleich fiir zwei Wurfwinkel, die sich zu $0° ergiinzen, oder
von denen der ¢ine um denselber Betrag kleiner, wie der andere
groPer ist als 45% Dies folgt
erstens avs dem Vorhergehen-
den durch, die Bpezisiisierung
E == 0, und zweitens einfacher
unmittelbar sus der Formel fiir
die Warfweite == 2 k-sin 2¢;
sind @, und @, zwei Abgangs-
winkel der Art, daB @, -+ g,

Abb. 13, so ist

si112991=sin2(-’2i—- %) =gin 2 @, .

Der geometrische QOrt der Auffallpunkte 4 auf dem echiefen Ge-
ldnde, bei gleichbleibendem Aufaatzwinkel ¢, und derselben Anfangs-
geschwindigkeit v,, aber bel veranderlichem Gelindewinkel E ist die
Parabel

=z g = gz
y=ztgl5g—o)— L T =X eeotg o — p— e
(2 ) 2yet- cos? (—’2'-,._ @ 2 vt sin? @,

. - . 24,0 8 ¢ - 81
wie gich sofort ergibt, wenn man aus =x St SOEENEL und

. : g coB(e—oy)
y =2z-1g(p — p,) den Winkel ¢ ausschaltet.
Diese Bezichungen mgen des niheren durch dis nachfolgende Tabelle
erléutert werden. In dieser aind die SobwBweiten 0.4 = 2:;" Sin g - COR (g o | E)

oo &
<
uter der Annshme 2—;’"_# 10000 oder v, ~ 221 my/sec, fiir die Gelamdewinkel
B=-20, -10, —5, 0, +5, 410, bis 487 Grad und fir die Aufeatz-

oder Visierwinkel ¢, =8, b, 10, 15, 20 . bis 90 Grad gogeben.

Aus den Zahlen der Tavbelle erkenne man zuhdchst, daB in der Tat bei
gleichem Qelindewinkel E die SchuBweite dann sin Msximum wird, wenn
die Anfangstangente der Flugbabhn den Winkel zwiachen dem schiafen Ge-
linde wnd der mach obenm gerichtebem Vertikalen halbiert; = B. bei dem
Gelindewinkel B = —20° tritt das Maximum ven 7600 m dann ein, wenun
901"20 55° iet.

¥, =
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In der Tabelle ist duroh dickere Begrenzuwvgsstriche besonders hérvor-
gshoben die Vertikalspslie derjemnigen Schufweiten, die man mit dem be
treffenden Anfsatzwinkel ¢, auf horizontalem Gelinde (£ = 0) erzielt, Diesse
SchuBweiten, migen die VisieeschuBweiten heillen, An den Aufsatzvorrich-
tungen der Geschiitze und Gewehre sind vielfach aufler den Viaierwinkeln w,
(in Graden) oder auch an Stelle dieser Winkel die erwihnten VisierschuB-
weiten in Metern angeschrieben; dann jst im vorliegenden Fall z. 8. dis An-
gabe ,Vieler 2500 gleichhedentend mit der Angabe ,Aufsatzwinkel 15°“ oder
die Angabe ,Visier 5000¢ gleichbedeatend mit ,Aufsstzwinkael 459, (dabei soll,
wie sohon erwiihnt, im folgenden vorausgesetzt pein, daB der Abgangsfehler-
winkel Null sei).

Ist nun ein Ziel, dessen direkte Entfernung vom Goeschiitz 5000 m be-
tragt, auf einem pchiefen Gelinde vom Gelindewinkel E=—=20° gelegen und
wendet man, um das Zisl za treffen, das Visier ,5000“, d.h. den Aufsatz-
winkel ¢, = 45° an, so macht man dabei stillchweigend die Annahme, daf§
es zur Krreichung des 5000 m entfornten Ziels bei gleicher Anfangsgeschwin-
digkeit v; nur awf diese Entfernung 5000 m, nicht asber anf den Gelénde-
winkel ankomme. Man dreht ju Gedanken die Flugbshn um die Geschiitz-
miindung, vnd zwar um den Gelindewinkel von z B. - 20% wie wann die
Flugbehn eine starre Knrve wire. Dr8 letzferss tatsichlich nicht zutrifit, ist
achon aus der Abbh. B cohne weiteres ersichtlich. Man begeht in der Tat
bei dimsern ,8chwenken der Flugbahnen“ im allgemeinen einen Fehier.
In dem vorliegenden Beispiol — Gelindewinkel K= 20°, Aunfsatzwinkel
@y, =45°% — wird die SchuBweite wicht 5000 m, sondern 8384 m; man hes
also KnrzsohuB om 1616 m. Bei Gelandewinkel £ =—20° und demeslben
Aafsatzwinkel 48° ist die SchuBweite 7258 m statt 5000 m, somit WeitschuB,
mit Pehler + 2258 m.

Fur alle Aufsatzwinkel ¢,, die griBer sind als ein gewisser Winkel zwi-
schen 15¢ und 20° (namlich 16°44’, vgl. w. a), liefert so das Schwenken der
Flugbahr bel positivem Gelindewinkel KurzschuB, bei megativem Gelinde-
winkel Weitechull und zwar is¢ der Fehler beim Abwirteschieen unter sonst
gleichen Umstinden absolnt genommen groBer als beim Aufwirtsechiefen.

In dem erwilnten Bereich der Aunfsatzwinkel trifft also, wio die Tabelle
zoigt, die bekannte Jiagerragel zu: )

Bergauf, halt’ drauf;
Bergunter, halt’ drunter.

Fir kleinere Anfsatzwinkel ¢, als 16° 44’ mind die Verhiltnisee etwas ver-
wickelter. Z. B. werde das ,Visier 522,6 m¥ oder der Aufeatzwinkel 3° sn-
gewendet. Der Gelindewinkel nehme zu von Null bis + 87° Bei E=90
wird die Visierschu@weite von 5226 m, bei ¥ =87¢ (vertikaler Schufl) die
SchuBweite Null erhslten: Daxwischen nimmt die SchuBweite zunichast ein
wenig ab, sodann erheblich zu, schliefillich wisder sehr rasck: nach Null hin
ab. Es missen aleo, da der Verlauf ein stetiger ist, zwischen den QGelinde-
winkeln & =0° und E = 87° zwei Golindewinkel existieren, fitr die die Visier-
schufiweite §22,6 @ wieder erreicht wird, Fiir dicse speziellen Werte (E, <
6°2' und E, — 86°50") des Geldndewinkels F iat somit das Schwenken der Flag~
bahn streng riohtig; wenigstens hinsichtlich der erreichten SchuBweite entsteht.
kein Fehler (die Gbrigen FlugbahngroBen allerdings sind nicht dieselben wie in
dem ¥alle E==0, wo das Ziel im Miindungshorizont Liegt.)

Ahnlichea ist sus den Horizontalreihem der Tabelle fiir dis Anfsatzwinkel
5°, 10° und 15° zx ersehen. Man erhélt so ein gewisses Rebiet- von positiven

P Ad
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Golandewinkeln, ianerhalb dessen nicht KurzschuB, sondern ' Weitschull erfolgt
{in der Tabelle besonders umrahmi). Die Grenzen dieses Gebiets sind diejenigen
Gelindowinkel, fiir welohe das Schwenken der Flughahn dieselbe Schufiweite
auf dem achiefen Gelinde ergibt, wie auf dem borizoutalen.

. Es entsteht slso die Frage: Fiir welchen Gelindewinke] B ist die Schufl-
weite OF anf dem schiefen Gelinde (vgl. Abb. 14} ebenso groB, wie die Schuf-
weite 04 suf wagrechtem Gelinde, falls man ‘gegeniiber dem schiefon Gelinde
dernselben Abgangewinkel anwendet, wis gegenitber dexn. horizontalen (g, = ¢)°

Die Bedingung lautet:

By, ovs (E+ ) eing, u° .
— 0 Ll L TR S b3 :

¢ oost B 2 amee
also bei Aanwendung des Prinzips des
Bchwenkena (@, = ¢): *

2 eos (E -+ ¢)-sin ¢ = cos? B-4in 29 .
Eine Wuxzel dieser Gleichung, mit £ als
Unbekannter, ist E=0. Abgeeochen von
dieser erhilt man die Gleichnng 3. Grades
in conB:008% B ~con® X - oos B-1gie -
1gTp=0. B8ie liBt sich anch schreiben:
cos E - t,gfg-a + tge- Abb. 14.

Diese Gleichung ist, was die positiven Geliindewinkel betrifit, befriedigt:
1. bei Anwendung von ¢ =0, wenn B, = 0 und %, = 90°; 2. bei ¢ = 8% wenn
E, =82, B, =86950°; 3. bei ¢ = 6% wenn B, = 12°16’ und B, = 8§°12;
4, bei ¢ = 99, wenn £, = 19°01” vnd E, = 78°54’; 5. bei p = 12° wenn B
= 26047 und B, —73°86'; 6, bei ¢ = 16°, wenn B, =42°31’ und Z, = 60°38;

+
Ay vy

&{‘ 1'6;(57"”

Ip-—--, A—- —7 -2

|

, Abb. 15,

7. bei ¢=16%44/, wenn K, =E,=51°50 (die dritten Wurzelwerte gehdren
nicht zom ergten, sondern zam dritben Quadrenten). Z.B., weun das Visier
@ =39 angewendet wird, hat man beim Schwenken Xurzechnl, wenn E <609
und wemn E > 86° 50';. WeitschuB, wenn ¥ zwiachen 592 und B6® 6O’ liegt.
Diesas Weitachullgebiet verengt sich aleo mehr wnd mehr bis Null, wenn ¢ von
Nult ab bis 16944” wiochat. Von da ab nur Kurzechus.

A v.Qbermayer, der 1901 zuerst diese Verhltnisse (fiir den luftieeren
Raum) vntersuchte, gab auch eine einfache geometrische Baviehong fir die be-
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treflendon Gelindewinkel E, und E, an: Man xeichnet die zu gleivhene vq
gehorige Flugbahnparabel, die den wagrechten Abgangswinkel 90 :-'w". sle in
dem obigen Beivpiel 90— 3 = 870 besitzt, begchreibt mit der zugehirigen Hori-
zontalachufweite als Radius einen Kreis uwin O und verbindet die beider im
ersten Quadranten Jiegenden Schnittpinlte der Pammbel und des Kreises mit 0.
Die Horizontelneigungon dieser beiden Verbindungslinien (bei dem Beispiel
5057 nnd 88°51) sind die Gelindewinkel B, und K, fir die das Sohwenken
gestattet ist. Zugleich ist, wie schon oben angedeutet, die erwihnie Parabel
pin geametrischer Ort der Endpunkte aller achiefen Wurfweiten bei gleiohem v,
und gleichem Aufsatzwinkel ¢’ = ¢, 0 dafl aus der gegenseitigon Tage von
Kreis und Parabel sofort entschieden werden kann, ob bel irgendeinem Goliénde-
winkel E KursschuB oder WeitschuB erhalten wiirde. Der Kreis 27} p% 4+ X¥
3
3 __ schneiden sich im 1. Quadranton in
2vy® sin®p
zwei Punkten (vgl. Abb. 15), die entweder reell und getrennt oder reell und
znsammengefallen oder imaginir sind.

und die Parabel y.= - cotge —

§ 5. Beispiele; einige Anwendungen der Floghahngleichungen
des leeren Raums,

1, Die folgende kleine Tabelle 1it zahlenmifig erkennen, daB bei relativ
kleinen Anfangsgeschwindigkeiten und relativ grofen GeschoBgewichten die
Formeln des leeren Raumes in der Tat oft mit leidlicher Genauvigkeit auf den
wirktichen ‘Geschof lug apgewsndet werden kdnnen. Als Beispiel ist der fran-
zisische 22 em-Morser Modell 1887 gewihly; kleinste Ladung 1,135 kg, v, = 80
mfseec, groBte Ladung 6,126 kg, v, = 280 mfsec; GeschoBgewicht 118 kg. In der
Tabelle sind die mit den Formeln des leeren Raums errechneten SchuBweiten
X, Flugzeiten T, Scheitelhéhen y,, spitzen Auffallwinkel & und Endgeschwindig-
keiten v, gegeben; in Klammern sind entsprechende Angoben der SchuBtefel
hinzugefiigt. '

29 ! @ X T U i Vg

230 | 660 22 | 3961 (3200) | 48,0 (40,7) | 2263 (2017) | 860 22¢ (700 %) .| 230 (206)
280 1 85° | 5087 (4300) | 26,9(25,9) 1 887 (820) | 35°0¢ (890 28" | 280 (192)

90 | 65015 | 628 (800) | 18,7 (18,6) | 340 (386) | 65 15° (66°41") | 90 (38)
90 | 8402 | 786 (750) | 103(10,2) | 129 (129) | 8402 (3501’ | 90 Eaa)

2. Da die Krimmung der tatsichlichen Flugbahn z B. im Abgengspunkt
(x2:0, y=0) Qieselbe ist wie diejenige der Flugbahnparsbel von gleicher An-
{angegeschwindigheit v, und gleichem Abgangswinkel, wémiich nach § 20,8

.

Krimmungprading g, =

g.:g);, 80 1dBt sich in der néochsten Nihe der Miindung

die tetsichliche Flugbehn oft mit Vorteil durech dis Parabel mit gleichen
Worten von ¥, und @ ersetzen {wgl. auoh § 20 und Band III) oder in der
Nihe des Auffallppnkts durch die Parabel mit gleicher Endgeschwindigkeit v,
und gleichem Aunfiallwinkel w.

a) Fize in 100 m Entfernung von der Mindung eines Msraers aufgestellte
Panzerplatte soll basohossen werden. vy, sei = 200 m/sec. Nach welchem Punkt
der Platte muB durch das Rohr gezielt werden, demit der beabsicbtigte Trefi-
punkt der Platte erbalten wird? Dabei sei der Abgangsfehlerwinkel zu Null
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R .

angenoramen. Auf der Platte rauB der Zielpunkt um -I- - (% =1,23m ober-
o

halb des beabeichtigten Trefipunkis liegen.

b) Ermittlung dcs Abgangsfehlera, nach demselben Prinzip, durch Ver-
gloichung des wirklichen und des errechneten Creffpunkts auf einer in be-
stimmter Entfernnng von der Mindung aufgestwllten Scheibe u. dgl.

c) Ermitthung des bestrichenen Raums. Indem man die tatsichliche Flug-
bahn piherungaweise durch eine Flugbahaparabel ergotzt, die mit ihr die SchuB-
weite X und den Asifallwinkel o goemeinachafilich hat, erh&lt man =als be-
strichenen Raum fiir 2 Mewer Zielhoko:

V}' X- tgw)

3. Ist es mégiich, von der Spitze dar Cheopspyramide aua mit
einem Stein fiber die Basis der Pyramide binaus zu werfen?

Die Hohe der Pyramide ist 137,2 m; die Liange einer Seite der quadra-
tischen Basis 227,5 m; somit der Neigungawinkel 4ABC= 50020, Um die
groBte Wurfweite zu erhalten, mul vom der Bpitze A aus in einer Richtung
AT geworfen werden, welche den Winkel B 4D der schiefen Ehene und der

Lotrechten balbiert, somit

{DAT-—-%{DAB v
90°+ 50° 20

= 70%10';

e
der Abgangewmkel ¢ also )
= 19° 50"

Die Anfengsgescbwindigkeit v,

beim Werfen aus freier Hand ist

zu 24 mfsec angenommen (Mifte)

aus 30 Versuchen mit ebenso

vielen verschiedenen Personen); i€ D R

die Bahngleichung ist 2275 ’ 37 7
g-2? Abb. 16,

B i o g

y=x-tge —
. . . . 227.5

Die Frage ist, wie groB y geworden ist, wenn = den Wert angenommen
hat. Es wird
118,72.9,81
= " b 0507 — ——s2f BT
y=113,7  ig (199 50") 534 cont (199 507}
(Mit vy=22 wfsoec wird y = —107,0m; mit v, = 20 mfeec wird y = — 138,1 m).
Die Antwort st also: bei einiger (Gewandtheit ist ez mglich.

4. Unter welohem Abgangewinkel ¢ gegen die Wagrechts muB eir K&rper
geworfen werden, damit er auf einer unter ¥ Grad geneigten schiefen ibene
(die senkrecht suf der Flugbahnebene steht) senkrecht aunffallt?

Reeultat: tg (p — E) = +cotg E, daraus e.

- 5. Dasselbe Ziel wird von zwej (leschossen m)t den Anfangegeschwindig-
koiten ¥ und +' und den Abgangswinkeln ¢ und ¢’ gettoﬂen. Welches ist dor
Unterschied ihrer Flugzeiten bis zu dem Zielr .

2 v-dsin(p —g)
9 voosg-+oos g

= =834 m.

Resnitat; —
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6. Big Schuf trifit den Faf eines Turmes in der wagrechten Ebene durch
das Geschiitz nach ¢ Sekundep, Ein zweiter Schuf mit andexer Ladung und
doppeltern Erhohungewinkel (Abgangsfehler sei N ull} trifie du? Spttfe de.a Turmes
nach # Sekunden. Wie weit ist der Turm entfernt? (Die Grofie jerer Er.
hobungswinkel und die Anfangsgesohwindigkeiten sind unbekannt.)

1 AT
Resultat: 3 gﬂ-l( T

7. Friher abgewendeter Riooohet-8chuB unter bestimmten Yorwus-
gotzungen tber die Beschaflfenheit dee Bodens und des geworfenen Kérpera.

Auf horizontaler Flache wird von O sus eine Kugel mit der Geschwindig-
keit ©, und unter dem Abgangswinkel o, geworfen. lhre Elastizitat sei e (cin
echter Bruch, e=0 bei vollkommen unelasbischen, e =1 bei vollkommen els-
stischen Karpern); die Kugel sohligt bei .4 unter demselben Winkel e, = ¢ und
mit dexselben Gosohwindighkeit ¢, =v, auf dera Bodem auf; beginnt von neuem
eine Pacabel zo beschreiben (aber mit kleinerem Abgangswinkel «, und kleinerer
Anfangsgeechwindigkeit v,), achlagt bei B zum zweitenmel auf demn Boden aunf
usf. (s, Abb. 17). Wie grof ist die geramte Wurfweite bit gum n-ten
Aufprall und welches ist die zugehdrige Flugzeit?

Aus dem Newtonschen Gesetz fiir den senkrechten Stof gweier elastischer
Masson m urd M 1aB6 sich, inders man die eine Masse XM (Erde) als unendlich
groB gegeniiber der anderen voraussetzt, leicht die Geschwindigkeit v, ableiten,
wit der eine Kugel, die mit der Geschwindigheit v, senkreohkt auf dem Boden
auffillt, wisder zuriickepringt. Sie findet sich glsich e¢-v,, wo ¢ die Elastizitit
der Xugel darstellt, und ist der Richtung nech entgegengesotzt mit v,. Wird
also (». Nebenfigur) eine solche Kugel schief, unter dem Neigungswinkel «,
gegen die wagrechts Bodenfliche geworfen, so hat msn nur nstig, die Stofi-
bewegung in zwei sueinander senkrechte Be-vegungen zu zerlegen: in wagrechter
Richtung finde kein StoB statt und es mbge voransgesetzt werden, daB fikr die
betreffonde Bodenbeschaffonbeit von der Retbung abgeschen werden k3nne,
dana bleibt dis horizontale Komponente der Geschwindigkeit uwaverindert,
MA=AN oder v, cos &} = 9, - o8 o,; dagegen in lotrechter Richtung hat man
seakrechten Stof, so daB AR =e- AQ oder v, -sino,=e- 0 -sinx, ist. Auf
diese Weise kennt man die Richtung @, urd die Grsfe v, der Geschwindiglkeit,
mit der die aufprallende Kugel die Fliche wieder vecliit; denn es folgt aus
den beiden Gleichungen tg «, : tg ¢, = 1 : ¢; damit kennt man «, und hieraus b,

Diese Einzelbetraohtungen sind ebenso oft zu verwenden als die Kugel (in
4, B C vew.) auf dem Boden aunfprallt. Nennt man a, den spitzen Winkei,
mter dem die Kugel anmittelbar vor dem a-ten Aufprall gegen die ebene
Bodeyfliiche fliegt, v, die zugehdrige GeschoBgeechwindigkeit; os mei fexrner W,
die Wurfweite bia zum »-ten Aufprall, von O aus gemessen; #, die bin dahip
mmnezgit. ‘In wagrechter Riohtung erhlt man fiir die versohiedenen

Uy COB & == ¥, OOB ¢z, = ¥, DOA @y = + - - = Py - COB iy,
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Dagegen ist in lotrechter Richtung

vyBineg =¢- v Bin ) = €.,y - pin oy (Weil «; = «, und o = 2,);
ebenso
v, 6in @ = BY, - #ik @, also = ef- v - gin wy = e . 4y - 8in ay:

allgemein wird so
| Ug + €08 &g = Uy - €OS &,

l %, - Bin ¢, =='_l-?),, - BN €ty

Durech Division einerseits, Quadrieren und Addieren anderarssits wird
1 tgo, =6t tg e
U o= { -2 ginf ag 4 0087 o ). . (I)
Deamit !aﬁt- sich Riehtung und GrbBe der Geschwindigkeit der
Kugel aligemein vor dem n-ten Aufprail aus dem Anfangszustand e, 1,
und der Elastizitit e berecknen.
Woelche Zeit jst bis zum n-ten Aufprall verfiossen?
Der erste Bogen 04 wird in der Zeit beschricben: ¢, =Z'~"9-sin &q; der
2.e-v,-sin oy g
q

zweite Bogen in der Zeit: 24, —§&; =-%-;— sin xy = usf. Die Zeit

big zum n-ten Aufprall ist sonach
2.8 2-vp-8in g 1—et (i

sin x, 5.3 i
g, = p (At etefte? e f e i) = p i,

Die Lingen der Wurfstrecken 04, 4B, BC usw, aind der Reihe naich:
OA=w-008¢, 8 =1, 0n3a,-f, wobel -—-?'g—v"-sia o,

AB=v; coseg(ty—1t), Wobei f—f= 2;;1)951:: o
und Uy 008 @, = U COB gy IBT,
also AB = 2%l e CR Ty By
D:e ganze Wutfstrecke W’. von O bis zum n-ten Auffallpunkt
{st slso
- -2i’5"1—“"9-"- e R b s’: 2 2 %:el a;

Dieger Ansdruok (III) gestattet, entweder W, za berechnen, wenn ay v,
und e bekannt sind, eder auch die E'astizitit e aus v, «, und W,.
Theoretiech wird dis Kngsl unendlich oft anf dem Boden aufschlagen
und immer kleinere paraholische Bogen beschreiben. Wiewohl die Zahl dieser
von der Kugel besohricbenen Bdgen eine unendliche ist, ist dennoch die Ge-
samtwarfweite von O sus bis zu dem Punlkt, in welchem die Kugel schliel-
lich zur Rube kommt, und ebengo die Gesamtzeit, wihrend der die Kugel tich
bewegt, eine endliche; eben deshalb, weil die einzelnen Bbgen immer kleiner,
die Flugzeiten zur Zuricklegung dieser Bigen immer kiiraer werden.
Namlich, fir n=00 wird {da ¢ oin echter Bruch, mleo limes ¢* =0 fit),
nach (I} &, =0, d. h. die Bogen werden immer Hacher, die einzelnen Warfweiten
immer kirzer. Und aus (IT) und ([II) erhilt men .
t==2 Yy B—‘M’--» I W= n-Eney 1
: P i=e 7. g I-¢
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Der schlieBliche Unterschied gegentiber dem Wurf in einem einzigen Bogen,
bei domelben Anfangsgeschwindigleeit vy und demselben Abgangswinkcl_. besteht
al#o darin, dsB sich durch das Ricochettiersn die Wurfweits und
die Flugzeit vergroBern im Verhéltnis ¥: 7 —s; wobei ¢ die Elasti-
2it8t der Kugel ist.

[Der RicochetschuB war schop im 16. Jabrhundert bekamnt; eystematisch
wupde diese SchafBart erst von Vauban, 1688 eingefilhrt; durch die Anzabl
der Aufsoblige wollte men ausgleichen, was an Prizision abging. Der Name
.Ricochet* vach Jahne von ri-cdchet = Hshnentritt; als Verdeutschurg sohligt
Humbert, der Ubersctzer Vaubaus ,Jungfernschu® vor; er erinnert an das
Wezfen mit fachen Stcinen iiher das Wesser hin, wobei der Stein oftmals
wieder iiber das Wasser emporspringt. Bis zirka Mitte dee 18. Jabrhunderte
stand die Schufart in Ehren; 1738 schrieb Leutnant Pl Jacohbi ein aus.
fiihrliches Work iiber das Ricochettieren und die Regeln, bei deren Befolgung
die beste Wirkunyg erzielt wird, Die mathematische Theorie wurde von Bordoni
1816 emwickelt) Uber das Ricocheitieren auf Wasser mit teilweisem Ein-
dringen vgl man § 75.

Bei Wasser ist o, << ¢, Dagegen auf Erdboden zeigt sxch hiiufig, je nach
der Bodensrt und der Ar:, wie das GeschoB auftrifft, «, > «; diea 2z B. bei
Versuchen, die F. Krupp nach dem Verfahren von F. Neoesen anf sandigen
Boden ausfihrte. In solcher Fallen miiften also andere Annabmen gemacht
werden. Die in dem Beispiel 7 gemachten Annahmen gelten nur fiir den Fal),
dafl die tangentiale Stofireibung vernachldssigt werden kanpn (vgl, auch z. B,
K eck: Vortrige iiber Mechanik, Bd. 11, S. 160 Hannover 1901),

8 In welechem Flugbahnpunkt ist die Winkelbesehleunigang
%{, der Bahntengente dem absolvten Wert nach ein Maximum?

. .t
Es ist tg’ﬂ = tg [ ...._g. — .

vy Co8 @’

di g-cos® B . . . . "
G " vpoong’ (mit dem Maximum im Gipfel, tiir 9 = 0);
@¢s 24
4B < T v
Dies ist bei gegthenen Werten », und ¢ ein Maximum fir ig*d =}, aleo
=300

Im Infterfiillton Rawm wird sich spater ergeben, daf weunc.f(v) die Ver-
zogerung durch dem Luftwiderstand bedeutet, dis Beziehung bestebt:

aes -cos 8 .
= %’;‘L [2gsind + e-f(v)).

+e08% A.gin B,

N d?
Hier ist das Produkt A‘—‘u-—? aus dem Trigheitamoment A4 des Langgeschosses

::n" die. Querachge durch den Schwerpunkt und asws der Winkethesohleupigung
IF der Bahutangente bei zotationslosen Geschossen maBgebend fidr das Dreh-

moment, das der Luftwiderstand in jedem Punkte der Flogbahn auf den Ge-
ficderteil des Geschosses aunciiben muB, damit sch die GeschoBechse. immer

wieder in die Bahntangente einetellt, 2lso damit ein richtiger Pteilfug zu-
stande kommt.
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§ 6. Wurlbewegung im leeren Raum mit Riicksicht auf die
Abnahme der Falibeschlennigung mit der Hihe, die Konvergenz

der Vertikalen und die Erdkrimmoung.

Zur Entscheidung dariiber, ob diese Einfliisse grol genug sein
konnen, um’ bei Berechnung von Flughabunen unter Umstinden in
Betracht gezogen werdsn zu miissen, hat man die Bewegung des

Geschosses in Beziehung auf die
rubend gedachto Erde in &hnlicher
Weise zu verfolgen, wie die eines
Mondes oder eines Planeten um den’
betrefienden Zentralkérper.

Der Brdmittelpunkt M (vgl, Ab-
bildang 18) sei Pol eines Polarkoordi-
natensystems. Kin beliebiger Flug- II
‘bahnpunkt P habe die Polarkoordi- !
paten MP = radivs vector r und 1
& O MP = Polurwinkel o; die Rich- \
tung MO der Polarachse, vom der |\

aus die Polarwinkel ¢ gezihlt werden, AN
mdge vorerst noch unbestimmt ge- N
lassen sein. Im Abgangspunkt 4 des \\A%bh o -

Geschosees sei 7 == r, = Erdradius

6370300 m; die Anfangsgeschwindigkeit v;, der Abgangswinkel ¢.
Im Puskt P ist nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz die

»
Fallbesehleunigung = g-'—;_"; oder kurz bezeichuet = % .

pach dew Flichensatz r’-%—i‘» entlang der ganzen Flug-
bahn eine Konstante €, die sich ans dem Wert von
r-d—}g—'-: in dem speziellen Puokt 4 zu: C=r,v,c08¢
ergibt, da hier rde = ds-cosp (vgl. Abb. 19, ds Bogen-
ds : .
element) und 7i =" ist; somit
r9~:—f=0a=¢ovucosq>. )
Fiir die Bewegung des Geschosses entlang seiner Bahn
hat men ferner
dv w ar v
FT Ay oder vag=-—

Rk

integriert von 4 bis P,

v’——vo’==—2‘u.fr‘3-dr= +2‘u(l.__!_

r T,

Ferner ist.
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ader
v* g} ZT“: (2)

WO g == 0t ?;;’: gesetzt jst.

o o= (4 = 5 4 ) ot 85 $ 7 ot

2 Jt & Tadi
(1) :1; =§1r2, ish, 80 1486 sich die Gleichung (2) auch in der Form
o
. 2 Nt o ¢ .
schreiben: g -+ ;‘5 = (;:-:) ‘A 4 7 oder nach de aufgelSst:
%-dr
de == e 3

2;-:_9: e = -.—42"- ity
9+’;‘ F / 7_..2.
PR (A,
/ Vet

Dies ist die Diffeventialgleichung der GesoboBbahn, mit r und & als
den beiden Verinderlichen. Die Integration gibt

R [ “
T ¢
o — ¥y = Arcacos ——
#
Vet &
oder
P F
r= T¥eoon(z—y)’ ®
wo y die Integrationskonstante darstelit und wo zur Abkiirzung

p= % und 5=V1 -I—'LF' gosetzt ist. Diese Gleichung (3) zeigt,

daB die Flughshn ein Kegelschnitt ist. Um die Integrationskon-
atante y festzulegen, erinnere man sich, daB r == TJ"""" die Polar-
+z-coma

gleichung eines Kegelschnitte ist, wobei der Parameter

.4 L.
p—-‘-=:-‘vl—-d—‘=a—z-d—a—-e°a==a(1— %)}

ist [ und b die heiden Halbachsen, o diejenige, die einen Brenn-
punkt enthilt, d die lineare Exzentrizitht ~ Abstand zwischen Mittel-

punkt und Brennpunkt dea Kegelachnitts, e = —E- die sog. nnmerisohe

Exzentrizitdt); ein Bremppunkt M ist bierbei der Pol des Polar
koordinatensystems, und der Polerwinkel « wird von demjenigen
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Scheitel O der groSen Achse aus gezshlt, der dem erwihnton Brenn-
punkt M am nichsten liegh; mib ¢ << 1 liegt eine Eﬂqg&’ eziell
mit =0 ein Kreis, mit ¢ = 1 e¢ine Parabel, mit &> I~ m@?‘
perbel vor.

Wenn also im vorliegenden Fall die Integrationskonstante y = 0
gesetzt wird, go heilt dies geometrisch, daB msn als Polarachse 0.4
des Polarkoordinatensystems die Verbindungslinie des Peribels O
des Kogelschnitts, d. h, des dem Erdmittelpunkte nichsten Scheitels
der groBen Achse mit dem Erdmittelpunkt M wihlt.
Man erhilt alsdann:

P B
il ryr——rt @
2u , 2p
Ll e (s)
wobei pa% und &= '1 +q?—! ist, mit den Ab P
kiirzungen:
2 o
q=v°°——'—’;‘, p=grd; C=r,0,008p,
7, = 6370300.

Da ry, @, vy, und somit O, u, g, 8, p bekannt sind, so ist men im-
stende, aus (4) fir irgendeinen Wert von ¢ die zugehirige Entfer-.
nung v dea Geschosses vom Erdmittelpunkt und aus (5} die zu dew
betreffenden Punkt (r, ¢} gehérige Bahngeschwindigkeit v zn er-
mitteln; die Flugzeit ergibt sich sodann aus di == " % durch Inte-

gration.
Die Flugbaho ist eine Ellipse, wenn e<< 1, d, h. wonn.

1 —]—% (vo’_-— s'—‘“) <1 oder wenn v, < ‘/'.!;,_. ist; nun ist
(B4 L4

2r  ¥2-9,81-6870800 = 11050 mscc,
[ ]

somit liegt eine Ellipse stets vor, solange v, < 11050 mfsec bleibt.

Diese elliptische Flugbahn it speziell ein Kreis, wenn &= 0, oder

7o' v,* coe® ¢ (v N
il

*
wenn 1 + o — "—:') =0 ist:; Mit der AbkGrzung fﬂ=s

1
heiBt diese Bedingung: z*® — 2z~ —-——i—',¢=r.—"2-¢=1:tv1 _oﬁ—’w

Dieser Ausdruck ist fiir reelles ¢ nur dann reell, wenn cosp = 1,
@=0 oder x, in diesem Fall wird ";°'= 1, Y= VL"— = 7900 m/ssc.
(]

Aleoist unter den erwihnten Voranssetzungen die Flag-
bahn bei dex mit menschlichen Mitteln vorerst érreich~
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bsren Anfangsgeschwindigkeiten v, stets oi.ne Ellipfe; sie
int eine Parubel, wenn v, = 11060 m/sec iat; bei npoch groBe?en
A.nfangsgeschwindigkeiten wire gie eine Hyperbel. Speziell
ein Kreis kdnnte die Flughahn nur sein, wenndas GeschoB
horizontal, mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 7900 m/sec,
abgeschossen wiirde,

Soll die zu dem Punkt 4 der Flughabnellipse gehorige Schuf-
weite 4W und die Gipfelordinate B berechnet werden, so wird
man folgendermafBen verfahren: Man berechunet zunidchst den 'Polar-
winkel o, == <4 OMA, der zu Punki 4 gehdrt, aus der Beziehung
r,,:m%m-, die angibt, daB 4 auf der Flugbahn liegen soll.
Das Supplemt:nt za diesems Winkel doppelt genommen ist der Win-
kel AMW; aus diesem und aus r, ergibt sich die Sohubweite AW.
Ferner ist die Gipfelordinate BS der Flughshn = M8 — v, wo-
bei M8 das Maximum von r darstellt; dieses liegt vor, Wenn in

r—=—-—2L __ dor Nenner den kieinsten Wert snnimmt, also fir
l}so08e

. - » p
cosg = — 1, somib st 7., =7%:, (ebeaso ist 7y, = i = MO,

woraus sich die groBe Achse der Ellipse als 1, -1 ry,, ergibt). Also

BS:I-— — Iy

8
Zghlenbeispiel: v, =820 mfsec, ¢ = 44%, r, = 6370300 m.
Es wird 2= 0,99445; e, = 179941’23,6";

AW _ 2.(180— o) 081011

Trom 8609 igg
Daraus Schubweite AW = 68958 m; Gipfelndhe BS = 16620 m
bei der elliptiechen Bahn. Dagegen bei der parabolischen Babn

mit gleichem v, und @ wird die

f

P 2 SchuBweite 68500 m, Gipfelhthe
£ 16538 m. . '
A » Von den drei hier betrachteten

Einfliisgen iet es in erster Linie die
Krimmung der Erdoberfliche,
) dise die SchuBweiteninderang von

M - 68968 - 68600 == 458 m bewirkt.
Abb. 21, Ziecht man namlich in der Zeich~
nsungeebens dise zm r, senkrechte

borizontale Gerads ADX, und sei ASD dis parabolische Flugbahn
mit der zugehdrigen SchuBweite dD, wobei @ == @ den gpitzen Auffell-
winkel bedeutet, so ist aus der Abbildang ohne weiteres zu erkennen,
daB 4D Tleiner ist als die.SchuBweite 4 W mit Riicksicht auf die Erd-

o?
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kriimmung. Die Differenz beider Schuweiten 1iBt sich angendhers he-
rechnen auf Grund von Uberlegungen ahnlich denen, die bai der Bsrech-
nung einer Horizontweite {iblich sind: Es ist AE*=EW.(BW L 2r)
oder nahezu AD? =DE tgw-27,; DF ist annihernd gleich dem

fraglichen Unterschied AW — A D=~ _i’l’,_. Diss gibt im vor-

2rotgw
liegenden Fall 387 m.

Fihrt men #dhnliche Berechnungen fir SchuBweiten durch, wie
sie in der Praxis vorkommen kénnen, so erlcennt man, daB im all-
gemsinen die drei Einfliisse: Erdkrimmung, Konvergenz
der Vertikalen, Abnahme von g mit der Hbhe mnisht in
Rechnung gezogen werden miisgen, und daB hdchstens der
erstere EinfluB in Frage kommen kann. Dieser 1aBt sich mit
der eben sbgeleiteten Niherungsformel meist gemiigend beriicksich-
tigen. Bei diesem Axnlafl gei aber erwibnt, dafl O. v.Eberhard die
folgende genauere Formel fiir die SchuBweite AW aufgestellt bat, die
sick bei Beriicksichtigung der Erdkriimmung, der Konvergenz der
Vertikalen und der Abnahme von g mit der Hohe ergibt: Die hier-
durch bewirkte Anderung 4 X der SchuBweite ist

RN,

X | o
Dabei ist wieder 7, der Erdradius; ¢ der Abgangswinkel; X die
Parabelschullweite im leeren Raum fiir gleichse Werte von v, und ¢.
Bei Verwendung dieser Formel kommt man mit 5stelligen Logarithmen
aus. (Fir den lufterfiillten Raum rechnet man, wie 0. v. Eberhard
findet, geniigend genaun, wenn man fir ¢ in dieser Formel den
spitzen Auffallwinkel  einsetzt.) Aus dieser Eberhardschen Formel
ergibt sich die vorher entwickelte Formel als Niherung, wenn man
2rotRY

% -

— 1 vernachlissigt gegeniiber

- .

Interessant ist es, die Flughahnen sich vorzustellen, die ent-
stehen, wenn von demselben Ort A aus, immer in derselben Rich-
tung, mit wachsenden Anfangsgeschwindigkeiten », geschossen wiirde.,

A, Horizontaler Wurf.

Es ist in der Abbildung angenommen, dal von einem erhdhten
Standpunkt 4 in der Nihe der Erdoberfliche aus in wagreohfer
Richtung geschossen wird. Mit v, =0 (freier Fall) reduziert sich die
Flugbahnellipse auf die doppelt zu rechnende Strecke 4M vom Ab-
gangspunkt 4 bis zum Erdmittelpunkt M; der eine Brennpunkt ist
dauernd in M, der andere vorerst in 4. Wichst die Anfangs-
geschwindigkeit v,, so verbreitert sich die Ellipse, der beweg-
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liche Brennpunkt wandert von 4 naoh M hin; mit v,="7900 m/sec
beachreibt das GeschoB eine Kreisbshn rund um die Erde, in immer-
wihrender Wiedexholung; der bewegliche Brennpunkt fillé mit dem
featen Brennpunkt in M zusammen. In diesem Fall fliegt das Ge-
schoB in stets gleichem Abstand von dem wagrecht gedachten Boden;
seine Rasanz ist eine
A Sonufrremtumg vollkommene. Wiachst
S die Anfuengsgeschwin-
digkeit noch mehr; so
entfernt sich das Ge-
schofl enfangs von der
Erdoberfliche (in Ellip-
sen), kehrt jedoch wie-
derum zum Abgangs-
punkt A4 suriick; auf der
entgegengesetzton Seite
‘Qer KErde entfernt es gich,
weiter und weiter von
Abb. 22. der Erdoberfliche; der
bewegliche Brennpunkt
riickt dabei stetig iiber M hinaus auf der Verlingerung dor Streoke .4M
fort. Von der oben bestimmten Anfangsgeschwindigkeit vo=11050m fsec
ab kebrt das (eschoB mnicht mehr nach A zuriick; gerade mit
9,=11050 m/sec ist die Ellipse in eine Parabel iibergegangen; der
bewegliche Brennpunkt ist ina Unendliche geriackt. Sobald diese An-
fangageschwindigkeit 11060 m/sec iibexschritten wird, sind die Flug-
babnen Hyperbeln, deren Zweige durch 4 sich immer wmehr der
horizontalen Schufrichtung nibhern, aber fiir keine endiiche Ge-
schwindigkeit v, mit dieser ganz zusammenfallen Linnen; der beweg-
liche Bremupunkt miihert sich dabei auf der Seite der riickwirts ver-
-langerten Strecke AN wieder 4.

B. Sohiefer Wuri.

Wird unter einem Abgangswinkel, der von Null verschieden ist,
mit wachsender Anfangsgeschwindighkeit geschoesen, so sind die Flug-
bahgen wiederum vorerst Ellipsen. Die Auffallpunkte liegen atf
der ‘Erdoberfliche immer weiter von 4 entfernt. Der eine Brena-
punkt der Ellipsen liegt denernd im Krdmittelpunkt M; der andere
bewegt aich- auf einer geraden Linie AF.... Man erhilt diess
(aof Grund eines bekannten Batzes der Kegelsohnittslehre), - indem
man anf der gleichbleibedidon Schufirichtung in 4 die Senkrechie 4 N
zieht und den Winkel M4 N anf der anderem Seite von 4N suftrigt °
(in der Abbildmg 28 ist e nur ein Zufall, dal die Richtung von 4F
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sondhernd mit dera Horizont von A zusammenfillt; gensu ist dies
patiirlich nur demn der Fall, wenn unter 46° geschossen wird). Eine
Kreisbahn ist in diesom Fall nicht miglich, Bei der Anfangsge-
schwindigkeit 11050 m/sec geht wieder die Ellipee in eine Parabel
iiber; das GesachoB Lkebrt
nicht mehr zur Erde zu-
riick. DerbeweglicheBrenn-
punkt bat sich in der Rich-
tung AF ins Unendliche
entfernt. Alco konstruiert
man den 8cheitel dieser
Parabel, die die Schar
der Ellipsen von der
8char der Hyperbeln
trennt und als Grenzfall
beider angecehen werden
kann, wenn man durch
den Erdmittelpunkt M eine
Paxallele zu AF ziekt, die
Strecke A€ zwischen dem
Abgangspunkt 4 und dem Abb. 28.

Behnittpunkt ¢ dieser Fa-

rallelen und der Anfangstangeute der. Flugbahnen in B halbiert,
endlich von B aus auf C¥ das Lot £illt, Der FuBpunkt D dieses
Lote ist der Parabelscheitel,

§ 7. Zusammenstellang der Formeln fir die Wurfbewegung
im luftleeren Raum (gleichbleibende Falbeschleunigung g).

. vo=Anfangsgeschwindigkeit; ¢ = Abgangswinkel oder
Winkel zwischen Anfangstangente der Flugbahn und Hori-
zant; g=Fsallbeschleunigung, bezogen suf den Abgangs-
ort O, dafiir Tabelle Nr. 1 im Anhang; z, y = Koordinaten
des Geschosses nach ¢ Sekunden, bezogen auf ein recht-
winkliges Kooxdinatensystem durch den Abgangspunkt O,
.xz-Achse wagrecht und positiv in der BSchuBrichtung,
y-Achse lotrecht, positiv nach oben; v = Geschwindigkeit
des Geschosses in dem beliebigen Punkt z, yi ¥ = Hori-
zontslneigungswinkel der Flugbabkntangente in diesem
Punkt; w ==spitzer Anffallivinkel; X =~ SchuBweite im Mén-
dungshorizont; T = Gesamtflugreit; v,==Endgeschwindig-
keit; =z,,y, die Koordinaten des Gipfels oder Scheitels; o,
die Geschwindigkeit im Gipfel; ¢, dic Flugzeit bis zum
Orsas, Balilaik, 5. Aef., I,Bd. 3
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Erreichen des Gipfels; FE = Gelindewinkel; ¢, =¢ — &

der Winkel zwischen der Anfangstangente der Flughbahn
Q B

und dem schiefen Geldnde; k= Abkirzung fiir -;—";

1. Beliebiger Flugbahnpunkt.
Flugbahnabazisse :

tgp — tg¥)

2 e
= M;% = :t%ww”o sin® ¢ " Zgy

L visinZg , v cos’w S
2g * }u % cogt @ -1

Flugbahnordinate:

o o= 00597 1 vo O:S (P(

]
y=tgp-x — Top g;,¢_vos1n¢ o - -—t’= —-—t(T—- )]

2 __ 2 £ \
L St N v., coa* "'(tg @ — tgw,&)mx.tg(p(l -";f');

29
Tengentenneigung:
tg == tg ¥ o gp— 9% 4 VoTsds
? v COB Y g vy cOR®p 'vcoaq, vO sul@ 29?}':
008 § = 22082,
9 a
Flugzeit:
—_ X __Ycosgp ", 8in 1 i
Laatwrrh "‘o‘"“' (tey —-tgﬂ)= -Q-Tf * Vo uin® g—3gy
- Jo D 9 sin ¢ V€08 @ X
g +- .l, coa:q, —1;
Geschwindiglreit :
Goosp  —i——— -
v = 0“0 =T, —2gy = +”o°°597v1+(tg¢—v:;¢
= gz \*
= e Vit o=
2. Scheitel (Gjpfel).
Gipfelabszisee:
3
xz, =—%sin2¢p = h.gingq,‘;
Gipfelordinate:
= —‘—'—“— 2 2 g-x* x5, tge g
s 29"“ ekl A e A

=&Pr=123.7%
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Flugzeit:
PR 1LY S }”*‘ tgy _ T,
. g v CO8 @ =32
Geschwindigkeit:

v, = v, coS@;
durchschnittliche Flughthe (s. 0. §1):
yo==%y, = 0,816 T%;
mittlere Flughshe (s.o. § 1):
— B .
=i'Yi
90°):

o B
=3 k.

Ym
groBte SteighShe (bei @ =

3. Auffallpunkt.
SchuBlweite:

o . . ——
X=-‘-,—mn2go-v2h~am2¢=u07'} 1~i=

B 2
=2§T—cotg4p=2:z ;

Maximum von X (fiir ¢ = 459 — 2 _g_ = 23
Flugzeit:
osing X 5 R /'3"
r==" —— ~x =i
s Xwe=]7u

g T 9, cos »

=—;— (Fog* + 9% + Vo,” — 9X);

(- bei SteilschuB, — bei Flachschufi; wenn ¢ ~ 45°, also gX =u°
ist, sind die beiden Flugzeiten gleich);
Geschwindigkeit: o, = u,;
apitzer Anffallwinkel: o =

4. Abgsngswinkel ¢ zur Erreichung eines gegebenen Zielpunktes
{ab) bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit w,:

o= 2{% 4 Ju(E p) L= 2lax]rir - _§}
(4 SteilschuB, — F]achschu[}).

6. Anfangsgeschwindigkeit v, zur Erreichung des Zielpunkis («b)
bei gegebenem Abgangswinkel g:

- ag _omE
YT Votin(p— B oosg

, wobei tg B = %
33
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8. SchuBwsite W auf schiefem Gelinde mit Gelindewinkel Z:
_ 2u® sin{p — ~Hyoosp 2y’ sing, - oos(q:l—i—E')

w g s E g et B
. : 20, sic(p—E) 2w sin g,
Flugzeit dabei: T, ——--—~° o E g GoRE"

7. Sieherheltapumbel, die alle Flugbahnen von gegebener Anfangs-
gesohwindigkeit v, einhiill:

¥= Yy 9 .

g~ Bo®

Zweiter Abachnitt.

Uber den Luftwiderstand.

1. Der Luftwiderstand gegen ein Langgeschofl unter
der Voraussetzung, dalb -dessen Lingsachse in der
Bewegunggsrichtnng des Schwerpunktes liegt.

§ 8. Allgemeine Erdrterungen.

Man denke sich eine ruhende Kugel ABCD, gegen die dis Luft
oder eine Flissigkeit mit bestiramater Gesohwindigkeit herangtrémt,
und setze zunichst voraus, daB die Luft reibungslos sei. Die Strs-
mungglinien, langs derer die einzelnen Luffteilchen eich bewegen, die
sogenannten Luftfiden, werden auf der Vorder-
geite auseinandergehen und auf der Riickseite
sich wieder schlieflen. (Man erkennt letzteres
durch den'bekannten Versuch, bei dem man vor
den Mund eine zylindrische Flasche von’ stwa
15 om Durchmesser und hinter diese’ eine bren-
nende Kerze hilt; die Kexze kann ausgeldscht
werden) Also wird man geneigh sein, zunichst
folgendermafien zu schlieBen: Auf der Vorder-
seite ACB der Kugel wird ein Drock in dec
.Btrdmungsrichtung MN, auf der Riickeeite ein

Abb. 24, ebenso grofier Druck in entgegengesetzter Rich-
tung auf die Kugel ansgeiibt. Der resultierende
Geaamtdruck auf die Eugel ist Null; die Kugel erfihrt keinen Antrish,

Dasselbe wiitde der Flall sein, wenin die Luft rubt und die Kugel
in der Richtung NM sich bewegt: Auf der Vorderseite ACE der
Kugel wird Arheit geleistet, and die Luftteilchen &indern ihre Rich-
tung ond Geschwindigkeit. Auf der Riickseite ADB wird Richtung
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und Geschwindigkeit wieder dieselbe; dJie geleistete Arbeit kommt
wieder zum Vorschein. In #hnlicher Weise diirfte ein Briickenpfailez,
der im flieBenden Wasser steht, oder ein Ruder, das durch das Wasser
bewegt wird, keinen Widerstand erfahren,

Dieses Ergebnis, auf das die theoretische Hydromechanik der
reibungslosen Fliissigkeiten fiihrt, steht bekarutlich zur Erfahrang
in unmittelbarem Widerspruch. Die betrefiende Voratellungsweise
ist somit unrichtig. S8ie findet sich iibrigens in der Ballistik da
und dort verwendet, z. B. bei einem patentierteh Gsscho8 mit axialer
Bobrung und mit Treibplatte. Die Treibplatte soll sn der Miindung
abfallen und alsdann soll die Luft auf einen kleineren (Gesamtquer-
zchnitt des Geschosses wirken, .wihrend vorher der Pulvergasdruck
auf den groBeren Querschnitt, nZmlich auf den der Treibplatte, ge-
wirkt hatte. Durch die hyperboloidische Hohiung soll die Luft bei
dem Fluge des Geschosses hindurchstrémen, ohne dsf eine Ver-
minderung der (ReschoSenergie durch dieses Hindurchstrémen bewirkt
wiirde,

Tatsichlich verliuft der Vorgang der Lufthewegung um das Ge-
schoB nicht so einfach. Denn erstens besteht Reibung der Luft-
teilchen unter sich mund gegeniiber dem festen Kdrper. Die Reibung
bewirkt, daB die Luft auf der Riickseite des Korpere zerreiBt und
daB Wirbel sich bilden. Diese lassen sich hinter einem durch das
‘Wasser bewegten Stab oder in raucherfiillter Luft, durch die ein
Korper bewegt wird, deutlich beobachten. Zweitens tritt Wellen-
bildung ein. Bekanntlich ist es E. Mach zuerst gelungen, das
fliegende GeschoS samt den Adas Geschof begloitenden Wellen und
Wirbeln photographisch sichtbar zu macken. Er hat damit die Theorie
des Luftwiderstandes gegen Geschosse wesentlich gefordert. Uber das
Zustandekommen dieser Luftwellen sei hier das Folgende erwahut.
(Vgl.-aueh 3. Band.)

In siner langen zylindrischen R&hre bewege sich' ein Stempel
mit ' einer Durchachnittsgeschwindigkeit von z. B. 187 m/feec, und
zwar stelle man sich vor, diese Bewegung erfolge ruckweise in
kleinen Zeitabschnitten. Dann wird bei jeder Vorwirtshewegung des
Stempels einte Luftverdichtung vor dem Stempel eintrsten. Diese
Verdichtung schreitet mit der Sohallgeschwindigkeit 334 m/sec nach
vorn fort. Ebenso geht von der Riickseite des Stempels eine Ver-
diinnungswelle mit gleicher Geschwindigkeit nach hinten weiter. Be-
wegt sich der Stempel mit gleichm#8iger Geschwindigleit, o bildet
eich in jedem kleinsten Zeitabschnitt diese Verdichtung und Ver-
dinnung von neuem. Gleiches wird eintreten, wenn ein GeschoS in.
frefer Luft sich bewegt; mur werden die Luftwellen, die nach vorn
und nach riickwirts weitergehen, sioch jetzt kugelférmig aasbreiten
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kdanen. In der Abb.25 ist das it einer Geschwindigksit von 167 m/sso
in der Richtung BA sich bewegende Geschofi als Stab A8 geveich-
net. Am vorderen Ende 4 beginnt eine Verdichtungswelle sich zu
bilden. Ihr Radins ist noch Null Ein gewisses Zeitteilchen vorher
war die Spitze des Geschosses in €. Die Luftverdichtungswells, die
zu dieser Zeit von der Spitze ansging, hab sich mit der doppelten
GeschoBgeschwindigkeit, also mit 334 m/sec, susgebreitet. Der Radius
C0, = 0C, = CC, der Wellenfliche ¢, C,C, ist somit doppelt so grofi
alz der Weg CA, den indessen die GeschoBspltze zuriickgelogl hat,
d.h CC,=2. OA Zwei Zeitteilchen zuvor war die Gescholepitze
in D (DCwC’A) Die damals von der Spitze ausgesandte Ver-
dichtungswelle hat sich jetzt 20 der Kugel D, D,D, vom Radiua
DD, = 2- DA susgebreitet usw.

D

Abb. 25.

Man erkenns, daB die Luftverdichtungswellen dem Geschosse
voraneilen missen. Ebenso werden die Verdinnungswellen, die
vom hinteren GeschoBende ausgehen, mit der doppelten GeschoB-
geschwindigkeit nzch hinten kugelférmig sich aungbreiten.

Wichst die GeschoBigeschwindigkeit v und wird sie schliefilich
grofer als die normale Schellgeschwindigkeit e, ist z. B. v = 668 m/seo,
90 kénnen die vor dem GeschoB erzeugten Luftverdichtungswellen
nicht mebr dem GeschoB voraneilen, sie beglsiten o8 als konische
Wellen. Wiederum sei das GeschoS als ein unendlich dfinner Stab 4B
gedacht. Dije Spitze des Geschosses befinde sich jetzt in 4. Ein
Zeitteilchen vorher war die Spitze in . Voo € breitete sich mit
der Bchallgeschwindigkejt 334 m/sec eine Verdichtungswelle kugel-
formig eus, und ihre Wellenfliche ist jetst eine Kugel mit Radius
CC, = CC, = der halben Wegstrecke C.4 des Geschosses. Zwei Zeit-
teilchen zuvor befand sich die Geschofspitee moch in D. Die Kugel--
welle, die zu jemer Zeit gebildet wurde, hat sich zu der Kugel mit
Radine DD, = DD, ansgebreitet usw. Die Wellenfiiohen simtlicher
Elementarwellen, die von der GeschoBspitze in deren verschiedenen
Lagen ausgingen, werden somit vom Kegel XK umhiillt (der soge-
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nannten Kopfwelle), dessen halber Offnungswinkel ¢ ist. Abnliches
gilt fiir die konische Schwanzwello 88.
Zufolge dieser von Maoh selbst gegehenen Erklirungsweise fiir

die Entstehung der das GeschoS begleitenden Wellen ist Sind-:z%.

Denn in derselben Zeit, in der die Kopfwelle von D bis D, mit der
Schellgeschwindigheit ¢ sich ausbreitet, riickt die GeschoBzpitze mit
der GeschoBgeschwindigkeit » von D nach 4 vor. Die einzeinen
StoBwsellen, die in den aufeinanderfolgenden Punkten 4, €, Ds..
ihren Ursprung haben und die dadurch entstehen, daB die Geschofi-
spitze gegen die rzhende Luft stoBt, also alle ginzelnen Huyghens-
schen Elementarwellen, die sich kugelférmig um die Eatstehungs-
punkte 4, O, D... pusbreiten, kénnen auf der Schlieren-Photo-
graphio des (eschosses nicht sichtbar werden, weil sie sich gegen-
neitig tiberdecken. Nur ibre jeweilige Grenze gegeniiber der ruhenden
Luft, die Einhillende aller dieser Elementarwellen tritt zutage.
Dies jst eben die Kopfwelle, {und Ahnliches gilt fiir die Schwanz-
welle und die sonstigen Wellen, die an Unstetigkeitspunkten der
(AeachoBoberfliche entstehen) DaB in der Tat die Kopfwelle nichts
anderes ist, als die Einhtllende der Elementarkugelwellen, erkernt
man, wepn man, wie der Verfasser im ba)listischen Lsboratorium
getan hat (vgl. Band II, Anhang, Bild 18), durch eine Réhre hindurch-
schieBt, die mit Lochern versehen ist. Aus diesen Lichern gquellen
vereinzelte Wellenbiindel hervor, die alsdann getrennt fiir sich sicht-
bar werden.

Bei dem wirklichen GeschoB ist wegen seines epdlichen Quer-
schnitte die Kopfwelle vorn abgeflacht. An dieser Stelle MN ist
a==90°% aleo v=s; die Luftverdichtung pflanzt sich hier, durch
die Bewegung des Geschosses gezwungen, mit dessen
Geschwindigkeit v fort. (DaB in der Tat die Schell-
geschwindigkeit ioa weiteren Sinne, d. h. die Ge-
schwindigkeit, mit der sich eine Luftdichteninde- P
rung fortpflanzt, nur unter gewdhnlichen Umstin- E :
den gleich ca. 334 mfsec ist, modifiziert durch die »
Temperatur der Luft, dal vielmehr &ie Schall-
geachwindigkeit ¢ je nach der Stirke und der Art
der Brregung der Luftwellen jeden noch so hohen AbD. 27.
Betrag annehmen kann, wurde vom Mach durch
eine Reihe von Versmchen bewiesen; dariiber s. Band IL.)

Dieges Gebiet MN, in dem die Kopfwellenfliche nahezu eben
und senkrecht zur GeschoBachse verliuft, ist um so gréfiex, je breiter
und zugleich flacher der GeschoBkopf ist. Von dieser Stelle MN ab
pach beiden Seiten zu ist die Kopfwelle noch eine kurze Strecke

o
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hin gekriimmt, entsprechend der allmihlichen Abnahme der Schali-
geschwindigkeit, aber bald verliutt der Umri d-r Kopfwelle und
ebenso der Schwanzwelle anscheinend vollig geradlinig. Diea deutet
an, daB hier die Schallgeschwindigkeit die normale geworden ist.
Wenn also die GeschoBgeschwindigheit mit Hilfe der Gleichung

sine¢ = aus dem Kopiwelloawinkel & bestimmt werden soll, mu8
v

dieser an dem geradlinigen Teil des Wellenumrisses gemessen werden,
auBerdem aber muB beriicksiohtigt werden, daB die Fortpflanzungs-
goeschwindigkeit s der StoBwellen, oder die Schallgeschwindigkeit s
im weiteren Sinne des Worts, in den ersten Augenblicken nach threr
Entstehung noch nicht die normale Schallgeschwindighkeit 4, der Luft
ist, s, = 330,7? - 0,66 ¢ (r die Temperatur der Luft in °C), wie sie
aus der Akustik bekannt ist, sondorn da3 sie sich erst nach und
nach asymptotisch der normalen Schallgeschwindighkeit s, ndhert.

Im ballistisohen Laboratorinm wurdea vor dem Kriege 20 photographische
Aunfnshmen des fliegenden S-Geschosses (v = 883 m/gec) und ebsnso des Infan-
teriegeschopses M. 38 (v = 642 mfsec) je mit den die Geschosse begleitenden
Luftweilen in einer Entfernung von csa. 150 om nech der Mindung bewirks
und gleichzeitig jedesmal mit einea Chronograph die zugehdrige wahre GesochoB-
geschwindigheit gemessen ; (Ausfithrung der Versuche durch Li. Btridel), Dabei
zeigte sich, daB bei Benutzupg des (halben) Kopfwellenwinkels « die Gerchwin-
digkeit v des Geschosaes mit der Formel v=s-cosec « viel zu klein, bei Be-
nutzang des Schwanzwellenwinkels & dagegen viel zu grofi erhalten wurde,
wenn s gleich der normalen Sobsallgeschindigkeit s, genommen wurde.

Namlich beim 8-Geschof ergab eich, im Mittel sus den 20 Auinahmen,
v=829,0 mittels der Kopfwelle, dagegen » = 857,1 mittels der Sohwanzwelle.
Das arithmetische Mittel aus den beiden Winkeln « lieferte eiten nur um We-
uiges zu groler Wert von v, nimlich 4 = 898,1, mit einer wahresheinlichen Ab--
weichung der. einzel Megaung gegentiiber dem Mittelwert von w = 9,39 m/faec
=1,059%,. Der Zeitmesser ergab a's Mittelwert der zugehdrigen 20 Messungen
=883, mit w=2,1%,. Dabei wurde, in v = s, 0osec «, die Lufitamperatur
bertickeichtigt; sie betrug 18 bis 20€.

Bei dem GeschoB M. 88 wurde erhalten: mit der Kopfwelle v=61738;
mit der Johwanzwelle v =692,1, Degegon daa arithmetische Mitte! der beiden
Wollonwinkel « ergab als Resullat aus den 20 Bobiissen » = 655,2, rait einem
wahracheinlichen Fehler w=0,61°%/,. Die direkte Messang von v mittels des
Zeitmessers lieferte (fir die gleiche Entfornung von der Mindung) v = 842,0,
wib w = 1,47%,.

Dieso Tatsacke, daB der Kopfwellenwinkel, selbat wenn er an dem gerad-
licigen Teil der Wellenkontur gemessen wird, einen zu kleinem Wert von v
tefert, erkliirt aich nach unserer Ans‘cht eshr einfach wie folgt: die Spitze des
3-Geschosses mige sich jetzt im Punkte D (vgl. die Abb. 26) befinden, ITn
diseem Angenbliok stiBt die Spitze gegen die ruhende SuBers Luft; die erzeugts
Kngelwelle hat moch den’ Radius Nult. Aber die Fortpflanzongsgeschwindig-
kelt s dieser. Kngelwelle hat in diesen ersten Mc ten die Geschwindigkeit
33= 888, de diesa Fortpf gagesohwindigkeit durch dis Fortechreitungs-
geschwindigheit des Geschosses v = 833 m/sec erzwungen ist. Im weiteren Ver-
lawf nimmt 4 raach ab.” Wenn die Geechofspitze in 4 angelangt ist, hiat sich
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mzwiechen die Kugelwelle g0 weit susgedehnt, daB ihr Radius r gleich DJ), ge-
worden ist. Und falls man wahroimmt, deB die Kortar der Kopfwelle 4 X
von D, ab geradlinig verlauft, so ist dire ein Anzeichen dsafdr, daB a(?) jetat
nicht weiter abuimami, sondem praktisch schon gleich der nermalen Schali-
geschwindigkeit s, geworden ist, Daraus folgt, da entlang des Radius DO,
die Schallgeschwindigheit 2 variabel ist, nimlich in D gleich sy =v = 888, in D,
gleich etwa 331. Dapach ist zwar D4 ein MaB fiic die GeschoBgeschwindig-
keit, — denn diese kann auf der kurzen Strecke D4, die die GeschoBspitze
zuriickgelegt hat, ale koustant betrachtet werden «; aber DD, ist grBer als
der Weg, den die Sohallwelle in der gleichen Zeit zuriickgelegt héitte, wenn die
Woalle sich mit der mormalen Schallgeschwindigkeit s, susgebreitet hitte. Aus
diesem Grund ergibt sich der Winkel o zu grofi oder v=6,-cozec & zu klen,
wenn 8, gleich 331 genommen wiirde,

Die nllmibliche Abnahme der Schallgeschwindigkeit ¢ von ihrem Anfangs-
wert 8 = s, =v ab bis 2u &=y, zeigt sich auf dem photographischen Bild der
Kopfwelle eben daran, daB dia Koutur nicht durchweg. -von K bis 4, gerad-
linig vexlauft, also wicht vo wie es die Abb. 26 schematisch angibt, sondern da8
gie gekriimmt iet, wie die Abb. 27 andeutet. Nun hat die Gleichung o= 5. coseo «

" einen Sinn Jediglich bei der Annahme konstanier Werte » und s. Wenn man
also mittels dieser Gleichung den richtigen Wert von v (aus dem geradlinigen
Teil der Kopfwelle) berechnen will, so0 hat man fir s einen konstanten Durch-
schmittswert s, za nehmen, der gréBer ist als die normale Schallgeschwindig-
keit. Diesen Wert 5, kann man foigendermafen finden. Man nimwat die Kopi-
wellenphotographie eines anderen Geschosses, das sehr angenibert dieselbe Form
und Geschwindigkeit besifzt, wie dasjenige, nm welehes es sich handelt, und kon-
struiert in einer griBeren Amzshl von Punkten D), €, ... der Kopfwelle jo die
Tangenle vnd Normale, (hierfiir leistet das Spiegellineal von Reusch. gute
Dienste; und die schirfste Messung wird man erbalten, wenn die GescholB-
sufnalime nach dem. xeinen Schattenverfshren erfolgt ist). Die Tangenten lie-
fern die asufeinanderfolgenden Winlrel «, bis zum Endwert «=90° im Scheitel
der Welle; die Normalen liefern dia Lagen der aufeinanderfolgenden Entstehungs-
orte D, C... der Elementarwellen, und damit die zugehbrigen Kugelradien
DD, CC, ... oder r. Zu jedem der go erhaltenen ¢ kann man, da v bekannt
ist, &, av8 3, = v-8in « berechnen. Auf diese Weise erhilt man eine Kurve mit
den Radien r als Abszissen uwnd mit den konstanten Mittelwerten s, als Ordi-
paten. Diese Kurve wird roan aledann auf dsa dbnliche GeschoB anwenden
und wirxd eo v richtig erhalten.

Man kann weiterhin auch ein Diagramen zeichnen, welches das empirische
Gesgetz angibt, nach dem die veriable FortpRanzungsgeschwindigkeit ¢ der Welle
mit der Entfernaurg r oder DD, vom Entstehungsort D abnimmt. Weil man
namlich + kenmt, ist durch mikzemetrisohe Ausmessung der Strecke DA
bekannt die Zeit von dem Augenblick eb, wo die Geschofapitze gich in D be-
findet und durch den StoB der Spitze gegen die ruhende Luft eine Kugelwelle
entsteht, bie zu dem Augenblick, wo die Geschofiapitze in A angelengt iab;
diese Zeit ist such gleich derjenigen, die die Welle brancht, um sich von D
bis D, auszubreiten. Pihrt man diess Messungen fiir eine Reiho von Punkten
sus, 80 hat man s in Funktion der Zeit ¢ und durch cine graphische Differen-
tiation die Geschwindigkeit g-:

tion von r, !Aus dem betreffenden Diagramm # (r) kann man dann wisder die

pokzessiven konstanten Mittelwerte s, (r) gewinnen und somit sine Kurve s (7),

die mit der vorbio arwidhntsn iibereinstimmen mu8.]

oder & in Funktion Z und damit such in Fonk-



42 Uber den Luftwidetmtand.

Bei der Schwanzwelle erhilt man gerade umgekehrt das Resnltas, dag
dis Schallgeschwindigkeit s anfangs wesentlich kleiner als die normale Schall-
geschwindigkoit ¢, ist. Der Grund liegt in folgendem: Unmittelbar hinter dem
GeschoBboden befindet sich ein luftleeror Ruum, der sioh mnaoh rickwiarts ko-
nisch verjitngt und der weiterhin allmiblich mit Wirbeln durchsetzs wird. Die
Grenze dieses luftleercn Raumes nach auBenhin ist eine UnstetighkeitsHiiche.
Erst ar hinteren Ende dieser Unsietigkeitsfiche, nimlioh da, wo die Wirbel
beginnen, fingt die Schwanzwelle an, nach seflen zu gehen, (Be liegt darin
sine schine Bestitignng cines Satzes, den B. Riemann rein theorctisch ab.
geleitet hat, daf némlich entlang einer aolchen Unstetigkeitsfliche die Strd-
mungegesehwindigkeit nur eine zur Flache tangentinle Komponente hat, ds8
dagegen senkreckt zur Fliche keine Komponente exwstiert) Bei diesem Begion
der Schwanzwelle nun ist die Qeschwindigkeit s, rait der sioh die Elementar
kugelwellen nach auBenhin aushreiten, aus dem Crunde noch weit kleiner al
die normale Schallgeschwindigkeit a,, weil hier die duBere Luft 2um Teil nach
innen, in den luftverdiinnten Wirkelkepal, hineinstriimt, der sich hintexr dem
Geschof weit erstreckt. Desbalb ist der Winkel & en der Sohwanzwelle kleiner,
ale er bei komstanter Schballgeschwindigkeit s=s, wire; und die Geschofige-
aschwindigkeit v ergibt sich daher aus v 8,-voscoc zu grof.

Selbstverstindlich ist, daB die Kopfwelle und ebensoe die Schwanz-
welle, nach rickwarts geniigend weit verlingert gedacht, geschlosgene
Fliochen darstellen miissen. Man erkennt dies, wenn man duroh ein
Rohr durchschieBt; das keine seitlichen Licher besitst und dis Auf-
nahme in einem Moment bewirkt, wo das GeschoB gerade aus dem
Rohr ausgetreten ist. Die Kopfwelle war durch das Rohr abge-
schnitten worden und mu8 sich nach dem Rohr von neuwem bhilden:
dabei erscheint die Kopfwelle als geschlossene Fliche, deren riick-
wiirtiger Teil kugelformig st (vgl. Bd. II, Anhang, Bild 18 und 24).

Dor Scheitel MN der Kopfwelle liegt dem GeschoBkopif
um so niher, je gréfer die GeechoBgeschwindigkeit ist,
Bei den neueren Infanteriegeschossenn mit scharfer Spitze und mit
sehr grofer Geschwindigkeit scheint die Kopfwelle sogar etwas
binter der Spitze zn beginnen, also die Geschafispitze in voli-
kommen rvhige Loft einzutaucben; nur unmittelbar vor der Spitze
beateht eine Lriftige Lufiverdichtung. Auf der hinteren Seite des Ge-
schosses treten Luft wirbel auf. - Diese Wirbel wurden von uns noch
mehrere Meter weit hinter dem Geschosse photographisch fixiert, dabei
zeigte sich Th. von Karman’'s Thearie (s. Lit.-Kote) bewahrheitet.

Alle diese Erscheinungen zefgen sich ebenso im Wasser, bei
Schiffen, Brickenpieilern usw.; nur daB hier die Kopfwelle aus einer
groBen Zahl von Teilwellen gebildet ist, was bei den Luftwellen des
Geschosses nicht der Fall zu sein scheint, wie die mikroskopische
Untersuchung ergab. Der Grund hierfiir liegt wobl darin, daB im
Wasser keine StoBerregung mit einer einzigen Erhdhungswelle mog-
lich ist, wohl aber in der Luft eine einzige Verdichtungswello, Das
Analogon zur Schellgeschwindigkeit st fiir das Wasser die von der
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Wassertiefe  abbingige Geschwindigkeit. mit der die betreffenden
Wasserwellen aunf dem Wasser sich fortpflanzen. Wird ein Schiff
mit immer griferer Gesohwindigkeit durch das Wasser bewegt, so
kann man wahrnehmen, dall der Scheitel der Kopfwolle vom Bug
des Schiffes sus immer weiter nach der Mitte des Schiffes, nach
hinten zu riickt.

Dio Apalogie zwisehen Schiff und Wasser einerseits und
GeschoB und Luft andererseits geht iibrigens weiter: Bezeichnet
man den Widerstand eines Schiffes fiir irgendeine (eschwindigkeit
v mit W (v) und trigt man die aus der Beobachtung erhultenen

Werte von w vgv; ‘io Funktion von o graphisch anf, so erhalt man

eine Kurve, die nach Schiitte, Lang und Lorenz einen #hnlichen
Verlauf nimmt, wie die analoge Funktion des Luftwiderstandes (s.
w. . bei § 10): Die Kurve hat cinen Buckel in der ((egend der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit & der Wagserwellen. Das.
selbe gilt fiir den Widerstand W, den ein GeachoB bei den ver-
schiedenen Geschwindigkeiten v in der Luft erfdhrt: FEin Buckel
der betreifenden Kurve liegt wenigstens in der Nihe der normalen
Schallgeschwindigkeit s.

TFiir Geschosse scheint zuerst N. Mayevski smpirisch die Tatsache fest-

gestellt zu haben, daB der Koeffizient X = T‘Z in der Nahe der Schall-

geschwindigleit ¢ eine rasche Zunahme erleidet. A. Indra suehte diese Un-
stinde damit zu erkliren, daB durch fortwihrende Neubildung der Kopiwelle
GeechoBenergie konsumicrt wird, Jedoch ist damit micht verstandlich, wes-
halb der Koeffizient K wieder etwas abniramt, wepn die Geschodgeschwin-
digkeit noch weiter wichst, wihrend doch auch bei groBeren und ebeoso bei
kleineren Geschwindigkeiten durch Erzeugung der Wellen GeschoBenergie
avfgewendet wird. H. Lorenz vermutet, daf hier ein Resonanzphinomen
vorliegt, wie soloche aaf andsren Gebicten wohlbekennt sind. Man erinmere
aich an die Energiefibertragung bei zwei schwingenden Pendeln und bei dem
rotierenden Motor, der als Pondel aufgehdngt ist; an das Mitachwingen von
Stimmgabele und Saiten oder an die Resonanz elektrischer Wellen; an das
Mitechwingen des Schifisktrpers mit den an der Schiffemaschine periodisch be-
wogten Massen bei Ubercinstimmung der Sohwingungsdauern usw. Verhiltnis-
wmilig am meisten Energie wird an die Luft Giberiragen, wepn die Geschof-
geschwindigkeit annihernd mit der naetiizlichen Fortpfianzungsgeschwindigkeit
der Lauftwellon tibereinstimmt. Eine andere Erklirangsweise s. w. n. (Gesefz
von Sommerfeld). )

Dije vieleeitige Ahnlichkeit zwischen 8chiffs- und GeschoBbe-
wegung legt zuniichst den Gedanken nahe, dafl es angezeigt ist,
der Form des hinteren Geschofiendes mehr Auimerksam-
keit zu schenken als frither geschehen ist {vgl jedoch §9
Schlu wund § 14 SchlaB) Weiterhin ist ersichtlich, daB die Be-
wogung des Geschosses in der Luft eine fast ebenso verwickeite
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ist, wie diejenige des Schiffes im Waser, und daB deshald die ein.
fachen GesetzmiBigkeiten, die bis vor kurzem fiir den Luft.
widerstand von Geschossen angenommen wurden, nicht in weitem
CUmisnge genau zutreffsn werden: Unter der vereinfachenden An-
nahme, daB die Lingsaches des Geschosses im der Bewegungsrich-
tung des Schwerpunktes liegh, daB also das Geschof wie ein gut
konstruierter Pleil sich bewegt, wurde gewdhnlich der Luftwider-
stand W gegen das GeschoB mit folgenden GriiBen proportional gesetzt:

a) dem zur Achse senkrechten Gescholquerschnitt R,

b) dem Luttgewicht 4, d. h. dem Gewicht einer Raumeinheit
Luft am Versuchstage (oder besser gesagt: der in einer Raumeinhejt
Luft enthaltenen Luftmasse), berechnet aus Temperatur, Druck und
Fouchtigheitesgehalt der Luft. Meistens wird hierbei 4 in Bezichnung
gesetzt zu einem willkiirlioh angenommenen normslen Luftgewicht 8, -
= B. 3, = 1,206 oder &, = 1,220 kg/cbm,

¢) einem von der Form des Geschosses abhingigen Koeffizienten i
(10007 > n heiBt gewdhnlich der ,Formwert*),

d) einer gewissen Fusktion f(v) der Translationsgeschwindig-
keit v m/sec des Schwerpunktes, so dal der

Luftwiderstand W = R"a--g,‘ RIOF

Was die Dimensioner anhbetrifft, so ist ¢+ eine dimensionslose Zah), -
fithrt man B in m ein, so ergibt sich fir f(v) die Dinension kg m™?, -
wenn W in kg erhalten werden soll. o
Die Annahmen a), b), ¢) sind mehr konventionell, als in
der Natur der Sache begriindet: B
Eas ist von vornherein micht wahrscheinlich, daB der Luftwider- -
stand, der von dem Kaliber 2 B, der Luftdichte 8, der Form (§) und .
der GoschoBgeschwindigkeit v abhingt, diese vier Vartiablen so rein.
lich als Faktoren eines Produkts geschieden enthilt, derart da8 der
erste Faktor lediglich eine Funktion des Kalibers, der zweita ledig-
lich eine Fanktion der Luftdichte, der dritte lediglich eime Funlktion
der Buleren Form und der vierte lediglich eine Funktion der Ge- -’
schwindigkeit darstellt. oo
Mit der Annashme a) wird behauptet, daB der Luftwiderstan
-anf die Flichepeinheit des GeachoSquerscbnitts bei gleicher Luft-
dichte, gleicher Forrn und Geschwindigkeit des Geschosees gleich
groB sei, mag es sich wm ein kleines oder ein groBes GeschoB-
kaliber handeln. C
Sochon Didion bat aus ssinen Versuchen 1848 das Hrgebnis ab- .
geleitet, daB der Euftwiderstand gegen Geschosse' mit kleinem Quer-
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schnitt verhaltnismafig grofer sei, als der gegen Gleschosse mit groem
Querschnitt, und hat versucht, diese Tatsache dadurch rechnerisch zu

beriicksichtigen, daf er A®z mit dem Fsktor (0,74 4 o 0%?:72?) .
tig fir R in m, multiplizierte, (Ubrigens lisB er mpiter 1860 diese
Annahme fallen.) E'pige Ballistiker glaubten aus ibren Luftwider-
standsversuchen mit Geschossen von sehr verschiedenem Kaliber den
Boweis dafir erbracht zu haben, daB Proportionalitit zwischen Luft-
widerstand W und Querschnits R®x stattfinde, und man tright zur-
zeit kein Bedenken, die Resultate dex mit Artilleriegeschossen
angestellben Versuche ohne weiteres auf Infanteriegeschosse an-
zuwenden und umgekehrt. Indes besteht diese einfache Beziehung
jedenfalls nicht genau. Die neuere, von H. Lorenz iber den
Schiffewiderstand anfgestellte Theorie, die von groBer Allgemeinheit
ist ufdd die, wie Lorenz und Falkenhagen gezeigt haben, die
Ausdehnung anf den Luftwiderstand von Geschossen zu gestatten
acheint, fithrt gleichfalls darauf, daB kleine Querschnitte einen ver-
bialtnismiBig groferen Widerstand erfahren, als grdBere Querschnitte.
Und nach Versuchen an der Towerbriicke (J. W. Barry) erleidet eine
100 qra grofle -Fische durch den Winddruck kaum den sechsten
Teil des spezifischen Widerstands einer 0,1 gm groBen Fliche.

Die Versuche der Firma Fr. Krupp (0. v. Eberhard) von 1912 mit Ge-
achossen verschiedener Form (vgl. Lit.-Note) ergaben unter snderem folgendes.
Dar durchschnittliche Widerstaud, bezogen auf 1 gem des Querschnitts und auf
das Luftgewicht 1,22 kgfobm, ist:

&} bei rein zylindrischen Geschossen

gil-

3

flr v =400 [ 500 | 600 | 700 800 m/eec

und bei 6,56 om- Kaliber 14 2,5 | 38 ; 51 6,8 kgfqom
.00 s TV e, TR ) as Uer 63 e

b) bei ogivalen Geschossen von 3 Kal. Abrandongaradiug

7 fir v=550 | 650 750 | 850 mjseo
wund bei 6 om-Kaliber 1 13. 15 @ 1,9, kgigem
' » 0,98 oLz b 15 18 =
" 0,62 | 08 0, 12 =
n — - i 09 10 =

Der Luftwiderstand geteilt durck R*x ist slao in der Tat, wie Didion fand,
bei gréBeren Kalibern kleiner als bei kleineren Kalibern und autierdem ab-
hingig von der Geschwindigkeit. Dieger Einflu@ des Kalibere kommt jedoah
tutasichlich -exat bel grofleren Kalibern wesentlich inm Betracht. ’ o
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Die gowohnliche Amnahme, der Luftwiderstand gegeniiber
zwei gleich groBen und gegen die GeschoBachse gleich
geneigten Flichenelementen des Geschofkopfee sei, bei
gleich grofBer GeschoBgeschwindigkeit, gleich groB, wnab-
hingig davon, welchen Abstand diese Flichenelemente von der Achse
des Geachosses haben, trifft ebenfalls nicht genau zu. Dies wird durch
BErmittlungen von Maoh wahmscheinlich. Bei den betreffenden Ver-
suchen bestimmte er experimentell die Ablenkung des Lichta beim
Durchdringen verschiedener Luftschichten in michster Nihe des Ge-
achosses. Mit Gewehrgeschossen von 11 mm Kaliber und 520 mjsec
Geschwindigkeit (woftir nach den Kruppechen Versuchen der Luft-
widerstand rund 1 Atm. Uberdruck betragen soll) fand Mach fol-
gendes: Im Scheitel der Kopfwelle entspricht die Dichte der Luft
od. 8 Atm.; 4,5 mm hinter dem Scheitel, 12 mm von der Geschofi-
achse und 8 mm vom Rand der Kopfwelle entfernt noch cs. 1,7 Atm.:
7,0 em hinter dem BScheitel, # em von der GeschoBaches und 7,6 e
vom Wellenrand entfernt noch ce. 1,6 Atm. Inwiefern zahlreiche
Berochnungen iiber Formwerte, iiber die giinstigste Spitzenform usw.
dadurch an Bedeutung verlieren, soll weiter unten angefiibrt werden.

DaB der Luftwiderstand vom Geschossen gerade mit der ersten
Potenz der Luftdichte proportional zo- und sbnimmt (Annahme b)
ist zwar niemals bestritten, aber auch niemals etnwandfrei empirisch be-
wiesen worden. Eswére wiinschenswert, da8 dieses Gesetz dureh rationelle,
allein hieranf abzislende Versnehe niit groBen Gechwindigkeiten gepriift
wirde. Uber den Einflu der Temperatur s. § 44 Schiug und Lit.-Note.

Die Annahmen ¢) und d) schlieBen die Bebauptung in sich,
da8 bei gleiohem Kaliber- und gleioher Luftdiohte, aber verschie-
dener GeschoBform der Charakter der Luftwiderstandefunlktion
gewahrt bleibe, 30 daB bei wverschiedenem GeschofBformen nur der
OrdinatenmaBstsb der Kurve f(v) sich indert. Diese Voraussetzung,
daB der Einflul der GeschoBform durch einen einzigen Multi-
plikationsfaktor i dargestellt werden kinne, hat sich durch die
neoeren theoretischen und experimentstlen Untermchungen iiber den
Luftwiderstand nicht bewahrheitet. Vielmehr enthalt die’ Funk-
tion £(») die GeschoBform implizite.

Ubrigens eei schon hier darauf hingewiesen, daB zweifelsohne
manche Umstinde und Abhingigkeiten, deren mathematische Gesetz-
miBigkeiten uns noch unbekannt sind, tatsichlich in dem Koeffi-
Zienten ¢ oder in den sogenannten Formwert n == 1000 .3 verlegt
werded, so daf ¢ nur zum Teil einen Formkoeffizienten, zu einem
andern, aber unbekannten Teil einen Korrektionsiakbtor vorstellt,
dorch den das Ungeniigende in den Annshmen a) und d), viellsicht
auch in b) einigermaBen ausgeglicher wird. Jsdenfalls ist ¢ i Prin-
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zip nicht komnstent, sondern eine Funktion der iibrigen Gzd8en, von
der man freilich annimmt, daf sie sich bei Aba.nderung dieser GroBen
pur langsam #ndert.

Weitaus die meisten Bemiibungen wm die Erforschung des Luft-
widerstandsgesetzes beziehen sich anf die Abhéngigkeit dieses Wider-
standes W von der Geschwindigkeit v des’GeschoBschwerpunktes bel
gleichem Kaliber, gleicher Luftdichte und gleicher GeschoBform.
Hiervon sind in dem folgenden § 9 die wichtigsten theoretischen
und in § 10 die empirischen Untersuckungen besprochen.

$ 9. Theoretische Ansitze zur Gewinnung des
Lunftwiderstandsgesetzes.

Die Uberlegungen Newtons scheinen auf folgendem Gedanken-
gang zu beruhen. Ist die Geschoflgeschwindigkeit v das 2,38,4, 5 ...~
fache eines bestimmten Falls, eo ist nicht nur die Beschleunigung
der Luftteilchen die 2, 3, 4, b ...-fache, sondern anch die Masse der
in Bewegung gesetzten Luft; die Widerstandskraft ist somit die 4, 9,
18, 25 ...-fache. Die Berechnung sei (a.hslchthch sehr elementar) im
folgenden kurz gegeben:

Man denke sich ein ruhendes zylindrisches GeschoBS . von der
Vorderfliche F gm, gegen das die Luft mit der Geschwindig-
keit v m/pec in Richtung der Achse heranstréme. Die Luftteilchen
verlieren bei ihrem Anprall gegen das GeschoB ihre Geschwindigkeit.
Dabei kommt in der Sekunde zom ZusammenstoB mit dem GeschoB
ein Luftvolamen F-v cbm. Das Gewieht sines Kubikmeters Luft sei

8 kg, so ist die Masse %—;{-’ Die Geschwindigkeitsinderung in der

Sekunde ist # — o, dieVerzﬁgemng’i—';—o . Der Druck, den der Querschnitt
F durch die heranstrdmende Luft erfihrt, ist das Produks von Masse

v
und Verzogemng der snkommenden Luffmenge, also ME; ; - ”—r 2
| XL 5

~ - Danach ist der Widerstand des in ruhender Luft bewegten
Zylmders proportional der senkrechten Fliche # (in qmw), dem Luft-
gewicht 8 (in kgfcbm) und dem Quadrat der Geschwindigkeit v
(in mfsec), . ) '
W (kZ) = 9,51

(Die in der Technik iibliche Formel fiir den Winddruek W auf eine
senkrechte ebene Fliche ¥ gm hei Windgesshwindigkeit » m/sec ist
in einiger Ubereinstimmung demit W= 0,122-Fo° kg.)

4n dieser Ableitung ist auszusetsem, daf die Wirkung der an der Stim-

fisohe dew Kisrpers abflieBenden Lauft, die Reibung, Wellenbildung, und alle
Vorginge anf der Rfickeseite des Kérpers unberiicksichtigt gelassen sind.
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DaB bei dem Stromen der Laft gegen einen ruhenden Kdrper oder um-.
gekehrt bei der Bewegung vines Korpers in mbender Luft nicht der reine
Newtonsche StoBdruck aflein maBgebend sein mab, sondem daB auch Saug-
witktungsn, negative Driicke sintreten kdnnen, ldft sich durch folgende
Apparste Jeicht zeigen. )

Eine ebene Kreisplatte 48 (Abb_ 283) von etwa 30 om Durcbmesser licge
anf der einen Wagechale einer Wage. Dariiber hefinde sich in fester Lage eine
parallele Platte ¢D von etwa 20 om Durchmesser, die in der Mitte efn kreis.
rundes Loch bemitzt und eine Rébre R trigt; durch letztere hann Luft in der
Richtung des Pfeils geblasen werden. Ist C.D 20 oder 10 om hoch Bher 48
angebracht, §0 wird beim Durobblesen der Laft die bewegliche Platte 48
abwiarts gehen, man hat den reinen StoBdruck. et dagegen der Abstand der
Plsttex 4B und CD etwa 1 em, so entateht; bei dem soitlichen AbstrSmen der
Luft zwischen den Platten sin Unterdrock, die Flatte AB wird gehoben.

Blist man bei dem Apparat Abb, 28b in der Riohtung des gefiederten Pfeils
schief abwirts, g0 wird die in der RShre B auf einem schmalen Querstiboben
aufliegende Hollundermsrkkugel K gehoben und fliegt in der Richtung des
gokriimmten Pfeils herans. .

Abb. 28.

In Abb. 280 ist eine Rikre ABCD 4, B, 0, D, angedentet, die bei B B, eine
Verdickung.und bei C €, eine Verdiinpung besitzt. Es werde in der Richtung
der lingeren gefiederten Pfeile ein Luftstrom geblasen. Innerhalb der Rhre
erfibirt der Luftstrom bei BB, eine Querschnittszunahme, also eine Geschwin-
digkeitvabnahme; die Folge jst ein Uberdruck (sngedeutet: durch die kleineren
Pleile). Bei GO, bat man Querschnitbtsvermindernng, slso Gesthwindigkeits-
zgunahme 1nd infolge davon einexn. Unterdruck -(eine Baugwirkung in dem Mano-
meterrihrehen). AnBerhalb der Ribre ist das Umgekehrte der Fall -

Der reine Newtonsche SBtoSdruck kann muoh mpicht geniigem, wenn ea
sich z. B. um die Bereohnung der Driicke handelt, die das Dach eines Ge-,
biudes dorch horizontalsn Stermwind erfdhrt. Am unteren Teil des Deacha
wird zwar durch den StoBdrock im allgemeinen Druckvermehyung eintreten,
aber oberhalb kann bei dem AbewrBmen der Luft iiber die Dachkante hinweg
ein. megativer Druck - elntreten, 8o dal ein Kippmoment mdglich ist. In der
Tat wird mitunter ein Abhoben des Daches im 'Sturm beobachtst.

In shulicher Weise kénnen anch beim fliegenden Geschofi je nach der
&nBeren Gestalt' des Ziinders, der Fihrungeringe, des GeschioBendss uaw. Seng-
wirkungen vorhanden sein. . L

Unter der Anrahme, daf der Widerstand W, eines Geschosses nur von_{
Querschnitt F, yon der Luftdichte & oder der Musse sines cbm Lutt and von.
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der Geschwindigkeit v abbfivgt uud swar proportionmsl sei dem Produkt ge-

witser Potenzen F2, d 2 v¥, soll nach Anaicht einiger Forscher das ¥ ewtanasche
Gesetz auch einfach ave den Dimemsionen dicser GriBen abgeleitet werden

kx5men: Fo-d?.0? dividiert darck W muf eine reine Zahl sein, sleo von der
Dimension Null, Im tecbnischen Mafsystem der kg, m, sec sind die Dimen-
sionen von ¥, 4, v hzw. (m®}, (kg-sec® m=Y), (ra-sec=). Diea gibt fiir m, kg,
sac bew. die Gleichongen

Qoa—4q-ft+y=0; f—1l=0; 2:8—p=0 oder x=1; f=1; ya22,
Somit ist der Widerstand W proportions] F, d, und +*. Uber dieses Verfshren,
Gesotze abzuleiten, vgl. Th. Vahlen, E. Gohrcke und A Lamothe, . Lit.~Note.

Mehrere Forzcher, insbesondere 0. Mata 1895, faBten die Uber-
tragung der Geschoflenergie auf die umgebende Luft lediglich als
einen thermodynamischen Vorgang, speziell Mata als eine isother-
mische Zustandsinderung auf. DaB diess Auffassung eine einseitige
sein muB, geht sus dem oben iiber die Wellen- und Wirbelbildung
Qeeagten hervor.

Als Erster beriickeichtigte A. Schmidt-Stuttgart die Errcgung
von Luftwellen durch den bewegten Korper. Er stellte fiir Ge-
schwindigkeiten » kleiner als die Schallgeschwindigkeit s eine Wider-
standsfunktion anf, die unstetig wird, wenn die Geachwindigkeit » des
bewegten Korpers der normalen Schallgeschwindigkeit ¢ des Mediums
gleichgesetzt wird. Die betreffenden Entwicklungen besitzen keine
golche Allgemeinheit, da8 eie fiir die Zwecke der Ballistik verwendbar
wiren. Doch bat A.Schmidt das Verdienst, die beziiglichern Umstiénde
zu einer Zeit klar erkannt zu haben, in der E. Mach noch micht
mit seinen photographischen Aufnahmen des fiiegenden Geschosses
hervorgetreien war.

P. Vieille und Ekurz daranf E. Okinghaus leiteten auf Grund
der Theorie von B. Riemann iiber die Fortpflanzung von Luftwellen
mit endlich groBer Amplitude Luftwiderstandsgeactze ab, indem sie
speziell Geschcsse mit einer ebemen, zur Achse senkrechten vorderen
Begrenzungsfliche voraussetzten und die das Geschof begleitende
Kopiwelle wenigstens in den vordersten Teilen als ebene Welle an-
pahmen, Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der endlichen Luftver-
dichtungen muB dabei gleich der GeschoBgeschwindigkeit genommen
werden. Vieille glaubt der von jhm s0 gewonnenen Formel fiir den
Luftwiderstand in Funktion der GeschoBgeschwindigkeit v eine der-
artige Allgemeinheit der Anwendbarkeit zuechreiben zu konnen, daB
sie selbat fiir kosmische Geschwindigkeiten gelte.

Die Vieillesche Bexichung gwischen Luftdruck 2 und GeschoBgesohwindig-
keit iut die folgende: o

=42 {er+arniih},
dpbet & dss Gewioht der umgebenden Luft in kgjobm, p, der gowdhuliche
Ogans, Ballisti. 8. Acdl. Bd.T, 4 g
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Atmosphirendrack in kg/qm, p der durch die Bowegung erzeugte Luftdruck
in ‘kg/qm, k=141 das Verhiltnis der spezifischen Warmen, g = 9,81 mfsec?,
Z. B. fir p, = 10838 kg/qm, ¢ = 1,206 kg/cbm und 2 = 15,64 Atm.
=1584.10333 kg/gm erhilt man »= 1200 mfsec, [n dex folgenden kleinen
Tebelle gind so die Widerstinde, wie sia von ¥ieille errechnot und nach seiner
Angshe beobachtet sind, endlich von v = 1200 mfsec ab auch die theoretigch von
jhm sbgeleiteten Temperaturcn gegoben:

7w\
Geschw. @ Widergtand in Atm. (%): Temp.
misec berechnet I buobaochtet Grad Cels.

400 1,58 1,26 —

800 6,85 6,28 —_
1200 15,64 15,01 880
2000 43,8 [ - 1741
4000 176,68 - 7751

10000 1098 — 48490

Vieille macht bei dicserm AnlaB anf dag Aufleachten der Meteoriten auf
merksam.

Die beziigliche Formel von E. Okinghaus lautet:
1

2
W= Wok'(l—— (%)")(%) +W,. [vin m/sec}
Hier ist- W der Luftwiderstand fiir die GeschoBgeschwindigkeit », W,
speziell der Luftwiderstand fir ¢ = 340 m/sec; % das Verhaltnis der
spezifischen Wiirmen der Luft, b==1,41.

Da die Riemannache Theorie nur fir ebene Wellen gilt, so kénn-
ten diese Entwicklungen hdchstens fir vorn abgestumpfte Geschosse
einigermaBen zutreffen. Doch scheint es, dald der weitere Ausbau der
Biemannschen Theorie der LuftstdBe einige Aussicht auf einen
Erfolg fir die Zukunft verspricht.

Die Theorie der Peripteral-Bewesgungen, die von W, Lan-
chegter fiir die Bowegung der Gleitflieger in der Luft, besonders
fir Flachen ihnlich dem Vogelfligel, aufgestelit worden ist, konnte
fir die Ballistik bisher nicht nutzbar gemacht werden. Bei dieser
Theorie setzt mun eine gleichmiBige Strémung der Luft mit einer
Zirkularbswegung der Luft von passendem Einan und passendex
Starke um den betreffenden Korper (Fliigel) herum zusammen. Die’
betrefienden Betrachtungen gelten aber nur fiir Potentialbewegungen,
micht fiir turbulente Bewegungen, wie sio am hinteren Ende des
Geschosses jedenfalls vorhanden sind. (Vgl. Lit.-Note.)

Ebsnso sind von keiner weitergehenden Bedeutung fiir die Bal-
listik die umfangreichen Berechnungen, die Oberst P, Haupt suf
Grond der kinetischen Gastheorie durchgefiibrt hat. Der verwickelte
Mechanismas dea Luftwiderstands ist durch seine Berechnnngen nicht
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geniigend dargestellt und diese haben zu Ergebnissen gefiihrt, die
mit den neuesten empirischen Ergebnissen in der Tat in. Widerspruch
stehen. (Vgl. die Lit-Note))

Dagegen sei auf zwei wichtige theorstische Arbeiten iiber den
Luftwideratand, von H. Lorenz-Danzig und von A. Sommerfeld-
Miinchen, hingewiesen. H. Lorenz hat 1907 (vgl die Lit.-Note) ge.
legentlich einer Theorie des Schiffswiderstandes versucht, die sémt-
Jichen Umstinde der verwickelten Luftbewegung um das fliegende
Gescho3 mathematisch darzustellen, wabei er zm der folgender Be-
zichung fur den Luftwiderstand gefiihrt wurde: Es bedeute v die
GeschoBgeschwindigkeit, %z den griéfiten (Gescholquerschnitt, & die
Schallgeschwindigkeit, { die GeschoBlange, so isb

- 303 . by BPm vt &y 100
W=k, Rin-v? 4-ky-lv +V(’ = TLTS
k kg %y k, &, sind Konstanten, wovon %, und %; nur von der Form, die
iibrigen von der Form und der Oberflichenbeschaffenheit des Ge-
schoases abhingen.

Dieser theoretisch abgeleitete Ausdruck fiir W zeigt erstens, da
danach W nicht genau proportional dem Querschnitt R?x»
jst, sondern daB der spezifische Widerstand W:R?x unter
sonst gleichen Umstinden uwm so gréBer ist, je kleiner
dieser Querschnitt ist. Ferner iet nach diesem Gesetz W keines-
wegs proportional einem einzigen Formkoeffizienten ¢,
vielmehr kommern 6 Koeffizienten der Form in dem Ausdruck vor
und zwar implizit derart, daB mit einer wesentlichen Anderung der
Form und Oberflichenbeschaffenheit des Geschosses die ganze Luft-
widerstandsfunktion £(v) selbst sich &ndert. Eundlich zeigt der Fak-
tor W:ov? = K, wie oben erwihnt, bel einer graphischen Darstellung
von v einen Buckel in der Nihe der Schallgeschwindigkeit
und verliuft im iibrigen in #hnlicher Weise, wie es die von Biacoi
zusammengefabten Schiefbeobachtungen (s. w. n) ergeben haben.

H.Lorenzhat 1917 (8. Lit.-Note betr. Lorenz, Runge; Wiesch-
berger, Karmén, Rubach, Palkenhagen, Singewald) eein
Gesetz vereinfacht: der Widerstand W setzt sich zusemmen ans einem
Anteil W,, der durck die Wellenbildung entateht, und sus einem
Anteil Wy, der in der Reibung und der Wu‘belbﬂdung seina Ursache
hat; W== W, -+ W,; dabei ist

At A
W=RkE "(l+m)‘ E it
Hier ist ¢ die normale Schellgeschwindigkeit; I die GeschoSlangs;
k, u, 4 und ¢ sind Konstanten, die empirisch zu ermitteln sind,
und zwar hiéngen k, p und 4 von der ¥orm und der Oberfiichen-
4‘
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beschaffenheit des Geachosses ab, und ¢ stellt einen Dampfungs-
faktor der. Lorenz zeigbe auch, wie die Konstanten aus den Ver-
suchsdsten berechnet werden Lonnen. Sein friiherer Assistent
Dr. Falkenhagen hat die Berechnung en der Hand der Luft-
widerstandstabelle von O. v. Eberhard durchgefihrt. Auch
R. S8ingewald (s. Lit-Note) hat versucht, die Koeffizienten zu be-
stimomen. Darnach zeigt sich, daB das Gesetz von Lorenz zwar
nicht simtliche Beobachtungstatsachen véllig getrem und eindeutig
dorstellt, daB aber dieses Gesetz von sllen bisher rein theoretisch
abgeleiteten Gesetzen noch die meigte Aussicht zu bieten scheint,
als Grundlage fir die Weiterentwicklung der Ballistik auf diesem
Glebiete zu dienen. Bemerki sei noech, daB nach diesem Gesetz,
wie nach demjenigen von Vieille und von Sommerfeld fiir
v =0 lim (W:v*) =komst. wird; d. h. daB fiir sehr groBe Ge-
schwindighkeiten der Luftwiderstand wieder proporticnal dem Quadrat
der Geechwindigkeit ist, jedoch mit einem anderen Koeffizienten als
fiir kleine Geschwindigkeiten. . :

A. Bommerfeld (vgl Lit.-Note} denkt sich den Luftwidexstand ¥
zusammengeseizt aus dem Reibungswiderstand W, (im weiteren
Sinne), den er mach Newton proportional ¢+ nimmt, und sws dem
Wellenwiderstand W,. Fir letzteren gewinnt er einen Ausdrusk, in-
dem er die Anslogie dea elektromaguetizchen Feldes benutzt, das ent-
steht, wenn ein Elektron mit Uberlichtgeschwindigkeit sich bewegt.
Bedeutet s die Soballgescliwindiglett, 8o iet fiir v < ¢, W= W, = a,. 9%,
fix v>>8, WaW,+W,=av’+ 4 (1 -—vi,) Die Kurve W:v? ver-
lsuft shnlich, wie die entsprechende fiir die neueren empirisclien Ge-
setze. Der Buckel der Kurve erklirt sich daduroh, daB in der Nihke
von ¢ ~~ s der Wellenwiderstand W, in zunehmendem MaBe einsetat,
dafl aber dieser Widerstand mit v in 'geringeremm MaBe wiichst, ala

- der Reilbungswiderstand W,; das Verhélinia (W, + W,): W, nimmt
daher mit wachsendem v wieder ab. Die GeschoBform ist in dem
Gesetz von Sommerfeld vorliufig nicht bertioksichbigt.

Endlich hat L. Prandt] (e Lit.-Note) den Staudruck berechnet,
der ir Luft von der Diohte p, vor einem mit der Geschwindigkeit v
bewegtenn Korper entsteht; wenn ¢ groBer als - die mormale Schall-
goschwindigkeit s, ist, beateht diese Druckerhshung aus zwei Teilen,
einer unstetigen in der Kopfwelle und einer stetigen von der Kopf-
wolle bis zum Stsvpunkt. Die Berechnung zsigt, daf diese Druok-
erhShung nicht nur fiir die kleinen v, sondern anch wieder fiir die
sebr grolen Geachwindigkeiten v propartional +* ist, dazwischen
wichst sie etwas sokneller. L. Prandtl gibt dam eine kleine Ta-
belle, Der Widerstand W eines Geschosses vom Querachuitt ' kann
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nach ihm dargestellt werden durch die Formel W=y . F.p.4?, wo
w eine Funktion von wv:s; ist. Die Temperaturerhhung vor.dem

Geschof berechnet sich nach Prandtl zu éf_'%w, (¢, in Arbeits-

einheiten = 0,238-427.9,81); alsoz. B. bei v = BOOpmfsec zu ca. 300°C;
vgl. iibrigens dariiber Band IV, Gleichung (16) in § 21.

Im ganzen kann gesagt werden, def von seiten der Theorie
bis jetzt kein véllig befriedigendes und vdllig allgemeines
Gegetz des Luftwiderstandes gegen (Geschosse mit aller
Sicherheit erbracht ist. Deshalb ist man in der Ballistik ge-
nitigt, sich vorliufig an die reine Erfahrung zm halten.

Der Ausdruck fiir den Luftwideratand miifite fiir irgendein
Kaliber, irgendein Luftgewicht und irgendeine GeschoBform eine
Funktion der Geschwindigkeit (und vielleicht auch noch der Be-
achleunigung) des GeschoBschwerpunktes enthalfen, die folgende Teile
darstellt:

1. Den Saug- und Wirbelwiderstand. Hinter dem Geschol
bildet sich bei wachsender Geschwindigkeit mebr und mehr ein luft-
verdiinnter Raum aus, in den die umgebende Luft unter Reibungs-
wirbeln sinstrémt (dbnlich wie man es beim Wasser an einer ebenen
Platte beobachtet, die in vertikaler Lage senkrecht zu ihrer Ebene
durch das Wasser fortbewegt wird). Die zugehérige Energie findet
gich gpéter teils als Warme im SchuBkanal vor, teils geht sie als
Bewegungsexergie nach aufen (vgl. die bekannten Gerdusche beim
SchuBl). Dieser Widerstand hingt wesentlich von der Form des
Geachoflendes ab. In der Nihe der Bchallgeschwindigkeit scheint er
rasch anzusteigen; aber weiterhin nahert er sich mehr und mehr
einem festen Grenzwert, dexr durch die ahsolute Luftleers hinter dem
GeschoB gegeben ist. Dieser Teil, dividiort durch ¢ wird sich also
mit zunebhmendem v der Null nihern.

2. Der Wellonwideratand, Dieser tritt an allen vorspringen-
den Teilen des Geschosses auf, insbesondere am Geschofkopfe. Er
wiichet mit der (Geschwindigkeit unbegrenzt, und gwer mehr uad
mehr proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit, so daB dieser
Teil dividiert durch »? einer gewissen Konstanten zustrebt, dis je
nach der Geschofiform verschieden ist. Die auf diesen Widerstands-
teil verwendete Energie gelit mls Wellenenergie nach suSen weiter
(GeschoSknall).

8. Der Reibungawiderstand, soweit er noch nicht in 1. ent-
helten ist. Dieser Teil scheint bei den gebrauchlichen GeschoBformen
relativ klein zu ssin.

4, Endlich miaBte ein vollkommenes Luftwiderstandsgeretz er-
kennen lagsen, in welcher Weise sich der Luftwiderstand indert
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wenn die GeschoBaohse, die bisher als in der Bewegungsmichtung des
Schwerpunkies liegend sngenommen wurde, cinen gegebenen Winkel
gegen diese Richtung bildet (dariiber vgl. § 12).

Aus dem Vorstebenden geht unter anderem bhervor, daB die
Form des GeschofSkopfs insbesondere bei groBen Geschwindig-
keiten (iiber 300 m/sec) von Wichtigkeit ist, und zwar um so mehr,
jo groBer die Geschwindigkeit ist, da8 ferner die Form des hin-
teren GeschoBendes bei kleinen Geschwindigkeiten (unter 300
myseo) von EinfluB ist, daB sich jedoch dieser Einflul mit wachsen-
der GeschoBgeschwindigleit mehr und mehr eiver Grenze nshert, die
nicht mehr iiberschritten werden kann.

§ 10, Empirisch gewonnene Luftwiderstandsgesetze
und zugehdrige Experimente.

a) Fiir sehr kleine Geschwindigkeiten v des bewegten Korpers,
wie sie z. B. bei langsamen Pendelschwingungen einireten, ist nach
M. Thiesen der Luftwideratand proportional der ersten Potenz von v.
In der Ballistik kommt dies micht in Betracht.

b) Fiir Geschwindigkeiten bis etwa 30 mfsec wird allgemein des
quadratische Luftwiderstandsgesetz benutzt: der Luftwiderstand W
gegen einen zylindrischen Korper von der Geschwindigkeit v mit
chener Stirnfliche von R?x bei dem Luftgewicht 8 ist
W=kBx- {g5-o% [4in kgjobm].

Als Woert des Faktors % in kg m™*sec? nimmt Poncelet und Didion
0,081; F.leDantec 0,080; P. C.Langley 0,085; Ch, Renard 0,085;
Canovetti 0,090; J. Weilbach 0,093; J. Smeatonm 0,122; F. w.
Léesl 0,106; O. Lilisnthal 0,125; E. J. Marey 0,125; G. Kirchhoff
(wesentlioch auf Grund theoretischer Berechnungen) 0,055. Uber die
naheren Einzelheiten vergleiche man die Zusammenfassung durch 8.
Finsterwalder. Fir geworfene Steine, Schieuderkugeln, Pfeilbolzen
usw, wiirde aldo, mit R in m, vin m/sec, etwa

W=0,08~R’n-i-’-62-§-v"kg
zu mehmen sein.

o) Den Verhiltnissen der aus Femerwaffen geschlenderten Ge-
schosse entspriocht sur Zeit der Geschwindigkeitsbereich von v — oa.
BO mfsec bis v = hichstens 1700 mjsec. Hierfiir wurden ganz oder
teilweise empirisch abgeleitete Luftwiderstandsgesetze in groSer Zahl
verdffeutlicht. Wenn dabei von ,Gesetzen“ die Rede ist, so sind
sich die betreffenden Ballistilker (mit wenigen Ausnahmen) wohl be-
wullt, daB es sich lediglich um die Zusammenfassung von Messunge-
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ergebnissen durch einen passenden mathematizchen Ausdruck handelt.
Uns sind etwa 27 solehor empirischer Gesetze bekannt geworden,
wovon die Mehrzahl die Form von Potenzgesetzen W= av® bzw.
We=av™ -+ bv"4--.. besitzt. Dabei wurde seit Mayevski mit
Erfolg der ganze fiir die Praxis in Betracht kommende Bereich der
GeschoBgeschwindigkeiten derart in Intervalls, ,Zonen“, eingeteils,
daB von einer Zone zur anderen in dem Gesetz W= av® entweder
o oder » oder beide Zablenwerte variiert wurden.

Von den simtlichon Gesetzen eeien wur einige wenige angefiihrt,
pimlich solche, die im Lanfe der Entwicklung der Ballistik eine be-
gondere Bedeutung gewonnen haben.

Durochweg sei das Kaliber des Geschosses mit 2R (und zwar,
wenn nichts Besonderes bemerkt ish, in Metern), das GeschoBgewicht
wit P(kg), das Luftgewicht mit & (kgfcbm), die Geschofigeschwindig-
keit mit » (m/rec), der Luftwiderstand mit W (kg), die Verzogernug

durch den Luftwiderstand, also das Verhiltnis ng&l von Luftwider-

stand W und GeschoBmasse =, mit o- f(v) begeichnet. Dabei be

deutet £(v) den von der Geschwindigkeit » silein abhingigen Faktor
in dem Ausdmck fiir die Verzégerung des Geschosses.

1. J. Didiona Gesetz, asfgestellt auf Grund von SchieBversuchen
der Metzer Kommisgon von 1839/40 mit Hilie des ballistischen
Pendels, sowie von SchieBversuchen -der Metzer Kommission von
1856/68 mit Hilfe des Apparates von Navez; fir Kugeln mit { =1
und fir Geschwindigkeiten v zwischen 280 und 460 mjsec giltig;

W =0027 B n xzos ot (14 )

also o7 Bt \
0027 Bom-dogd, ooy eafy o 2N,

Piaes W=7 ( + g5

2. 8t. Robert, Italien; nach den Metzer Versuchen von.1839/40;
fiir Kugeln mit ¢ =1 und fiir Gesothdxgkolten v von. etwa 200

bis 500 m/sec giiltig;

a
. W=0,0387-R*x- m«v (1+(m)).

=

3. N.Mayeéveki, RuBland, nach russischen und englischen Ver-
anchen 1B68/69;
a) far Kugeln mit ¢=1:

1"2‘;6-9’ (1 + (ﬁg) ), wenn v > 0 u. < 376m/sec,

l W—0061-R*a- 16233 3, , U28781< 530m]sec.
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b) mit ¢ — 1 giiltig fiix Langgeschosse mit ,ogivaler* Spitze

von 1 bis 1,5 Kalibern Abrundungsradius (ogivale Spitze, d. h. von
einem Langsschnitt in der Gestalt des Spitzbogenfensters):

] o v \*2
W =0,012-R? 7 506" v (1 —+- (ZS?) ), wenn v > 0 w. <2280 m/see,

ny
W= 0,626-R* n-l—fo—s-v‘, n  v2> 2800 <360 »
W= 0,044 R"n-l—,z%wv’. ) s >3608.<<510 =

5. Hélie gibt suf Grund von franzdsischen Versuchen folgende
Werte speziell fir Kugeln. Es ist sz~(2R)’-—:--v’; wobei

fir v = 50 m/sec, x» =0,130 fiir v = 300 mfseo, x = 0,269

100 0,132 320 0,293
120 0,135 840 0,316
140 0,139 360 Q0,337
160" ‘0,146 380 0,353
180 0,154 400 0,367
200 0,166 420 0,376
220 0,181 440 0,382
240 0,200 460 0,386
2480 0,221 500 0,389
280 0,244 fur v > 500 0,390

5. F. Bashforth (England) nach eigenen Versuchen von 1866/70;
fiir Langgeschosse mit ogivaler Spitze vom Abrundungsmdius ca. 1,b

Kalibern gitltig mit ¢ = 1; W =m- B’n-l "Oﬁ -v%, dabei ist

m = 0,000068 0,000075  0,000082  0,000080
fir » = 600 bie 550 550 bim 500 500 bis 460 460 bis 419 m/sec.

m=="0000094 0000084  0,000060
fir v =419 bis 3756 375 bis 330 330 bia 60 m/sec.

Soll das Gesstz fir die fritheren Kruppachen’ Norma.lgewhouu
von 2 Kalibern A'bmndungamdms gelten, so ist (nach Sla.o(u) i o
ca, 0,896 zu nehmen.

6. Hojel (Holland), nach hoilindimban Versuchen von 1884,
sowie nach Kruppschen Versuchen; mit ¢ —1 giltig fir Lang-
geachosse mit ogivaler Spitze von 2 Kalibern Abrundungsradius;
W B R-1000.3-4

T981-1,706 s dabel» ist
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@ .
fix v = 140 bis 300 m/sec, m: 0084538, n=25

300 » 350 005423 5

350 » 400 0051381 3,83
400 » 500 0,07483 1,77
500 » 700 005467 1,81,

7. Mayevski (RuBland), Gesetz vom 1881, mit Fartsetzung
durch N, Sabudski (RuBland) vor v == 550 m/sec ab, anf Grund
der Versuche Krupps 1875/81, der englischen Versuche Ba.shforth 8
1866/704nd der russischen Versuche Mayevskis 1868/69. Mits =1
giltig fiir Ogivalgeschosse von zwei Kalibern Abrandungsradins:

W: m-R'xn. 2 -v™ dabel ist

1,206
fir v= (0) bis 240 m/sec, m = 0,0140, n==2

@

240 » 295 0,05834 3
{9)

. 295 » 375 0,06709 5
)

376 » 419 0,094 04 3

419 » 55O 0,0394 2

B60 » 800 . 0,2616 1,70

800 =» 1000 0,7130 1,65.

8. Gesetz von Chapel (1874) — Vallier (1894) — Seheve (1907);
auf Grand insbesondere won Versuchen Krupps und hollindischen
Versachen mit Ogivalgeschossen von 2 Kalibern Abrundungsradius:

fiir v > 330 mjaee, W= B 1CILt 0 195¢y — 263)
(dies nach Chapel — Vallier — Scheve);
. 88 W@ :
fiir v zwischen 330 u. 800 mfsec, W= Z10L.0,021692- o8 ]

s (B
, v < 300 m/sec, W= %f-‘f-o,oss 814. vhb
(dies nach Hojel).

Der Koeoffirient i soll dabei, mach Vallier, konstant =1 nur
fiir  diejenige Geschofform sein, die bei den zugronde lisgenden
BohieBversuchen hauptsichlich benatzt wurde, also ¢ ==1 fiir 2 Kaliber
Abrundangsredius Jer ogivalen Spitze oder fiir den halben Ogival-
winkel y — 41,5% Sonst soll fiir v 2> 330 m/sec i mit v etwas verander-
lich sein, ndmlich . pefo—(180-+2y)]

T5(v—263)
Hierin sind fiir v bzw. y die Zehlenwerteim m/seo bzw. in Grad zu setzeon.

-
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Fiir v << 330 mfsec soll sein
+ =0,67 0,72 0,78 1,10 .
fiir y == 81° 33,6° 36,9° 48,20
Bezeichnst man

R 10000-¢-i ® .
wo B0 i) wnd L[R2, 9 - & (),

s0 iat der Verlauf der Funktionen X und K nach Vallier der folgende:

v [ 10K () | 102K @) o | 10°K@) | 108K ()
150 i 415 1844 39¢ 1043 687
160 430 1880 400 1070 £69
170 441 1526 420 1108 628
180 452 1395 440 1148 590
190 466 1203 460 1166 350
200 478 1195 480 1198 511
210 491 1113 500 1185 it
20 502 1037 525 1187 481
230 515 974 550 1186 308
240 526 213 55 1180 357
250 535 856 600 1170 325
260 546 808 650 1145 272
210 558 785 700 1115 298
280 564 719 750 1082 192
280 578 687 800 1049 164
300 586 651 850 1016 140
310 845 687 900 988 121
320 708 471 350 952 106
330 769 706 1000 921 92
840 881 720 1050 892 81
350 888 724 1160 885 72
860 936 722 1150 838 64
870 977 714 1200 818 87
380 10138 702 1250 790 51

Danach hat die Funktion—f‘g—) ein Maximum bei

cs. v = 525 m/ssc.

9. Binheitliches Gesetz von Siacci 1896. Dieses soll die sfmt-
lichen bis dahin angestellten Luftwiderstandsversuche zusammenfsssen
und fiir den gesamten Geschwindigkeitsbereich bis v = 1200 m/sec
aunfwarts gelten,

Verusgerang = GEL 100052, 1) oder W= 938.B2-4-5./(v)

wo

f(v) = 0,2002 v — 48,05 + ¥ (0,1648-v — 47,95)" - 9,8

0,0442 v (v — 300)
ST+ (g)
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Eine Tabelle fir die Funktion f(v) findet man, — aufler in der
Originalabbandlung von Siacoi und dort mit zahlreichen Druck-
fehlern, — in dem ILehrbuech der Ballistik von C. Cranz, Bd. IV,
2, Aufl. bei B. G. Teubner, 1818, Tabelle Nr. 7, Ferner findet men
eine Tabelle fiir f{») samt den beiden ersten Differentialyvotienten
dieser Funktion, fortschreitend von 1 zu, 1 m/sec fiir v, in dem Auf-
satz von O. Wiener, Leipzig, Akad. Bexr., math.-naturwiss. KL, Bd.
38 (1919), Nr. 1. Die Kurve f{v) besitzt einen Wendepunkt bei
v = 08. 340 m/sec und einen Maximalpunkt bei ca. 500 mfsec. In
der vorliegenden Ausgabe ist. die Siaccische Tabelle in Nr. 6 des
Anhangs abgedruckt.

Mib ¢ =: 1 goll das Gesetz fiir Ogivalgeschosse von 0,9 bis 1,1 Kal.
Spitzenhéhe gelten. Wird es somit fiir Normalgeschosae mit 2 Ka-
libern Abrundungsradius oder 1,3 Kal, Bpitzenhthe verwendet, so
int nach Siacei ¢ = 0,896 zu nehmen, besser diirfte zein 0,865.

10. Die #ltere Kruppsche Tabelle; abgedrucki in des Ver
tassers Lehrbuch der Ballistik, Bd. 1V, 2. Aufl,, bei B. G. Teubner,
1918, Tabelle Nr. 8; in der vorliegenden Auflage des Lehrbuchs nicht
wieder abgedruckt. Die Tabelle gilt fiir 2 Kal. Abrundungsradius
und fiir 4 = 1,206 kg/chm. Nach W. Gross kinnen die Zahlen bis
v =300 m/sec aufwiérts nur als anndhernd richtig gelten, da bei
kleinen Geschwindigkeiten die Messungsfehler erheblich ins Gewioht
fidlen. Am meisten Vertrauen sollen die Zahlen zwischem 350 und
600 m/sec verdienen. Dariiber hinaus stérten die Pendelungen der
Geschosse.

11. Die neuesten (vgl. Lit.-Note) und wohl exaktesten Messungs-
ergebnisse sind zussmmengefat in der folgenden Luftwiderstanda-
tabelle der Firma Fr. Krupp (O. v. Eberbhard) (8. 58 u. §9). R,
Sangewald hat die Eberhardsche Tabelle bis v == 750 mfsec auf-
wirts sorgfilbig auageglichen und gibt die Zahlenwerte von 100-f(v)
samt den beiden ersten Ableitungen dieser Funktion, fortschreitand
fir v von 1 zu 1 mfsec (Leipzig: Akad. Ber., math.-naturwiss. Kl,
Bd. 73 [1921], 8.152). Nachstehend ist die bis v == 1300 m/sec
-teichende Originaltabelle von O. v. Eberhard wiedergegeben.

a) fitr sogenannte Eruppsche Normalgeschosse, d. h. fiir Ge-
schosse mit 2 Kalibern Abrundungsradius der ogivalen Spitze und
mit einer vorderen Abflachung auf 0,36 Kaliber, (der Name ist nur
beibehalten, weil diese Geschosse bei den frilheren Messungen yer-
wendet worden waren und die Form wurde angewendet, weil dex
Vergleich mit den friiher aufgestellten Gesetzen dadurch erleichtert
war); darnach ist der Luftwiderstand (kg)

W R*w,la;.f@, .
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R*x der Querschnitt in gom (nicht in gm wie bei 1. bis 10.), 3 des

Tagesluftgewicht in kg/ebm, i = 1 fiir Kruppsche Normalgeschosse ;

dagegen ist (nach 0. von Eberhard):

fiir Geschosse mit 38 Kal. Abrundungeradius und 0,36 Kal. Abflachung
1 = 1,206 — B2 _ 0,0001024-2,

flir Geschosse mit 5,5 Kel. Abrundungsradius und 0,38 Kal. Abflachung
T = 14362 — 2% _ o0001128.0,

fiir Geschosse mit 3 Kal, Abrundungeradiue und 0,25 Xal. Abflachung
11,1080 — X8 1 00001467-0,

fiir Geschosse mit 3 Kal. Abrundungeradius und scharfer Spitze
3 = 13811 = 21 4 00003166 v,

fiir Infanteriegeschosse von der Form des J-Geschosses

d= 110 — 2281 500059150,

In der Tabelle a) sind die Zablenwerte fiir Lo:';’if(_') oder kurz ge-

achrisben 10%- K (v) aufgefiihrt. Es ist also 2. B. mit Rz =1 qom

und mit 8 = 1,22 kgfebm der durchschnittliche Luftwiderstand auf

1 qem des Querschnitts eines Ogivalgeschosses von 2 Kal. Abrun-

dungsrading und 0,36 Kal. vorderer Abflachung bei v = 500 m/sec
=1.5007-3,998- 10~¢ — 0,999 kg.

Die Versuche zeigten, daB die Kurve f(v):v? einen Buckel bei
etwa v = 480 m/seq besitzt und da8 sje fiir groBe Geschwindigkeiten
sich asymptotisch einer Horizontalen 2u ndhern echeint, d. h. da8
filr groBe Geschwindigkeiten wieder das quadratische Gesetz gilk.
Weiter aber zeigten die Versuche, dal die frilkere Annahme, der
Luftwiderstand W sei proportional einem einzigen Formfaktor, der
von der Geschwindigkeit v unabbingig ist, nicht zutrifit. Es ist jedoch
O. von Eberhard gelungen, die Luftwiderstendsfunktion mit ge-
nfigender Anndherung in. zwei Teile zu spalten, wovon der eine"
Faktor (§) von der Geschwindigkeit v und von der Form, der andere
f(v) nur von v abhingt. Diese Werte vonsi bzw. von % gind oben

fiir mehrere GeschoSformen gegeben, mit Ausnahms des rein zylin-
drischen Geachosses.
b) Fiir rein zylindrische Artilleriegeschosse ist

Riw.5. P
W= —ym—>
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Tabelle a) 10° K fiir 10 cm Kruppsche Normealgeschosae.

v 100 K v | 1° K v | 100K ) 10¢ K v i0° K
m/fsec mjpec muec! m/sec m/ses

150 | 1,190 | 334 | 2,566 | 525 ‘ 8,976 | 785 | 3,520 | 1045 | 3,293
156 | 1,390 | 886 | 2,654 | 530 | 8,970 | 990 | 3,514 | 1050 | 3,289
160 | 1,19: | 888 | 2,788 | 535 | 8,963 | 795 | 8,507 | 1055 | 8,287
165 | 1,191 { 840 | 2823 | 540 | 3956 | €00 | 3,502 | 1060 | 3,284
170 ; 1,39% ] 342 | 2902 | 545 8,949 | 805 | 3,496 | 1065 | 3,282
175 | 1381 ] 844 | 2,970 | 550 | 8,941 | £10 | 3,481 | 1070 | 3,279
180 | 1,192 | 848 | S,05L | 555 | 8,933 | $15 | 3,485 | 1075 3,277
185 | 1,192 | 848 | 3,115 | 560 | 8925 { 820 | 3,480 | 1080 | 3,275
180 | 1,193 { 3850 [ 8,174 | 565 | 8,916 | 835 | 3,474 | 1085 | 3,273
195 1,194 | 352 $,231 570 | 3907 | 830 | 3,469 | 1090 ; 3,271
200 | 1,195 | 85¢ 286 | 575 | 8899 | 885 | 3,463 | 1095 | 8,269
206 | 1,196 | 356 3,837 | 580 | 8,890 | &40 | 3,458 ; 1100 | 3,267
210 | 1,198 | 858 3,384 | 585 | 3,881 | 845 | 3,458 | 1105 | 3,265
215 | 1,200 | 980 | 3,427 | 590 | 8,871 | 850 | 3,448 | 1110 | 3,262
220 | 1,203 | 362 | 3,468 | 595 | 8,862 | 855 | $443 | 1115 | 8,262
295 | 1,207 | 384 | 3,506 | 600 | B,252 | 860 | 3,488 | 1120 | 8,260
230 | 1,212 | 386 3,541 | 605 | 8,841 | 865 . 8,433 | 1125 | 8,259
285 | 1218 | 368 3,574 | 610 | 8,830 | 870 l 8,428 | 1130 | 3,257
240 | 1,225 | 370 | 3,605 | 615 : 3818 | 875 | 8423 | 1135 | 8,256
245 | 1,233 ) 372 | 8,683 | 620 ' 3,807 | 880 | 8418 | 114D} 3,255
250 | 1,248 | 374 | 3,659 [ 825 | 3,796 | 885 [ 8,413 | 1145 | 8,259
955 | 1255 | 376 | 9,682 | 680 | 8,784 | 890 | 8,409 | 1150 | 3,252
280 | 1,270 ]| 878 ; 8,708 | B85 ; 3,778 | B85 | 8,404 | 1155 [ 3,251
265 | 1,288 | 880 3,722 | 640 | 3,761 { 900 i 3,400 | 1160 | 8,250
270 | 1,309 | 885 3,761 845 37580 | 905 | 3,805 | 1165 | 3,249
275 [ 1,884 | 890 | 8,792 | 650 740 | 910 1 8,891 | 1170 | 3,248
980 | 1,363 | 395 | 2,810 | &s5 | 3729 | 915 | 83836 | 1175 | 3,247
22 | 1,376 | 400 | 3,843 | 660 © 8,719 | 920 | 3,882 | 1180, 3,247
28B4 | 1,300 | 408 3,864 | 865 | 3,709 | A28 | 8,878 | 1185 | 3,246
986 | 1,405 { 410 | §,833 | 670 | 8,700 { 930 { 8574 [ 1190 | 3,
288 1,421 | 415 |} 3,900 | 675 | 3,690 { 985 || 3,369 | 1195 ' 8,245
990 | 1,439 | 420 | 8,918 | 880 | 8,681 | 940 : 8,365 | 1200 | 3,244
292 1,458 | "425 | 3,931 B85 | 3,672 | 945 | 3,#61 ) 1205 | 3,
29¢ | 1478 | 480 | 9,948 | 890 | 3,664 | 950 . 3,857 | 1210 | 3,243
296 | 1,500 | 485 1 9,955 | 695 | 3,655 ]| 955 i 3,358 | 1215 | 3,248
208 | 1,524 | 440 | 8,965 700 | B,647 } 960 ! 3,x49 | 1220 | 3,248
300 | 1,551 | 445 | 8,978 | 705 | 5,688 | 968 | 8,845 | 1225 | 8,242
802 | 1,580 | 45¢ | §,981 710 | 8,630 { 970 | 3,341 [ 1230 | 3,242
304 | 1,618 1 455 | 9,987 | 715 | 3,822 | 978 | 3,538 | 1285 | 3,242
808 648 | 480 | 8,992 | 720 | 3,614 | 980 | 3,884 | 1240 | 5,241
308 1,687 | 485 | 3,005 | 725 | 8,606 | 983 | 8,380 | 1245 | 3241
810 1,780 | 470 | §,997 | 730 | 3,598 | 990 | 3,326 | 1250 | 8,241
8lg 1,779 | 475 | 9,999 | 735 | 3,590 | 995 | 8§.328 | 1255 | 3241
814 | 1,832 | 480 | 4,000 | 740 | 8,533 |1000 | 3,320 | 1260 | 3240
816 | 1,888 | 485 | 4000 | 745 | 3,575 11005 | 8,316 | 1265 ( 8,340
318 | 1,947 | 490 | 4,000 | 250 | 3,568 |1010 ! 8,313 | 1270 | 8,240
320 | 92,000 | 495 | 3599 |- 785 | 8,561 |1015 | B,810 | 1275 | 8,240
822 | 9,000 | 500 | 8,998 | 760 | 8,558 |1020 | 8,307 | 128¢ | 3,240
82¢ | 9152 | 505 | 8,996 | 765 | 8,547 |1023 | 8,304 | 1285 | 3,240
828 | 2,229 | 510 | 8,992 | 770 | 8,540 [1030 | 3,301 | 1280 | 3,240
828 | 2,308 | 515 | 8987 | 778 | 3,583 11033 | 3,298 | 1205 | 8,240
380 | 2,891 | 520 | 8,982-| 78D | 8 1040 | 3,295 | 1800 | #,240
832 | 2478
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die Werte von %{;@- oder, kurz bezeicbnet, die Werte von 10° K (v}

fiir solche Geschosse sind in der Tabelle b) niedergelegt.

Tabelle b) 10° K fiir 10 cm zylindrische Geschosse.

v, WK IS 10°K % 108 K 2y 0% K o, 108K
m/sec mfsea mfsen mfeee m{see

100 | 4060 | 285 | 5,652 | 440 | 8381 | es0 | 9,318 | 840 | 10117
110 | 4178 | 290 | 5,780 | 450 | 8,448 | &40 | 9,856 | 060 ) 10,144
120 | 4190 | 205 | 5919 | 460 | 8512 | €50 | 9,398 [ 080 | 10,168
130 | 4009 | 300 | 6,071 | 470 [ 8,573 | 660 | 9,430 § 1000 § 10,189
140 | 4932 | 305 | 6.248 | 480 | 8,682 | 670 | 9,460 | 1020 | 10,207
10 | 4960 | 310 | 6,430 | 490 | 8,689 | 880 ; 9,501 | 1040 ) 10,324
160 | 42905 | 315 | e808 | 500 | 8,744 | 690 | 9,535 | 1060 ) 10,238
170 | 4337 | 320 | e.779 | 510 | 8,796 | 700 | 9,568 | 1080 | 10,249
180 | 4387 | 325 | 6,935 | 520 [ 8,846 | 720 : 9,681 | 1100 [ 10,258
190 | 4448 | 330 | %074 | 580 | 8,895 | 740 | 9,692 | 1120 | 10,264
200 | 4510 | 340 | 7305 | 540 | 3,943 | 760 | 9,747 | 1140 | 10,268
210 | 4589 [ 350 | 7495 | 550 | 8,980 | 730 { 9.800 | 1160 | 10,270
230 | 4680 | 360 | 7648 | se0 | 9083 | s00 | 9,850 | 1180 | 10,270
230 | 4783 | 870 | n7a7 | 570 | 9,076 | 830 | 9,897 | 1200 | 10,270
240 | 498 | 380 | 7888 | 580 | 9,118 | 840 | 9,941 [ 1220 10,270
a0 | 5025 | 390 | 7987 | 590 | 9,159 | 880 | 9,882 | 1240 | 10,270
280 | 5168 | 400 | 8076 | 600 | 9,200 | 88¢ | 10,020 | 1260 | 10,270
270 | 5335 | 410 | 8161 | €10 | 9240 | 900 | 10,055 | 1280 | 10,270
o75 | 5480 1 420 | 8239 | 620 | 9,279 | 920 | 10,087 | 1300 | 10,270
280 | 5,536 | 480 | &8%12 |

In der Abbildungsreihe 29, o his g ist durch Abb. 5 der Gang der
Funktion f(v):v* fir Kruppeche 10 cm-Normalgeschosse und fiir
zylindrische Artilleriegeschosse qualitativ dargestellt; durch Abb. b
dasselbe fir Infanteriegeschosse, zugleich sind die Werte nach Char-

Abb. 29a. Abb. 29Db.

bonnier und nach Siacoi eingezeichnet. Abb. ¢ zeigh qualitativ dem
Verdauf des Widerstands W selbat, speziell fir 8 =~ 1,22 kg/cbm uad
fiir R®» =1 qom. Man sieht u. a, dsf die betreffende Kurve in
einem ziemlich groBen Bereioch der v annihernd duxch eine gerade
Linie W= av—b ersetzt werden kamm; es liegt darin die Berech-
tignng fiir das Gesetz von Chap ol — Vallier— Scheve (& W. 0.}
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Weiter 146t die Abb. d erkepnen, wie die wahre K-Kurve durch
die Linien (1) bzw. (2), (3), (4) ersetzt wird, wenn man durchweg
das quadratische Luftwiderstandsgesetz f(v) == ¢, #° oder K == const.
(Newton usw.), bzw. das kubische £ (v} =¢,+® (2. B. Bashforth, Eng-
land), bzw. das biquadratische Gesetz f (v)==c,v*(2. B. Piton- Bressant,
Frankreich), bzw. das binome Gesetz f(v)=¢, +* (1+4bv) (z. B. Didion,
Frankreioh) amnehmen und dabei die be-
treffenden Faktoren ¢,, ¢;, ¢, ¢, b als
Konstanten behandeln will,

:
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Die gensueren gquantitativern Verhiltnisse lassen sich aus den
Abb. e, £ und g erkennen. Abb. e bzw. { zeigt die Werte f(v) bzw.
f(v):v* speziell fiir die weiter unten angefilhrten Messungen von,
K. Becker und C. Cranz mit S-fGeschossen. Dabei ergibt sich aus
Abb. f der Betrag der wahrscheinlichen Messungsfehler. Endlich in.
Abb. g sind die Messungsergebnisse angegeben, aus denen F. Siacci
1896 sein einheitliches Luftwiderstandsgesetz, entwickelt hat.
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2 Zugehdrige
SchieBversuche
ond sonstige
Exgperimente.

mes/se%)

—-Geschwindighe!t DY)

§ 1. Die wichtigsten
derjenigen Sohiefi-
versuohe, die spe-
ziell zur Gewinnung
den Luftwiderstands-

He gesetzes angestellt
- wurden, sind die fol-

" genden:

) a) Versuche der
dF Metzor Kommission
& 118 Didion-Morin-
§ Piobert 1839/40, der
’g Hauptsache nach mit
d\" Kugeln; Geschwindig-
3 keitsbereich 200 bis
& 600 m/eec; MeBappa-

rat daa’ Utmllistipche
Pendel. Die Versuche
1858 88 in Mety wie-
derbolt mit-Hilfe des
J elektrischen Flug-
2 zeitenmessers von
Naves.

b) Englieche Ver-
suche, von F. Baeh
forth in den Jahrem
1868 bis 1870 mit Ge-
schossen von versohie-
densm Kaliber (7,8 bis
22,9 cm) von der Spit-
zenh&he 1,12 Kal., der
. GoaohoBlinge2,54Eal.
F und mit; Geschwindig-
N keiten v = 230 bis =

Y, 520 -m/sec ansgefilbrt.

o) Russische Ver-
suche, von N. Mayev-
ski bei 86. Petersburg
iz Jnhre 18689 mit Ge-
schossen von verschie-
denem KEaliber, wver-
h;(;hiedenar Spitagl-

e T NED 5he (meiat 0,9 .
Fad"“&g‘gl;g S und vgtlohiedene.l' Ge)‘

Abb. 292
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schoBlinge (meiat 2,01 Bal) und mit dem Geschwindigkeitsbereich v=172 bis
409 mfgeo durchgefihrt.

d} Krup psche Vermiche von 1879 bie 1896. auf dem BchieBplatz Meppen,
mit Geschoreen von verdchicdenem Kaliber, verschiedener Linge (2,8 bis 4 Kal),
verschiedener Spitzemhibe (1,31 und 1,0 Kal., meist 1,3 Kal); Geschwindigkeits.
bereich » =150 bis 910 m/pec,

e} Hollindische Versache von W, C. Hojel 1884, mit Geschorsen von 8
bim 40 om Kaliber, . von 2,5 bie 4 Kal. Geschafllinge vnd von 1,31 und 1,38
Kal. Spitzenhthe; der Geschwindigkeitsbereich war v =188 bis 680 m/sec;
vereinzelte Versuche wurden mit erheblich gréBervn Geschwindigkeiten (bie
1500 m/sec) angestolle.

[ T I A A | ~’%—- 210 . iy
L o%;:mw { ] 5 £ il i N F A o
SO Hvssote von /2 Ao -AE g
i -
Yy
I3
of
* v‘lif-&'é(mﬂ RS SR BT i) 0t + S
| AR )
pe| 3
v
4 # FJ 300 #TTTW—W——%

Abb. 20g.

_ f) Gleichzeitige Versuche der Firma F. Krapp (0. von Eberhard) mit
Artilleriegeschosgsen wnd von K. Becker und C. Cranz mit Infanterie-
gesohosmen (vgl. Lit.-Note). Erstere Versuohe durchgefihrt mit Hilfe oines
Funkenchronographen und avf zahlreichen kurzen Mepsungsstroskon von jo 50 m
in Esson . d R.; bei groSen Kalibern durch Messen der Anfamgs- und End-
guchwlndigkeﬂ: bei klsinex SchuBweiten von 2 bis 3 km. Letztere Vemuche
durohgefiihrt im ballistinchen Lahoratorinm mit 8 mm-Gesch
Form und nach ewei Mefhoden; mittele eines ballistischen Kmemntogmphen
wnd mittels oines elektrostatischen Funkenchronogiapbem bei photographischer
Registrierung; Meseungustrecke dabei 13 bis 20 m. Uber die Einzelhoiten vgl.
die beid em Arbeiten, die in Nr. 60 und Nr. 71 der ,Artillerist. Monatshefte“
Jahrg. 1912 veréffentlioht eind.

2. Fiir klei ne Geschwindigkeiten (bis 30 m/wec aufwizrés) liegen sehr zabl-
reiche Messungen vor. Es hendelt sich dqbei

um Fullveren che, die vdllig frei oder mit B von vertikalen Drabt-
fihrangen oder auf gchisfer Bahn dumhgefuhrt wurdm um die Messung dea
Winddrucks mit M b der v ten Art; om- Versuche mit Rand-

Oxanw, Ballistly. 5.4uf-BLL . 5
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laufapparaten, durch die ein Korper von bestimrmter Form im Kreise heram-
gofihet wird; wm Wagebslkeoversuche, bei denen der Kirper auf der einen
Seite einer dquilibrierten Waga befestigt ist uad wobei die ganze Wage rasch
in dje Hohe geboben wird usw. Uber die niheren Einzelheiten vgl. das schon

zitierte Referat von Finsterwalder. . .

PBei diesere Anlad gei erwihnt, da8 F.v. Léesl (1898) in TUbereinstin-
mung roit Dubuat (1850) saf Grund zabireioher Versuche mit brenmenden
Kerzen, Ieichtbeweglichen Papierstiioken usw. annimut, vor, der Stimfliche des
mit kleiner Geschwindigkeit bewegten Korpers bilde sich ein Stauhiigsl
von rehiger Luft und en den Flichen dieses Hiigels strime die Luft seit-

lich ab.

§11. Ailgemeine Bemerkungen iiber die bei der Aufstellung
von empirischen Luftwiderstandsgesetzen angewandten
Methoden. Kritische Bemerkungen. Vorschlige.

1. Meistens warden im Anfangspunki und im Endponkt einer
horizontalen Streoke a die horizontazlen Geschwindigkeitskomponenten
v, und v, des Geschosses ((ewicht P) gemessen. Die BStrecke a
wurde so groB gewihit, als es mit Ricksicht auf die unvermeid-
lichen Fehler bei der Messung von ¢, und »,, sowie auf die Schwan-
kungen der GeschoBgeschwindigkeit von einem Sohu8 zum aundern
erforderlich war, andererseits so klein, daB man glaubte sicher zu
sein, die Flugbahn kinne auf der Strecke mit geniigender Sicherheit
als geradlinig betrachtet werden. Der gemessenen Abnshme der
GeschoBenergie wurde aledann ein als konstant angenommener-Mittel-

wert W des Luftwiderstandes unterlegt. Diese aus 7:% v '—r,N=W.a
berechnete Gréfe W wurde dann der zu der GeschoBgeschwindigkeit

v="";”' gehorige Luftwiderstand genannt. Man erbielt so W(v)

und bestimmte unter Annahwme eines Potenzgesefzes ¢-v” die Kon-
stanten ¢ und » duorch die Methods der kleinsten Quadrate?).
Dieses Verfahren wird um so0 einwandfreier sein, je kleiner
die Streeke a gawihlt worden kanu. Will man ferner “allein
die Abhingigkeit des Luftwiderstandes von der Geschwindigkeit v
keanen, 80 hat man ulle anderen GréBen, inshesonders das Ge-
achoBgewicht, die Spitzenform, die eschofldngs, den Drall usw.,

Y) 0. von Eberhard het bei Verarbeitung der Luftwiderstandsversuche
der Firma Krupp die Verzigerung durch den Luftwiderstand gleich ¢-v* ge-
soteh und bz n die Mayevskischen Werte der betreffenden Geschwindigkeits-
bergiche gewahlt. Bei dieser Form des Luftwiderstandsgesetzes kennt man die
Gleichangen, weiche o und £ in Funktion von » geben. Bomit- EBt mich aua
geniigend vielen Wettepaaren = und ¢ je der Wert von » und ¢ ermitteln,
Man erhidlt 50, wenn man W kls Funktion von v sufickgt, fiir den beim Ver-
suck vom GesohoB durcheilten Geschwindigkeitabereich kleine Kurvenstiioko,
welckie der gesuohten Lufiwideretandskurve wahezu parsllel laufen.
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konstant zu halten. Das so gewonnene (lesetz tiber die Abhingig-
keit des Lufiwiderstandes W(v) gilt dann streng genommen »ur fiir
Geschosse, deren Kaliber, Spitzenform, GeschoBlinge, R.obationsge-
schwindigkeit usw. wenig von den betreffenden GriéBen der
beniitaten Geschosse abweiocht, da der Widerstand nicht genau
proportional dem Querschiiitt und einem einzigen Spitzenkoeffizienten
igt. Soll allein die Abhingigkeit von der Spitzenform fir eine be-
stimmte Geschwindigkeit v untersucht werden, so mufl diege letztere
samt allen ibrigen Grifen unverindert bleiben, nur die Spitzenform
dexf variiert werden usw.

Tatsichlich scheint jedoch eine derartige ratiomelle Abanderung
der den Luftwiderstand beatimmenden Gréfen frithex keineswegs
iberalt stattgefunden zu baben. Z. B. heben einige Ballistiker, die
sich mit der Aufstellung von Euftwiderstandsgesetzen beschiftigten,
rihmend hervor, daB sie zur Gewinnung der Funktion W(v) (Geschosse
der verschiedensten Kaliber und GeachoBlingen verwendeten. Darin
liegt kein Vorzug, sondern das Gegenieil

Hiiufig scheinen ferner GeschoBpendelungen erfolgt ra sein, deren
Amplitude nicht genau gemessen wurde, Pesonders aber wurde
friber die Linge der Messungsstrecke sehr hiufig so gro8 gewihls,
daB von einer Geradlinigkeit der Flugbahn und von einer Konstanz
des Widerstandes W auf dieser’ Strecke keine Rede sein kann. In
solchen Fillen wurde zum Teil sngenommen, daB die horizontale
Komponente des Luftwiderstandes fiir aine gewisse Geschwindigkeit v
identisch sei mit dem Luftwideretand fur die horizontale Komponente
von v, alko f(v)-cord = f(v.cos ), wes nur eine Hypothese ist.

Zum Teil wurde endlich zur Berechnung des Luftwiderstandes
auf Grund der Messung der GeschoBgeschwindigkeit an den Enden
einer stark gekriimmten Flugbahn das Hilfemittel rechnerischer Nihe-
rungsmethoden beigezogein. Damit aber war ein circulus vitiosus
unvermeidlich. Denn hierbei wird auf Grand einer unsicheren Theorie
aus den SchieBergebnissen die Flugbabn und damit der Luft-
widerstand W berechnet; danach werder ‘Rechnungstabellen auf-
geatellt; diese Tabellen werden dann beniifzt, um in irgendeinem
Falle die Flugbshn zu berechnen. SchlieBlich vergleicht man vielleioht
wieder die Reocbnungsresultate mit den Schiefergebnissen. So kon-
trolliert man eine unaichere Theone durch eine andere oder durch
sich selbst.

Soll bei der Aufstellang von Luftwiderstandegesetzen - rationell
veriahren werden, mo ist alle Theorie auszuschalten und der Versuch
so einrurichten, defl des Geestz der lcbendxgen Kraft oder ein an-
-dores allgemein giiltiges Gesetz der Mechenik in reinex Formi “ange-
wendel, werden kann. »

B*
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Durch die angefiibrten Umstinde erkliren sich wohl zum
gréBten Teil die starken Abweichungen der Luftwiderstandswerte
voneinander. Im iibrigen sind die Einzelheiten der fritheren Ver-
suche nirgends so eingebend verdffentlicht, wie dies in anderen Dis-
eiplinen {iblich jst, weshalb eine Kontrolle der Fehler nicht in jedem
Falle miglich ist.

2. F. Bashforth beniitzte das folgende systematinche Vexrfahren,
In der Niahe der Miindung des Geschiitzes werden mebrere CGlitbor-
rahmen in den gleichen und kleinen Abstinden Az hintereinander
aufgestellt. Das erste Gitter habe die Entfermung # von der Miin-
dung. Dort sei die Geschwindigkeit des Geachossea v, der Luftwider-
stand W(v), Es wurde horizontal durch die Gitter geschossen; dabei
wurden mittels des Bashforthechen Chronographen (s.d.) die Zeit-
differcnzen A¢, Ai,, d¢,, ... gemesgen, in denen das GeschoB vom
ersten zum zweiten, vom zweitem zum dritten vaw. Gitterrahmen

fliegt. Es handelt sich darum, den Widerstand W, also das Produkt

aus der Masse —:i-und der Verzdgerung - % des Geschosses, zu er-

mitteln,
da 1, __d¢

Nun ist v = it T as daraus, durch Ableitung nach «x,
1 de daos dv dx 4%t dit .
—-;-J;=d—zi oder 37'= ~0!'2—:"ﬁ‘2-' —173'3';, somit W oder
£ du___.+ Pr o ‘d_’_t
AR TR S r b

In der Reihe der gemessenen Zeiten A&, diy, At,,... ist At
das Anfangsglied; in dér zugebirigen 1., 2., 3., ... Differenzenreihe
geien 4”t, 4”¢ usw. die Anfangsglieder. Dann ist den Grundsitzen
der Differenzenrechnung zufolge

1 de 1 T 1 ., 1

Tzi;zﬂ'['d‘~"fd t+'§d”‘—'fdmt+ "']
dre 1 [ » e n b4
rsa~z)—.- LA t— 4 ‘+ﬁA(‘)t—-€A“)'+...]

1 " 1 1
(dz)l.[‘d bamido— l—gd“’tu—nm + ﬁ_(jdmtti-!da) —_ .] R

Bomit

=_P
P o v
=1 X, o4 1 i1 10 187
=+ 5@ (4-a A Tl LR ELERD)

Anf diese Weise berechnete Bashforth zu den verschiedonen

Geschwindigheiten ¢ aus seinen Messun d i
widerstand W, gen den rugehérigen Luft
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So rationell diese Methode ist, muB doch bezweifelt werden, ob
der Apparat mit geniigender Genauigkeit die einzelnen Zeitintervalle
zu messen gestattete. Auch ist iiber den Widerstand, den die sinzel-
nen Gitterrahmen dem Geschof darboten und der bei gréBerer An-
zahl der Gitter mdglicherweise die Messungen in merklicher Weise
beeinflullt, nichis Genaues bekannt.

3. Einige neuzeitliche Verfahren gestatten es, zun Teil bei Nacht
durch Aufnahme von Sprengpunkten (photogrammetrische Flugbahn-
aufnahme), zum Teil anch bei Tage (Ballistograph von Duda,
UniversalmeBkamera von Rumpff), die Flugbahn jn kilrzeren
Stiicken festzulegen. Anch das Necsensche Verfahren kann in
Betracht kommen, wenn man die Leuchtziinder nur eo kurz brennend
bemiBt, daB durch Gewichtsabnahme und Schwerpunktsverlegung,
sowie durch Reaktion der ausstrémenden Gase des Leuchtziinders
keine nennenswertsn Anderungen der Flugbsin des Leuchiziinder-
geschosses gegeniiber dem normalen Geschof eintreten (vgl. Bd. III}.
[Dagegen kommt die Aufnahme’ der Rauchspur von besonderen
Rauchspurgeschossen (z. B. Patent Semple} wegen der durch Ab-
brennen des Rauchsatzes verursachten verschiedenen Anderungen am
Geschofl und wegen der Unsicherheit der Rauchspur, welch letztere
besonders bei Wind noch unregelmifligen Verweshungen ausgesetzt
ist, fiir die vorliegenden Zwecke nicht in Betracht.)

Man gewinnt amf diese Weise fiir irgendeine 'horizontale Ept-
fernung x die FlughShe y des Geschosses. Hieraus und aus den
Differentialquotienten y', ” und ¥ nach z berechnet sich fir jede
Entfernung ©

8) die Geschwindigkeit v mittels v = Vg. —-}——-7,
¥y

b) der Neigungewinkel ¢ der Tangente sus: v-coa — V%,,g,
¢} die Flugzeit # durch_mechanische Integration aus:
At - dz- ]—-—

d) dxe Verzogemng durgh den Luftwiderstand
= IV on N 19)

2 y’e

Damit wiirde fiir eine groBe Zahl von verschiedenen z wnd folg-
lich auch von v die Verzigerung und damit der Luftwiderstand W
gewonnen werden. Der Vorteil wiirde also darin liegen, daB man
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grundaitzlich mit wenigen gelungenen Versuchen den griSten Teil
der Luftwiderstandstabelle erbielte (¢gl. iibrigens die Lit.-Note).

Auf Shnlichem Gedauken bertuht ein Verfahren, das in England
von C. F. Close vorgeschlagen und von G. Greenhill wund
C. E. Wolff in mathematischer Hinsicht weiter ausgefithrt warde:
Mit demselben Geschiitz seien fiir zahlreiche Abgangswinkel ¢ die
SchuBiweiten X erschossen. Wendet men suf die einzelnen Flug-
bahnen das Prinzip des Schwenkens an (dariiber s. w. w.), so keunt
man fiir die groBte Flugbabn eine Reihe von Flugbahnpunkten,
Deon diese sind damit durch ihre Polar-Koordinaten gegeben. Somit
146t sich, wie oben angegeben ist, die Verzégerung durch den Luft-
widerstand und die Geschwindigkeit fiir jeden Punkt, somit der Luft-
widerstand in Funktion der Geschwindigkeit berechnen.

Indessen wiirde mit Beniitzung dieser Rechnungsweise stillechwei-
gend eine Voraussetzung eingefiibrt, die dem wirklichen Flug des
rotierender Langpgeschoeses mehr oder weniger widerspricht. Die obige
Berechnung gilt nimlich streng nur dann, wenn die Lingsachse des
Geschosses stets genau in dexr Babntangente liegt, also wenn das Ge
schoB wie ein gut gefertigter Pfeil fiegt. Bel dem rotierenden Lang-
geschoB missen jedoch Prazessionspendelungen eintreten, da die Rich-
tung der Bahntangente im Verlauf des ¥luge einen immer gréBeren
Winkel mit der Anfangstangeite der Flughahn bildet. Infolge davon
mubB sich die Lépgsachee schief zur Behntangente stellen, und zwar
auch dann, wenn keine anfinglichen Nutationspendelungen vorhanden
gind. Der tatsichliche Luftwiderstand ist also ein solcher gegen ein
schiefgestelites GeschoB, wihrend die Rechnung die Normalsteliung
des Geschosses zur Voraussetzung hat. Es ist dies eine Voraussetzung,
die allerdings auch den sémtlichen Naherungsmethoden zur Lésung
des speziellen ballistischex Problems unterstellt wird, Allein durch
obige Rechnung kenn der Luftwiderstand gegen ein Gescho8, dessen
Lé&ngsachse dauernd in der Bsahutangente bleiben wiirde, nicht gensu
erhalten werden, de man die Bezichung zwischen dem Widerstand
gegen ein schiefgestelites Gescho und dem Widerstand gegen ein
normal gestelles, sowie den jeweiligen Winke! dieser Schiefstellung
nicht kennt.

Speziell zi dem Verfahren von Close ist suBerdem zu bemerken,
da8 dabei die Beziehung zwischen @ und X durch eine mashematische
Niaherungsformel dargestellt wird, und daB der hierin legende Fekler
sich bei der dreimaligen Differentiation unter Umstéinden vergrsBert;
ferner, dafi das Schwenken der Bahmnen jedenfalls mit einem Fehler
behaftet ist. Es miilte elso im einzelnen Fall unterancht wexden,
ob diese Fohler durchweg sc klein bleiben, daB sie vernachlissigh
werden konnen,
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Aus diesen Griinden ist vxellemht das folgende Verfahren vor-
zuziehen:

Das Gesachiiterohr wird in vertikaler Lage aufgebaut und ein-
gedeckt. Das GeschoB ist in Neesenscher Weise mit einer seitliohen
Leachtsatzeinrichtung versehen. Das Abfeusrn geschieht elektriach,
geschossen wird bei Nacht. In geeignet groBer Entfernung vom
Geschiitz ist ein photographisches Objektiv und dahinter in Bild-
weite der Geschiitzmiindung eine etwa 120 om hohe Trommel auf-
gestellt, die um eine vertikale Achse mit bekannter Geschwindig-
keit rotiert. Auf der Trommel ist ein Bromsilberband ader ein Film-
band befestigh. Beim vertikalen Emporsteigen des Geschosses ent-
steht auf dem rotierenden Trommelband eine gestrichelte Spirallinie.
Die Ordinatenachse wird durch einen entsprechenden SchuB bei ruhen-
der Trommel, die Abszissenachse durch kiinstliche Beleuchtung der
Geschiitzmiindung bei rotierender Trommel ermittelt. Man erhiit auf
diese Weise aus den Absziesen der einzelmen Kurvenpunkie die zu-
gehdrigen Flugzeiten i, ans den Ordinaten die zugehdrigen Flug-
hohen y. Durch rechmerische Differentiation kernt man die Geschwin-
digkeit ¢ und die Beschleunignng y” in Funktion von 8, daraus den
Luftwiderstand

_f " —
w gy’

und zwar zuméchst in Funktion der Zeit ¢, da aber y — v in Funktion
von ¢t gefunden ist, so hat man W auch in Funktion von . Man
gewinnt also bei diesem Verfahren, wenigstens im Prinzip, aus einigen
wenigen einwandfreien Aufnahmen die ganze Laftwiderstandstabelle
von der marimalen Anfangsgeschwindigkeit ab bis zu der Ge-
echwindigkeit Null.

Selbstverstindlich ist, da@ die Fehler des Objektive durch Ab-
stecken einer gleich weit enifernten Horizontallinie und die Gewichte-
anderungan der Geschosse durch Laboratorinmsmessungen festgestellt
werden miissen. Und eine Voraussetzung, die gesondert gepriift
werden miiBte, ist die, daB das Abbrennen des Leuohtsatzes keine
8Stérungen im GeschoBflug bewirkt.

Zu Prizessionspendelungen ist beim vertikalen SchuB kein An-
la8 gegeben. Dagegen miiBte darauf geachtet werden, dafl Geschiitz
und GeschoB so susgewihlt ist, daB keine Nutationspendelungen vor-
handen eind.

Im einzelnen diirfte die Ausfiibrung solcher Versuche auf manche
Sohwierigkeiten stoBen, die Gberwunden werden miiften. Ob das Ver-
fahren durchfithrbar ist und brauchbare Ergebnisse liefert oder nicht,
kenn nur der Versuch zeigen. Uns war bis jetzt nicht die Moglich-
keit gegeben, ein derartiges Unternehmen zu beginnen.
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1I. Uber den Einfluf einer Schiefstellung der
GeschoBachse gegeniiber der Bewegungsrichtung
des Schwerpunkts.

§ 12. Ecrmittlung der Luftwiderstandskomponenten parallel
nnd senkrecht zur GeschoBachse und des Drehmoments
um eine Querachse durch den Schwerpunkt.

A. Analytische Behandlung.

Der Widerstand, den eine ebene Fliche von der GroBe der
Flacheneinheit bei senkrechter Bewogung in ruhender Luft und bei
einer bestimmten Geschwindigkeit v» erfihrt, sei x. Es sei dann vor-
ausgesetzt, dall der Widerstand, den eine ebene Fliche f unter glei-
chen Bedingungen erleidet, daff f-fache, also f.x betrage. Steht die
Fliche # schief gegen die Bewegungsrichtung B, bildet nimlich die
Flichennormale N mit der Bewegungsrichtung B den Winkel ¢, so
héingt der Widerstand der Fliche f in gewisser Weise von « ab. Fir
diese Abhéngigkeit sind auf Grund von Versuchen — allerdings von
Versnchen mit nur Kleiner Cleschwindigkeit — nnd auf Grund von
Theorien mehrere unter sich wesentlich verschiedene Gesetze ab-
geleitet worden: Nach Newton ist der Widerstand = x-f-cos?e,
nach F. v. Loess] = x-f-cose, nach Riabouchinsky = x-f-cos2a,
falls & > 459 dsgegen = x-f, falls « < 46% nsch G. Kirchhoff
und Lord Rayleigh

2
5%;5%@355_, nach Duchemin %1 %-E%EETE'

Was die Richtung des Widerstandes gegen zschiefgestsllte Flichen
betrifft, so wird meistens angenommen, daf der Druck, den die
schiefgestelite Fliche erfihrt, senkrecht zur Fliche stoht. Esz wird
im folgenden vorausgesetzt, daB, wenn eine Flache f mit ihrer Flichen-
naormslen den Winkel ¢ gegen die Bewegungerichtung B bildet, der
Widerstand senkrecht zur Fliche steht {erste Annahme), wobei zu
bemerken ist, dad sicherlich immer auch eine tangentielle Kompo-
nente vorhanden sein wird und daB disse wm so mehr in Betracht
kommt, je mehr sich « dem Wert 90° nihert. Ferner wird ange-
nommen, daBl der Widerstand die GrdBe 2 f-cos™ o besitzt (z2weite
Axnahme), wobei » den Widerstand von 1 gcm bei senkrechter
Bewegung fiir dieselbe Geschwindigkeit bedeutst, Weiter wird an-
genommen, deB dieses Gesetz ein Elementargesetz daratellt, d.h. da8
es amch fiir unendlich kleine Flichenelemente giiltig ist, und daB
der Widerstand gegen ein endliches Oberflichenstiick des Geschozses
durch entsprechende Summstion iiber die dem Luftwiderstand aus-
gesetzte Oberfiiche berechnet werden dasxf (dritte Annahme). Auch
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diese Annahme ist mehr als zweifelbhaft; vielmekr scheint der Wider-
stand gegen ein Flichenelement unter sonst gleichen Umstinden auch
von der Gestalt des ganzen Korpers abzuhingen. Nur um zn zeigen, wie
die erwihnten Hypothesen mathematisch verwendet werden miiBten,
und nur ans Mangel eines Pesseren mogen jene Hypothesen vorliufig
beibehalten werden, Ihre Verwendung vollzieht sioh dann wie folgt.

Um das Geschol zu orientiereun, sei oin rechtwinkliges, rdumliches
Koordinatensystem zugrunde gelegt. Das (eechoB sei ein Rotations-
kérper wmit der z-Achse als Rotatjonsachse oder GeschoBlangsachse.
Der Boden des Geschosses sei die zy-Ebsne. Die Bewegungsrichtung
des Sohwerpunkte oder die Richtung der Flugbehntangente sei par-
allel der zz-Ebene und bilde mit der Geschofiachse oder der z- Achse
den gegebenen Winkel ¢. Es ist dann in Beziehung auf die 2z-Ebene
fiir das GeschoB alles symmetrisch, und es handelt sich darum, die
Komponenten X und Z des Luftwiderstandes in der x- und z-Richtung,
sowie die Lage des Angriffspunktes M der Resultanten VX? - 28
desLuftwiderstandes auf der

GeschoBachse zu ermitteln. o

Abb. 30.

Abb. 31.

Ein Punkt der GeschofioberBache (s. Abb. 81) ist P, mit den recht-
winkligen Koordinaten OF ==z, FD=y, DP =2z, oder mit den
Zylinderkoordinaten: L EOD == ¥, Radiusvektor 0D 4 CP =g,
DP a=z. In P denke man sich einen Meridianschnitt durch die Ge-
schoBoberfliche langs der z-Achse oder GeschoBachse, ebenso einen
Schnitt genkrecht zur GeschoBachse, Im ersteren Schnitt sei d¢ = PR
ein unendlich kleinss Element der- Moridiankurve der Geschoflober.
flache. In letzterem Schnith, der kreisférmig ist, gl PQ = gdd ein
unendlich kleines Kreisbogenelement des Querschnitts. - Auf diese Weise
entsteht in P ein unendlich kieines Flichenslement PQSR mit dem
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Fla::heninha.lf. df = pddds. Der Widerstand dieses Fléchenelements
st (der ersten Annabme zufolge) pach der Flichennormalen 4PN
des Flichenelements gerichtet und bat (nach der zweiten und dritten
Apnahme) die GriBe x-df-cos™w, wo o den Winkel zwischen dieser
Flichennormalen und der Richtung OB der Flugbahntangente bedeutet,

Die Flichennormale AN bilde bzw. die Winkel 48 8, 5, gegen
die #,y,2-Achse. Nun ist der Kosinms des Winkels zwischen AN

und der Richtung CP oder OD gle.ichg—z , also ist cos g, =3—:-0050

' dz .

. und cos 8, == 7 Bnd.
de

A Ferner iat cog §y == — a0

A
b?/;‘dl {s. Abb. 32, in der der
e

Meridiansohnitt durch P
«  fiir sich herausgezeichnet
v vi) ,, i8t). Die Bewegungarioh-
. tung oder die Flugbahu-
a7 tangente bilde die Winkel
¥y P2 ¥2 gegen die drei

7 = Achsen, so st

Abb, 82. coBp,=pin«a, cosy, =0,
CO8 y, == 008 &.

< ?

Bor.it ist
€08 @ == cos §, - coB y, - cos B,- coBy, + 008 B, cosy,
== :—:-ooaz‘i- pin &~} O -~ g—f-c{)sa.
Ferner sind die Komponentenr des Normalwiderstands - df- cosm™ g
les Fliichenelements df gegen die drei Achsen der xyz der Reihke nach
dz

dX=x'df-oos"'oo-Z.—-cos ?; dY:x-df-coa"'m;—f-ain B;

A7 = — x-df-oos"‘w-;'g,
wobei df = p-d@-ds ist. Diess Auedriicke dX, dY, dZ sind iber
die den Luftstrablen ansgesetzten Teile der GeschoBobérfliche zm in-
tegrieren. Dabei ist ¥ (wegen dexr Symmetrie beziiglich dex 2z-Ebene)
stete gleich Null.

Um den Abstand == OM deas Angrifispunkts M der Luftwider-
standsresultanten vom Geschofboden zu erhalten, ist die Momenten-
gleichung der Widerstandskomponentenr in Beziehung auf O anzu-
schreiben. Hierbei kommen nur die x-Komponexten in Betracht, da
die z-Komponenton den Hebelarm Null besitzen und die y-Kompo-
nenten selbst Null sind. Der Normalwiderstand des Flichenelements df

batte die xz-Komponentse x-df-coa"wvg—:«cos ¢. Diese Komponente
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greift in 4 auf der GeschofSachse (z-Achse) an. Der Hebelarm 04

ist == 0C - Cd ==z} g gf . Aleo ist das Moment

»-d f.eos™m a)-(\z-{-g-gzg)-g-;-eosz’}.

Die Summation aller diessr Momente gibt das Moment ¢-X der Re-
gultanten. Hat man X berechnet, so Lkennt man al.so {. Das Ge-~
samtergebnis ist somit in der folgenden Formeln niedergelegt:

X =x-ffcosmw-gvdz-coe@9-d0‘. : (1)
Z = —x [fcosmw.p-dg-d® : {2)
X‘:=X'Jf(z+Q--5;9)-005“0)~g.'d2-(705’3~d1ﬂ (8)
, cosc = sin o:-g—:-cosﬁ — cos a-gf. (4)

Hier bedeutet: X die Komponente des Luftwiderstands senkrecht
zur Léngsachse des Geschosses, Z diejenige entlang dieser Achse.
Der resultierende Luftwiderstand VX®  Z° greift in einem Punkt
M der Achse an, der den Abstand ! vom GeschoBboden besitzt. Der
Winkel 8 der Resultanten gegen die Achse ist im allgemeinen nicht
identisch mit dem Winkel ¢ zwischen Geschoflachse und Flugbahn-
tangente, sondern es st tgf = X:Z. Dex Faktor » bedeutet den
Luftwiderstand gegen dis Fléioheneiuheit bei senkrechter Bewegung
derselben und fiir die betreffende Geschwindigkeit v des Geschofi-
sochwerpunkts, um die es sich bandelt. m =2, wenn das Newton-
-sche, m = 1, wenn das L8sslache Gesetz als Elementargesetz zugrunde
gelegt wird. Die Gleichang ¢ = f(z) der Meridiankurve des Geschosses
ist durch die Gestalt des Geschosses gegeben. Bei der Ausfihrung
der Integration ist iiber die vom Luftwiderstand direkt getroffenen
Teile des Geschosses nder des Gesckofiteils, der in Frage steht, zu
integrieren; also wenn fiir das ganze Geschofi auf einmal die Berech-
nung durchgefihrt werden kann, in Beziehung auf z vom GeschoB-
boden bis zur Spitze, in Bezishnng suf ¢ von den iunersten bis zu
den auBlersten Teilen der GeschoBoberfliche und endlich in Beziehung
aul 9 von der einen biz zyr andern Grenze der die Oberfliche tan.
gierenden Luftstrahlen; also nur dann von O bis 27z, wenn die ganze
krumme GeschoBoberfliche von den Luftstrahlen getroffen wird;
andernfally aind dis Grepzen mit Riicksicht suf die GeschoBform und
den Winkel « festzustellen.

Derartige Berechunugen hsben insbesondera Kummer und
St Robert mit der Annahme m =2 (N ew ton) filr mehrere Geschos-
formen durchgefiihet; desgleichen W. Gro8 mit der Annahme m =1
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(LBssl), fbrigens ist darauf aufmerksam zu machen, daB dic Bereoh-
vungsn von GroB3 auch in mathematischer Hinsioht nur angeniiherte
sind. Sonstige Berechnungen dieser Art stammen von de Sparre,
v. Waich, Mayevski, Siacci, Charbonnier.

Beispiele. 1. Widerstand der iuBeren Mantelfiioke eines oben
effenen Kreiszylinders vom Radius R und der Héhe ¢. Kompo-
nenten und Angriffspunkt zu berecbnen; Annahme von Newton
{m=12) (s Abb. 33).

Dis Gleichung der Meridisnkurve ist = R; also dg=10; ds=dz,
co8 @ = sin «-cop ¥; dansech ist

X= x-R-singa-_rf-coa‘ﬂ-d&dz,‘
Z=0, (da d¢ =0, ond Zylinder oben offen),

| Xl = x-R-gin® e ff c0s®B.d0.2-dz,

<)

Abb. 83.

Da stets nur die eine Hilfte der krummen Oberfliche des Zylindera von

dem Luftwiderstand dirckt getroffen wird, so wird nur von 6-:—-;— bis

O +%, anferdem von z = { bis z— ¢ integriert; also ist

X=—-x-R-o-sine,

0 o i

P X lm—ex-R-a%-8in%x; folglioh

o

=
d. b der Angriffspunkt liegt in der Mitte der Zylinderhdhe. Wenn der
Zylinder oben durch die Kreisfliohe Rixr sonkrecht abgeschiomsen ist, st
ist Z=x-R®x-con®x (nach Qer Aunnshme Newtons); dann ist hgﬂ='—;

4a
= 3"R-t§'a.

SV

v
H

g. Kegel, Radins R, .Héhe A (s. Abd. 33). Gleiche Vormussetzung.
m=2 Lo .
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Die Gleichung der Meridiankurve, d. h. der geraden Erzeugenden, ist
o =‘%‘.(h-z); folglich
do__R. G PR :
de A’ dz N 2 T T

Aeino cosd+R-0os e
Wir

cogm =
also
\

x"h’-{_R‘ Jf(sma + 0OR "+77'°°s“ (h2)-dz-008 .48 ;

¢
Z= h:‘+BRi f[sinu'eoa&-l—_’;.oos © '( h~—2)-dz.d9:

X C—%ff(mnz ms:9+ -cos )9

',[z- F(h——z)] (b~ 2)-dz-coa 6. .
Integriert in Begiehung auf ¢z vom 0 bis A,

X——“(lh,—I:_—]L (sinu-cos|9+%-;:oaa)‘-uoefﬂ-dd,
zZ =§—‘?sz%~ (sinmcosﬂ«i—%-cos u.).-d.&,
X-¢ =_—__—~_~”'R gﬂ((::_;. R')B‘) J (siu a-cos0+~§-ooa «).‘coss-da‘?.
Daraus folgt, dad, fir jeden Winkel «
N
= B2 H

Himgiohilich der hwgmhlon in Bexiehnng auf # sind zwel Fﬁlls zu
untersoheiden (vgl. Abb. 83a und b); erstens der Full, wo die gense lrunme
Oberfliohe des Kogela von dem direktem Luftwiﬂetstand getroffon wird, wae
eintritt, wenn der Winkel o kleiner lst, sls der Winkel, den die Kagelachee

mit der Seite desselben bildet, also wenn tga{% ist, und zweitens der Fall,
wo nur ein Teil der Kegelfiiche vom Luftwiderstand getroffen wird, namiich
wenn tg e > 3

Im erxsten ]‘a.ll (t.ga(R)
gind # = —x und # = x dis beiden lnbegmf,ionngmnzen beziiglich 6, vod da

foos‘&-dé-—.-o, J‘eoc'&-dﬂ: =, j won #-d9=0,
. -= -= - -z .
g0 erhalt man '
xﬂx-h‘-ﬂ's-ﬁnwooia B
MIE

N (]
Z=- L '

Il B (s ot 2 contr)

.

CTCEY o)
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Im zweitenr Fall (\tgu>—§)'

i jeni i fewiderstand ge.
d (s. Abb. 34) nur derjenige Teil des Kege_nlma.nte]s. vom Ly g
b;:ifefl, fiir walo)hen cos w poritiv ist (o = kae)l Elﬂ;}:en Nclrmn..lu;B u]:}the_

icht: oder Richtung der Luftatrbmung); die Integration in Beriehung
eRungsTIoRtng j auf 195 bat aleo ihre Grenzen ds, wo aine FParallsla

zur Riehtung der Luftstrbmung den Kegelmantel be-
riibrt oder fir

cos =0, d. b fiir Asine.coad-tRoosa=0,
also .

- R
coav—-—-};~o‘bgo:.
Bestimmt man Winkel y durch die Gleichung

R
qoe ¥+ * otg o
oder

(5 ta)
9 = Are cos 3 ot a} s

80 sind die (iremzen der Imtegration

G=—n+y ond Sw4x—y;
man braucht fiir die Integration in diesen Grenzem nur die drei Inteprals

-y a .
¢ Ieoe’v}-dﬂn-.g-sin;a(ﬁﬂ—cos’.y),
v —wty
# krey
J‘cos’ P-dé=m—y—siuy cony,
by
-y
J‘éas#-dé——_~2siny.
—Fy.
Setzt man nun der Kiirze halber
s +x—=7 .
. R A9
(sm z-oosﬂ-k-i-oosar) ~eostdB = P,
—Fy
hR—-y
. R »
(sm a-cos#+—i~cosu dé=¢,
—aby

so erhilt man nach Auf]'ésuﬁg des Quadrats und Ausfithrung der Integrationen.
P= g sin’a-ain7~(2+cos’y)-{-?-h-z-zsinw 008 ¢ (x— y—gin y-cony)
R
+i; coa® &-pin g,
Q =#in® o (7 — y — pin y'oos;r)-;-igaina-coa m-siny+g§: () coB®

oder, wenn der Winkel » durch dea Winkel « ansgedriiokt wird,
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®
P=§ '\‘8? cos®a 4 251:1‘0:' ]y’}—f—ictg 1

2R
+ e sine eosx (n—Arc [LeY] (g obg u)) i

\
Q= (‘fig_ ¢0s? @ + Bin? ) (:r— Arc cog (]hj ctg a/|)

+ iAi-tsin u-coaal/l - ;j: ctg®e,
und men het demmach fiic don Fall, wo t-gu}E,
- #h"RP - xh*RYQ
PETRY DY R
8. Vorbindung des Zylinders und Kegela (gleiche
Apnshme m=72),
a) Fiir den Fall, wo tgu\' (s. Abb. 85),

Man erha.lf: einfach durch A&dmon

1,
X e ——.Ra sm’a+xh RY.z-ain - cosa

79

Abb. 35.

W R ’ B
»h3R.; (sm’ +Tlf"cos’ a)
R ¥ L FN - ’
2 A RAxomin e 2_
. X-t:x--.;-sin’a-u’}!-r-x A R’h‘::l;’pc coaa'(a_i_h 2129) .
also
2 9 A R-x 2 —Q R®
;_ga’ﬂlﬂﬁ-l-'hn-ﬁ ((11\*——-3-]—.—-)'005&

iaama+h. & roosa
E] [ o

) Fiir den Iall, wo Lga>—-

k.4
X ,!._-Rasm « - 2(’::__:?11;)
_ x-A'-R3-Q
Gt s o
2
Xp=nZointarat BTg(fﬂ-{-R'} (ui’- )'P,
alzo
. MP (a+" ;:ﬁ)
g ot sin® ek ——
F WP

) usin’a-i-m

4. Duorch Niherungsberechnungen auf Grund des Losslschen Ge-
" setzes (mul) findet W.GroB folgende Werte fiir den resulticrenden Wider-

stand W eines Geschoszses mit ogivaler Spitze:
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e giltig far
bei Abrund.-Red. 2 Kal.: W= »B%x (0,3655 41,8606 -sin* &) Winkel « bis

»w o 25w WexBx(@ES12+1,6344-einte) SiwEnE

Dabei bedeutet wiedernm s den Widerstand der Flicbeneinheit bei senkrechter
Bowegung mit gleicher Geschwindigkeit, also bei 2,5 Kal. Abrendungeradias
x-B*7.0,3312 den Widerstand dieses Geechosses in dem Fall, dafl dis GeechoB-
achse in der Bahntangente lisgt.

Was die Entfernung { des Apgrifispunkts der Resnltsnten vom Geschop-
boden betrifft, so gelsngt W. GroB fiir eine Granste von 8,5 Kol Gessmtlings
und 1,5 Eal. Kopfhthe zu folgenden Werten, wo 2R das Kaliber bedeutet:

e pince = 0,1 | 02 ‘ 0304050607 ' 0,8 | 0,9
it ¢=53)48 444139387195 [34]58|30mal R,

Der Schwerpunkt bat dabei den Abstand 2,97-R vom GeschoBboden. Also
selbet bei villiger Querstellung des Geechosees. (=909 wiirde darnach die
Resultante vor dem Bohwerpunkt angreifen. Fir sebr kleine Winkel « soll
der Angriffipunkt etwa in der Mitto des GeschoSkopfs liegen.

Avch unter Vorsussetzung dee Newtonschen Wertes m=2 argibt die
Rechnung, daB der Angriffapunkt im allgemeinen vor dem Schwerpunkt und
fir kleine Winkel nahe der Spitze liegt. { ist dsbei von « abhimgig. Nur far
den sspkyecht abgeschnittenen Zylinder, sowie fir diejenige Verbindung von
Zylinder und Kegel, bei der die Kopfhdhe b =0,41-R jst, veigh sich { vom «
nnabhiingig. Die GeschoBgeschwindigkeit v kommt allein in dem Faktor » vor,

5. Th. Vablen (. loo. cit. 8, 20) hat fir kleine Winkel « theoretisah des
Resultat erbalten, da8 der Abstand des Amgriffepunkts der Lunitwiderstands.
reanltanten bel schbrigem Fluog (d. b. bei « 3= 0) von dem Angrifapunkt bel ge-
radem Flug (4. b. bei « = §) proportional «* sei. F. Charbonnier findet, dag
fér die Praxia die Annshme genfige, der Angrifispunki der Resultanten liege
(bed nicht zu grobem &) in der Mitte dea Geschofkopfs. .

B, Kritische Bemerkungen zum Vorhergehenden;
experimentelle Methoden.

Gegeniiber Berechoungen der obigen Art ist folgendes eingu-
wenden: KErstens st iiber die eingangs erwdhnten drei Anpabmen
nichts Sicheres bekannt. Zweitens kennt man, auch wenn diese An-
nehmen als zuldssig gelten, nicht den fiir die ballistischen Verhilt-
nisse am besten zutreffenden Wert von m. Drittens ist das Ab-
flieSen der Luft am {eschoB, die Bildung vorn Wellen und
Wirbeln nicht berficksichtigt und kann nur Zeit noch nicht in
befriedigender Weise mathematisch beriickeiohtigt werden.

Aus diesen Griinden wird weiterhin zuerst dexr Weg des
Versuchs zm wihlen msein. :

Bpesiell iiber die Abhiingigkeit der Lage des Angriffspunkts snf der Ge-
schaBachse von dem Winkel o hat 1875 E. Kummer zahlreichs und gensue
Versuohe mit geschofianigen Kbrpern, jedoch mer mit kieinen Geschwindig-:
kejten. und ohne Rotation, apgestellt, Er snchte fiir eine bestimmte Form des
Rotetiontktrpers die Beziehung switchen { und ¢, aw f((). Dsbel wahite or §
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andere uad sndere Werte von ! ond sachte je den zugebirigen Wert von o,
und zwar folgendermaBen:

Um eine horizontale Achse wnrde das Geschofmodell (aus Esrton, um die
Empfindlichkeit der Methode zu erhéhen) leicht beweglich angobracht und so-
dann das GesoboB mit etwa 8 mfeec Geechwindigksit in ruhender Luft bewegt
(mittels eines Rotationsepparates; das GeschoBSmodell hing an einem iiber 2 m
lahgen Arw, der um eine vertilale Achse gedreht wurde).

Das sinureiche Verfahren Kummers bestand num in folgendem: Fiir eine
groBe Zahl von Legen der Querachse bestimmte er die Gleichgewichtslage, welche
der Korper allein unter der Wirkung des Luftwiderstandes annahm. Die Ent-
femung der Querachse vom GeschoBboden war also das frihere &; zu diesem
wirde der zugehérige Winkel « beobachtet, unter dem sich die Léngsachse von
salbst jodesmal einstellte.

Natiirlich muBten alle iibrigen Drehkrifte eliminiert werden; vor allem
wurde die Schwerkraft ale Drehkrsft dadurch aufgehoban, da8 der Schwer.
punkt mittels eines Mechanismas im Innern stets anf der Querachse lag.
Kummer fiihrte die Beobachtungen durch fiir die Ebens, den Zylinder, die
Verbindnng von Zylinder mit Kegel, Halbkugel nod balbem Ellipeoid und end-
lich fir ein Modell des Mansergeschoasea vnd der 4 pfindigen preuBischen Gre-
nate. Einige FEiozelheitem der Versmcheanordnung verbesserte Kummer in
einer zweiten Arbeif. . B

Ea migen hier die Versuchsergebrpiste Kummers mit dem Modell der
Granate von der ZylinderkShe a = 1125 mm, dem Radiug B =375 mm, der
Hobe des aufgesstzten Ogivals (halben Ellipaoids) k =~ 47,5 mm wiedsrgegeben
wetden., Er fand fiir

= ‘lesi'zonz 74|78|78 smsztswmsa}%}amm
e= :sB:szsz 79|73|70 ea}ee|s4!55?4eg4a|sslas

Wepn also der Luftstrom unter immer kleineren Winkeln « gegeniiber der
Achbse gegen das GeschoB gerichtet ist, so riickt der Apgriffspunkt mehr mnd
mehr dem cbersn Eudpunkt des zylindriechen Teils ({ = 112,5) zu. Fir klei--
nere Winitel als & = 180 gab der Versuch keine bestimmten Ergebnisse mehr..
Die Newtonsshe Annahme gibt (fir einen Zylinder mit aufgesetzter Halblcugel):

3
8
=3 Bn+42atg o
T g 3

114

96193| 100/102]{1041106]108
18

s1j38} 32| 80| 25 | 23 |21

a
aRx 4 attg =
(a Hohe des zylindriachen Teils, 22 Kalibor).

Setzt man hier =0, so wird I = 2, in Ubereinstimmnng mit dem Experiment;
dagegen sind im dbrigen der go errechnete und der hecbachtete Wert von {
fir irgendein o« merklich voneinsnder verschisden.

Fiir die Ballistik kbnnen solche Versuche, mit Geschwindigkeiten
von 8 mjsec, nicht maBgebend seim, da es sich bei wesentlich griBe-
ren. Geachwindigkeiten um andere Gesetzmifigkeiten handelt. Viel-
mekr wird mit-Geschwindigkeiten entsprechend denen der Geschoase
verfehren werdsn miissen. Damit stellen sich jedoch sehr grbBe
Schwierigheiten ein, Denn wenn es sich darum handelt, gegen: ein
ruhendes GeschoBmodell sinen solchen Luftstrom langere Zeit wirken
zu lassen, ao miissen die Strdmungslinien der Luft vor dem Madell

Orxans, Balistlk, 5. Autl, Bd:-L ' 8
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genau parsllele Richtung besitzen und auBerdem muB die Geschwindig-
keit der Luft iiber dem Querschnitt konstant sein. Hierzu sind be-
deutende sekundliche Arbeitsleistungon und besondere Vorrichtungen
zur Mesmung der Richtung und Geschwindigkeit der Luft in einem
Punkt erforderlich, wobei diese Vorrichtungen selbst die Luftstrd-
mungen npicht stdrem diirfen. Stremg gemommen miifite auch be-
riicksiohtigt werden, daf die modernen Langgeschosse eine rasche
Rotation um ihre Lingsachse besitzen. Es konnte vielleicht daran
gedacht werden, die Komponenten und das Moment des Luftwider-
standes messen zu wollen nicht an einem yubend aufgehingten GeschoB-
modell, gegen das ein Luftstrom von bekanater Geschwindigkeit
wirkt, sondern durch mehrmalige photographische Aufnabmen des
ﬂmgenden Gleschosses selbst, -— etwa nach der Methode Neesen
oder nach der Methode Duda oder mittele elektrischer Moment-
photographie (dariiber a. Band III). Dem steht aber der erschwerende
Umstand entgegen, daB das rotierende fliegende LanggeschoB sehr
rasche Nutationspendelungen in der Luft ausfithrt und da8 in-
folgedessen der Anstellwinkel ¢ immer andere und andere Werte an-
nimmt.

Danach muB sich die Ballistik vorléufig mit den besten Messungen
am rubenden und nicht rotierenden GeschoBmodell begniigen, die
zar Zeit existieren, Dies sind in Deutschland diejenigen, die L., Prandtl
in seinem aerodynamischen Inatitut in Gittingen auszufithren imstande
ist. Uns scheinen die Versuche von L. Prandtl in ballistischer Hin-
sicht weit wichtiger als alle friheren Versuche und auch
weit zuverlissiger als. alle in § 12 oben angefiihrten theo-
retischen Berschnungen. Die ganze Versuchseinrichtung seines
Goftinger Instituts, seine Methode, ainen konstanten und wirbelfreien
Luftstrom zu erzielen usw. hat 1. Prandtl selbst verschiedentlich
beschrieben (z. B, Naturwissenschaften, Heft 8, 1922). Dije Einzel-
heiten der Versuche, die er an GeschoBmodellen susgefiihrt hat, und
deren Ergebnisse zu verdffentlichen, mochten wir ihm selbst iiber-
lassen. Es sei jedoch im folgenden oin Beispiel angefiihrt, das einal
die charakteristische Art der Abhingighkeit der Luftwiderstandsgrofen
vom Anstellwinkel « veranschaulicht und weiterhin zesigen soll, wie
man die speziellen Versuchsergebnisse verallgemeinern wird.

s bezeichne: 2 R das Kaliber; & den Abstand Mitte GeechoBspitze-
bis Schwerpunkt; v die Geschwindigkeit des GeschoBschwerpunictes;
« den Amstellwinkel Geschofiachse gegen Bahntangente; W, den Lufe-
widerstand bei geradem Flug (aleo bei o =0), W, W, d:e Kompo-
nenten des Lufwidemstandes in Richtung bzw. senkrecht zur Bahn-
tangente; M das Drehmoment des Luftwiderstandes um eine Quer-
achse durch den Schwerpunkt; 3 das Luftgewicht; 4, das normale
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Lufégewicht. Nach den letzten Ausfithrungen unter § 10 ist dann

, W, = R’:fzi-%-lo -v?;

i, ist dabei sin von GeschoBforra und Geschwindigkeit v abhingiger
Koeffizient. Fiir Geschosse mit ogivaler Spitze und 2 Kaliber Ab-
rundungpgradine z. B, ist 2, der in § 10 wiedexgegebenen Krupp-
Eberhardschen Tabelle zu entnehmen, die fiir 8, = 1,22 kg/m?® gilt
und z B. fiir » = 160 m/[sec einen Wert von 4, = 1,19-107* m™* . kg - sec?
ergibt.

Es wird nun fiir Komponenten und Momente des Lu.ftvﬂdemtandes
der Ansatz gebildet:

W, Woedy; W= Woed: M=Wys-2,.

Und nun wird die Aneahme gemacht, daB i,, 4,, 4,, ausschlieB-
lich Funktionen von ¢ sind, e¢in und dasselbe Geschol voraus-
gesetzt, Diese Annahme besagt das Folgende: sind z. B. im Luftkenal
fir ein bestimmtes GeschoB W,, W,, M bol einer Geschwindigkeit v
(Relativgeschwindigkeit Luft gegon GeschoB) und bei sllen méglichen
Werten von « .gemessen, eind also so die 4, 1,, 4, fiir eine Ge-
schwindigkeit bestimmt, so findet man die Werte von W,, W,, M bei
oiner beliebigen anderen Geschwindigkeit aus dem -in obigem An-
satz gegebenen Beziechungen durch Einsetzen der also gefundenen
Werte der 4. Dafi diese Annahme den tatsichlichen Verhiltnissen
nicht gerecht wird, unterliegt keinem Zweifel; vielmehr sind die
Koetfizienten 4,, 1,, 4_ sicherlich auch von ¢ sbhingig; in welcher
Weige jedoch, ist noch vbllig ungeklirt. Man wicd sich also gegen-
wirtig mit dieser Anoshme, daf die Koeffizienten 1,, 1,, 2, aus-
schlieflich von « abhingen, abfinden miissen. Im ubngen kann man
immerhin mit einer ge-

wissen Berechtigung da- = T 1A =}
rauf vertrauen, da8 die » IR 11 AA
mit v 50 mfsec im Lo : I //.
Luftkanal gewonmenen 4orf{¢ = i
Werte der 1 zwm min- - ——
desten fiir den Be- {¥7 ¢ % NN
reick der Unter- Zof~ds 4 /'; ./ N
schallgeschwindig- yi < X
keitGiiltigkeitbesitzen. %I 2 ARRNENE N
Die im nebepetohenden gl 2 = —— 1 i% NENEER
Kurvenblatt, Abb. 36, wie- 4 ¥ 2 ? N X
dergeK efgobenen Wette der , Abb. 36.
oeffizienton 1,, 4, 4. sind
aus syeziolle n Versuohs~ x.tllber %0 m;l:';.l.h}ca 1080 mm o;évnlo sscll:l;z: n;v“o:k: f:;.
werten Dach deren graphi- Mitte ger Bewboﬂwﬂ'nec =450 min.

6*
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schem Ausgleick gewonnen, Die Versuchswerte sind von Prandtl angegehen
fiir die auf dem Kurvenblatt vermeskten GesohoBdaten und fiir eine Luitge-
sohwindigkeit im Luftkanzl von v =405 m/sec. Bei Berechuung von W, wurde
8 = 4, gosetzt.

Die Richtung der Luftwiderstendsresultanten W= YWE - W 3 hil-
det iibrigens gegen die GeechoBachse einen echeblich gréBeren kae[
als &, namlich den Winkel « -- 8, wobei f§ gegeben ist durch
tg = W,:W,. Und der Ang'nﬁspunkt der Resultenten auf der
GescboBachse hab vom Schwerpunkt einen Abstand @, der sich ergibt
aus: M= W.a-sin (e f8).

Bei den mitgeteilten Versuchen errechnen sich (cz-»ﬁ) und a zu folgenden
Werten:

a= 0 | 53,1015 25 | 30 | 40 | 50 80/ 90 | Grad
«tfm 0 38 | 52 | 62 69 % 87 97 104 95 | Grad
a=|(80,00%] 32,2 | 83,6 [82,2]28,9 | 28,6 | 18,8 | 148 11,2.9,8 8.4 om

Die im ersten Teile des § 12 verwendeten Komponenten W, und
W, hingen mit den Komponenten W, W, durch folgende Beziehungen
ZUSAMMen:

W, . W,-oosa — W,-sine; W, = W,-sina--W,-cos.

Uber serodynemische Messungen in Frmkrowh (Andreau), in Itelien
Burzio) und in England (Fowler—Gallop~—~Lock—Richmona) vgl. die Lit.-
Note. Bemerkenswert ist die Arbeit der englischen Forscber, insofern sie einen
nauen Wag beschreitot, die LuftwiderstandsgroBen auch bei Uberschaligeschwin-

halten, Sie sok horizontal roit schwaoh stabilen Geschossen
(uln gﬁm:gster Woert wird ein Stabilitatsfaktor von 1,5 angegeben) und be-
stns Scheibendurchechlagen die Rotationsbewegung des Gesohosses
auf eins b.u'ze Streeko (etwa 200 m) nach dem Verl dor Geschiitzmii
Die Resnl gestatteten die Berechoong des Loftwiderstand ta M und
dor Luftwid dkomponente W, senkrecht zur GeschoBaches, Die Veranoche
wurden far Geschwindigkeiten bis zar doppelten Schallgeschwindigkeit durch-
gefthrt, (VgL auch das unter § 58,8 Gesngte, ferner die friiheren Arbeitem won
Janken, Tarada und Okoohi, vgl. Lit.-Note 57.)

IIL. Der Formwert eines Geschosses.

§13. Uber die Berechnung der Spitzenkoeffizienten von
Geschossen verschiedener Kopfform.

Wird in den Formeln fir X, Z, X-4 von §12 « = 0 gesetzs,
8D ist damit sngenommen, daB die GeachoBachse in der Bahntangente
Hege. Man hat alsdann in Beziehung anf & von O bis 24 zu inte-
grieren. Es wird somit [ cos#+d® und damit X wnd X- ¢ zu Nall
(der Wert von [ strebt jedoch einem endlichen Grenzwert zu, den
man arthils, wenn man { sunéichst fiir einen endlioh kleinen Winkel &
berechuet und dann erst o 0 setet).

‘) Dorch Extrapolation.
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Es bleibt somit nur der Widerstand Z in Richtong der z-Achsé,
der GeschoBachse, Ghrig, Da jetzt cosw ~ — %5— ist, 20 hat man,wenn
man statt p die Bezeichnung 2 einfithrt, den folgender Awsdruek fir
den Luftwiderstand W in Richtung der (esohoBachee fiir den
Fall, de8 diese Achse in der Babntangente liegt:

ds

Dabei ist x (v) der Widerstand gegen die Flichen-
einheit bei senkrecliter Bewegung und bei der be-
trefienden Geacbwindigkeit v des Geschofschwed-
punkts. Mit me2 i3t die Newtonsche, mit
m =1 die L&sslsche Annahme eimgefiihrt.

Uber die Unsicherheit der Berechnungen gilt
das oben Gesagte.

szm‘f(da:m .dz, wobei ds=p‘dz’—l—ﬁial.;.

Beispiele. 1. GeschoB, bestehend aus
einem Krejszylinder vom Kaliber 2R, mit
aunfgesetztem Kegelstumpf von der Hbhe &
und dem Radins o des Btirnkreises. An-

nahme m = 1 (Léesl-GroB). Der Widerstand W, der Mantelfliche in
&=R

Richtung der GeschoBachse ist W, = 2 zx - J_'_Eid.j. wobei
2
-
da

z—a- {(h—z)-otgfh; ctgﬂu’—z—;—?.

Abb. 37,

dx= —otgf dz; Vl_—i-(%T N
somit

W, = 2nn-eosﬂ-j:=r-dx-—-- s (B ~a%)cosf.

Dazn kommt der Widerstand W, = xe®*n der obenen Stirnfliche,

Der Gesamtwiderstand ist .W= W, |- W,; dieser ist gegeniiber
dem Widerstand » R®x des senkrecht abgeachnittenen Zylinders vom
Kaliber 3 B kleiner im Verhiltnis

cosﬁ(l——)—f—-—— 2w 1.

2. OgivalgescheB vom Abrundiungsradius = n Halbkaliber.
Anpshme m==1 (L&ssl)l. AC sel der erzeugende Kreisbogen des
Ogivals, Mittelpunkt O,, P ein belicbiger Punkt {xz) des Kreisbogens.
Es empfiehlt- sich, statt © den Zentriwinkel 40, P =3z als unsb-
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hingige Verinderliche einzufijhren. Dabei ist

0,P - cose =0 D= 04— AD, also nBcoss=ak ~(R—z),

z_-nR(cose—Tl : de— — nR-sine-de; ds=mnR-de;

also

W= anf'z—x-x~dz
2

nB.-sinede

-~
=2un | — g nR. (cos g — T) nRsing de
s=y
;
=27 R"n’J ain® ¢ (cos & — —\ de.
=D
W = % Rizn? (sin y — }sin®y — y-cos 7).

Dabei iet der Winkel y als der
Grenzwinkel 4 0, Cbestimmt durch

' nR—R noe1
cosy =" L= o,

Bet diesemn AnlaB sei erwiihnt,
dafl fir solche Qgivalgeschosse
(Panzergranaten) die Xennzeich-

g nungen durch den halben Ogival-
[ winkel » an der Spitze, ferner
Abb. 38. durch dis Kopfhishe O =k, end-
lich durch den Abrundungeradius

B, = 0,C = nR, jolgendermaBien zusammenhéngen:

n—1 - b (ﬁf\’ A, 1
cosy = -4~ EMy=p. \2® TITR «
so daB g'lmcb-\ye*tlg sind 2, B. die Angsaben:

Abrandungsradius R, _ ; I |
in Kalibern: 2K 05 t i 1,8 ‘L 3
oder Kﬁ‘:{i‘ﬁ‘?" in A1 o5 |0866 " 1,118 ’ 1,323 | 1,668

i
oder halber Ogi- cos 0 1 . 5
alwinkel: - 0¥ |07 )
velwinke (Holo-| - | '. .
kugel) i i
y 90° 60° (48°117/41°25%|33° 34’
1 (Halb- ‘
kugel} |

Derartige Berechnungen fiir verschiedene GeschoBkopfformen
haben W. GroB auf Grund der Lésslachen Annahme und Ingalls
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mit Zuhilfenahme des Ducheminschen Gesetzes, fermer neuerdings
A.Sjohwist mittels der Gesetze von v. Léssl, von Riabouchinsky
und von Hamilton in gréBerer Anzahl durchgefithrt (vgl. Lit. Note).

Hélie (Frankreich) nahw sn, daB der Spitzenkoeffizient : von Ogival-
geschoseen mit dem Sinus des halben Ogivalwinkels y an der Spitze zu- und
abpehme; dies eoll durch zahlreiche Versuche bestiitigt scin. A. Hamilton
(Nordamerika) gibt dugegan an, es gei festgestollt, daB der i Wert eines Ge-
achosses proportional sei dem Mittelwert aus dem sipus derjenigen Winkel, die
dis Tangenten an das Ogival in den verschiedensn Punkten gegemiiber der
Geschoflachse bilden. Danach wiirden sich die £-Werte zweier Geschoese um-
gekebrt wie die Oberflichen der GeschoBupitzen verhslter, Wenn man $=1
wihlt fir ein Ogival mit 2 Kal Abrundungeradius, so wiirde danach fir
n==2, B, 4, 5, 6, 7T Kal. Abrundung s resp. = 1,00; 0,82; 0,71; 0,64; 0,58; 0,54
sein. Da8 die erwihnten Voraussetzungen bis jetet micht in aller Btrenge als
allgemein gilltig dorch den Versuoh |bewiesen sein kdnnen, soll weiter unten
gezeigt werden.

In der folgenden Tabelle ist der spezifieche Widerstand von Geschossen
gleiohen Kalibers, aber verschiedener Kopfform, also W: R3xx , der Widerstand
des Gescholkopfes im Vergleich zu dem Widerstand R®xx des senkrecht ab-
geschnittenen Zylinders vom gleichen Kaliber, bezogen auf dieselbe GeschoS-
gesohwindigkeit gogeben, wie er sich anf Grund der Elementargesetze von
v. L&ssl, Duchemin und Newton berechnet:

(BF, 5] Ogivale Kopfform Kegelfortmge Kopfform
= o —————— - .+ S— g f—— mam

Kopt- ‘:g E2E I i~ =
L .2E g2 5o Sa_ g 8= sz_ | ¢ 4
hohoin; g8 &= | 2§ 2§Z | 83 | 223 | Bgm | 2gt
Koli- | S'08 | y= 523 [ 588 | 278 | =27 | x:8
bern |2 5g gr‘g 335 $3E | 855 | 855 | 52E
lgpge| 808 | B2< | B=g | Bks JAS QeE
0.3 m.,b;f;g,,, 0,666 | 0,858 0,500 | 0,707 0,543 | 0,500
0,866 1 0,504 | 0,752 0292 | 0,500 0,500 | 0,250
1,118 1,5 0,419 0,875 0,204 0,409 0,663 | 0,167
1,323 2 | eses : o617 0,156 | 0,853 0628 | 0125
1,5 2,5 0,381 0,571 0,127 | 0,817 0575 | 0,100

Dies ist der errechnete Spitzenkoeffizient i, falla dieser Koeffizient fiir den
senkrecht abgeschnittenen Zylinder = 1 genommen wird.

Wie man siehf, stimmen die mit den einzelnen Gesetzen als Elementar-
gesstzen erhaltenen Zahlenwerts fiir dieselbe Kopfform recht wemig iiberein.
Neuverdinge hat A. 8johwist fir verschiedene Spitzenhthen dis Spitzenwerte
nach v. Lossl, nach Riabounehinaky und nach Hamilton berechmet, und
zwar fiir ogivale, fiir parabolische und fir komiache Form der- GeschoBspitze
und damit die nachstehende Tabelle erhalten. E=s zeigt sich daravs, da8 mit
den drei Annshmen fast diesslben Spitzenwerte bei ogivaler Spitze erhalten
werden, da@ dagegen bei parabolischer und bei konischer Spitzenform die Er
gebnitge bedemtend voneinander abweichen. Aus der Vergleichung der theo-
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retisch errechneten und der durch SchisBversuche erhaltenen Formwerte sohlieft
er, dafl im aligemeinen nash v. Léssl die zuverlissigster Spitzen-
werte crhalter werden.

Ogivals Spitze | Parabolische Spitae | Konische Spitze

g5
£
: 8L 5 B -
Spitzen- %g;ﬂ; g a B x a _ | .g .
hohe | 23u | B | o8 (98 ' 2% |ef a2 (g |5 | a2
PRl ES 3 95 E8 | FE 0 §E |G3|iE | 53
8= =] [ fg |E.|=2:dg |a . | "85 | g
TR s e | | | R
in Kal. |in Kal. & | = =

0,500 | 0,500 [ 1,825 ] 1,361 1,910 | 1,693 | 1,852 | 2,251 | 1,937 | 1,525 | 2,700
0,750 0,818 | 1,510 | 1,270 | 1,586 | 1,315 | 1,187 | 1,888 | 1,521 | 1,525 | 2,119
1,000 | 1,250 [ 1,249 | 1,056 | 1,254 1,088 | 1,019 | 1,326 | 1,295 | 1525 | 1,708
1118 [ 1,500 | 1,148 | 5,099 | 1,149 | 0,981 | 0,952 | 1,168 | 1,118 | 1,515 | 1,555
1.250 | 1,813 | 1,052 | 1,035 | 1,049 | 0,896 | 0,885 | 1,088 | 1,019 | 1488 | 1,418
1,323 | 2,000 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,858 | 0,851 | 1,085 | 0,970 | 1467 | 1,850
1,500 | 2,500 | 0,907 | 0,921 | 0,896 | 0,778 | 0,778 | 0,920 | 0,866 | 1,408 | 1,208
1,750 | 3,818 | 0,789 | 0,823 | 0,780 | 0,679 | 0,694 | 0,796 | 0,751 | 1,814 | 1,049
2,000 | 4,250 | 0,699 | 0,740 | 0,691 | 0,605 | 0,625 | 0,701 | 0,666 | 1,220 | 0,927
2,950 | 5,813 | 0,680 | 0,671 | 0,618 | 0,542 | 0,568 | 0,625 | 0,595 | 1,132 | 0,328
72,500 | 6,500 | 0,578 | 0,612 | 0,560 | 0,496 | 0,520 | 0,565 | 0,534 | 1,052 | 0,749
2,750 | 7,818 | 0,518 | 0,563 | 0,510 | 0,455 | 0,480 | 0,515 | 0,490 | 0,991 | 0,684
3,000 | 9,250 | 0,474 | 0,518 | 0,470 | 0,419 | 0,445 | 0,472 | 0,449 | 0913 | 0,627

la der Tabelle sind die Werte fiix ogivale Spitzen von 2 Kal. Abrundungs.
radius = 1 genommen. Wie groBe Betrige der Gewinn an SohuBweite durch
schlroke Form der Spitze annehmen kanm, zeigt Sjohwist z. B. duroh Be-
technuugen der Schubweiten einea Geschosses von 15 om Kaliber, 385,6 kg Ge-
wicht, 2, = 920 m/ses; bei dem Abgangswinkel ¢ = 15° wird mit ogivaler Spitze
von 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 Kal. Abrundungeradius ein SchuBwesitengewinn (der
Rechnung zufolge) von bzmw. 0; 11; 19; 25; 31; 85; 89 9/, erzielt.

Laboratoriumsversuche mit kleinen Qeschwindigkeiten liegen in groBerer
Anzahl vor, Z. B. erhielten Borda, Hutton und Vinoe folgende Ergebniass.
Der Widerstand gegeu eine Halbkugel verhdlt sich zo. demjenigen gegen die ebene
Durchmesserfliche durchachnittlich wie 0,407 : 1 (Boxrda 0,405 : 1; Hutton
0,418: 1; Vince 0,403 : 1); ferner verhdlt aich der Wideratand eines Kreis-
kegels von rasp. 90°, 60?, 51°¢ 24’ Kegelsfinung zu derm Widerstand gegen die
ehene Grundflsche resp. wie 0,691, 0,543, 0,433 su 1.

Didion gelangt bei Versuchen mit axisl bewegten Zylindern von 10 om
Hohe, auf die ein Kreiskegel vom resp. 1; 15; 2; 8; 4 Halbkalibern Hahe,
endlich sine Halblugel aunfgesetzt war, ze dem Ergebmis, daB in diesen sechs
Fillen die Widerstinde antercinander sich resp. wie 73,26; 53,89; 47,74; 44,29;
40,96 wnd (bei dor Halbkugel) 43,08 verhalten. Fir Kugeln, die mit ca. 9 mfsec
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Gesohwindigkeit bewegt wurden, erhielt er W(kg)= 0,0275.8. R*av?; & Luft-
gewicht in kgfobm; R*» Querschaitt in qm und v Geschwindigksit in m/sec.

A, Frank ermittelte 13Q8 fiir sebr verschiedene Korperfurmen anf Grund
von Versuehen die Zahlenwerte {iir den Luftwiderstand bei kleinen Geschwindig-
keiten (vgl. Lit. Note). Endlich wurde F. v. L3ssl bei seinen Versuoben zm
dem Ergebnis gefihrt, daB der Widerstand eines axial bewegten Kaegels van
der halben Offnung « zut dem Widerstand gegen die sbene Grundfidche eich wie
0,83-#in « zu 1 verbalte (mit dem als Elementargesstz verwend Ldssl schen
Gesetz erhélt man durech Rechnung das Verhiltnis 1 .sio @ za 1)., Forner ist
nach seinen Versuchen der Widerstand einer Kugel } des Widerstands gegen
die ebene Durchmesserfliche (durch Reecbnung wird auf Grund des Loeslschen
Gesetzes gensu das Doppelte, nimlich § erhalten, s. ¢.).

Diea deutet daranf hin, daB jeme Geestze wol! iiberhaupt nicht sls Ele-
mentargeseize golten kdnnen. Aber such abgesehen davon képnen die Versuche
mit Geschwindigkeiton bis etwa 10 m/sec aufwirta fiir dis Ballistik nichi ent-
acheidend ssin.

Auf Grund deutacher Schiefverauche sollen sich nach W. Heydenreich
die Formwerte vor Ogivalgeschossen mit resp.

0,5 0,7 1 ! 1,5 2 3 4 | 6 8 | Kal. Abruudungs-
radius etwe wie
1850 | 1200 | 1100 | 1000 | 950 | 850 | 800 § 700 | 6850 | verhalten,

und diese Formwerte sollen, bei sonst gleichen Umstidnden, ,unmittelbsr vou
eivem GeschoB suf ein anderss unabhingig vom Kaliber iibettragen werden
kénnen¥®. .

Seinen weiteren Anpefiihiungen znfolge scheint W. Heydenreich selbat die
Zuverlassigkeit obiger Zahlen als etschomsener Formwerte und die aligemeine
Ubertragbarkeit eines Formwerts von etnem GeschoB auf ein anderes in Zweifel
zu ziehen. Ks soll im folgenden gezeigt werden, wis die Formwerte in der Regel
erschossen wurden und weehsalb eine po gewonnene Zahl mehr einen Koeffizienten
fir den gegenwiirtigen Stand der ballistischen, Wissenschaft, einen ,Koeffizienten
onserer Unkenntnis®, als einen eigentlicher und fibertragbsren Formwertfaktor
vorstellt.

Kritische Bemerkungen iiber das bisher meist ubliche
sErschieBen® von Formwerten.

Das Erschielen des Spitzenkoeffizienten i ging bisher meist folgendermaBen
vor aioh: Die Anfangesgeschwindigkeit v,, die SchuBweite X, der Abgangswinkel
@ und das Tegealuftgewicht 3 worden beobaehiet. Aus einer der Niherungs-
1osungen des beliistisohen Problems {vgl 4. bis 7. Abschnitt) und aus der
Kenntnis des GeeohoSkalibers 2.8 und GeschoSgewiohts P erhélt man das Pro-
dukt s3. Hier ist 8 ein Ausgleichafakior, der dazu dienen eol, den bet der
Integration der Diffexentislgleichungen des ballistischen Problems begangenen
Fehler suszugleichen. Durch Divigion mit f gewinnt msn den i.-Wert im Ver-
gleiche zn einem Normalwort § =1, der in bestimmter Weise definiert gein muS,
aber senst willkiirlich ist.

a} Wenn man nun filr irgendein Geschof auf Urand derselben Werte v,.
¢, X, 2R, P, é den i-Wert mitlels zweier verschiedener Lsungesysteme be-
rechnet, dis auf danselben Luftwiderstandsgesetzen basiert sind, so erhilt man
nicht immer denselben Wert; men kann Unterschiede bie za 13°), wahrnehmen.
Der Grund, liegt darin, daB der Avsgleich des Integrationafehlers hei den vec-
schiedenen Lésuugmsystemen -mehr oder weniger gut gelungen ist (vgl § 41).
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Aber-auch innerball desselben Ldsungssysteme (z. B. Siavei II) sind fiir die ver-
sohiedenen Abgrngswinkel ¢ und Schutiweiten X die Fehler in den betrefenden
Werten # nichit durctweg gleich groB, ohne dal man ibrigens gensne Kenntnis
dariiber hiitte, 0b B 2zu groB oder zu klein berechnet wmrde und um wieviel
Rechnet man aleo z. B. grundsitzlich mit Bisooi 1L, entnimmt dabei & aus der
f#-Tabelle, sicht dieses # als genan richtig an und ermittelt damit i, 8o verlegt
men einen Teil des Fehlera von 8, ulso einen Teil des Imtegrationsfehlers auf
den i-Wert. Zu einem eraten Teile lisgt somit die Ungenauigkeit der Beatimmung
von ¢ in dem math matischen Integrationsverfahren,

b) Ferner ist, wie erwibnt, der Luftwiderstand nicht genman proportional
mit dem Querschnitt des Geschosses, Bei der oken angedeuteten Berech-
nurg des Spitzenkoeffizionten ¢ wird aber diese Proportionalitat angenommen,
Folglich entsteht wiedesum ein Fehler. Auch diemer Febler wird bei der Rech-
nung zo einem Teil suf den 4-Wert verlegt. Je mehr nun zwel der Spitzenform
pach abnliche Geschosee dem Kaliber nach eich unterscheiden, um 86 mehr wird
der Umstand, dad Widerstand und Querschnitt einander nicht proportional sind,
pich in dem berechneten Werte ¢ geltend machen kinnen.

¢) Das Luftgowicht & ist tetsichlich veriabel, weil von der Flughthe y
des Geshossse abhis gig. Bei der Berechnung aber wurde day Luftgewicht viel-
fach komstant angenommen, ndmlich entweder gleioh demjenigen s Boden
oder besser gleich einem rmiifleren Luitgewicht; also entspringt hierauve wiederum
ein Fehler, der teilweise auf den Koeffizienten 4 abgefithrt wird, Auch der
entlang der Babn aunf das Geschof wirkende und tatsachlich variable Wind
wurde birher entweder fiborhaupt nicht oder nur niherungsweise in Rechnung
gostellt Dieser Umetand fithrt ebenfalls von einer Bahn zu andern am gleichen
SchieStag, gowie von cinem Schiefiiag zuvm andern bei gleiohen Babnen eine
Verinderlichkeit der 2 Werte herl.ei; nur wenn es gelingt, den WindeinHug
durch bescndere Mafpabmen empixisch aurzuechalten (SchieSen abwechselnd
in Richtung des Winds und entgegen dem Wind, oder BchieGen nach 4 zuein-
ander senkrechten Richtungen uew.) sind die ¢Werte gleichmaBiger.

d) Der Widerstand ist, wie oben nachgewiesen wurde, anch nicht geneu
proportional sinem einzigern Koeffizienten, vielmebr iet die Abh#ngigkeit des
Widezstandes von der Ferm eine weit verwiokeltere. Bei der Berechnung des
Werter aler wird jeno Proportioualitit ols genaun giiltig voraunsgesetst.

Es soien fiir dasselbe GeschoB und dieselbe Anfangageschwindigleit v, und
dseselbe Lufigewicht 4, jedoch fiir mehrere SchuBweiten X die smgehdrigen
Abgangrwinkel ¢ g messen, 0 kann men bei joder ecinzelnen der betreffenden
Flogbahnen dieses Geschosses seinen ¢-Wert in der erwiahnten Weise berechnen.
Debel zeigt es sich aber hiufig, daf die Relhe der po erhaltemen Werte nioht
konstant ist, wie maen friiber wohl erwarten mochte, sondern zu- oder abnimmt.

Wenn die Lsung des ballistischen Probleme eine vollkommene wiire, und
wenn die Léngsachse dep Geschosses stets in der Flugbahntangente biiebe, was
eiue der Vorsuseetrungen von Abschnitt 4—~7 bildet, miisiten notwendig simt
liche i-Werte einecder gleich rein, da je die Form des Geschosses bei dessen
Flug durch die Loft sich micht andert. Tatsichlich iindert sich jedoch der ex-
rechnete i-Wert, und zwsr z. B. bei einigen neueren Infanteriegeschossen von
einer Flugbshn znr anderen siewlich stark.

* Die Ursache fiir dieae Anderung der Formenkoeifizienten licgt erstens daxin,
daf der Fehler in detn Ausgleichefaktor £ bei den verschiedenen Flugbahnen
desnelben Geschossee verschieden groB ist, zweitens darin, daB die Verander-
liohkeit von i mit der Form und der Geschwindigkeit (s. 0.) nicht oder nicht
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geniigend beriicksichtigt wurde, drittens aber auch darin, dafd die QGeschosse zam
Teil kriftige Pendelungen in der Luft austthren (Nzheres s. 9, Abechnit)
Im letzteren Falle trifit das angewendete Rechnungsverfahren noch weniger
genan zu, ds die Berechnung der Flugbahn mit Beriicksiohtigung der GeschoB-
pendelungen hitte durchgefiihrt werden miissen (waa freilich bis jetzt nicht in
befriedigender Weise moglich ist). Wenn slso dies nicht geschieht, wenn viel-
mehr des betraflende Nilherungsverfahren au¢h’lier angewendet wird, so mufi
pich der bieraus entstehende Fehler in einer scheinbaren Verdnderlichkeit des
Spitzenkoeffizienten ¢ zeigen, der dann gleichzeitigein Stellungskoetffizientist.

Umgekehrt darf aber nicht chne weiteres diese Veriinderlichkeit als das
quentitative MaB fiic die PendelungsgriBe betrachiet werden.

Aus den angefijhrten Oriinden kann nicht mit Bestimmtheit be-
hauptet werden, daf die in jener Weise erachossenen 3-Werte die
wahren Formwerte darstellen und nooh weniger, daB sie von einem
GeschoB suf ein anderes unmittelbar itbortragen werden diirien,

§14. Uber die berechnungen heziglich der ginstigsten
Spitzenform des Geschosses. Sogen. Aungnstsche GeschoBspitze.

Die Behandlung der Aufgabe, denjenigen UmriG der GeschoB-
spitze zu bestimmen, bei dem der Gesamtwiderstand eines in Richtung
seiner Léngsachse mit gegebener Geschwindigkeit sich bewegenden
Geschosses ein Minimum wird,
geht auf Newton zuriick. In 4 &2 Cr
der Abbildung ist die Lings- '
achee dea (Geachosses als =z-
Achse genommen, senkrecht
dazu steht die y-Achse. Ce-
geben ist das Halbkaliber
B« BB, = CC, und entweder
die Hohe A= AB =gz, — 7,
des GeschoBkopfes oder die
cbene Stirnfliche y,> -~ oder 4 i
beides. Die Stirnfliche habe & G2
den Abstand @, vom Koordi- Abb. 39.
natenanfang 0. Es handelt
sich darum, die Meridiankuxve 4, B, zu ermitteln, die bei ihror Rotfation
um die z-Achse den kleinsten Widerstand in. der Richtung der :-Achse
gibt, wenn das GeschoB mit gegebener Geschwindigkeit v in der
Richtung C'4 in ruhender Luft sich bewegt oder wenn die Luft mit
derselben relativen Geschwindigkeit in der Richtung AC gegen den
GeschoBkopf heranstromt. Dabei mége wieder x(v) den Wider-
stand der senkrecht zu ihrer Fliche bewcgien Flichemeinbeit be-
deuten. Man soll den Widerstand gegen den gesamten GeschoBkopf
B, A A, B, berechnen urd zu einem Minimum werden lassen.
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Eliegt hier eine Aufgabe der Yariationsrechnung vor. Qhne
Ableitung sei das Folgende vorausgeschickt. Wenn es sich darnm
handelt, diejenige Funktion y von = (Kurve 4,B,) zu bestimmen,

fiir die das gegebene bestimmte Integral f F (x,y,y,y” Ydr ein Bx-

tremum werden soll, so ist d.le D)ﬁersntla.lglmchung
oF d faF\ . d* (8F N
=5y T d& b?)"'?ﬁ(a?”)' (1)
zn integrieren. Die Integrationskonstanten werden in den einzelnen
bestimmten  Féllen folgendermaBlen berechnet.
Sind erstens die Enden (z,9,), (¢,,) des betreffenden Kurvenstiickes
fest gegeben, so muB fir x =), ¥y =gy, und fir z==z,, y =1y, sein
Ist der sine Endpunkt (z,y,) fest, wie hier der Punké B, feat ge-
geben ist, soll dagegen der sndere Emdpunkt (z,y,) auf einer Par-
allelen zur z-Achse verschiebbar sein, d. h. soll das gesuchte Kurven-
atiick von einem festen Punkt (z,y,) bis za einer Parallelen y—y,
zur z-Achse verlaufen und dort endigen, so mul fiira =z, y=y,

und fir y =y, F—¢ g;i,‘ = 0 sein, woraus die Konstanten zu be-

rechnen aind.
¥ Es eei 4, B, das fragliche Kurvenstiiok;
P ein beliebiger Punkt desselben und ds

;J’ ein Kurvenelement bei 7. Durch Rotation

! : " des Elementes ds'nm die x-Achse entsteht

A, ! : ein unendlich schmaler Giirtel vom Flachen-

w W inhalt 2 zy.ds ale Element df der Mantel.
obia I s fliche des GeschoSkopfes. lst « der Winkel
g : *  zwiachen der Bewegungeriohtung (z-Achse)
= und der Normalen zum Flichenelement, so
Abb. 40. ist bei Annahme des ¥ o w tonschen Gesetzes

x-df-coata
oder x-2zmyda- ( ) der Widerstand fiir das Flichenelement, ge-
richtet in der N ormnlen za df. Die Komponente entlang der x-Achae

ist x2 myds- * oder 2xx-ydy. 1 . Es gei weiterhin 4z
J ]+(dzj’ B 7%
dy )

oder « mit g, T oder i oder % mit p hezeichnet. Dann ist die

Summe der x-Kompanenten aller Widerstinde gegen dxe krumme
Oberfliche dss GesohoBkopfs
=R R
W= 2nx- iy . (2
v=re
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Hier ist y die unabhingige Variable, und die Funktion unter dem
Integral ist w(y,a) = i—_a:y?? =i _%'. 8oll also obige Regel (1} der

Vsriationsrechnung angewendet werden, so ist su beriicksichtigen, da8
jetzt = und y ihre Rollen vertauscht haben, Q. h. es ist dis Diffe-

rentialgleichung zu integrieren: 0 = by 4 (aw) +--- Da in der

8x  dy oz’

Funktion y nur y und 2, sber nicht # vorkommt, so ist g—;’ = 0,
0= 2 (%), v _~ Can st 2¥ aw ~2%
somit 0 = Iy (0 )7 37 = coost. Nun ist Erl =01 also
~2¢ 1+
(1+E'),§_koust——20 y—C'( q‘). Ferner
dx—=q.dy=g-C- ‘i.?..'_(L'f'q’?T—‘lj_Gl_')f .dgq

oder

= (204 80" — ) da-

Also ist die Losung der Aufgabe vorlinfig in dem simultanen System
goegeben
=C{q¢' +¢" —lgnta +Cy} |

y= g(l + 99 ] @)

Dies ist die Kufvengleichung, in der Form x == f, (g), ¥ = f, (¢) mit
dem Parameter g; nach Ermittelung von € und €, 1aBs sich somit
die Kurve diskutieren 'und punktweise zeichnen. Es zeigh sich all-
gomein, daB die Kurve einen Riickkehrpunkt 8, und zwei Aaymptoten
besitzt; die erste paraliel der x-Achse, die zweite parallel der y-Achse;
der erste und untere Ast der Kurve geht von p = ¥3 bis p = 0; der
zweite und obere von p=13, d. h. vom Riickkehrpunkt , ab bis
p==co. Hjer kommt, wie sich spiter zeigen wird, sllein der erste
Zweig 8,8, in Betracht.

Was nun die Bestimmung der Kenstanten ¢ und .C, betrifft, so
ist die erste Bodingung jedenfalls, daB fir r = z,, y = R sein mub,
weil der GeschoBkopf die direkte Fortsetzung des zylindrischen Teils
bilden soll. Eine =weite Bedmgung suchten sich N. von Wuich
(1882) und spater Angust (1888) durch die Uberlegung zu wver-
schaffen, daB die obers Stirnfiiche 4, 4, moglichst klein aein, also die
Ordinate §8, des Riickkehrpunktes S, den Radiug A4, des Stirn-
kreises fiiv den vorderen ebenen AbechluB'Qes Geschosses bilden soll

Wie e.us%; O leicht zu zehen ist, hat die Kurvenordinate y ihren

kleineten Wert fiir ¢ == r, oder p =73, d. h. im Riickkehrpunkst &,
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dort ist der Winkel zwischen der Tangente und der z-Achse == §Q0,
Somit sind die beiden Bedingungen f£ir die Bereohnur‘ng von C
und O, die folgenden: fiir 2=z, % mul y=R; fiir xr=gz,
g= > sein Aber damit 1B+ sich iiberbaupt kein Extremum er-
=3

halten. Denn die Grenzbedingung lauatet jetzt: fir 2 = r, muB eein

¥ e di ihg Y g 29y _
T ot Ao B0 g T i =0

oder ¢* = —-%; d.h. die Kurve liefert kein Extremum. In der Tat
ist der Luftwiderstand gegen die krumme Fliche allein fiir aich
um 30 kleiner, je mehr sich diese Flioche eimexn Zylinder ndhext.

2
w«g-ﬁzo, WO ==

Auf den Fohler in der Augustschen Ldsung haben Armanini
und Lampe sufmerksam gemacht. Letzterer wies zahlenmaBig nach,
daB bei gleichem Kaliber 2 R des zylindrischen GeschoBteils und bei
‘gleicher Kopthithe & fiir die Form der Meantelfliche des GeschofRkopfes
eine hyperboloidische Rotationsflaiche mit ebener Stirnfliche gefunden
werden kaun, die einen noch etwas kleineren Widerstand geben
wiirde als die Augustsoche Fléche.

Der Fehler der Augustechen Rechnung liegt darin, daB der auf
die ebene Stirnfliohe 4,4, entfallende Teil des Widerstandes nicht
in der richtigen Woeise eingerechmet ist, Der Gesamtwiderstand
gegen die kramme Oberfliche des Geschoflkopies und gegen die Stirn-
fliche eoll ¢in Minimum werden; und bei der Variation des Hnd-
punktes 4, auf der Parallelen zur y-Achse dndert sich nicht nur die
Meridiankurve 4, B,, sondern auch die Stirnfliche 44,%-7 oder g 'x
Es ist &lso folgendermaBen zu verfahrem:

Der ganze Widerstand gegen den GeechoBkopf ist

F=W"

Womw 2ms- | y.dy +21”¢ r?__ &
£L1+ql:l]l'¢=0 ...’. . ()

Hier bedeutet der erste Teil den Widerstend gegen die ebene
Stimfliche, entlang deren ¢ = 0 ist, da die Stirnfiche senkreeht zut
z-Achee steht; der zweite Teil den Widerstand gegon die krumme
Oberfliche dai GeschoBkopfes.

Das ersto Integral sei in zwel Teile xerlegt !,,[.*.J.gs[_f, st

aldo gle!oh "—y-d—’— - % —'umfydy. Ein Minimom ' soll £olglioh
wezden
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J3

= (g — yiy
W—?.me fydy +2-n¢' T34

= xRn — 2axf(y— 'x—_g;.)d!h

Vs
oder
y=R

W= xR —zmé-flyf;,.dy. (4a)
¥=1

Um diesen Ansdruck W zu einem. Minimum zuz machen, hat

man, da R?zx konstant ist, derart zu varileren, daB das Integral
i

f. ¥ 4y ein. Maximum wird.

i+
Yo
Die unter dem Integral stehende Funktlon it jetmt ¢ ww7E :'..
Die Losang der Differentialgleichung 0 = 33: - .%y.(a ‘;’) 4o gibt
2 2q(1+ 2
3% = konst.,, oder y --—q(l—_!_q;);?-i =20, y=+ (1 ~+g*)?; dazu
dz = ¢-dy; also wiederum
z=C¢* +g¢° —lgntg 4 Cy)
y=£(1 + ¢ wie oben in (3)

Die Integrationskonstanten ¢ und ¢, sind zu ermitteln aus den
Bedingungen: fiir # = 2, ist y == RB; fnir

z=z, ist ¢ —qu—q-—o (s. 0). Da es

sich jetzt um das Integral rl o dy,

also am die Funktion ¢ = %._%, handelt,
so ist . die 2weite Grenzbedingung: 0 =
 _yd& _ 2lih-24

LT R T (s L
worans folgb g¥=1 oder g-:== *1,:
wobei, wie man leicht sieht, nur das :bb e
obere Zeichen in Betracht kommé. wenn T
&8 sich um eine reelle Kurve handeln soll. Also muf im Endpunkt A,
des Kurvenstiicks A, B, die Nexgung der Kurventangente gegen dle
at-Achae nicht 807, sondprn 45% sein.

‘DaB unter den. Voraussetzungen der mathematischen Aufgabe
in’ deri Tat ein' Maximum des Integrals, wnd somit ein Minimam
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e s a* .
von W vorliegt, erkennt man aus der zweiten Variation: —(;q—? wird

2y(l-:_3_q_')_ Da derjenige Zweig der Kurve in Betracht gezogen

T xer ) .
ist, dessen Asymptote parallel der z-Achse ist, und da die Kurve

vom Punkt B, bis zum Punkt 4, mit Tangentennsigung 45° reicht,
' s 2% N

so ist y positiv. und st 3¢' > 1, also It =T negativ, das Inte-

gral ein Maximum. (In aller Strenge hat Kneser die Extremnms

eigenschaften untersacht.)

Kritische Bemerkungen zu vorstehender Liésung
des Problems.

Schwerwiegender sls der rein mathematische Fehler, der bel der
Augustachen Berechnung der giinstigsten Spitzenform begangen ist,
diirfte die Tateache sein, dal eine Reihe von Umsténden durch obige
Theovie teils nicht, teils in ganz unsicherer Weise einbezogen ist.

a) Es ist unwahrscheinlich, daB das Newtonsche Gesetz iiber.
haupt ein Elementargesetz ist und daB es fiir die hier im Betracht
kommenden grofen Geschwindigkeiten Anwendung finden darf.

b) Der Normalwiderstand eines Flichenelements df ist nicht nur
abhingig von x-df und «, also nicht genau gleich 5. df-cos’« (s. oben),
sondern nach § 8 wahrecheinlioh noch eine Funktion der Entfernung y
des Flichenelements von der GeachoBlingsachse, liberhaupt noch eine
Funktion der ganzen GeschoBiorm. Diese Abhéngigkeit ist jedoch
nicht bekannt.

¢) Die Form des Geschosses geht implizit in die Luftwiderstends-
funktion x (v) ein. Die Einflisse der Reibung — parsllel, und da
dss Geschofl rotiert, anch senkrecht zu den Mantellinien des Ge-
schosges —, sowie die Wellen- und Wirbel-
bildung. sind vollig unberiicksichtigt.

Zu welohen Ungereimtheiten obige Theo-
vie fithrt, wenn das AbflieBern der Luft
am Geachiof, die Wellen- und Wirbelbildung,
nicht in Rechnung gezogen wird, zeigt fol-
gendo SchluBfolgerung: Man lasse die bisher
stillschweigend benutzte, jedooh in der Auf’
gsbe nicht liegende Voraussetzung fallen,
deB fiir die gesuchte Kurve y == f(x) der erste
Diterentislguotient durchweg stotig sein miisse, nebme die Ordinatey,
des Anfangspunktes 4, belichig .en und denke sich zwischen den
Punkten 4, und B, als UmriB der krummen Oberfliche des GeschoB-
kopfes eine gebrochene Linio 4, I, B,. Diese soll gus den zwel Ge:
raden 4, D, und D B, bestehen, dio gegen die z-Achse wm den be-

S S D =
Abb. 42.
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liebig angenommenen Winkelf gleich geneigt sind (ein solcher Punkt D,
158t sich zu jedem angenocmmenen Winkel 8 leicht geometrisch kon-
straieren). Es ist denn entlang 4,D,B, der Wert ven p gleich
+tgf, p° == 4 tg* oder g" — ofg®A.
Dann wird
R

W B = 2’""[: 7o W= xBla— 2ax. 1-f-ots'ﬂf vy
fo
(da ctg®f komstent ist), also
W = xR — mxcos? B(R® — 9,%.

Der Winkel § kann beliebig klein gewihlt werden; also ist an dJer
Grenze We=xR*x — sx+1+(R® — y,?) = s y2. Und wenn 4, spezicll
aut der Langsachse angenommen wird (9o = 0). ®o ist im Grenzfa.]l
der Luftwiderstand W gegen ein solches SpitzgeschoB mit kegelformiger
Spitze und kegelformiger Ansbohrung der Spitze theoretiseh gleich
Null (suf diese Lisung haben schon Legendre und Weieratral
aufmerisam gemacht),

Niemand aber wird glauben, daB tatsichlich der Widerstand gogen
Geschosse von der Form I oder II oder Il ihres Liugsschnitte sehx
klein sei. Per Grund des
scheinbaren Widerapruchs 4
liegt darin, daB des Ab-
strimen der Luft am Ge-
schof von der Theorie nicht
beriickaichtigt ist wnd vor-
liufig auch nicht villig be-
riicksichtigt werden kann.

Aus diesen Griinden
haben solche theoretieche
Berechnungen im vorlisgen-
den Fall keine prakti-
sche Bedeutung. Viel- =T >
mehr ksnn vorldufig nur Abb. 43111V,
der (einwandfreie) Ver-
such iiber die giinstigete Form des Geschoeses entacheiden.

Ubrigens sei bei diesem Anla8 darauf hingewiesen, dsB sich
such die Form des hinteren GeschofSendes von wesentlicher Be-
deutung ist. Es ist nicht unmdglich, da8 die Natur duroh Anpassung
in der Form des Vogel- und FischkSrpers und die jahrtausendelange
Erfahrung der Menschheit in dex Form des Schiffs (vgl. Abb. IV und V)
fir kleine Geschwindigkeiton ejne -giinatigere Ldsung der Aufgabe ge-
funden hat, als es bisher der Variationsrechnung moglich war.

Craus, BaBistik, 5. Acfl, Ba.T. 7
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Die Formen 1V und V wurden schon 1744 von d'Alembert und 1831 von
Piobert worgeschlagen; die Eiform 1781 von Robins; ein Kegelatumpf am
hinteren QeschoBeude 1840 wvon Dreyse und 1860 von Witworth; wvon
letzterem und von Hebler suBerdems scharfe Zuspiizung des GeSChOBkopfu,
Hieriiber und tiber spapische Versuche mit torpedoférmigen Geschosson (Form
IV und V) eus dem Jahr 1906 vgl, die Lit.-Note. Letzters Form ist rein hydre.
dynamisch ohne Zweifel ginstig; sber Griinde der Stabilisierung des Geschosses
im Rohr und beim Flug in der Luft und andere praktische Griinde eprechen
gegon diese GeschoBform.

Besger als torpedofSrmige Geschoses haben sich bei grofien Anfaogage-
sohwindigkeiten solche-Geschosse bewihrt, die am hinteren. Eade eine Ver-
jiingung in Form eines Kegelstumpfs besitzen, dessen Hohe und dessen Boden-
flichendurchmesser nnr etwa 829/, des eigentlichen GeschoBkalibers betragen.
Und was den GeschoBkopf anlangt, so scheint es weniger darauf auzukommen,
ob die Meridiankurve des GeschoSkopfes ogival oder parabolisoh oder byper-
bolisch mew. ist, als vielmebr darsuf, daB, wenn z. B, ein Ogival gewahlt wird,
der Abrundungsradins des Ogivals méglichst gro8 fst und daB slle Ubsrgange-
teile an der GeschoBioberfliche nach Miglichkeit abgerundet simd, demit dag
Entstehen von starken Luftwellen und Luftwirbeln moglichet vermiedsn wird.
Um bei langer Spitze eine zu starke Vermehrung des Gesamtgewiohts des Ge-
sehosses und eine zu woitgeheude Verlegung des Gosamitschwerpunkts nack der
Spitze hin 2u vermeiden, wird man unter UmstBaden, je naoh der beabsiohtigten
Verwendung der Geschrese, die Spitze zwar geschloesen, aber hohl anordnen
{sogen. Haubengeschosse, Verschlag.vom Q. v. Eberhzard). Im &brigen sei
snf die Aufsitze von Hptw. Jestrow (8. Lit.-Note), sowie auf die Waffen-
lebren von Wille, Berlin, Zimmerle usw. verwiesen, .

IV. EinfluB der Luftdichte,
§ 15. Berechnung des Tageslufigewichts d.

Der Luftwiderstand hingt nack dem obigen u. s vonm der zur
Zeit des Schusses herrschenden Dichte der das GeschoB umgebenden
Luft ab. Es bandelt sich also darum, sas der Lufttemperatur 0 C,
dem reduzierten Barometerstand Hy, mm und dem Feuohtigkeitagehals
100+2°/,der Luft Gas Gewicht 8 zu berechnen, das L cbm Luft am Ver-
suchstag in der Nihe des Miindungshorizonts oder auch in der Hihe.
y (m) dariiber besitat.

A. Luftgewicht 4, am Erdboden (fiir y = 0). .

Das Gewicht yon 1 chm vollkommen trockener Luft betrigt fiir
450 geographischer Breite und fiir Meereshihe 1,29303 kg, fiir Berlin
mit der Breite 52° 30" und 40 m Hohe itber dem Meer 1,298 88 kg.
Somit ist das Gewicht P von 1 cbm trackner Luft bei £® C Tempe-
retur und bei H; mm Barometerstend nach dem vereinigten Gesetz
von Mearictte und Gay-Lussac fiir Berlin
;8 1

P 12939 755 - 1600967 @
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Nun ist die Luft feucht; daher ist 8, < P, da fer Wikomye -
den die Luft teilweise enthilt, nur § vom Gewicks 'deés gleichenfvrd-‘
lumens trockner Luft wiegt. Der Buomeﬁsrstanﬂgﬁo,}begiehﬁ sich
ouf den Druck der feuchten Luft. Man hat sich also “in:a%n}‘z_@pj
in einen chm trockner Luft Wasserdampf von der Spanfung & 3
strome, und daB dafiix ein gewisses Quantum trockner Luft austrete,
go daf der Druck ebenso groB ist, wie er tatsichlioh fir die feuchte
Luft gemessen wurde, némiich gleick H, Die trockene Luft, die
dabei in dem chm &brig bleibt, wiege @, kg, ihr Partialdruck be-
trage H, um. Der eingestrdmte Wassordampf wiege @, kg, der Partial-
druck sei emm. Nun ist nach dem Gesetz von Dalton der Druck
eines Gemisches gleich der Summe der Partisldrucke, die man hitte,
wonn je dag betreflende Gas allein fiir sich denselben Raum erfiillen.
wiirde, d. h. es ist

Lot
eint R

Hy=H, +e. 2)

Fithrt man diese Vorstellung durch, 20 hat man sich zu denken,
daB zuerst sllein die @, kg trockener Luft in dem cbm eich befinden.
Der Druck ist H,. Vergleicht man diesen Fall mit dem Fall von
Gleichung (1), der sich gleiohfalls auf Fiillung des obm mit trockener
Luft bezieht, so hat man, da nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte
die Drucke wie die Gewiohte pro chm sich verhalten,

[} Hy—e
e = )

Stellt man sich ebenso vor, es befindem sich nur die G kg
Wasserdampf in dem cbm, wobei der Druck emum betrage und ver-
gleickt diese Fiilung mit der oben erwihnten, wobel das chm ' mit
Wasserdampf vom Druck H, mm gefiillt ist (Gewicht des cbm § P),
so ist sngenihert

I

=, : 4
“=% @

oo e

.Diege Werte von G, +@, in 8,=0,+ @, cingesetzt, gibt

. P 3 ¢
somi (=) @
oder, wegen (1) _
) 1,2939 8 )
8, (kglobm) = s o 5009875 ’(Ho =g ) . @
Wenn die Lufi mit Wasserdamp! gesittigs ist, laSt sich e = E
(Spannkraft des Wasserdampfes bei ¢° 0) aus der in der Physik und
Technik woklbekannten Tabelle entuehmen. Wenn sie, wie gewdhn-
lich, nicht gesdttigt ist, so ist ¢ nur ein Bruchteil von X, e=s-%.
. 7
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& wird, mit 100 multipliziert, von den Prozenthygrometern direkt
angegeben, somit ist .
1,2988 - H, 278 - .-
b= T+ 0,174 TR 1)
Um die Bedsutung der Bezeichnungen zu wiederhelen, so ist

t die Lufttemperatur in Grad Celsius,

+ die relative Peuchtigkeit, d. h. das Verhiltois der Spawnkraft e
des tatsiichlich in der Luft vorhandenen Wussexrdampfes zu der
Spannung £ des Wasserdemypfes im Fall der Sattigung (fix ¥
Tabelle Nr. 8 im Anhang); 100-s von den Prozenthygrometern
(z. B. von Koppe und von Lamprecht) direkt angegeben.

H, der auf 0°C reduazierte Barometerstand in mm,

Abgelegen werden H wom am Quecksilberbarometer. Da man
jedoch ‘speziell mit dem Barometer nur den Luftdxuck, nicht auch
auBerdem die Ausdehnung des Quecksilbers mit der Temperatur zu
messen wiinscht, begieht man, um Vergleichungen zu ermdiglichen,
die Angaben des Baromsters auf eine und dieselbe Temperatur, die
Normaltemperatur 0% C. Nun ist der Ausdehnungskocffizient des
Quecksilbers 1: 5550, aleo ist der abgelesene Barometerstand

H= H, (1 + 3355—0) ; folglich H, == nahezu H(] — 5*5156) .
H

Dio Korreltion betrégh oyl 0,000181-H.¢; Adiese ist abzuzichen.
Andererseits debnt sich anch der MafBstab am Barometer aus. Wird
dieser aly avs, Messing (Ausdehnungekoeffizient 0,000 019) bestshend
angenommen, 80 hat man von der letzberwihnten Zahl wieder
0,000019. H-t abzuziehen. Folglich betrigt die im ganzen am abge-
lesenen Barometerstand H abzuziehende Korrektion nur 0,000182 - H 4.

Hiufig wird bei der Berechnung ‘des Tagesluftgewichts d, von’
dem Feuchtigkeitsgehalt der Luft abgesehen, da disger EinfluB gering-
fiigig ist. In diesem Fall wird (s. 0.)

Gy P (Hin mw), )
wag in den meisten Fillen gentigt. ’

Die Verwendung eines einheitlichen Luftgewichts 4, (des sogen,
Bodenluftgewichts) kann in allen den Féllen als zulissig angesshen
werden, wo man in eimer ansreichenden Zahl von SchieBversuchen
20 verachiedener Abgangswinkeln, dsrunter such zu dem Abgangs-
winkel der grifiten SohuSwsite, oder zu einem diesem sehr pahe-
liegenden, dis SchnBweiten erschieBt. Der durch Annahme eines pin-
heftlichen Bodenluftgewichta 8, fir slle Bahnen gemachte Fehler
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filis dsxun mit manchen anderem Vernachlissigungenm dem aus den
SchieBergebnissen berechneten ballistischen Koeffizienten zur Last
{(vgl- § 13 am SchluB). Doch wird man such in' diesem Falle gut
tun, nach einem bereits zu Kriegsheginn duxch C. Cranz gemachten
Vorachlag zur Berechnung des Bodenluftgewichts nicht die momen-
tape Lufttemperatur am Boden, sondern einen in geeignester Weise
ans periodischen Ablesungen der letzten 24 Stunden gewonnenen
Mittelwert zu nehmen, um den in unmistelbarer Bodennibe bhesom-
ders schwankenden Temperaturgang auszuschalten.” )

B. Luftgewicht 4, {kg/m®) in der Hohe y{m) fiber dem
Mindungshorizont.

Um die Anderung des Luftgewichts mit der Erhebung y(m) iiber
dem Erdboden zu beriickelchtigen, nahm St. Robert die lineare
Funktion &, == §, (1 — 0,00008-y); P. Charbonnier 1804 &, =d,.
{1 —0,000 11. <) E Everling (g. Lit.- Note) findet mié Bemokstchtxgung
der Erfahrungswerte von Schubert, Coym und Linke eine fiir For-
melberechnungen bequeme Exponenbial.funkbion 8, == 8- ¢ 0000108y
= §,-10 —%0%004-¥ (dabei y in m)} und eine fiir Zahlemechnungen ge-
eignete Formel:

8, = 1,260 — 0,1153 y 4- 0,003024 -y",
dabei y in Kilometorn,

C. Cranz schlug 1910 vor, fiir eine rohe Niherungsberechnung,
die nicht viel Zeit in Anspruch nehmen darf, mit einem konstanten
Luftgewicht zu operieren, wie es in § der Gipfelhdhe herrscht; denn
%-y, ist naoh § 1 die Héhe, in der sich heziiglich der Zeit und der
horizontalen Kartepentfernung das GeschoB, wenigstens im luftleeren
Raum, durchschnittlioch befindet.

Die Cranzsche Regel ist in den ersten Kriegsjahren bei ‘der
deutschen Artillerie mit gutem Erfolge zur rechnungsmifigen Aus-
schaltung der Witterungseinfliisse beniitet worden. Auf Veranlassung
von K.Becker fand diese Regel eine weitere Verscharfung durch
die im Frithjshr 1918 auf deutscher Seite erfolgte Einfiihrung des
nballistisohen Luftgewichts®. Darnnter versteht man sin angenom-
menes einhsitliches Luftgewicht, das konstant wihrend des ganzen
GeschoBfluges wirkend den gleichen Einfled auf die SchuBweite hat,
wie das mit der (eschoBflughthe variable tatsichliche Luftgewicht.
Einzelheiten dariiber siehe in § 49 und besonders im 12. Abachmitt.

Bei groBen Hbthen y, in die das GeschoB gelangt, wisd map ge-
nager in der Weise zu rechnen haben, wie es O. v. Eberhard und
A.v. Brunn (s Lit.-Note) ausgefihrt haben: Es bedeute p, (kg/m?) den
Luftdruck und 7, die absolute Temperatur am Erdhoden; p, bzw. T
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den Luftdruck bzw. die Temperatur in der Hhe y{m). Bis zu einer
Héohe von y=— ca. 12000 m oder in der sog. Troposphire, nimmt
nnter normalen Verhiltnissen nicht aur der Luftdruck p, sondern
auch die absolute Temperatur 7' der Luft mit wachsender Erhebung y
ab; es ist T =T, — A-y; 4 heiBt dus Temperaturgefille. In der sog.
Stratosphire (y > 12000 m) ist die Temperatur konstant gleich
— 54,6% €, also im absoluten MafBl T konst. = 218,4. Um nun das
Verhiitnis 4, :d, des Luftgowichte é, in der Hohe y(m) zum Luft-
gewicht §, am Erdboden in seiner Abhiingigkeit von der jeweiliger
Héhe y, von der Temperatur 7, und dem Luftdruck p, daselbst zu
erhalten, hat man die Gleichgewichtshedingung dp, = —4,,-dy und
das Gasgesetz p, = 0, -E-T, anmwenden, wo B die Gaskonstante
bedeutet (fiir Luft R = 29,29).

8} In der Tropesphire ist T =~Ty — i-y. Das Temperatur.
gefille i ergibt sich darans. daB fiir y~ 12000m T = 23184 ist;

somit ist 2184 = T, — 1-12000; 'Z’—T'Tobﬁ'(TU“ 2184). Aus den

beiden angefibrten (leichungen, der Gleichgewichtsbedingung wund
dem Gasgeaetz, folgt
‘i_Pv -2y
= r == 'TT,—I '
L

(-2
T,

i\

dureh Integration B
P
ST T
3,

Und d
& P Ty P To—i g’

1
. é v \E1-! T, —2184
g0 wird #—(l._l'-ﬁ) s  worin 4= anOﬂ(T" IV}
Ngherungsweise kann man bei der obigen Glelchung ot Rdg'
[ 4

anch in der Troposphiire statt mit einem vemnderhehen T einfach
it emer kopstanten mittleren Temperatur rechnen, die mxf; T, be-
zeichpet gein moge. In diesem Fall erbilt man duroh die Integmbxon

%=e RT—, also %z%o B’—n (I-Va)

man braucht also nur die Temperatur in den verschiedenen Héhen y
zu kennen. In der Grenze zwischen Troposphire und Stratosphire ist

Pows _ (4 _ 412000 1.8 112000\“"—1
(1= 20 fgen (5

r N T TE, L Ty 7/
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b) In der Stratosphire, wo
T konst. = T, ~1-12000 = T4, = 218,4- ist

(in Graden C= — 54,6}, hat man durch Integration dér Gleichung
dpy iy

Py E-T,

von jener Grenze ab:
11—12000
Py 3y - R J'non
Piz oo 315000
Also st in der Stratosphfire das Verbaltnis des Laftgewichts 8,
zum Bodenluftgewicht 4,

1

T { y—12000
( 1-12000\ *-1 TR (Le—2 13000}
\ _u_} e (Fe . (V)

Als Erster lm,t 0. v..Eberhard richtig erkannt, welche Bedeutung diesen
Beziehungen (IV) uad (V) fir sehr groBen Steighéhen eines Gesohosses
gukommt:

Man denke sich, unter Vorauesetzung eines normaien Tempemtnr-Gradlentenl
das Luftgewicht ela Funktion der Steighdhe y in einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem als Knrve dargentellt; die &, ale Absaziseen; die Steighdhen
y alg Ordinsten (8. Abb. 44). Dies mége folgendermaBen
dreimal geschehen. Die Kurvel beziehe sich auf Nor-
maltemperatar T, am Erdboden wnd Normal- Baro-
meterstand p, am Erdboden, woraus sich gemiS p, =
8- R-T, das normale Luftgewicht ;= 0D am Erd-
boden ergitt. Die Kurve 2 sei gezeichnet unter
Voraussetzung eines gleichen Bodenluftdrucks.p,, aber
einer niedrigeren Bodeninftteropezatur Ty und folglich
eines griBeren Bodenluftgewichts 3 = OF. Die Kurves
sei gezeichnet unter Vorsussetzung siner unverioder-
ten, also normalen Boden-Lufttemperatur ¥, aber
eines hheren Boden-Luitérucke p,’, derart, daf ein
hoheres Bodenluftgewicht 8,’ = OF resultiert. Also in Abd. 44.
den drei Kurven sind die fiir y =0 vorausgesetzten
GréBen: Lufttempemtur Luftdruck, Luftgewicht bzw. die folgenden: in
1. T, p, &, ia 2.2 Ty p, 8/, in 8.: To?o' .

a) Vergleicht man die beiden Kurven 1 und 2 (wo der Luftdruck am
Boden dercelbe p, ist), so sieht man, du8 die beiden Kurven sich schmeiden.
Die Fliohen aller soloben Kurven wie 1 urnd 2 mit gleichem Bodenluftdruek p,
sind unter smich gleich; d. h. die Flache zwischen der Abszizmsenachse, der
Ordinatenachse und der Kurve 1 ist gleich der Hliche zwischen der Ab
achse, der Ordinatenschse und der Kurve 2. Dern eive solohe Fliche ist
nichts enderes, alg das Gewicht der Luftsiuvle, die {iher !} gm des Erdbodens

o

atebt, weil eine solche Fliéche eimerseits = J'd -dy uod wegen, der obigen Gleioh-

gowichtebedingung andereraeits auch = - f dp= -t p, ist.

- b) In den beiden Kurven 1 und 3 ist die Bodenlufttemperatar die
gleiche T,, (sber in 8 das RBodenluftgewicht -8, statt 4, und der Bodenluft-
druck p, sbatt p,). Aus Gleichung (IV) und (V) folgt dann, daﬂ in eimer und der-
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gelben Héhe y =0M iher dem Erdboden by:8,=18,": 8y oder MA:MC
= QD :0FE ist; denn in (IV) und (V) sind dann die rechten Seiten konstact.
Also in diesemn Falle, wo die Bodenluftterperatur eich nioht #ndert und
streng genowmen nur in diesem Falle, kann, falls sich das Bodenluttgewicht
um 49, gegeniber dem wnormalen Bodenluftgewicht Andert, die relative Ande-
rung A8,:48, des Luftgewichts in der Flughthe y einfach gleich der relativen
Anderung 49,:8, des Bodenluftgewichts gesetzt werden,

¢) Jn den beiden Kurven 2 und 8 ist das Bodemlufigewioht dasselbe &),
(sber » und T heben sich in 8 gegeniiber 2 beide geinderf, und zwar in
dem Verhiltnis, daB 3,: 7, =5,: Ty). Von dicsen beiden Kurven 2 und 3
verlinft diejemige (2) mit der niedrigeren Lufttemperatur 27/ unterbalb der-
jenigen (8)-gmit der hoheren Bodenlufttemperatur T,,. Also ist bei gleichem
Bodenluftgewicht der Luftwiderstand kiciner sn einem kilteren Tag, als an
einem, warmen Tag; und es wird danach in der kalten Luft weiter geschoesen,
trotz des gleichen Bodenluftgewichta 3,"- )

Betrachtet man nun fiir diese 3 Kurven jo die Kurvenfliche zwischen der
Abmzisgenachse ODE, der Qrdinatenachse O, einer Parailslen MABC zor
Abszisscnachee in der gegebenen Flughthe O M=y und der betreffender Kurve
selbst, also die Korvenfliche OMAD, bew. OMBE, bzw. OMCE, o zeigt sich
folgendes:

Bei kleinen Flughdhen y oder O ist die Flache EBC klein gegemiiber
der Fliche DACE, oder die Kurvenfiiiche OMCFE ist nahezu gleich der
Kurvenfliche OMBE. Das heiBlt: wenn eich das Bodenluftgewicht 8, oder OD
auf den Wert 4,’ oder OF andert, s0 hkommt es wenig darant am, ob sich da-
bei die Temperatur 7, am Erdboden enf T, geéindert hat; fiir die Bemeesung
der Kurventachen, -—— von deren Bedeutung fiir die SchuBweiten pachher die
Rede gein eoll, — jst viclmehr das Wichtigsto, daB sich das Bodenluftgewicht
8, in 8, abgeindert hat.

Dagegen bei groBen Flughéhen y ist die Kurvenfliche DARBRE, wie
gich bei richtiger zablenmiGiger Darstellung des Dingramms (unter Berdick-
siochtigung des Vorzeichens der betr, Flachenstiioke, aus denen sich DABE -
sammensetzt) zeigt, klein gegen die Fliche FBC. Also It die Kurven-
fliche OMAD, nehezu glelch der Kurvenfiiche OMBE. Obgleich pich das
Bodenluftgewicht von d, oder OD suf 3, oder O abgeindert hat, kommt
ez bei groBen Steighthen y fiir die Bemessung der Knrvenflichen weniger auf
digge Anderung des Bodenluitgewichis sn, ale vielmehr dareuf, daB sich der
Barometerstand s Erdboden von p, auf p, geindert hat.

Und nup hat 0. v. Eberhard betreffs dieser Kurvenflichen der Luft-
gewichtefunktion § (y) das foigende intereedante Theorom sufgestellt und durch
zshlreiche Berechnungen von Flughabnen hewiesen.

Setz von 0. v. Eberbhard: Dje SchuSweitendnderung 4 X, die dadurch
bewirkt wird, daB die der SchuBtafel zugrunde gelegten normalen Luftverhalt-
nisse (ndmlich Temperatur T,, Barometerstsnd p,, somit Luftgewicht 8, am
Exdbeden, und demit T,p,4, in der Hobe iiber dem Erdboden) am SchieB-
tage auf die Tageswerte: Ty 3,"8, am Boden und somit T/ p, 3,/ in der Hhe y
sich gefndert haben, is6 proportional der Anderung desjenigen Teils der Kurven-
fliche der Lunftgewichtakurve, der zwischen der Abszi hee und der Farnl-
lolen dazu im Abetand y, der Gipfelbthe der Flugbahn ligt. Oder, was dae-
solbe ist, 4X jst proportional der von der Abszissenaohse der 3 bis
zu der Parallelen dazu im Abstand y, reichenden Fliche 4ODE
zwisohen der Normallnftgewiohtskurve AD und der Tagesluft-
gewiochtakarve CZ.
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Nach dem Obigen ist die Kuivenﬂiohe OMCE der Tageelvftgewichtakurva
=p/ —p,’, die Kurvenfliche O M AD der Normalluftgewichtaskurve = p, — py.

Somit ist AX=2[p)—p, — (Pe—P)] ==-P, (VD)

Die Normalluftgewichtskurve kann ein fiir allemsl gezeichnet und von
1000 zu 1600 m SteighShe y integriert werden; dann ist p, —p, eine gegebene
Funktion von y, die ans einer Tabelle oder sinem Diagramm sich ergibt. Am
Schiefitag wird der Barometerstand p, [am Erdboden (sowie bei anormalem
Temperaturgradient auch die Temperatur in verschiedenen Hobhen f@ber dem
Erdboden) gemessen; der Barometerstand p,’ in der Gipfelhéhe der betr. Flug-
bahn ist dann leicht 2u berechnen. Man kennt somit in Geichung (VI) den Wert
der eckigen Klammer oder P. Und dem Proportionalititefaktor » wird man
fiir das betreflende Geschiitz und den in Frage hommenden Abgangswinket @
rein emwpirisch ermitteln, indem man statt des normslen Barometersiands py
einen stwa um 40™™ Hg groferen Tages-Barometerstand g, hei gleicher
Bodentemperatur apnimmt. Daru gehdrt eim ganz bestimmter HBarometer-
gtand p,’ fiir die Gipfelhdhe. Man kennt slsdenn flir diese spezielle An-
nahme den Wert von P; und die SchuBweite X’ der abgeanderten Fiugbahn
liefert, weom sie berechnet ist, die zugehdrige Schufiweiteninderung X’—X
oder 4 X. Dieces 4X dividiert man durch den vorhin gewonnenen spezicllen
Wert der eckigen Kiammer P und hat so fiir das betrafiende Geschiitz, die
betreffende Iadung und den betreffenden Abgangswinlel ¢ den Wert von x,
Diese Zahlen x wird man in der SchuBtafel bei den einzelnen Abgangswinkeln ¢
eintragen.

Speziell bei 8o groBen Steighdben, daB dabei das Geschof in
Ragionen der Stratosphire gelangt, wo die Lufidichte verschwindend
klein ist, ksnn praktisch p, wnd p,” gleich Null gesetat werden. Dapn isth

4 X = (D' —po)- in
Alsc die SchuBweiteninderung ist dann einiach proportiona! Jer Differens zwischsn
dem Tages-Barometerstand und dem Normal-Bsrometerstand s Erdboden.

Bei miftleren Steighdhen kann man nach Glieichung (V1) verfebren.
Oder aber wird mwan, falls der Temperaturgradient der normale ;nt, ainia.ol;' die

y Py __Zo
8, Py Th—iy
vorwenden. Oder endlich wird maen von einer Wetterwarte den Verlsuf der
Temperatur in den verschiedenen Hohen y oder auch nur T, als Funlittion von p,
sus Drachenaufitiogen mitgeteilt erbalten und dann ?=§:§,& herechnen.
o v

Eine susfihrliche Tabelle fiir das Verh&ltnis :‘:1 und die Ableitung nach y hat

1]
O Wiener gegeben; siche Lit.-Note u. Bd. IIT; die Tabells roioht bia y = 16000 m.
Betreffu weiterer Einzelheiten, aach der Berdoksichtignng von nichtnormalen
Temperaturgradienten, ferner der Anderung der Luftgewichtaformel durch die
Abnshme der Schwerobeschlounignng mit der Hohe uvsw., sei ant die Bohrift
von O. v. Eberhard; Einiges Gber die Ballistik groBer SohuBweiten, Berlin
1924, Verlag von G. Bath, verwiesen.

§ 16. Zusammentassende kritische Schlubemerkung zn diesem
Abschnitt.

Uberblickt man die obigen Resultate der Theorie und Beobach-

tung iiber den Luftwiderastand gegen Geschosse, so ist das Gesamt-

Tagestemperator 7, am Erdboden messen und die Gleichung
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bild ein wenig befriedigendes beziiglich der Theerie, nnd maa erkilt
den Hindruck, daB dieses ganze Gebiet erst in den Anfingen seiner
Entwicklung sich befindet.

Die Versuche, durch rein theoretische Exwigungen zu einem Ge-
setz fiir den Widerstand der Luft gegen ein axial bewegtes und ro-
tiersndes LanggeschoB zu gelangen, haben insofern zu keinem all-
gemein giltigen und zugleich fiir die Ballistik brauchbaren Ergebnis
gefiihrt, als die theoretisch erhaltenen Gesstze nicht die sémtlicken,
je nach den speziellen Verhaltniesen mehr oder weniger in Betracht
kommenden Begleiterscheinungen einbegreifen. Das GeschoB verliert
goie Energie beim Flug durch die Luft dadurch, daB den Teilchen
der umgebenden Luft Beschieunigungen erteilt werden. Diese Be-
schleunigongen sind mit Wellenbildung und infolge von Reibungen
mit Wirbelbildung verbunden. Diese duBerst verwickelten Vorginge
dar Luftbewegung wurden von den verschiedenen Theorien einseitig
als eine einfache StoBerscheinung oder einseitiy als ein thermodyna-
mischer (adisbatischer oder isothermischer) Vorgang usw. in Rach-
nung gezogen. Andere Gesetzn wie das Lorenzsche und das Vieille-
ache, die wenigsteps die wichtigsten Umstdnde der Luftbewegung um
das (Geschof mathematisch wiedergeben, sind derart, daB mnoch micht
villig sicher nachgewiesen ist, ob sie fiir die praktischen Zwecke der
Ballistik direkt verwendbar sind.

Es hat sich geseigt, daB die verschiedenen GréBen, die fiir den Luft-
widerstand maligebend sind, nimlich der Querachnitt R%*z, der Form-
koeffizient ¢, dio Geschwindigkeit v usw., nicht in der frither ange-
nommexnen einfachen Weise, nimlich als Faktoren eines Produktes rein-
lich voneinander geschieden, in der wahren Luftwiderstandsfunktion vor-
kommen, daf e speziell einen Formkoeffizienten ¢, derallein den Eipflufl
der GeschoBform charakterisieren wiirde, streng genommen nicht gibt.

Fiir den Fall, dsB8 das LanggeschoB sich micht axial in der Luft
bewegt, dafl vielmebr die Lingsachse mit der Tangente der Schwer-
punktsbahn einen endlichen Winkel bildet, lassen sich zwar die Korn-
ponenten des Luftwiderstandes parallel und senkrecht zur Lings-
achse und ebenso die Lage des Angriffspunktes der Luftwiderstands-
resultanten auf der Achse mit Hilfe eines Elementargesetzes (Newton,
L ssl ngw.) borechnen, allein diese Berecknungen sind sebr unsicher,
Abgesehen von den vorerwahnten Umsténden schon deshalb unsicher,
weil jede genaue Kenntnis dariiber fehlt, welches Elementargesetz
fiir die groBe Geschwindigkeit von Geschossen in Berechnung zu
nebmien ist, jn ob iiberbanpt ein Elementargesetz mit geniigender
(enauigkeit hier unmittelbar in der Art angewendet werden kannm,
Qa8 mit dessen Hilfo iiber die dem Luftwidersland ausgesetze Ge-
schofoberfiache integriert werden dart.
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Der gleichen Unsicherheit sind deshalb aneh alle bisherigen
Formwertberechnungen unterworfen. Besonders die sog. Augustsche
Spitzenform kann anmdglich die wahre Lésung des Newtornschen
Problems der giinstigeten Widerstandsfliche sein. Denn nifeht nur
ist in der rein mathematischen Berechnung e¢ine grundsitzliche Un-
' richtigkeit enthalten, sondern, was wichtiger ist, es sind die bei der
Berechnung gemachten Annahmen im Widerspruch mit den tatséich-
lichen Vorgingen der Luftbewegung uwm das GeschoB.

Wenn trotzdem mit jenen Proportionalititen, besendera auch mit
Formkoeffizienten ¢ weiter gearbeitet wird, so liegt dor Grund darin,
daB die Ballistik einfach und rasch srbeitender Verfahren bedarf und
daB8 der Genauigkeitsgrad der zur Zeit vorhendemen Rechnaungs-
arten immerhin ein derartiger ist, daB er in Anbetracht der natiir-
lichen Geschofetreuungen fiir die meisten Bediirfnizgse der Praxis
geniigt, wie 7. B. aus § 41 hervorgebt. Es soll also auch im folgen-
den die Verzigerung des Geschosses durchweg =~ cf(v) gesetzt wer-
den, wobei ¢ proportional dem Querschnitt R*z, dem Luftgewichtd,
cinem Formkoeffizienten ¢ und umgekehrt proportional dem GeschoB-
gewicht P ist.

Dabei soll jedoch aunsdriicklich betont werden, ds3 dies pur aus
Mangel eines Besscren geschieht. Ees wird einer Zeit von mehreren
Jabrzebnten und des Zusammenwirkens zahireicher Krifte bediirfen,
bis die Lebre vom Luftwiderstand auf eine feste Unterlage gestellt
ist. Ohbne Zweifel wird dabei der einwandireie Versuch das Funda-
ment liefern miiszen, auf dem die Theorie weiterbauen kanon.

Dritter Absohnitt.

Das spezielle ballistische Problem. Angabe des
Problems wund allgemeine Folgerungen fiir die
Flugbahn.

§ 17. Die allgemeinen Gleichungen.

Die parabolische bzw. elliptische GeschoBbshn, die im erzten Ab-,
schnitt fiicr den luffleeren Raum erhalten worden war, wird durch
den Luftwiderstand im allgemeinen derart abgeéndert, da3 die
BchuBweite verkiirzt, die Gipfelbbhe und die Endgeschwindig-
keit verringert, der spitze Aunffallwinkel vergréBert wird. Aillerdings
ist es-nicht grundsitzlich ausgeschlossen, daB der Luftwiderstand die
SchuBwoeite vergrifert — und v. Minarelli, sowie Sabudski
(8. Lit.-Note) berichten iiber die Beobachiung derartiger Falle; auch
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C.Cranz het (s.w.u.) an rotierenden Holz-Langgeschossen solches einige
Male beobachtet; bei photogrammetrischer Festlegung von Flugbahnen
ist wiederholt, zwar nicht eine SchuBweiten-VergriBlerung gegentber
dem Schul im Vakuam, aber eine anffallende Streckung des absteigen-
den Astes konstatiert worden —; dies ist bei Langgeschosten unter
Umstanden dann méglich, wenn der vordere Teil der GeschoBachse stets
oder wenigstens im groSten Teil der Flugbshn oberhalb .der Bsho-
tangente liegt, also die Wirkung der Luft gegen das sohiefgestellte
GeschoB eine derartige ist, wie sie bei Luftschiffen durch schief-
gestellte Segel ebsiohtlich herbeigefiibrt wird, (bei kugelfSrmigen Ge-
schossen kann oin solcher Fzll dann eintreten, wenn das GeschofB
eine Rotation um eine horizontale Achse von unten iber vorn nach
oben angenommen hat), vgl. § 55. Jedoch gehdren derartige Fille 2u
den Seltenheiten, und sie sind ausgeschlossen, wenn, wie in diesem
Abschnitt geschehen soll, die Voraussetzung gemacht wird, daf die
Aohse des Langgeschosses durchweg in der Bahntangente
Yiege (oder, falls es sich uam kugelfSrmige Geschosse handelt, daB
eine Rotation nicht vorhanden seil. Weiter soll von stirenden
Einfliissen wie Erdrotation, Wind usw. vorlinfig abgesehen werden,
Die einzelnen Aufgaben, um die es sich bandelt, werden spiter
besprochen werden. .

Der in der Verzégerung of(v) des Geschosses durch den Luft-
widerstand vorkommende ballistische Koeffizient ¢ ist eine gegebene
Fuanktion der Flughéhe y. Deunn in ¢ ist u. 8. das Ludtgewicht &
enthalten, das gemal § 15 mit der Hohe y verdnderlich ist, Ebenso
ist die Fallbeschleunigung ¢ dem Gravitationsgesetz zufolge eine
Funktion von y. [Ubrigens sind Sondergeschosse denkbar umd zum
Teil auch verwendet, bei denen das gleichfulls in dem Faktor ¢
enthaltene (Gescholigewicht auch eine Funktion der Zeit ist — rauch-
gobende Greachosse, Lichtspurgeschosse usw. — oder sclche, bei denen
sich sogar der GeschoBquerschnitt mit der Zeit éndert. In solchen
Fallen wére ¢f(v) eine Funkiion der Geschwindigkeit v, der Hohe y
und der Zeit ¢; ¢/ (v)=p(v, ¥, t).]

Wenn gerader Flug des Geschosses und Konstanz von g voraus-
gesetzt ist, so stellt die Aufgabe, bei gegebenen Anfangsbedingungen
die Elemente der Flugbabn zu berschmnen, pdas spezielle balli-
stische Problem im engeren Sinne* dar; wenn such noch kon-
stamtes ¢ vorausgesotzt ist, spricht man von dem ,ballistischen
Problem im engsten Sinn“. Auch djeses Problem als eine bloBe
Korrektionsaufgabe gegenfber tden Verhiltnissen im luftlesren Raum
zu bebandeln, ist im aligemeinen nicht angingig, vielmehr héchetens
bei verhiltnismaGig kleinen Anfangsgeschwindigleiten und verhaltnis-
wABig groBen Maasen der Geschosse. Dies zeigen die folgenden Beispisle:
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Beispiele. 1. Franzdaisches Infanteri hoB: vy = 701 m/aec; 2R =8 mm;
P=128g. Bei p=~4°59 ist die SchuBweite = 2400 m = 2%%/, von Qerjenigen
i leeren Raum.

2. Franzieische 22 cm-Moraergranate M. 87: P 118 kg Mib p =~ 45° und
wit v, bzw. =73, 148, 193, 228 m/seo ist die Schubweite
bew, « 97, 92, 87, 839%, von derjenigen im leeren Raum.

Das System von Gleichungen, das im Folgenden fiir die Behand-
lung des speziellen bellistischen FProblems im engeren Sinn auf-
gestellt wird, hat nur zur Vorsussetzung, da8 der GeschoBfiug ein
gerader ist, d. k. daB die Achse des Langgeschosses dauerndin
der Bahntanpgente liegt. Der Luftwiderstandskoeffizient ¢ und die
Fallbeschleunigung g kosnen Funktionsn von y sein, ¢(y) und g(y).

A. Das Gleichungssystem bei Verwendung von rechtwinkligen
Koordinaten z, y.

Koordinatenanfang im Abgsogspunkt O des Geschosses; die
z-Achse horizontal und positiv in der SchuBrichtung; die y-Achse
vertikal und positiv nach oben. In einem belisbigen Flugbahn-
punkt (xy), der nach { Sekunden erreicht wird, sei die Geschwindig-
keit des GeachoBschwerpunkts v, ihre Horizontalkomponente v, oder
v-cosd, ihre Vertikalkomponente v, oder v.gin#, dabei s der

Neigungswinkel der Bahntangente gegen die Horicontale; tg & oder

sei mit p bezeichnet; m sei dis Masse des Geschosses, m =
P(kg) das GeschoBgewisht.
Da nach der gemachten Voraussetzung der Luftwiderstand m - c«f{v)
sn der Riohtung der Tangente (entgegen der Bewegungsrichtung des
" GeschoBsch werpunkts) liegt, so wirken auf das GeschoB die folgen-
den Krifte: In Richtung der positiven z-Achse die Komaponente
— mef(v)cosd des Luftwiderstands; in Richtung der positiven
y-Achse die Luftwiderstandskomponente — mcf{v)sind und das
Gewioht — mg. Somit ist
dy, = —cf(v)ooad-di und dv, = —cf(v)siné dt —gde.

Entlang der Bahntangente ist die Bewegungagleichung dv = — ¢f(v)dt
— gsind dt. Entlang der Normalen zur Babntangente ist die Normal-
beschleunigurig einerseits — g cos &, andererseit v?: o, wo ¢ den Kriim-
mungsradios der Babm in dem betrachtesen Flughahnpunkt bedeutet.
Da das Bogenaloment ds=—g-d¥ und v = de:df, somit p-df = v.d¢
und dz=ds-oosfd, dy=da-siné It, so hat man —g-cosd
- % - %z=v~%§--=v :—: Woeiter it g - d% = — v* . d;

gedy=—ov'-tg0.dd; g-de = — v".ge0 3-d¢, Eliminiert man &t

P,
sar’
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aus der vorbin abgeleiteten Gleichung ¢- dt = — v.pecd-d9 und der
obigen Gleichung der GeschoBbewegung entlang der - Achse, &(v cos J)
- —c-f{v)-cosd-di, so erbilt man die Beziehung ¢-d{vcos )
=1v-6f(v)-20, die als die Hauptgleichung des ballistischen Problems
fiir geraden GeschoBflug bezeicknet zu werden pflegt, und wofiic sich
mehrere andere Formen aufstellen lassen (s. w. u.in der Zusammen-

sbellung).

Dnrch Quadrieren der Gleichung g-df = — v- sec #-d ¢ erhiilt man
do a
‘:f .5‘00 #-dt, wo o150 = — ¢.2% und Eo_ew‘_ﬁ_ d(tgd) -—dp

ist; somit ergibt sgich: 2-— sz"‘ — y; eine Beziehung, die mitunter

gute Dienste leistet.

Etwas omstindlicher 188t sich aus den beiden erstangetiihrten
Differentinlgleichungen der Geschofbewegung lings der z- und der
y~Achse das Bystem der iibrigen Gleichungen dadurch ableiten, daB
man durck Multiplikation der beiden Gleichungen mit sin & bzw. coa &
und Addition die Luftwiderstandsverzigerung ¢ f(v) eliminiers.

. Zusammenatellung.
L@ngs der z-Achse:
Avgm=—of(v)-c089- At —2LED 4 . 1

Langs der y-Achse:
Avym—of(r)-sin D At—gedem — (LD o 4 g).de, (3)

Hauptgleichung, 1. Form:
g d@ecos ) =v.0f (v)-d¥, 3
Hsaptgleichung, 3. Form:

ﬂ’.=% ("ﬂ")-}-si 19) q, ("”")—}q) wo g=sin&. (38)

© . ook
Hauptgleichnng, 3. Form*

—=3€i+3'(w)s (3b)
(Form von R. Rothe - u.nd C. Cranz, #. Lit.-Note); dabei ist

w0 =1og 8t v; § = Az Ty(eind) oder ein# =g, Flw)= =l
Far die Zeit t: ¢
gt = —v90c P dS me— 1y, d(ﬁg.s-) )
Far die Abszisse x:
9:8% =—v' 2> —v.t d(159). (8

Fir die Ordinate y:
g dy=—ottgd ddm=—uttgd ().  (8),
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Fiir die Bogenlinge st

g-ds=e=— v2.3e09-dY = — p, 2 secd - d (tg 3). {7y
Beziehung zwischen w, p, ¢:
dx dp

a4t a9 ®

In diesems Gleichungssystem (1) bis (8) ist die Havptgleichung
die einzige Gleichung, die bei konstantem Kaktor ¢ nur zwei
Variable der Flugbahn enthélt [n&mlich v und ¢ in der Form (3)
oder (3a); bzw. w und 3 in der Form (3b). Man wird somit, falls.
man nicht vorzieht, zur Loésung die Taylorsche Entwioklung anzu-
wenden, daranf ausgehen miissen, zanichst diese Gleichung (3) zu
integrieren, wobei sich die Integrations-Konstante daraus ergibt,
dafl fir ¥ =g, also im Beginn der Flugbahn, & =, ist. Ist es
gelungen, v in Funktion von & zu erhalten, v = F(§), so wird

de = — %(F(ﬂ])’dﬁ; dy = — %(.F{vﬁ))"’-tg &-d9;

@
dt — S F(®)-secd-29; da= -%(1(0)}9-%39-:1.9_

Man hat also dann nur noch notig, die dx, dy, d¢, ds zu inte-
grieren, oder die Aufgabe ist auf Quadrsturen zurickgefihrt. Mit
den verschiedenen Methoden, die dazu dienen kénnen, diesen Plan
durchzuafiihren, beschiftigh sich der Hauptsache nach der 4. und
6. Abschnitt.

B. Das Gleichungssystem bei Verwendung von
schiefwinkeligen Koordinaten §, 5.

Wiaderholt ist in der ballistiachen Literatnr die (unrichtige) Bshauptong
avfgetanoht, es lasse sich dss baliistische Problom suf Grund der falgenden
Uhberlegung 158en: 04 (vgl. Abb. 45) sei die Rich-
tung der Anfangstangente. Wenn die Schwera 1 P ¢
nicht wirken wriirde, sondern allein der Laftwider- Y
stan@, eo witrde bis zu einer Zeit £ das GeschoB
geradlinig weitergehen von O bis 4, verzdgert durch
den Luftwiderstand Wenn ponmehr allein die
Schwers ebensolange wirkea wiirde, der Luftwider-
stand njoht, eo wirde das Geschof von 4 nach P
herabfallen. Die wirkliche Lage des Flugbahn-
punktes P poi bei diesern rookweisem Wirken beider
Krifte dieselbe wie bei dem tatefohlich gleichzeitigen
Wirken derselben. Wemn also 04 mit £ ond AP O
mit n bezeichnet witd, so geht die Bohauwptung Abb. 45.
dahbin, daB diess Fupktiomen £ uud » von ¢ nnab-
hingig voneinander anfgestallt werden kdnnen, wobei £(f) bei gegebener
Anfangegoachwindigkeit pur vom Luftwiderstand, # (f) nor von der Schwere-
beschleunigung abhingen solle.

R SN



112 Das spezielle ballistische Problem.

Oder aber warde behaoptet (vgl. § 42 and Lit.-Note 42), auf dem Wege
AP wirke zwar gleichfalls der Luftwiderstand, aber die Funktionen § und »
seien unabhingig vondem Abgangswinkel ¢, sie soien aleo dieselben, mag
sich P im Mindungskorizont befinden oder nicht. Es warde alsdann vorge-
schlagen, such fiir irgendeinen Teil OP einer Bteilbabn diese Wertepasre &
und 5 aus den Fischbahnen zn entnehmen, bei denen gich P im Miindunge-
horizont befindet, In diesemn Falle wurde also eine gewdhnliche Schufitafel
sugrande gelegh, daraus & and 5 entnomwmen (dabei P im Miindungshorizont)
und aledenn bLei siner beliebigen Anfangerichtung 04 =§, AP =14 safge.
tregen und auf diese Welse Flugbabnpunkte P Eopstruiert,

DaB diese Anschauungsweisen wenigstens im Prinzip nicht riebbig sind,
vielmehr nur Naherungeltsungen liefern kénuen, HBt sich em einfachsten er-

. kegpnen, wenn en Stelle des fiic rechtwinklige Koordinaten x nnd y gebildeten
Gleichungsystems (1) bis (8) dasjenige Gleichungssystem aufgestellt wird, das
sich suf schicfwinklige Koordinaten £ und y bezisht,

Die eine Koordinatenachse sei die Anfangstangente, die andere die Ver-'
tikale doroh den Abgangspunkt. Nach der Zeit ¢ befinde eioh das Geschafl in
P, mit den achiefen Koordinaten 0.4 =% und AP=9%. Die Vergleiohung mit
den frither beniitzten rechtwinkligen Koardinaten z und y (vgl. Abb. 43) gibt

Focsp =2,
Seld p =y + 7.

.

Die Geschwindigkeitrkcmponenten in Richtung der &- bzw. »-Achee sind %-g
.87 N . a§__dn _ w _dy
bzw. T Mit v den Abkiirzunger oW G = o= Fi g ¢ bet man

% coa -dz—voﬂ'
F=gy TV

usinw=%+w=um’n0+w.

Werden diere zwei Gleichungen mit sin & bzw. — cos ¥ multipliziert uad ad-
diert, so erhilt man
_dn(—g)

%-8in (3 — @) =~ weos $ oder ¢= wor B

Dazana .
dg-—i—:%%'iio; d0=—co¢;’0-nocrp-dg.
Werden ferner dieelben zwei Glelchnngen quedriers and addiert, so folgt
Weu® I+ —2gsing). : (10}

Damit lassen sich die friiheren Gleickungen (3), (4), (5 , (8 £ di
Kaordinaten iibertragon: gen (), (). (6, (6) oo o moven

Die Glejchung ¢-d{veosP) =v.cf{e)-d# geht iber in:
g-du-co8 g = —~0-cf (v) cos® Poeop dg
oder, da veoe = yoosy ist, in
g-dn = _G_f.v.{?.’! ™ ‘gq.
Feroar wird '
. - vdd veoet &
G == it =t Cmdomy S =W,
g4 = —0%dd =+ " cos® Heen pdyg
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wird zu:
goostg-df = fulcoslqdg oder g-d§ =+ utdyq,
Endlioh die Gleichung
g-dy =—2tgddd =+ vitg $.008% ¥ gec p dg
geht dber in:
guin pdf—gdy =-+ucos g tgBdg
oder, mit Einsetzung des vorigen Wertea von gdé. in:

gdn =udgdg.
Also hat men zusammen das folgende Bystem von Gleichungen:
g-du= —5@%«, an
g-dt mu.dg, 12)
g-df = u2-dyg, {18)
g-dy=ul-g-dg. 14

Die Gleichung (11), in der v mittels (10) in den Variablen 4 wnd ¢ sus-
gedriickt £u depken ist, enthalt nup die Varisblen « und ¢. Wenn diese Glei-
ohung gelBst ist, erbilt man &, 5, ¢ durch mechanische Quadrstor.

Dieces System von Gleichungen (10) bis (14), das schon friiher, auf eine
z. T. etwas andere Weice, von A, Greenhill nnd P. Charbonnier anfge-
stells warde (vgl. Lit.-Note) lillt erkennen, da8 § und 4 nicht wnabhanglg von-
einander erhalten werden kdnnen (aufier wenn cf (v} mcv igt), weil die Li-
sungen & und » aus (18) und (14) durck die Lieung von (11) bedingt sind;
fernoer zeigen sje, daB die Funktionen & und # pichi nnabbingig von ¢ sind,
ds auf der rechten Seite von (10) ¢in ¢ vorkotwmt. Nur fir kleine Abgangs-
winkel ¢ kann diejenige Naherunguldsung, bei der von ain ¢ abgeschen wird,
pinigermaBen richt ge Werte & und » Llefern; mit wacheendem @ muB aber
auch der Febler wachsen; fir Winksel ¢ nahe an $0° wird der Febler wieder
kleiner, ds in dieser Regend ven ¢ sin g nahezu konstant ist; K. Popoff hat
dis Faehler untersucht, s. Lit.-Note,

C. Die necue Hauptgleichung vorn E. Cavalli
Wie sochon bomerkt, ist in dem Aosdruck fiir die Verzigerung

durch den Luftwiderstand, also in c¢-f{v) der Faktor ¢ von der Luft-
‘dichte und damit von der jeweiligen SteighSho y des Geschosses ab-
hingig. E.Cavalli (s. Lit.-Note) ging daher 1921 darauf aus, statt
dsr Hauptgleichung (8) eine andere aufzustellen, in der diese Ab-
bangigkeit bereits beriicksichtigt ist und die doch nur zwei Variable
enthilt. Dies geschieht natiirlich dadurch, daB aua (3) und (8),
also ans

g-d{v coad) = c-f(v)-v. dd
und

g dy = —v*.tgd.dé
die Van&ble y eliminiert wird. Zu diesem Zweok wahit Cavalli
fir dis in ¢ vorkommende Verhiltnis 23 der Lufidichte 4(y) in

der ﬁhey wu der Lufidichte 4, im Mundnngahonmm die Be-
Crana, Bellisttk. 5. Auft, Bd. i 8
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ziehung —-—=c"‘ ¥, wo h=0,000106 ist (siehe oben § 156}, Des
Regaltat, zn dem E, Cavalli anf dicse Weise gefuhrt wn‘d, ist das

. ’ 08 F
folgende: Mit den Abkiirzungen v___(% ==n(y) und —c;;; o= er-
halt er

a cosly tgd (a6 a9 _
2L pnee el o (S mo+ 0 (5 + et T) 55=0.05)
Beriiglich der Funktion # (v} 1 weist er nach. daB sie durchweg
sehr angendbert gleich n(w) + 1 ist, und er gowinnt damit sohlieB-
lick die einfachere Differentialgleichung zwischen J umd &:

* . dENs
vy ra@—1Eu @) =0 (16)
dabet ist .
F=tgd; J=— ?jfi:;, x-b'“: ¥:  v.cos ¥ = w.cong;
. nw) =00

B, Cavalli zeigh nooh, daB die Gleichang (16) it den elementaron
Integrationsmethoden eine Losung in geschlossener Form zuldt bei
der speziellen Anmahme (von J. de Fong): ¢f{(v) =c¢-v, also in dem
Fall n=1.

Im iibrigen wird man abzuwarten haben, wie die weitere Ent-
wicklung des Problems in der Hand von E. Cavalli sich vellzieht.
Falls suf der Grundlage von Gleichung (1&) oder (16) die Be-
rechnung aller Flugbahnelemente sich kiinftig tatedchlick einfacher
und ebenso genau gestalten 1ift, wie wenn die beiden Gleichungen
g-d(voos ) = ¢ (y)-f(v) - v-d und g-dy = — v*-tg#-d? als eoin Sy-
stem von simnltanen Differentialgleichungen zwischen », 8 und y mit
einem Verfahren der sakzessiven Approximation integriert werden
(e. daxiiber den spiteren § 34), so ist mit dem Vorschlag von E. Ca-
valli ein erbeblicher Fortschritt gewonnen.

D. Uber die Hodographenkurve der Flugbahn

Die Heuptgleichung (3) [oder, was derselbe ist, die Gleichung (3s)
oder (3b)] stellt in mechanischer Hinsicht die Differentisigleichung des
Hodographen der Flugbahn dar.

Unter dem Hodographen versteht man folgendes (vgl Abb. 464
und b): Man denke sich zu der Tangente in einem beliebigen Bahn-
_punkt eine Parallele durch den Anfang O eines Polarkoordinaten-
Bystems gezogen. Die Horizontalneigung dieser Parallelen ist &. Auf
dieser Parallelen durch O sei die GréBe v der zugehérigen Bahnge-
schwindigkeit des Geschiosses als radius vector OF vom O aus ab-
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gotragen. Die Konstruktion denke man sich fir alle Punkte der
Bahn ausgefithrt, so erfiilllen die Endpunkte der auf dsn Strahlen
aus O aufgetragenen Strecken v eine Kurve, die Hodagraphenkurve
zu der betreffenden Bahunkurve. . Die Variablen v und J sind aleo
jetzt nichts enderes ala die Polarkoordinaten des Hodographen
U = Y 9) . .

[n(d)ar Abb. & sind sechs Radieavektoren 04, OP, 0B, 0C,
OD, OF eingezeichnet. (4 soll die Anfangsgeschwindigkeit v, be-
deuten; somit ist der zugehdrige Polarwinkel 40RB gleich dem Ab-
gangswinkel @. Ferner OP gleich der Geschwindigkeit v in eimem
beliebigen Puukt des aufsteigenden Astes; dazu Polarwinkel POB = 6.
Die horizontale Strecke OB bedentet die GQipfelgeschwindigkeit v,;
zugehdriger Polarwinkel & = 0. Der radius vector OC bedeutet die
Minimalgeschwindigkeit v, {dariber vgl. § 19, Satz 7). OD soll die
Autfallgeschwindigkeit v, irn Mindungshorizont A
darstellen, so daB der zugehdrige negative Polar-
winkel DOB gleich dem spitzen Auffallwinkel cw
ist. Endlich O Z bedentet die sog. Grenz-
geschwindigkeit »,, die zu &= — 0° gehirt

(dariiber vgl. § 20, Batz 8). g
3
8
v
2 g v
1 s
\ Y
¢ 1 £
Abb. 48a. Abb. 46b.

Im sllgemeinen ist die Hodographenkurve eine krumme Linie.
Speziell fiir den luftleeren Raum ist sie eine lotrechte Gerade durch
Punkt A. Denn in diesem Falle ist ¢ f(v) = 0, also wird die Haupt-
gleichung (3) zu &(vcos #) == 0; voos® == const = v,c05 ¢. Ferner
hat P. Charbounier nachgewiesen, daB im Fall ¢/ {v) = 6v der
Hodograph eine schisfe Gerade ist. Dies laBt sich iibrigens sofort
ans der Hauptgleichang (11) in § 17 sblesen, die gich auf die Ver-
wendung von schiefwinkligen Koordinaten bezieht. Denn diese Glei-

chung gibt — —g-g—‘ - dyg, daraus durch Integration —:~ . %=q+konst.
Da g-=—"f- iat, folgt w 4 konsb. % == %, womit der Satz bewicsen ist,

Mit den Eigenschaften der Hydogrephenkurve haben sich insbe-
sondere P. Charbonnier wnd Col. Jacob (vgh Lit.-Note) eingehend
a*
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beschiiftigh. Einige dieser Eigenschaften sind identisch mit dem
weiter unten in § 19 (Sitze 6 und 7) Gesagten. Des weiteren gei
folgendes angefiihxt:

Wenn der ballistische Koeffizient ¢ als konstant betrachtet wird
ond wenn angenommen wird, daB der Luftwiderstand rascher wachst
sle proportional der ersten Potenz der Geschwindigkeit v, 80 ver-
lauft die Hodographenkurve im aligemeinen wie in Abb. b angegeben
ist: Der Punkt O, deasen radius veotor QC dis kleinste Geschwindig-
keit v bedeutet, liegt unterhalb B, gehdrt alec zum absteigenden
Aste der Flugbain. In diesem Punkt C besitzt die Kurve einen
Wendepunkt, und der radius vector OC steht senkrecht suf der
Wendepunktstangente. Fiir §== — 90° ist OF gleich der Grenz-
geschwindigkeit v,, der dis Geschwindigkeit auf der Verlangerung
des absteigenden Astes immer mehr zuatrebt; in diesem Punkt E
beeitzt der Hodograph eine horizontsle Tangente.

Ferner bat Jacob (vgl Lit.-Note) den intercssanten Satz be-
wieten: Fline orthogonale Trajektorie zu den Hodographen-
kurven eines (Heschosses kann, welches auch dae beniitzte
Luftwiderstandsgesetz sein moge, erhalten werdem durch
eine in geschlossener Integralform sufzustellende Glei-
chung, dis nur poch eive mechanische Integration erfordert.

Dijes ist folgendermaBen einzusehen. Die Tangentenrichtung in

einem Punkt des Hodographen ist gegeben durch 2 dd:
' . . . '

aber nach Gleichung (3a) gleich ﬁ%ﬁ_ﬂ',setﬂm“ﬂ statt dieses

Brochs den mnegativen nnd reziproken Wert, so srhilt man die Tan-

gentenrichtung der zugehbrigen orthogonalen Trajektorie. Diess

hat also die Differentialgleichung:

va8__ of(o)+gsind
dy g cos ¥ ’

Dies ist

oder
d{vain §) = --—:- f(v)-dv.

Man erbilt somit durch eine Integration nach v die Trajektorien in
Polatkoordinaten v und . o

§ 18. Uber die Imtegrierbarkeit der Hauptgleichung mittels
der: elementaren Integrationsmethoden zur Losung von
Dit[erentialgleichungen.

Nur bei bestitamter Annahme iiber die Form der Funktion
¢-f(e) fir die GeschoBverzbgerung durch .dem Luftwiderstand go-
etattet die Gleichung (8) von §17: g:d(v-cosd) = v.cf(v)-d® aine



Uber die Integrierbarkeit der Hauptgleichung. 117

erste Integratiom mit geschlomsenen Ausdriicken, wobei man
als Hilfsmittel zuliBt die elementaren Funktionen und die Quadra-
turen, d. h. die unbestimmten Integrale:

Fir die Annahme c¢f(v)=c¢+" fithrte schon Joh. Bernoulli
1719 die Integration dAurch. Danach ist es, wie man nach den
obigen Ausfiihrungen erkennt, mdglich, fiir das quedratische Luft-
widerstandsgesetz ¢/ (v)= cv?, ebenso fiir das kubische cv¥, das bi-
guadtatische ¢ v* usw. das suBerballistische Problem durch einen ge-
schlossenen Ausdruck zu lésen. " Und wenn.man eine empirisch ge-
gebene Luftwiderstaudstebelle derch sine Reihe von Zonen-Ge-
setzen wiedergibt (vgl. § 10), go Lkann anch in diesem allgemeineren
Fall eine Flugbahn durch Zerlegung in mehrere aufeinander folgende
Teile fiir jeden von diesen Teijlen durch einen geschlossenen Aus-
druck berechnet werden. Davon handeln die spiteren Nummern 21,
22, 26, 88, 41 dieses Bandes.

D’Alembert zeigte sodann 1744, daB und wis die Integration
fiir daa allgemeinere Geseiz ¢ f(v) == ¢-v" + ¢ mdglich ist, in dem
die Bernoullieche Annahme als Sonderfall enthalten fst; gleiches
zeigte er fiir die Funktionen aloge + b; a o™ -+ R 4 bv™™; a(logv)
+ Rlogv + b (mit zwei bzw. drei willkiulich za wihlenden Kon-
stanten, wobei in den zwei letzten Formen zwischen o, B, b und n
bzw, zwischen R, 6, b eine Beziehung besteht). Diesen drei wei-
teren Formen durite vorerst keine Wichﬁgkeit tiir die Ballistik zu-
kommen.

Der von d’Alembert gegebenen Anregung, andere Formen inte-
grabler Funktionen aufzusuchen, kam F. Siacci 1901 nach, indem
er 14 weitere Funktionen bekannt machte; u. a.:

AoV8c + ¥+ Blc+v%), (4, B, cKonstn.nben)

Mit der Substitution ¥2¢ 4-v* = v.2(Be — sind) wird die Haupt-
Jeichun, z-ds 4+ a4

g 3 2B —1)+-24¢cz+1 coaﬂ(Fc——an.n&) 0,
Variablen getrennt sind. In dieser Form ist (mit 4 = 0) die von
Legendre 1782 hehandslte enthaiten. Noch weitere Funktionen
dieser Art sind von M. Appel, von M.E. Ouivet und von T.Ha-
yashi (Tokio) auigestellt worden. »

EBs braucht ksum erwshnt zu werden, daB die Zahl der zu der
Hauptgleichung g-d(vcoed) = ef(v).v 49 gehirigen integrierbaren
Fonktionen unendlich groB sein muB. Denn man hat nar nobig,
eine beliebige Beziehung zwipohen cos & und v, cosd ==y (v}, anzu-
nehmen diesen. Wert und df == ——-i-d—"'— in die Haupfgleichang

—v*
emzusetzen und nach cf(v) aufzuldsen, so hat man jedesmal eine:

womit die
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solche Funktion. Auch durch irgendeine Annahme y — % (x) iber
die Gleichung der Flughabnkurve (Hyperbel usw.) erhélt man nach
§19 (s. w. u) weitere integrable Furnktionen, )

Die BaRistik wiirde jedooh schwerlich eine giiickliche Entwiok-
lung nebmen, wenn das Bestreben der Ballistiker darauf gerichbet
gein wiirde, die Zahl der integrierbaren Fuuktionen zu vermehren.

A Das d'Alembertsche Gesetz of(v) == a § ¢-o".

Im folgenden toll zuniichst gezeigt werden, wie die Lisang der
Heuptgleichung bei Zugrundelegung des d’Alembertschen Gesetzen
cf{v) =a+cv",” worin die meisten der Zonengesetze und das
Chapaelsche Gesetz als Spezialannshmen enthalten sind, sich vollzieht.

Die Hauptgleichung lautet jetzt g-2(voosd) =v.-dd-(a + ¢v™).
Wird die linke Seite dieser Gleichung ausgefiimt, die Gleichung mit
o"*1 dividiert und ¢ v~ " .d¢ nach links gebrachf, so ist

g-cosd-p=*+l.dp — (a4 4 gain P v"-dd =~ c-do. 1)
Setzt man fiir den Augenblick v~ " = u, woraus folgt — ny—n-1
<@y == du, so erhdlt man eine Gleichmng von der Eulerschen Form
du
H+ED) w=Q),
a+gsind 7 ne
-—m—- 7 und Q FT - W-.

Das Integral dieser lincaren Differentialgleichung 1. Ordnung mit
Storangeglied ist bekanutlich

u = g—/®ds, {I(Q etfRa%) g9 L Int.-Konst.} .

Folglich ict im vorliegenden Fall die‘g esuchte Beziehung zwischen
v und ¢ die foigande

wobei B =

1 _npa-as l n {o e+_"! :%%
S TR 7 8 N . )
ey e z J——-.m”,d‘s &9 + Int.- Bonst. | (2)

B. Speziell fiir a = 0 liegt das eingliedrige Pot enzgesetz
ef(v)=cv"

fur die Luftwideratandsverziigerung vor. Also erhdlt man zn irgend-

einem Tangentenneigungswinkel & die GeachoBgeschwindigkeit v aus:

1 ne* " ad ' : .
@ cos )~ _—— .'i’-fcos-_"“ i g Int.-Konst, 8)

Die Integrationskonstante ergibi sich aus der Bedingung, da8 fir
0 =g, also im Anfang der Bahn, P == v, isb. « .
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Diese Beziehuug JaBt sich lbrigens im vorliegenden speziellen
Fall cf(®) = cv” aus der Hauptgleichung g-d(v cos ) = ¢ f(v)-v-dd
folgendermafen einfach ableiten:

~n a0
g-d (vecad) mcv™-v-d¥ = efpcos "1 oonns,
& {v coa #) ¢ a8
{v oo 0)"‘ e 7 o1’
integriert gibb diea
’I 14
(1) co8 ﬂ)" = jco’u+1 3 —+ Int-Konst.
Fiir die Berechnung des hier vorkommenden Integruls f%&
oo§
sei an die, Rekursionsformel erinnert:
dx ginz " ."_gi .
J-O')S” z  (n—1ycos" lz w1 J cca"
woraus z. B. folgt
dz ginz , I - 2
fuoﬂ’ 25"(:;575'"7'1@““@(‘—'{——) (4)

l-bunz

nmx(l +tg’x)-|——-]gnb

rYl+'v'+ !snﬁ(9+h+p’)‘, wo p=—tgz,

Fiir diese Funkmon, die kurz mit ¢ bezeichnet sein mdge, sind im Ashang,
Tabelle 8b, dia Werte
N { Binz 5 1-+ainz) ljsin
flmy= }Icos’ ;T lgm t_-_s:: I T o'z
gegeben, Eine susfiihrliche Tabelle bei Otto: Tafeln fir den Bombenwurf,
RBerlin 1842; fiir andere - Warte vgl. auch Tsbelle 8a.

LA
+lguttg (45°+ E}l}

- —tge g tgn, : (5)
fEe-@n i penlivg). ©
& =tgn:+~§-tg‘z:-}-%—tg°x; usEw, (7.
Z. B. fir » =2 wixrd
T = (2 = e L) oo

oder mit der Abkiirzung tgd = p,

L8 — L2 lent(p + T F 71)) + Kohet.

Fitbrt man die so gewonnenen Ansdriicke fiir v bzw. v* in die
sllgemeinen Gleichungen g-dz= — v*-d9; g-dys= — v’.tgS-dJ;
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g-8t= — v.gec $-d¢; g-de= — i*-gec P-4} ein, o sind dr, dy,
dt, ds allein in & (oder, mit tgd =p, allein in p, oder, mit
tg(-;'—-f——g-)= z, allein in z) ausgedriickt, so daB nur noech ibrig
bleibt, diese Integrationen suszufiihren; d. h. das Problem ist auf
Quadraturen zurickgefiihrt.
C. Speziell tiir a =0 und n =1, also fiir die Annahme
. ¢f(v) mm e
lassen sich die Ausdriicke fiir sémtliche Bahnelemente in endlicher

Form geman ermitteln. Man erhalt je id Funktion von ¢:
-et

:r:=v‘,t>og¢>-l_6 (8)
Y= - g t_'_ gw(l _'.e--et) (9)

20089 == gy cos @ -e ¢t
veind m= — £ 4 EXERIOD, ot (11)
Fir die Zwecke der Ballistik ist, dieses Luftwiderstandsgesetz
¢f(v)= ¢v nemerdings von dem hollindischen Ballistiker . de Jos-
selin de Jong (s. Lit.-Note) verwendet worden. Zwer ist der Luft-
widerstand bei GeschoBgeschwindigkeiten ¢ micht proportional der
1, Potenz von v; und es izt selbstverstdndlich, daB eine Lésung des
ballistischen Problems um so befriedigender ausfallen wird, auf je
groBers Intervalle von v hin die Annahme ¢f(v) mit den Luftwider-
standsmessangen sich deckt. Wenn man aber nur in geniigend kleinen
Teilen sine Flugbahn berechnet, scheint nach den Untersuchungen
von de Jong die Annahme cf(v)= ¢t eine ausreichende Approxi-
mation zu gestatten; und man hat daon den Vorteil, daB innerhalb
eines Bahnteils ein mathematischer Fehlor nicht in Betracht kommt,
und daB auBlerdem einfache Tabellen Verwendung finden konnen.
Dariiber siehe weiter unten § 38:

D. Bpeziell fiir 6 =0 und » =2, algo fiir die Annahme
cf(@)==co?
liegt dae quadratische Luftwiderstandsgesetz wvor.
Fs wird nach obigem
(Tc:T’F - --e(a) -+ Int.-Koust.
Dxelntegrmonskonstante beatmnmt sich ana der Bedingung, daB im
Abgangspunkt o = v, und 9 =¢. Also wird

oY o L L

22" wr BT~ EOB) (12)
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Dabei ist zur Abkiirzung gasotzt )
= rrarp + 9 (18)

£(9) = 5 (5% + 1gmerg (4504 3)).

Diese Konstante hingt mit der Geschwindigkeit v, des Geachosses
im Gipfel det Babn durch cine einfache Beziehung zusammen. Da
im Gipfel # =0, also (&)= 0 und v=w1v,, so ist auch
O gios- (14)
Fihrt msan die so erhaltenen Aumsdricke von o' baw. von o in
die Systemgleichungen
gix = —v:.dd, gdy= —v'-tgﬁ'dﬂ,

dé
gdtm—v g, g- 'ia——v' ouO
ein, so wird
1]

2c-dr = ~ =TT (15)
2c-dy = —-;.—:[%%(—5—. (18}
Tge-dt = —;"‘";‘——C_Hc)' a7)
Bods = — e (18)

Diese letzere Gleichnng (18) 138t eine nochmalige Integration in
endlicher Form za. Pa namlich (s 0.) %‘ = -—1-5, 1aBt sich schreiben

_ a¢ a(c-8),
2¢da= — == -+ <=F>
somit hat man
2¢-8 = Igat (C — ¢ () + Int.-Konst. (18)

8) Wenn man den Flugbahrbogen & wie bisher vom Abgangs-
punkt O aus rechnet (s =0 fiir & = @), so wird
—&(8 g
8= lgut ?J_Fc)' oder  £(0)m O — oo
b) Wird dagegen (. w.uw) der Bogen s vom Gipfelpunkt & aus
gerechnet (s =0 fiir 4 = 0 und dsmit fiir {{¥)=0), so ist einfach

o= gt EED, oder g =C(1 ). (20)
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Die Flugbahn besitzt zwei Asymptoten. Die Verlingerung des ab-
steigendea Astes nihert sich pach § 20, 6 mehr ond mehr der. Vertikalen

»
die den Abstand %Jv'v"dv? vom Anfangepunkt hat. Im Gipfel . &ndert die
el

B
Yotegrationsvariable ihr Vorzeichen, & (#) wird Null and weiterhin pegativ; so-
wmit job dieser Abstand

D=0

1 j‘ as +.L. r ds
5% oot beH -0 I ) o PGB 10

é=p =0
Die Ritckverlingerung des sufateigenden Astes (1=—00, 2 = —00,
y =—00) konvergiert gegen eine schieie Gerads, deren Horizontalneigung g
gegeben st darch €— £ (8) =0 und fijr deren Abstand vom Koordinatenanfeng
sich leicht ein Ausdruck aufstellen 148t. Ohne Ableitung sei angegeben, da

diager Abstand isk:

»
0-?

#=f
1 tegs—tg®-do
2c-oosﬂ0J cas® B (E () —& )
e

wobei 8 sus der Bedingung Z(f) = C herechnet gedacht ist.
Ahnliches gilt allgewein fir das Luftwiderstandagesotz cf (¥) = co”-
Zusammenstellong der Resultate.

L. Verzdgerung durch den Luftwiderstand = cv” -+ a:

dre— — ot dP = — 2.0t S
g-dx— dd 2”1+z"

. Y . o ,.z'—l ds
grdy= — v*-tgd.-dd == — ¢ FFT

grdt = — v-seod-df = — 9.2,
| g-ds = — "0 9.d9 = — .22,
hier ist v in & bzw. 2z ansgedriickt durch
n [odd

1 .2 fadd ol e
e ik o7 cond . _.% %ﬂ—-.ag.{hh&,j{mm

oder, was dasselbe ist, durch
w= =2 ) foq pop g el

v
. [ :
wabei z = ig (—:— + ?) bedeutet und die Integrationskonstante C' aus
der Anfangsbedingung: v=1v, fir S=g¢ oder z =t T+Z)
berechnen ist, ’ I e )
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-]

2. Verzdgerung durch den Luftwiderstand ¢f{v) spezieller
=ct™: :
g-da=—v.dd; g dy=—12tgd.-dd;
g-dt= —wv-se09-d¥; g dea= — v?.8e0P d¥;
dabei .
1 _ne dé <« :
b ot 7 J oiTE 4- Int.-Konst.

Wird die Integrationskonstente aus der Bedingung v == v, fiir
$ =g bestimmt, so ist - XF®) - Fo)
oder

{vcoB B  (gg-cos g

sec &

0=

fo-2e. F(ﬂ)]
wobei zar Abkirzung

° v
dd dd 1
!(")=J'W3 F(p) '—"fw,....x_,; md = e T ?‘F@?’)
: 0

gesetzt ist. Also ist:

-gd
,dz=_%_ ot 040
[o-"" r'(a)J "
']
dy=—1 seoﬁtgdrlﬂe,

no K
[a_ )

1 spc?d dé
19

c-2.r a‘]:
[c-2cre
1 sac®d-dd

[e-2er o]

a.) 7 == 2; of (v) == cv® (quadratisches Gesetz):

¥ NN A S—
B¢ coe"B-(C—E )’
wOo
£@) = (35 +1eness (40 + 7))
speziell

Fo)= 3 (222 1 1gmteg (460 +- 2))



124 Das speziellesbeMistische Probl

bedentet (dafiir Tabelle 8b, im Anhang) .und C eine Abkiirzung ist fir

[
s J lou i £{p) oder auch C= T,

2¢(v, o

Damit hat man

as
2edr= — CEFIC T D)’
_ tg a9
Bedy= — L FB G EB)’
— 29
= — ———————e
Y20 o6 JO—E0) ‘
p s
2ods= = SEIEED) !
O C~£®) wenn s vom Abgangspunkt aue ge-

7 VT zihlt wird.
5= flg Igot _C_—g @ , wenn 8 vom Gipfel ans geziinlt wird,
b) n = 3; Verzigerung cf(v) = co® {kubisches Gesetz):

wobei fiir v einzusetzen ist:

% = —-fdv? 1
) ’ vess H dc 1 ’
dyz—';_'-tgé\-cw c08 - VC—--‘,—(&g0+-§Lg‘d)
C Abkiirzung - fiir:
dt=...3._'§.'25 1 3¢ 1
¢ cob — S¢ LI
. s Qe g 1"’s‘m@T01(1;”7—}—31'4“;0)
de = 7 06D oder auch C'::F.

Die Integrationen #,y,¢,s fithren fiir ¢ =0 wnd =8 oder
na==4 auf elliptische Integrale. Entsprechends Tabellen auf Grund
der Legendreschen Tafeln haben Greenhill (fir n==3) und Sa-
budeki {En} n = 4) sufgestellt.

Anmerkung, Uher Zhnliche Fleghabaen. Ubertragangsregeln.
Unter Voranssetzung des P

"4 cf (t)=cv* wer, bei Integration
)
- 1 i acf{ ad
"&hnr.ﬁ von ¢ his O, V(EE};W‘—W&—FJ coiigs worawe
. .
v, COs @
4 \i'
e " dé s
(1“';(170005'7’) fm} .
. *

voos 6 =

@
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i dd ad
Da nun allgemein g -ds=—? 0 vnd ¢-d&¢ = —veos B oaF ©
wird zwischen ¥, und 8:
H
gs aé
Ty = 3 T @
ne dé \n»
0‘; (1 — ? (v, cos p)* ‘f;;’.’i?: ‘6) - cos® &
. P
and
[
i
gt a9
v, co8 ¢ i 4 2 ’ @
"o dd \n
¥ (; — T(% cop @)* 'J‘;&‘ﬂ:i;) -00s? &
L4

Man denle gich nun dis zwei Flugbahnen 4 und A4’ zweier verschiedener
Geschosse, die vnter demaclben Abgangswinkel ¢, aber mit vorschiedenon An-
fangsgeschwindigkeiten v, und »; verfeuert sind und denen die ballistiachen
Koeffizienten ¢ und ¢’ zugehoran. Bei der Bahn 4 Hege zwischen der Anfangs-
neigung 9, und der Endnejgung # der Bahntangente der Flugbahnbogen s, bei
der Babn A’ liege zwischen denselben Neigangen &, und # der Bogen &. Die
ze 8 bzw. & gehorigen Flugzeiten der beiden Gemchosse eeien bzw. ¢ und #.

Die Baboen 4 und A" sollen #bnlich heiBen, weno bei gleichen Anfangs-
und Endneigungen der Bahntavgenten gegen den Horizont dass Verhiltnis 4:4
der Flugbahnbdgen konstant ist. A en, o8 handle sich um dieselbe
Loftwidezptandszone und dabei om dasaelhe Potenzgesetz, es sei also suBer ¢,

¢
3 and 9, auch = konstent, so st ‘Z:,w Tﬂoo:'—; d. b. es ist 3: & kou-
~ o

stant (gleich v,® : v,’¥), falls man lm.t. & (2, 003 @™ =&’ (¥ cos @) oder co” = 'y’ ",
In diesern Fall jot __}Z_‘_____E ~—— oder ¢:3¥ konstemt (= v,! 7).
v, 008 ©, 00B @

In u:geudemem Punicte gleicher Endneigung ¥ der Tangenion bei den
beiden Bahnen seien die Geschwindigheiten der swei Geschosse bzw. v und .
Offenbar gilt, voter der obigen Voraussetzung cvg” =c¢'vy’™, wegen (1) die Be-
ziehung v: v =1v,:v,”." Somit anch c6" = v ", & h. div Verzogerung durch den
Lattwiderstand jist in den homologen Punkten beider Bakren, mit gloiochem 3,
vonr derselben GroBe.

Im ganzen hat man also folgendes Ergebnie: Wemn fiir zwei Geachosee
dsmselbe Potenzgesotz gilt, wenn sie fermer unter demselben Anfangswinkel
verfeuert sind und wenn die anfinglichen LuftwiderstandeverzSgerungen fiir
beide Geschosme gleich groB sind, so stehen die Flughahn! 8gen x und &, dis
vwischen gloichen Tangentenneignngen enthalten sind, in konstanters Verhaltnis,
aie verhaltem aich piamlich wie die Quadrats der Anfangageschwindigkeiten
2:8 = v, 9,'%; ebepao stehor die zugehdrigen Flugzeiten in gleiohem Verhattnis,
ale verhslien sioh wie die Anfangsgeschwindigkeiten selbat, ¢ 1 =yt '. Die
Vorzigerung durch den Lnftwiderstand endlich ist in homologen Punkten beider
Babnen, d. h. bei gleicher Tangentenneigung, “ftir" beide Geschosse gleich grofl.
Diese Sitze dber ahnliche Bahaen verdaukt men 9. Robert und F. Sixoci.

Eine Anwendung der Sitze iiber ahnliche Flugbahnen ist meuerdings von
E. Roggla gegecben worden. Dieser ermitielt die Fingbahnelemonte fir eine
Huaabitze oder eiven Mirsor miv Hilfo der SchuBliafel sines kekannten Geschiitzes.
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Der balligtische Eoeffizient ¢ ist, bei gleichem Luftgewicht und hei gleicher
Form des Geschosses, ymgekebrt propartional dessen Querschnittsbelantung
g= ﬁ’% ; P das GeschoBgowicht, B der Querschnitt, Somit kann obiges
Ergebnis anch folgendermaBen ausgesprochen werden:

Zusammenfassung. Fir ein Gesohiite 4 wei v, die Anfangegeschwindig-
keit, ~ dip borizontale Entfernung und v die Geschwindigkeit des Gesshosses
nsoh ¢ Sek.; speziell x, die Gipfelabszisse, v, die Gesohwindigkeit jud Gipfel,
4, die Flugzeis biz zam Gipfel; X die Maximalschufiweite (bei ca, 45° Abgangs-
winkel), 7' die zugehirige Gesamtflugzeit, v die Endgeschwindigkeit; P das
GeschoBgewicht, Bfn der GeschoBquerschnity, ¢=P:B'x die Querschnitte-
belastung. Fiir ein anderes Geschiits B sollen v’, ', o', ¢, 2/, ¢/, &/, X', T,
v/, ¢ das Entsprechende bezeichuen. Die Werte z’, £/, « sollen gich beim
Geschiitz B auf den Flughahnpuokt mit der gleichen Tangent igang be-
ziehen, wie z, £, v ber dem Qeachiitz 4. Beiderseits sel ferner der Abgangs-
winkel, das Luftgewioht nnd die GeschoBform dieselbe. Falls dsunn,

it =g: ¢, .
vy le(gi)=zi -,z = X1 X

=l d=0ply/ =gt g,

isb

former £:¢ =818 =vy1y) =v:1¢ =v.:0/],

Beispiel. Bei sinem sawmerikanischen Kistenmérser ist 2E& = 25,4 om;
P =274 kg; aleo Querschnittsbelasiung ¢ = 0,54 kg/qom; v, = 852 m/eeo; Maxi-
malschubweite X =10500 m; dabei v, =298 mjsec.

Dies soll dbertragen werden auf ein anderes Geschiitz mit o’ = 0,848 kgjqom-
(bei gleichem & und §). Wie grof mul die Anfangsgeschwindigireit v, sein;
welches wird die Maximalschufiweite X’ und welches die Endgeachwindig-
keit »/?

‘ X:10500 = 0,843 : 0,54, v,’®: 8527 = 0,343 : 0,54;
v/ 1208 =1y":7. Alro X" = 6670 m; v/ =280 m/sec; v, = 287 m/seo.

Es sei nooh daravf hingewiesen, dufl obige Regel in innigem Zusammen-
heng steht mit der von Newton und Froude nofgestellten und in allge-
meinster Form von v. Helmholtz ausgesprochenen Modellibertragunga-
regeln (vgl. die Lit.-Note zu § 13). Ein Teil dieser Regeln lambab: Wenn
msn mit einexn Modell Versuche anstellen will, die fiir einen anderan, in dem-
selben Medium (z. B. Luft) bewegten Kérpor muBgebend sein sollen, und wenn
dsbei die linearen Dimensionen } im Verhiltnis n verindert werden, so misson
die Quadrate der Geschwindigksiten und die Quadrate der Zoiten ebenfalls im
Vothiiltnis » gefndert werden. Die Luftwidexstinde W (auf den ganzen Quor-
schnitt, also in kg gemossen) sind dann gedindert im Verhaltnis a'-n = nt, also
vt =t:8<Fn; W: W =n', wo n= [V jot. Im vorliogenden Fall verhalten
sich, bei glelcher GesoboBform und gleichem GeschoBmaterial, die Qaerschnitts-
belsetnngen annhemd wie die GeschoBiingen und diese wie die samtlichen
entsprechenden Lingen, slso wie n. ’

§19. Ein Umkehrungsproblem.

Wenn die GeachoBhahn selbwt bekannt wire (entweder duxch
ihre Gleichung y =y (z} zwisihen den Koordinsten z und y eines
belisbigen Bahnpnunkts, oder auch auf irgendsine Weise experimentell
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gewonnen), so lieBe sich fiir jeden Flughehnpunkt (xy) die zugehérige
Geschwindigkeit v des GeschoBschwerpunkts, die Horizontsalnsigung &
der Bahntangente, die Flugzeit ¢ und, wenn die GeschoBachse immer
in der Bahntangente bliche, der Luftwiderstand W ==m.cf(v) auf
folgende Weise erhalten: man bilde die drei ersten Ableitungen
von y oder v (z) nach »; mie seien mit y "y bezeichnet; so ist

ve=Yg. !:'-—{?; v e08 9 == ) —Lor:

=y’
cf(v) =—— -Ly-‘m. dtmdac-l/'—;—zr.

Die Zeit ¢ ergibt sich also durch eine Integration aus letzterer
Gleichung.

Differentiiert man nimlich fg:’:g—_y’ nsch &, 80 wird
1 - dg/.d_.c_y”
cos®d  dz @9 a3’
oder da 32 __ ) 1 ¢, 7
or da i8="7 ist, s0 wird m:ng'y’, also voosﬂ:l/;-?;. Da.
1 Yi+y”®
forner 0088 = ————, B0 gt v =Yg - ===—, wobei entlang der Flugbahn y"
[Tk =
negativ, somit Jg” reell ist.
Die Besishung fiir ¢ folgt aus ueoab—'—i—}, dt=vcmﬂ=d::,,/-

Endlich ist npach der Hauptgleiohung (8) c¢f @) = (o oos &) )

veos&-y ”’ somit
d(voosP) dx o
< ...7"—g(

d . F R WP S
TBCm =" 35~ =)0 Y

Da hier

+ V‘y’"
2)=g Y&’
- g YT
80 wird B'f(v)=2};'__‘;;y7? =r--g ¥ QI,],—;FY "y

Beispiele, 1. DaB die Flogbshnkurve des Geschossea in manchen Fillen
zweckmiBig durch eine Hyperbel ersetzt werden knne, deren eine Asymptote
vertikal steht, haben im Lanle der Entwicklang dexr DBallistik Inabesondere
Newton, Indrs, Okinghsns ond 8tauber geduBext. E. Okingha us hat
in mehraren Anfiatzen die Ansicht vertraten, daB die lange gesnchte Flugbahn-
kurve in der Tst mit eimer derartig liegenden Hyperbel identisch sei; spéter
sah er gmich varaulagt, dis beiden Asymptoten eehisf za logen und beirachiete
die hyperbolische Lésmag dee ballistisshen Problems nur als eine Niberangs-
léeung; dazu vgl. fibrigens Nx. 20, Batz 6.
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5 axr—z* b
Angepomroen, die Flugbahn whre eine Hyperbol y = oo 8.

so findet aich

3-g-a < o go{b—2p
cf(v).coa-ﬂ._—rb‘(b SETTa (b—=), - (vcos")'—ﬁb‘“—"(b“a.)tg_qy’
bf, b@d—m t_z_(_)'i _) Bo
“"”‘”'Z‘(I“Cb z)') T AT ik Vi e—amue.

2. Pitou-Bressant setzte ale Flughahnkurve eine Farabel 3. Ordmung

voraug: y=x-tg@g— 2vgcT 4} + mz), wo m eine empirisch ze bestimmende
Sgm

Konatante ist (vgl. auch § 82). In diesern Falle wird, da " = —v—“@—,’a

dss Gesetz fiir die Verzdgerung durch den Luftwiderstand das folgende:

cf(”)-_l'u Tooet g
vcosr?:vnwa¢-(l+3mz)‘*, t= mmﬁl’ (Y3 8ma)t—1)

8. C.P. Cloze machis (8. 0.) folgenden Vorschlag: Angenommen, das Prinzip
des - Schwenkens der Flugbabnen sei gensun zutreffend und sine Schufitafel sei
empirisch genau sufgestellt, so kdmnte mean fiir die griBte in der SchuStafel
vorkommende Flugbahn des betreffenden Geschiitzes eine groSe Zahl von Flug-
babppunkien durch Schwenken der kleineren Babmen erbalten. Diese Punkte
aind aledann durch ihre Polarkoordinatien gegeben. Die Bezichung zwischen
den Radienvektoren und den Polarwinkeln stellt man durch eine Gleichung
der und erbil; somit nach dem obigen sllgemeinen Prinzip die Werte v;
voozd; §; ¢/ (») flir einen helichigen Punkt der groften Flugbshn. Man wire
Bomit imstande, alloin mit Hilfe einer SchuBtafel des Laftwiderstandsgesetz u
gewinnen. Die zugehsrigen Berechnungen haben G. Greenhill and C. E. Wolff
eingehend gegsben. Uber die Zuverlassigkeit der Annahmen vgl. § 11 und 42,

§ 20. Aligemeine Eigenschaften jeder Flughahn.

Die Kenntnis der in § 17 aufgestellten Differentialgleichungen
geniigt, um unabhiangig von der Annahme eines besonderen
Luftwiderstandsgesetzes, also in allgemeiner Giiltighkeit fiir jede
Flugbahn im lefterfillten Raum, eine Reiho von Eigenschaften ab-
zuledten. Vorauesetzung ist dabei lediglioh, daf die Luftwiderstands-
regultante stets in der Flugbahntangente liegt und daB die Verzdge-
rung ¢f(v) durch den Luftwiderstand nur eine stetige Funktion der
Geschwindigkeit v allein ist. Im folgenden sollen vornehmlich jene
sllgemeinen Eigenechaften der ballistischen Kurve abgeleites werden,
die den Unterachied zwischen dexr Flughbahn im ‘lufterfillten und im
laftleeren Raum besonders kennzeichnen, (i der ballistischen Literatur
spricht man in dieser Hinsicht vielfach vor der dynamischen und’
der geometrischen Unsymmetrie der ballistinchen gegeniiber der para-
bolischen. Behn). Diese Eigenschaften Iassen sich sus den System-
glemhnngen in §17 ablesen.

-yt-0063 6, dezu tg&:tgrp-—%-oos, (1..]-...,,.,,)
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1. Die Horizontalkomporente » cos 4 der Bahngeschwin-
digksit v des Geschosses nimmt entlang der Flughbahn
fortwihrend ab.

Beweis. In der Haurtgleichang gd (v cosd) =cf(v)-v-43 ist ¢ und f(v)
poritiv, di ist stete pegativ, da der Honzontalneigungswinkel # vom An-
fangewert ¢ an abmimmt; semit ist die rechie Seite der Gleichung megativ,
slso auch d (vcomn?) negativ oder voos # nimmt dawernd ab.

Zahlenbeispiel: Granate einer Feldkanone; v, = 442 mfsec, ¢ = 1544
Grad, Kaliber 88 om, Geschofgowicht P= 7,5 kg. Fiir die horizontelen Ent-
fernungen z ~ (0, 3000, 5000 m iast vcos & = 425, 223, 168 m/sec,

2. Der apitze Auffallwinkel & ist gréBer ala der Abgangs-
winkel . Allgemein ist fiir zwei Punkte A und 4, gleicher
Ordinaten (4 auwi dem aufsteigenden und 4, aui dem ab.
ateigenden Ast gelegen)
der spitze Horizontalnei-
gungswinkel #; der Tan-
gente in 4, griBer als &
in A (vgl Abb. 47).

Beweis. Die Glvichung

gdy = ~1v*-dd-tgd

dd dy
oozt (v cos &)
werde integriext, erstens vom Anfangspunkt O bis zum Gipfel § oder von 3 = ¢
bis #=0 oder auch, .was dassetbe iet, von y =0 bis y =y,; andererseitsy vom
Auffallpunkt O, bis zom Gipfel § (@ =w bis # = 0 oder y =0 bis y =y,), so iet

oder —tg 8-

. ¥r o".
1 f gdy soite > tates = | . 98Y
einerseita 4- - tg’q’—f('mo)‘ andevisits 2 tg' o —J (v con &,

Im. zweiten Integral ist, da vcos @ immer abnimmt, der Nenner durchweg klsfne
ala der Nenner im ersten Integral oder es ist der Bruchaumsdruok unter dem
zweiten Integral immer groBer, als derjerige im ersten; also ist das zweite Inte-
gral grifer sl das orste, somit tg w > tgg; @ > @. Dasselbe gilt, weun von 4
bzw. 4, sum int vt wird. Gleiches Zahlanbeaiapiel wie bei Satz 1: Es wird
o= 24"58’ @ = 15}‘» Grad.

3. Die Gipfelhdhe y, dor Flugbshn liegt der GriBe nach
jedenfalls zwischen } X-tgp und : X-tgw (X die Sohquelto).

Einen strengeren Bewein dieses Betzes hat im ballistischenp Laboretorium
1014 Haaptm, Anér (schwed. Inﬁm;) ansgeurbaitet. Hisr aur folgenden war
P]l.unlbelmuhung des Satzes: Es sel daran erinnert, daB fiir die parabolische

? win® k]
Flugbahn im leeren Reane y, = 5‘7""—-—’, X=2gin2p, also y = %tg@,
vgl Abb.48a. Man denkesiok oun (vgl. Abb. 481b) iber dorselben Strecke 00, = X
die bolische Bahn 0BO0, mit Abgangs- und Auffallwinkel ¢, fiir
Qiese ist die G:pfelbbhs AB =} Xtg p; zweitsns die parabolische Flugbahn 00,
mit Abgangs- und Aufisllwlakel w; firr diese ist die Gipfelhthe A0 = § X tgw;
Crany, Balffatik 3, dud., BA.X. 9
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drittens die wirkliche Flugbabn 080, mit Abgsagswinkel p und Autfallwinkel w;
fir diese ist die Gipfelhhe DJ. LUetztere ist jedenfalls kleiner ale AC uund
griBer als AR, da die wirkliche Flugbshn OS850, zwischen don beidea para-
bolischen Flugbahnen O.BO, und 00, veriaufen muB; also liegt DS zwischen

X -tgg und 1 X tg 0. .
Dasselbe Zahlonbeiapiel wie bei Satz 1: X = 4501 m; Gipiethshe zwigchan
330 m und 520 m. Dar wabrscheinlichste Wert ist also das Mittel 430 m. Die
Berechpnng nach Siacoi (§ 27) ergab

yd 416 m, it den Tabellen 10 im Anhang 425 m,
Xigp
Abb, 48b.
Je nachdem msen das arithmetische oder das g trisohe Mittel beniitzt,

arhilt man zur Berechunng der GipfelhShe eine Formel, dis wie es echeint
znerut von Weygand-Pldnies aufgesteilt wurde, bzw, eine sndere, die in
Frankreich seit lsngerer Zeit Verwendung fiadet, ndmlich:

=g leytige), baw. g=T7Vige igo.

4. Sind 4 und 4, zwei Flugbahnpunkite von derselben
H3he y iliber dem Mtindungshorizont O00,, so ist die Ge-
schwindigkeit + im Punkt 4 des aufsteigenden Astes der
Flugbahn gréfBier als die Geschwindigkeit v, im FPunkt 4,
des absteigenden Astes.

Bewsis. Die Gleichung der Bewegung des Geachosses lings der Bahn-
tangemte ist nach § 17 % =-—cf(v)—gsind, oder wenn s den’ Flugbshn-
bogen bis zu dem betreffenden Pankt darstellt, jd(v*) = —of(v)- ds —g-sind.ds
.-—vsf(v)dc‘-'-yniy. Wird diese Gleichung won A bis 4, integriert, so wird
[ dy=0 nnd es bleibt § (v —v9) = —cj’f(v)-da. Die rechto Seite ist negstiv,

. D .
somib ist v, <Co. [Die bendtzte Gleioht‘mg hitte auch obne weiteres mittels
dec Uberlegung angeschrisben werden kinnen, dad die Anderung —;‘—(n"-ﬂ.'

der lebendigen Eraft des Geschosses von A bis 4, gleich der Summe der Ar-
beiten von Laftwiderstand. und Schwers ist, weich fetztere gleich Nall wird,

da 4 pnd 4, in gleicher Hohe Hegen .oum,%‘ 02— ) = — f mof ()da].
Zwhlenbeispiel wie in Satz 1: fir y = 0; vy= 442 m/seo, v, = 197 m/sec.

. b, Der Giplelpunkt § der Flugbahn liegt, in horizoutaler -
.Riehtung gemessen, dem Aunffallpznkt O, niher als dem
Abgaxgspunkt 0. . ' . . : ’
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Beweis. Die Gleichung dx= c—:;":, werde integriert, erstens vom Anfange-
punkt O bis zum Qipfel 8§ oder von y =0 bis y=y,, dabel esi # der spitze
Horizontalneigungswinkel der Tangente, zweitens vom Auifallpunkt O, bis zum

¥ Vs

b
Gipfel, spitzer Tangentenwinkel 4,; so bat man z, == %% ,  Zag= J i % Nun
1

. - d
ist nach Satz 2, fiir daaselbe y, #, > 8, also tgz <tgt9’ somit & < %,

Zahlenbeinpiel wie in Satz 1: Die Rechnung nach Siacoi ergibt:
=0D=2500 m; z,=0,D =200l m.

6. Der absteigende Ast der Flugbahn besitzt eine ver-

tikale Asymptote, die den Abstand }; v?.d¥ vom Anfangs-
%

punkt ha#; die Bahngeschwindigkeit v nidhert sich dabei

einem Grenzwert v,, der, wenn ¢ als komstant betrachtet

wird, aus der Gleichung c¢f(y,) = ¢ zu berechnen ist.

Beweis. Es ist d¢=

1.v d8 _ veosd dé . . .
7 oosd = el Wird dieae Gleichung

integriert von ¢ =0 b's £ =2, o 1aBt eich aunf der rechten Seite ein Mititelwert g

von v cos Y heraussetzen, da v cos & steta endlich and stetig ist und da ] o
»
: : : s 1 o
sein Vorzeichen nicht wecheelt. Somit ist & = — i - fm =L (bgﬂ—tg ®).

e
it ¢ = o wird die linke Seite nnendlich, somit anch die rechte Seite, und da
« und tg o endlish pind, muB tgd =— o, a-_-’-:} werden, d. h. die Verlinge-
rung der GeschoBbabkn iiber deu Mindungshorizont binaus konvergiert gegen
eine Vertikale. DaB8 diess Vertikale, der sich der absteigende Ast mebr nnd
mehr nédbert, eine im Endlicher
verlaufende Gerade ist, erkennt man ”|

aus der Beziechung dz = — - .d®,

L3 TN :
1 B
x‘=—-;J1F-d:3. Hier ist o' stefs

endlich; ‘:'lenn die. Baho geschwindig-
keit v wird notwendig folgenden Ver- Abb. 49a.

lant haben (vgl Abb. 48a): Vom An-

fangewert v, ab nimmt sie, falls ¢ vou Noll verschieden \md positiv ist, zanachst
ab infolge der Arbeit det Schwere und des Lnftwiderstandes, Nachdem sie ein
Minimnm erreioht bat, von dem nechher die Rede sein »oll, nimmt sie wegen
der Arboit der Schwere wieder zu, bis soblieflich der Luftwiderstand gleich
dem Gewicht das Geschosses geworden ist; denn wenn disser Grenzwert v er-

-~
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ieht i retisch J i dlich langer Zeit mdg.
4t ivt, was theoretisch jm allgemeinen erat _nach unendli ”
lri“;:l: ist, heben sich die auf das GesohoS wirkenden Krifte mef (v) und mg
auf uwnd das GeschoB bewegt sich mit dieser koostanten Geschwindigkeit. v,
weiter (jmmer dabei ¢ als kon:mut betrachtet).

Somit iet das Integral f - d6 stets endlich, welohen Wert zwischen
®

g ond — —} auch & haben moge; der Gremzwert X, von =z ist somit

-
1 1
X = — ?‘J'w d-9=+—§—fv’~dv.
“@w E ]

]

Zahlenbeispiel. Am 28 April 1892 wurde {einer anderw.eitigeu Ver-
Sffentlichung zofolge) bei Meppen mit den folgenden Anfangshedingungen 2in
SchaB sbgegeben: Kaliber 24 em; GeschoBgewicht 21? k.g; A.Khrundungamdms
der ogivalen GeschoBspitze 2 Kaliber, Anfangsgeschwindigkeit 640 m,j‘aee,' Ab-
gangawinkel 44°, dae Luftgewicht sei augenommen zu 1,22 kg/obm. Tir diesen
SchuB gibt die Rechnung folgendes: horizontale SchuBwoite 19066 m, Flugzeit
68,8 sec, Endgeschwindigkeit 3804 mfeec, spitzer Auffallwinkel 58921,5’, Gipfel-
absziste 10840 w, Gipfelordicate 6150 m. Ferner ist der Gremzwert vy, dem
die GeschoBgeschwindigkeit immer mehr znetrebt, etwes = 580 m/sec und die
Entfernung =z, der vertikelen Asymptote vom
Abgangspankt etwa = 29300 n.

7. Die Werte eines Minimums o,
das die GeschoBgeschwindigkeit v an-
nimmt, gind an die Bedingung ge-
bunder ¢f (v, )= — gsin®, Wenn ¢ als
konstaut betrachtet wird, kann nur
ein einziges Minimum vorkommen;
der Flugbahnpunkt, in dem diesger
Wert srreicht wird, liegt jenseits des
Gipfels,also aufdemabasteigendenApt.

Abb. 40b.

Bowein. Boll disjenige Neigung der Bahntangente ermittelt werden, bei
der v oln Minimum wird, so ist die Ableitnag von v nech & gleich Null za
sotzen; nun iat allgemein g -t (el

' g ¢  ocosd \ ¢
weiteres der erste Teil des Batzes.

Ferner 13t sich die Babngeeshwindighkeit v in jedem Punkt in eine hori-
zaontale Komponente v cos 8 und sine vertikale Xomponente v sin 3 zerlogen. Vom
Abgsngepunkt bis zum Gipfel nehmen beide Komponentsn ab, also auch die
Resultante v. Im Gipfel ist die horizontele Komponente im weiteren Abnehmen
begriffer, die vertikale EKomponents dagegen hat ibr Miniraum erreipht oder
mit anderan Wortan, sio ist momentan konstent, somit ist die Anderung der
Resultante v durch dar Verhalton der hier varisblen, also der horizontelen
Eomponente bedingt: und da diese abnimmt, 8o ist v im Gipfel i Ahnehmen
begrifen. Da v anf dem beliebig verlingert gedachten absteigenden Ast joden-
falls ppiter wieder wiohst, so muB des Minimum jenseits des Gipfels lisgen.

+nin0)1, also ergibt sich ohac
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Der genauere Ort ist deraus zu ermitteln, daB mit Hilfe der betreffenden
Ldsungsmethode eine Beziehung zwischen v und 8 aufgestelit und aue dieser
und aus cf(v)+ gsind =0 das » und ¢ dep Minit ponkts t hnet wird.

Beispiel wie bei Satz 8: Die Rechoung ergab, daf fiir 4 = etwa — 15°
v sein Minimum (etwa 251 mfsec) annimmt. Die Koordinaten des betreffemden
Punkis aind z = etws 12570 m, y = otws 5880 m.

8. Kriimmung der Flugbahn. Der Punkt K der gréBten
Krimwmung ist durch dieBedingung gegeben cf(v) = — 2 gsin 6;
or liegt jodenfalls auf dem absteigenden Ast, und zwar zwi-
schen dem Gipfel § und dem Punkt M kleinster Bahn-
geschwindigkeit (vgl. Abb. 49b).

Beweis. Die Beschleunigung des Geschosses in da:' Richtung dex Kurven-

pormalen ist einereeits geos? wuod anderexseits VT (¢ der Kriimmunge-

; dieser Auvedrack wird zu oinem Minimum

i . I-ﬂ
radins); alsa ist Igl—m,

oder die Kriimmung zu eivem Maximum, wenn nso ist. Nun hst msn

20-m0-%+uﬁ.g’no‘ ird hier der Ausdrack O 2
a0 o' ¥ i Wi er der Ausdru Hsy.bg

+ 7 o0 8 (vgl. 8 17, Gleichung 86) eingesetst, so ergibt sich die Bedingung

einea Extremums zu: O-ZUcost‘}(mtgﬂ—l-; Zﬁv)\—}-ﬂ’ gind oder 3 gsinf

+2-cf(v) =0, wie oben; aus dieser Bedingung liBt sich der Puankt K starksber
Bahnkriimmung ermitteln. Was die Lage dieses Punktes und die Art des
Extremums hetrifff, so sei die folgends Ubsrlegung augemllt:

Man betrachte den Verlaut der Andernng von o= _"gu}_ﬂ erstons vom

Anfangspunkt O bis zun Gipfel S und zweitens vom Punkt. M kleinster Bahn-
geschwindighkeit ab weiterhin. Bis zum Gipfel 8 nimmt v ab, also auek ¢*;

# nimmt gleichfalls ab oder cos® zu oder :7’- ab; nus beiden Griinden
nimmé von O nach 8 hin der Kmmmungsmdm o ab oder die Bahnkurve
kriimmt sich vom Abgangspunkt nach dem GRipfel zu immer etir-
kor.. Andererseits im Punlt 3f kleinster Geechwindigkeit » ist in dem Ansdruok
g—%ﬁ der Zihler v* momentan konstant, # ist negativ geworden wnd cos ¢

nimmt eb, nimmt zu; alec rvichtet sich in der Gegend dex Pucktea M

1
cos &
die Anderang von ¢ nmh der Andsrnng von -l—, d. h. en nimmt p wieder
zu, Da die Krimmung stetig verla.uft liegt aomlt ein Minimum von g zwidchen
8 und M. ”

By sei noch darauf sufmerksam gemacht, Gaf der Ausdruck o ~ oo’
von der Annahwe eines spezisllen Luftwideratand: zes villig unabhingig
ist, da f(v) nicht. darin vorkeommt, da8. enmit alle Plugbahnen mit gtei-
chem v und 4 unter sich und mit der Flugbahnparabel des lesven
Rauvees drei nnendlich nshe Punkte gemeinsam haben.
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i , daB man h#ufig mit Vorteil die wirkliche Flugbahn
suf chine: ;::z:ugbl:zlf: hin durch die betreffends Flughabuparabel des leeren
Rsumes ersetzen kann, also in der Nihe des Abgangspunkses O (5. Abb, 48b 2u
Satz 3) durch dle Parsbal 080, mit gleichen Werten von v, und ¢ oder in
der Nahe des Autfallpunktes O, durch die Parabel 0CO, mit gleichen Werten
o Sie‘;n:o:;ne 2. B. in der Ballistit der Handfouerwafen in Betracht bej der
Messung des Abgangsfehlerwinkels zur Ermittlung der Senkung y des
Geschosses oder bei der Bestimmung des bestriohenen Raume.

Zahlenbeispiel wie bei Satz 6: Die Rechnung ergab fiir die Xoordinaten
des Punktes KX etirkster Krimmung z = stwa 12000 m, y = etwa 6000 m, dabei
# = --10°, . . . . .

Peoj diesem .Anlafi sei noch derjenige weitere Punkt erwihut, in dem dis
Winkelgeschwindigkeit, mit der die Bshutengente sich gegen den Horizont
neigt, ihr Maximum Eat. Die Gesohwindigkeit in diesem Punkt sei ve. Man

N Ll .
arb&lt dafiir; indem man mittels Gleichung (4) von § 17 T bildet und gleich

Null setzt, leicht die Bedingung: ¢f(vw)+ 2¢8in® = 0. Zussmmengestellt hat

man fiir den Punkt mit der kleineten Bahngeschwindigkeit (v,); fir den Punkt

mit der gréBten Bahnkriimmung {(Geschwindigkeit vy,) und fiir den Punkt wmit

der groBten Winkelgesochwindigkeit der Tang: igung (Gesohwindighkeit ve)

die folgenden Bedingungen, die die betreffienden GeschoByesehwindigkeiten mit
Nt 2okl

don rugehini gung ¥ der Bahntangento gegen die Horizontale
verkniipfon:
e f(vm)+gsind =D, (Punkt kKleinster Geschwindigkeit), ()
e f(t)+§gsind =0, (Ponks stirkster Bahnkriimmung), ()

o-foa} +2gsind =0, (Puikt grobter Winkolgeschwindigkeit gl:‘) . ©

9. Die vertikale Geschwindigkeitskomponernte wiochst
suf dem ganzen absteigenden Ast. Sie ist in zwei Punkten
4 und 4, gleioher Ordinatengréfe y (vgl. Abb. 47 zu Satz 2)
auf dem sufsteigenden Ast (in 4) absolut genommen gréBer
als auf dem absteigonden Ast (in 4,).

Beweia. Setzt man in dle Systemgleichung (2). von § 17, also dn
d(vsin 6) =~ g+ cfwroin B) - d¢ far &¢ seinen Wert ams ¥ = v pin # ein,

. [X]
s wind & (v8in ) = — (7 +of @) sin 9)-dy.
Diesze Gleichung werde intogriert suf dem sufeteigenden Ast von 4 bis
8, aleo links von veiné bis v,sin0, rechts von y bie y,; zweitens anf Gem
absteigenden Ast wom Scheite]l § bis Punkt A4, d.h. links von v,ain0 bis
vein #, rechis von y, bis ¥, so0 erb@lt man

O (vuind)f=— [ (g+efinind)dy,’ (a)
4

t{vain 4)’-0=if(a+ofm sin o;dy=+f'(g+of(v)ninﬂ>dy. (b)
v 1

Wenn man in dieser letzteren Gleichung unter ¢ gleiohfalls, wie in der Glei-



Allgemeins Eigepachaften jeder Flugbabn. 135

chung (a), den spitzen Winkel # zwischen Babntangsnte wnd Horizontaler
verateht, so ist in (b) sind negativ, slso hat man guesmwmen

Vs
} (vein 9)% =+ f g+ efmend)dy nufsteigender Aat,* (a)
17
. v
jwein 3=+ [ (g cf @iaind)dy absteigendor Ast. (b}

In den Imtegrslenm nuf der rechten Seite sind die pamtlichen Funktionswerte
von (b) kleiner als die enteprechenden von (a), somit ist euch des Jotegral
in (b) kleiner als dasjenige in (&) und daber vsin & in (b) kleiner als
vaind in (s).

10. Die Flugzeit ist anf dem absteigenden Ast bis zam
Mindungshorizopt gréfer als suf dem aufsieigenden Ast.

Beweis. Die Flogzeit auf dem aufsteigenden Ast von O bis 9 (vgl. die
Abb. 47 zu Batz 2) sei mit #,, die Flugreit auf dem absteigenden Ast von §
bis 0, mit ¢, bezeiohnet.

- . . v-dd

GemiiB § 17, Systemgleichung (4),. isb df = — 7 03
werde erstens von O bis §, algo links von 4=0 bis £=1¢,, rechta von f=¢
bis =0 integriert; zweitens von 0, bis S, slso linka von £=0 bis ¢ = ¢, und
reclts, wo wiedernm ¥ den spitzen Winkel bedenten mige, von & =« bis
# =0, Dies gibt

Diese Gleichung

Hoal Dy .
v-dbd f v 49
i PR g ey 4 ®
dug =0
a=o YN
‘J [ v-ds +€'v-dﬂ. ®
¢ con ¥ J geosd
L0

Buide Integrale sind epdlich, da durchweg v und cos ¢ endlich aind: slso eind
such & mnd ¥, erdlich. Man kann folglich auch die Gleichung

dy
vsin &

benditsen und diese, trotz des im Gipfel zu Null werdenden Nenners, integrieren,
srstens enf dem nufntelgenden Ast von O bis 8, alko von y= 0 bis y=y, vad

dt=

zweit anf dem abstei 1 Aet riickwirts von O, bis S, also gleichfalls
von ¥ =0 his y=yg, (dabel 6 w:edemm der epitze Winkel). So wird
=¥
1= e d m}fptelgendcr Agt, &)
y=0
. = .
tg= 9y _ absteigender Ast )
* valn & )
=0

Hier ist, wie vorhin mit Satz 9 bewicsen warde, vein 4 in (b) . bei gleichem g
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Meiner als vsind in (), also —= — in (b) grdler als in (s), folglih ist uch
das Tntegzal in (b) groBer als dss Integral in (a) oder ed jst 4, > ¢,

11. Der. aufsteigende Azt s, vom Abgangespunkt O bis
sum Gipfel 8, ist linger als der absteigende Ast s,, vom
Gipfel § bis zum Auffallpunkt O, im Miindungshorizong.

Baweia. Es ist ds:%{;. Diese Gleichung werde erstens von O bis 8

integriert, aléo Uuks von a=~0 bis =3, , rechts von y =0 bie y= y,; zweitens
vom Auffallpunkt {, riiokwirta bis S, wobei # wisderura den spitzen Winkel
bedeuten soll. Man erhilt so:

f
& =J s aufsteigender Ast, ,(‘)
0
Ve
—J dy_ absteigender Ast, (b)
%= gin € .
v

Nach Satz & ist hier, bei gleichem y, der Winkel ¢ in (b) durchweg groBer
als in (8), also

in (b) durchweg kleiner ale in (n); somit it s, < 4, .

1
ain

Diese Satze konnen sich erheblich modifizieren, wean ¢ nicht alg
konstant betrachtet, z. B. wenn die Abnahme des Luftgewichts nach
oben beriioksichtigt wird.

-Uber die Frage, zu welchem Abgangswinkel ¢ bei gegebener
Anfangsgeschwindigkeit v, die gréfte SchuBweite im lufterfillten
Raum gehort, vergleiche man die Bemerkungen der Lit-Note.

Danach ist der Abgangswinkel @ grofter SchuBweite nicht not-
wendig kleiner als 45%; or kann vielmehr unter Umstinden, ine-
besondere wenn das Gescho§ in groBe Hohen gelangt, grdBer als
46° bis ¢ = 50° hetragen. Zonenweise Berechnungen von Flug-
bahnen mit SchuBweiten iiber 40 km hat znerst die Firma Krupp
- und efwas spiter M. de Sparre angestells (C. R. Parie 1915, Bd. 161,

8. 767 und 1916, Bd 162, 8. 496). Dieser hat dabei ein GeschoB
vou 920 kg Gewicht, Keliber 40,6 em, Formkoeffizient & = 0,75 und
Anfangsgeschwindigkeit 940 m/sec zugrande gelogt und gefunden, daB,
infolge der Verminderung der Luftdichte mit zunchmender Héhe, die
Geschwindigkeit » des Gesohosses in seiner Bshn durch ein Minim um,
dann duroh ein Maximum hindurcbgeht und schlieBlich wieder ab-
nimmt. Br erhiedt z B. in den Hohen y bzw. = 0; 7003; 10990;
121715 10403; 5799; 0 Meter v bzw. = 940; 592; 443; 386; 394;
437; 433 mjsec. Bolohe Untersuchungen lassen sich mit dem neuersa
graphischen Verfshren (§ 34) auch ohne Zoneneinteilung einwandfrei
durchfibren.
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Uber die systematische Einteilung der verschisde nen
Lésungsmethoden, iiber die Auswahl der geeigneten Me-
thode und die Beunrteilung der Giite einer Methode.

Vomn Btendpunkt der reinen Mathematik aus k3nnte man vielleioht geneigt
soin, anzunehmen, dael es an der Zeit wire, die Ballistik von einer Unzahl von
Rechnungsmethoden zur Lisung des speziellen ballistischen Probleme zn refnigen,
die im Lanfe der Entwicklung der Ballietik aufgestellt worden sind, und nur
noch die gut konvergeote und (da im vorliegenden Falle die Lipschitzacke
Bedingung erfilit ist) auoh wirklich anwendhare Methode der sukzessiven
Approximationen beizubehalten und zu beniitzen. Denn, wie in § 18 sich
zeigte, gestattet die Hauptgleichung (3) oder auch das gleichwertige Paar der
Grundglalchungen (1) vnd (2) von § 17 eine Integuhon in geschloseener Form

mit den taren Integrati thoden nur unter zwei Annsbmen: Euntwedoyr
wird fiir die Luftwiderstandsverztgerung ¢-f(v) ein S8ystem von Zonengesstzen, ins-
besondere von Pot c-v®, vora ; diese Gesetze sber, wird man

einwenden, stellen nichtdie zur Zoit beate Luftwiderstandsfunktion dar. Oder wird
die Hauptgleichung durch eine angenaherte Hauptgleichung ersetzt, und in diesem
Fall worden euch weiterhin eine Reihe von Niherungen angewendet, jedenfalls
muB aber erst noch der Fehler abgeschitet werden, der durch die Vertanschung
der riohtigen Hanptgleichung mit siner unrichtigen entsteht. Dagegen die Me.
thode der sukzessiven Approximstion hietet den Vorteil, daB sie anwendbar
int much. awf das nene, nur in Tabellenform vorliegende Luftwiderstandsgesstz von
0. v. Eberhard und da8 sie einen beliebig hoben Genauvigkeitsgrad gestattet.

Nach der Ansicht des Verfassers ist es jedooh ams zwei Griinden moch fiir
langere Zeit unmdglich, sich auf diesen Standpunkt zu stellen: Erstens wird
gerade in don Fillen, wo die Methode dor eukzessiven Approximation in erster
Linie in Betracht kommen miifte, namentlich wo Bteil-Flugbahneo zu be.
reshuen sind, die Grundvoranssetzung fiir dsn spezielle auBerballistische Problem,
da8 der Lufbmdorst&nd als in Richtung der Bahntangents wirkead angesehen,
das GesohoB wie ein Measenpunkt behsndelt worden kinne, am wenigsten er-
falle. Wihrend bei den gewdhalichen Flaohkahnen die Wirkungen der Kreisel-
bewegungen dea roti den Langgeschosses und dicjenigen des Magous-Effekts
im allgemeinen von so geringer Bedeutung fir die Gestalt der Flogbahn sind,
deB mit jener Voraussetzung eines pfeilartigen GeschoBflugs die zelilreichen
Einzelanfgaben der Ballistik in ausreichender.Gensuigheit (dariber 8. w. u.) ge-
1ést werden kdnnen, a'pielen jene sekondéren Einflisse sine um so gréBere Rolle,
jo grdler der Abg inke!, jo ateilor die Flugbahn is5. Wenn man also trotz-
dem das Problem unter Beibehaltung jener Voraussetzung eines geradem Ffeil-
flags mittels der Mothode der sukzessiven Approximetion za 13sen versucht,
#0 wird die erreichte hohe Genauigkeit zu einer blo3 scheinbaren, sie “wind
darch jeme Einflitsse illusorisch gemaocht, Dexn wenn etwe daran gedecht
worden wiirde, eben mit Hilfe jener Methode gleichzeitig alle jene Einfifiase
in Rechnung zu ziehen, mo miifite gesagt worden, daB die Aerodynamik noch
nicht eo weit entwickelt ist, dad dies moglich wize. ‘Dazu miiBten erst nech
rahlreiche and eohwierige aerody gen mit hohen Geschwindig-
keiten der Translation und Rotati dnrcbgﬂﬁihrt und za GeselumEBigkeiten
zusammengefaldt sein. (Zwar wird spiter in diesem Band eine Steilfiugbahn
mit Riioksicht auf Kreiseiwirluug und Maguus-Effekt beroohnet werden, aber
nox fir einen Fall mit kleiner Anfangegeschwindigkeit v,, wo die beirsflendsn
Mesaungen von L. Prandtl vorliegen) Zweitens braucht die bellstische
Praxis, nicht bloS mitunter, sondern in der iliberwiegenden Mechruakl der
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i wegen des Charalkters der betreffenden Aufgaben, die z légen sind,
fndé[e;nitegRﬁckﬁobt auf die demn Ballistiker oft Dur in beechriinktcm Male
zor Verfiigung stehende Zeit, solche Melhoden, dte eine Flugbsbn bis zum
Ziel in einem einzigen Flugbshnbogen (hochstens in zwol ) Bogen)
und moglichet einfach zu berechnen gestabten. . Eine der am hhuﬁge;rtem
vorkemmenden Anfgaben des Ballistikers besteht im folgenden: Zu _einer
Rethe von verschiedenen Geschiitzladungen seien die Anfangugeachmnd:g.
keiten v, des Geschosies gemessen; und zu jeder Ladung seien zu mehreren
verschiedenen Abgangswinkeln @ je die Schubweiten im Miindungshorizont
bei gegebener meteorologischen Tagesverhﬁltmssexf erschossen worden. Es
sollen alle diese Messungen aof pormales Luftgewioht, anf normals Pulver-
tomperatur und normeles GieschoBgewioht und damit anf normale Anfangs-
geschwindighkeit v,, sowie suf Windstille reduziert, und zu jeder Schqu_elte eoll
der Auffallwinkel w, die Endgeschwindigheit v, und die Gesamtflugreit T be-
rechnet werden. Oder es tritt bei der Vorbereitung oder auch wihrend dexr'Aus-
filhrung von SchieBverenehen an den Ballistiker die Aufgabe heran, in kiirzester
Zeit ¢. B. mitzoteilen, welche Ziinderstellung verwendet werden mufl, damit bei
gegobenen Werten von ¢ und v, ein Luftsprengpunist von eivem bestimamten
Beobaohtungastand des SchieBplatzes aus anfgenommen wird und welche Spreng-
hthe dabei gu erwarten ist. Odex, welcher Abgangswinkel ¢ bei goegebensr
Ardangsgesohwindigkeit v, za wihlen ist, damit ein Fesselballon getrofien wird,
densen horizontale Kartenentfernung = und dessen Hohe y iiber dem Miindungs-
borizont bekannt aind. Oder bei welcher Ladung ein bestimmtes Minenwerfer-
geschof, das unter gegobenem Abganpewinkel verschomsen wird, eine vorge
schriebene SchuBweite auf gegebenemn (Reldnde exreicht und wie groB dabei der
Aunffallwinkel o wird, oder arderes mehr. Wollte der Ballistiker bei solchen und
ibnlichen Aufgaben grondsitzlich nur mit Methoden operiersn, die auf einer
stickweisen Berechnung oder Konstruktion der Flugbahn, durch Teilung der
Buebn in sehr viele kleine Teilbdgen, berahen, oder wollte er gar ausschlieBlich
solche Methaden verwenden, die einen mehrmaligen Wecheel der unabhangigen
Verdnderlicher notwendig machen (wie von seiten eines Mathematikers verlangt
worden ist), so wiirde der Ballistiker hiufig eine unndtige Miibe aufwenden, insbe-
gondere wiirde er in der ihm zur Verfiigung stchenden Zeit bei Aufgaben, fiir deren
Lésung nur eine miBige Genanigkeit exforderlich ist, oft nicht zu dem gewiinschten
Ziel gelangen. Auch bei Flachbahnen komuit es nicht immer nur auf die groft-
migliche Uenawgkeit an, die bei der Berechnung tiberhanpt erreichbar ist. Und
bei der Auewahl der Lésungimethcde und der Beurteilung der Giite einer
bestimmten Methode, diixfen dem Gesagter zufolge, nicht aussohlieBlich Er-
wigungen rein mathematischer Art entecheidend rein, sondern es miogses mejstens
wuch die Bediirfnisse der Praxis heriicksichtigh werden. Allgemeine Regeln
fiir die Avswahl der Methode Jasgen sich deher ksum aufstellen; die Auswahl
muB vielmehr von Fall zu Fall getroffen werden; im allgsmeinen wird die.
jenige Methode vorsuziehen sein, mit der gleichzeitig erstens der entstehende
Fehler erheblich kleiner ansfillt. als die wabrscheinliche Stremung der be-
treffenden ballistisohen GréBe betriigt, und zweitens die simtlichen Aufgaben,
um die es pich handelt, chne langwieriges Probieren kurz und ein faoh-erledigt
werden kdnnem,

Die Einteilung der in den folgenden Abgohnitten 4 bis 7 zu behsndelnden
Methodem zur Lisung deés epezielien ballistischen Problema ist vom Verfasser
hauptsichlich von dem prebtijschen Gesichtapunkt sus- gefroffen worden, daf
dis Obersichtlichkeit nnd die Answahl einigermaBen erleichtert werden zoll:
zonichst werden solche Methoden zur Besprechung gelangen, mit denen eine”
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Flugbabn in einem Bogen (hichstens in zwei) berechnet wird, also solche Me-
thoden, die gestatten, dirokt die Flugbahnelemente eines bestimmeten
Bahnpankts (ry) ohne vielfache Unterteilung der Bahn zu ermit-
teln, = B. direkt die Elemente des Anffallpunkte (X, o) im Mindungshorizont,
oder diejenigen {x,y,) des Gipielpunkts oder eines snderen Punkts. Auf diese
Methoden bezieht sich dic erate Haupigruppe von Niherungsmethoden
(Abechnitt 4, 5, 6). Und zwar werden in. der ersten Untergruppe (Ab-
schnitt 4) solohe Verfahren beschrieben, bei denen man von der genauen
Hauptgleichung ausgeht und die notwendigen weiteren Integrationen durch
irgendwelche Na#herungen bewerkstelligt. Es handelt sich dabei um &ltere
Methoden, die jedoch; insbesondere fiir die Ballistik der Minenwerfer, noch eine
Bedeutung besitzen. In der zweiton Untergruppe (Abschnitt 5), die fast
sussohlieBlich auf Flachbahnen sich besieht, kooumen solche Methoden zur Be-
sprechung, bei denen die genaue Hauptgleichung durch eiue nur e ngeniherte
Hauptgleichung ersetzt wird, £o daf die weiteren Integrationen einfacher zu
bewerkstelligen sind. Im Gegensatz zu den Methoden der ersten Untergruppe,
bei denen ein bestimmtes Potenzgesetz fiir den Luftwiderstand vorausgesetzt
werden muB, kann bei den Methoden der zweiten Untergruppe ein heliebiges
mathematisches Luftwiderstandsgesetz, selbst ein solchep in blofier Tabellenform,
angenommeén werden. Endlich in der dritten Uuntergruppe (Abschnitt €)
werden diejenigen Reihenentwiocklungen bebandelt, die direkt die Flug-
behneélemente in einem Bahnpunkt{xy) liefere. Diese Entwicklungen kdunen zar
Fehlerabschitzung diepen. Die betreffenden Gleichungen weisen am deutlichsten
dis Korrektionsglieder auf, welche die GesohoBbewegnng im lnfterfiillten Ranm
gegoniiber der Gescholbewegung im Vakuum LEkennzeichnen. PYer  historische
Werdegang der auBerballistischen Methoden ist in den drei Abschniiten der
ersten Hauptgruppe, sowelt es angingig ist, dargestellt.

In der zweiten Hauptgruppe (Abschnmitt 7) eind die wichtigsten von
denjenigen Verfabhren erwihnt, bei denen pine Fluygbahn nach zahlreichen kleinen
Zeitintervallen unterteilt, stilckweise aufgebaut wird, entweder durch eine gra-
phiscke bzw, mechanische Konstruktion oder derch einc sukzessive numerische
Berechnung.

In Abschnitt 8 ist ein (vom Verfasser 1910 vorgeschlagenes und eeitdem
von anderen Beiten wiedérholt benutztes) Verfshren hinzngefiigt, das dazu be-
stimmt, ist, den Genauigkeitugrad einer Losungsmethode mit Hilfe vor
»Normalbahnen“ za ermitteln.

Des weiteren folgt in Abechuitt § die Bebandlung der von P. Charbonnier
passend so genannten sekund@ren Probleme der auleren Ballistik; némlioh
derjenigen Probleme, die sich auf dic meteorelogischen und die innerballistischen
Einfliisee, auf die S8chiefstellung der Riderachse, die Erdrotation und die Ge-
schoBrotation beziehen. Abachnitt 10 gibt acdann die Anwendungen der Wahre-
gcheinlichkeitslehre auf die AuBlere Ballistik, Abachnitt 11 die Wirkungen
dep Gesohorser im Ziel, endlich Abschnitt 12 die Herstellong von Schub-
tafeln upnd deren Verwenduarig.
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Vierter Abschnitt.

Erste Hauptgruppe von Niherungslosungen des
anBerballistischen Hauptproblems:

Berechnung der Flugbahn in einem einzigen
Bogen.

Lisung mit Benittzung der genauen Hauptgleichung
und unter Voraussetzung eines Potenzgesetzes ¢.w=
fir die Verzigerung durch den Luftwiderstand.

§ 21. Methode von Euler-Otio.

Im Jahre 1753 gab der bel te Mathematiker L. Euler eine
Niherungslsung des ballistischen Problems, die fiir Anfangsgeschwindig-
keiten &, < ¢a. 240 m/sec noch jetat von Wichtigkeit ist, und zugleich
die Anregung zu einer rationellen Berechnung von zugehorigen Ta-
bellen. * Seine Mothode bezieht sich auf die Summation der dz, dy,
d4, ds. Er betrachtet die Flugbahn niherungsweise als ein Polygon
von endlich vielen geradlinigen Stiicken 48, stellt hiexfir und fir die
rugehirigen Projektionen 42 und Ay, sowie fiir die enteprechenden
Zsiten 4t die geschlossenen Rechnungsausdriteke auf und summiert
die Az, Ay, At m z, y, t. Dabef getzt er das quadratische Luft-
widerstandsgesetz voraus. Yie hierbei in Betracht kommenden
Auedriicke, die die Unmlage fiir die Rechnung bilden, sind in § 18,
von allgemeineren Gesichtsponkten aus, schon abgeleltet warden.  Dea-
helb mége hier nur angedeutet
werden, wie Euler die moch
Gbrigbleibenden Summationen
vollzieht.

Man denke sich (vgl. Abb.50)

zwei eipander benachbarte

Abb. 50, Punkte M und M, desselben

Astes der Flugbahn; vom Gip-

fol § aus gezihlt seien die Bigen SM=s und SM, —~s,. Nach
dem Fritheren (§ 18, &1.(20)) haben diese die GroBen

SM=e=1 lgntc 2O 1 SM =0 - T}gn eoi@),

somit ist das kKleins Bogsnstiick MM, oder 43 = -~lgnt %:—ZE‘;—S)
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Die Horizontalneigaog der Flagbabn ist & im Punkt ¥ und 8,
im Punkt M,; Euler betrachtet nun des Bogenelerrent miherungs-

woise als geradlinig von der mittleren Neigung a—‘;—-’—‘, 80 ist

_1 C—£@®) _d+4,

dr=glet =i "

Ay O—E@,) . 0490,

BTt T M
Diese Projektionen 4z und Ay des Bogens 48 werden sodann sum-
miert, Jdz=2; Ydy=y. In einem Beispiel berechnete Euler
in dieser Weise die Flugbshn fiir Differenzen der Neigungswinkel 4
und ¥, von b za 5 Grad. Die rmgehdrigen Flugzeiten ergeben mich
dabei aus der Beziehung § 18, 61, (12):

B9 e g
2¢ (v 008 9) =Tt

4z 1 G-t d4+9, Y2cYO—-(G46

o At = e G cen 230 I T
die Summation der Flugzeit t = 34t folgt.

. Da s iiberans mithsam wire, in jedem einzelnen Fall die’ obigen
Berechnungen und die Summationen Sdz, Y4y, S 4t besonders
suszufthren, so handelt es sich darum, Tabellen anzaulegen, dle ge-
statten, fir irgendeine Flughabn, die durch die Werte von ¢, p, v,
gegeben ist, die Flugbahnelemente: SchuBweite X, Autfallwinkel m,
Endgeschwindigkeit v,, Gipfelabazisse x,, Gipfelordinate y, usw.” zu
entnehmen.

Euler schlug vor, bei der Anlegung solcher Tabellen nach dem
folgenden Prinzip zm verfshren, das die aufzuwendende Mihe und
die Adedehnung der Tabellen auf ein Mindestmal reduziert. Obige
Formeln fir J 4z, 34y, 344 reien in der Form geschrisben:

202 = 2::243:=2]gntg%§%-)<coaﬁlgﬁl
209—2c24y=2}_@tg—}§%¥-5b9~§-‘1

75 - C—E@) ¢+, JO=ED)

T3et =120 3 as 2‘_""‘0-;(’) R
Die rechten Seiten dieser Gleichungen enthalten nur O (dder anch,
da Ce=tgf ist, den Asymptotenwinkel 8] und # sn Gr58en, die ent-
lang einer ¥lugbahn wnd von einer Flugbahn zur anderen vezschieden
sind. Man nehme nun vorlaufig sn, e& sei ¢ = 1 und denke sich filr
einen ersten bestimmten Wert von O die 4z, 4y, 4t der Reihs nach,

worsus
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von Grad zu Grad, nach obigen Formein fiir den aufsteigenden Ast, und
dem fritheren zufolge mit € -+ § (statt mit C — &) filr den absteigenden
Ast, berechnet und die Summationen vor Gipfel ¢ = 0 an ansgefiibrs.
Die versohisdenen migiichen Flugbahnen kinxen sich jetzt nur noch
_durch die verschiedenen Abgangswinkel ¢ unterscheiden. Es ist aber
ersichtlich, daB alle diese Flugbahnen unter sich kongruent sind; denn
gie mind mur grofere oder getingere Abschnitte derselben Bakn,
vom Gipfel aus gerechnet, Also hat man fiir jenes eine C die Ele-
. mette z, y. £ einer ganren Reihe von Flughahnen mit verachiedenem ¢.
OQer anders susgedriickt, wenn jetzt ¢ micht mehr speziell = 1 iat,
so hat man fiir jenen emsten Wert von. C oder von 8 die Elemente
202, 2¢y, V2¢-t der verschisdenen Flugbahnen, dis sich durch den
Abgangswinkel ¢ unterscheiden. Dasselbe denke man sich fiir einen
zweiten Wert von C (oder von B) durchgefiibrt, so kennt man die
Elemente 2¢z, ey, Y2 ¢-t fir eine zweite Reibe von Flugbahren mit
verschiedenem ¢ usw.

Dis Tabellen werden gruppenweise fiir die verschiedenen Werte
von C, die in der Praxis vorkommen kénnen, zu berecknen sein, und
sie werden in jeder Gruppe zu der einzelnen ¢ die Werte von cz,

ey, Ve-1, sowia %, wss ¢ nicht enthdls, auffithren.

Nach diesen Grundsatzen wurden Tabellen berechnet von H. Fr.
von Jakobi (die Tabellen gingen verloren), von Fr.¥.von Griave-
nitz 1764, besanders aber von J.C. F, Otto 1842. Spiter warden
sie von Mola, Scheve, Biacei, Lardillon, Braccislini erweitert,
bzw. fiir bequemen Gebrauch anders angeordnet. Qtto hat seine
Tabellen 1842 fiir die verachiedenen Werte von § zwischen 35° und
87°% meiat von 2 zu 2 Grad steigend, berschnet und wahite dabei
@ 2wischon 30° und 76° von Grad zu Grad steigend.

Da der Wert von C (eder von S) mit cv,® und ¢ gegeben ist,
so wuarden fiir den praktischen Gebrauch die Tabellen in Gruppen
nach verschiedenen g und in jeder Gruppe nach dem Argument cwv,?
geordnet. Hierfiir sind dis Elemente ¢ X, o, v,:0,, 7:¥X des Auffall-
pankts im Mindungshorizont und suBerdem y,: X gegeben. Durch
den folgenden kurzen AbriB eoll die Art der Anordnung erliutert:

- werden:

z B. ¢ —60°
[ : =
2cX %t Yot o | P ’ gn!/l Y:
¢ 2g ' | v X X
1,80 1,693 1,256 7THY . 0584 | 218 0,578
1,35 1,759 1308 J e | 0570 | 2146 0,580
1,40 1,894 1,853 .| 73009 | 0558 | 2157 0,586
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Gebranch der Ottoschen Tabellen zar Lésang der einzelnen
Flugbahnaufgzaben
{vgl. Anhang Tabelle 7 uad Diagramm IVa bis IV f).
Es bodeutat X die suf den Miindungshorizont bezogene Goiamt-
schubweite in m, @ den Abgangswinkel, v, die Anfangsgeschwindig-
keit in m/sec, o den spitzen Auffallwinkel, v, die Endgeschwindig-

keit in m/sec, T die Gesamtfugzeit in sec, y, die Gipfelhghe in m.

. . - . - Rz-1.2.8-
Die Verzdgerung durch den Luftwiderstand ist re?, dabei ¢ = —?'_:? &_2 .

R hslbes Kaliber in m; 8 = Tagoesiuftgewicht = Gewicht von 1 chm
Luft in kg; g==9,81; ¢=Spitzenkoeffizient {=1 {iir Kruppsche
Nomalgeschosse von 2 Kaliber Abrundungsrading der ogivalen Bogen-
spitze oder vor 1,3 Kaliber Spitzenbohe oder vom halben Ogival-
winkel an der Spitze 41,5%; P GoschoBgewicht in kg: 4 ist — 0,014 fiir
Geschwindiglkeiten kleiner als 240 m/sec, (wenn es gich um geringere
Gensuigkeit handelt, kénnen die Tabellen mit 1 == 0,014 fiir alle Ge-
schoBgeschwindigkeiten kleiner als die normale Schallgeschwindig-
keit und mit A<= 0,039 fiir Geschwindigkeiten gréBer als die Schall-
geschwindigkeit bis etwa 1000 mfsec Verwendung finden).

1. Qegeben sei ¢, v,, @.

*

Man gehe aus von o was sus den gogebenen Werten v,, &, 4,

R, P berechnet wird. In der Gruppe des gegebenen Abgangs-
\1

winkels @ suche msn zu dem berechneben 52 den auf gleicher
Herizontaler stehenden Wert von 2¢X, woraus X folgt; ebenso den
Werb w; don Wert -%; , woraus o, folgt, usw. Nbotigenfalls wird
inter poliert,

2. Gegeben ¢, X, .

Man goht aus von 2¢.X, sucht in der ¢-Tahelle die auf gleicher
Horizontaler mit 2cX stehendon Werte von -:: s 5131’-, -2'—’”; usw. auf,
und erhdlt damit, gegebenenialls mach Interpolation, die Flugbahn-
clomente v,, v, X usw.

3. Qegeben ¢, ¢, o.

Man geht aus von_w.

4. Gegeben v,, X, 9. .
)

29X °
5. Gegeben ¢, v,, X.
Man gebt ans von 2¢X und °—:—;‘£ und interpoliert. Wil man

Men gebt avs von




144 Berechnung der Floghbabm in einem einzigen Bogen.

noch die Anderung der Luftdichte mit der Héhe beriicksichtigen, so
berechnet man mit einem ersten Naherungswert von 4 und damii
von ¢ die Gipfelhdhe y_ und wiederbolt sodenn dis Rechnung mi¢
dem genaueren Wert von c.

Beispiel: Gegeben Abgangswinkel ¢ = 60°, Flugzeis T'=— 40,65 uec, Schun
weits 3520 m.  Qesucht v;, v4 @, ¥

Es ist T- Vf = 40,85 ‘:5820 = 2,148, somit pach obigem Abrill der Otto-

VD - - s i = .
sohen Tabells z_f"—“_"z 5513590 1,303; damit v, = 800 m/sec

Ferner &= g¥or = 0,580; 3, = 2042 m; """"076'6 =0,570; v, =171 mjseo
Endlich ist @ 2= 72244,

Anmerkungen. s) A. M. Legendre wice 1788 dareuf hin, daB bei dem
Eulerschen Verfshren dadurch ein Fehler entstaht, daf die dx und 4y be-
rechnet werden, wie wenn die endlich te Aa geradlinig wiiren,
wodarch die Projektionen 4z wad dy zu gmﬂ genommen werden; deshalb
pimmt er statt geradliniger Sticke A5 Kreisbogenastiicke 4s; eor ﬁndet alsdann
tiber die Ableitnng vgl. Didion 1)

O, —P . B~
L1 Rt . N sin —=

Ax=Eunlersches dx- 3 -;70_; Ay = Eulersches Ay-—?‘—_-o—-
7 ) 2

J. Didion szeigte cpiter (1848), daB fiir die Ahsmissen das Legendresche
Verhiltnis dem Didionschen immer niker steht alv dae Eulersche, und dal
far die Ordinaten das Eulerache dem Didionschen immer niher kommt als
das Legendresche. Th. Vahlen bhat 1822 gezsigt, dsf die Didjonschen

Verhilinisss den wahren Werten fir kleine —;-f(v) beliebig nahe kommen, —
eine Eigenschaft, die den Eunlerschen nod Legendreschen fehlt.

b) Eins entsprechende Methode, wis Enler fir dse quadmtische Luft«
widerstandsgesetr o', filhrte 1878 ¥. Bamhforth unter Zugrundelegung des
kubischen Gesstzes cv* durch. Hierven wird nachher eingehonder die Rede gein,
da dss betieffende Lostugsverfabren fiir dio Ballistik in England veaenthche
Bedevtung gewonnen hat.

6} A. Basgani fGhrte die Integrstionen bei Annahme des qmdra.tinehen
Luftwiderstandsgesetzes daﬂurah herbei, daB ex die in der Bulerachen L¥sung
vorkemmende Fonktion £ Yl+p'+§lgnt P+ F 79 neherungsweise durch

‘(2 40,2528 p7)
——_—14-0001 P erseizte.

§ 22. Methode von F. Bashforth.
Wie schon oben kurz erwihni wurde, legte F. Bashforth das
kubische Luftwiderstandegesetz (Verzigerung of (v) = cv® mit einem

fdr mehrere Zorenr der Geechwindigkeiten v variierten Konstanten-
wert, ¢) einem Losungsverfahren und mogehdrigen Tabellensystem
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zagrunde, das anf dem gleichen, von L. Enler angegebenen Prinzip
beraht, wie ss Otto mit dem gquadratischen Gesetz c¢v® vollstindig

durchgefiibrt hstte und wie es spiter Sabudski suf das biquadrs-
tische Gesetz anwandte.

Die Beziehung zwischen der Geschwmdlgkelt v des Geschosaea
in seiner Bahn und dem zugehdrigen Neigungswinkel ¢ der Bahm-
tangente gegen den Horizont wurde in § 18 in der Form gefunden:

(vo1 r Eg(f’g" + ;—tfga 19) ~+ Int-Konst. 4.
Setzt man zur Abku.rz\mg

voosd = v, ‘f —x, 8tgd-tgd = B()

und ermittelt die Integratiomskonstante 4 aus der Bedingung fiir

den Gipfel (3=0, v=1,), so liBt gpichk dieselbe Gleichung
schreibsn

Vi - < B o)

Die allgemeinen Ausdriicke fir df, dz, dy, nimbch:

[ 1] . urdé . v,7-tg 0-dé
N 4 = T g-oorr B’ 'dm.-._v-’uo.'#' dy = — ~g-oo¢'0 :
geben damit
H S
PRI ) [N L
14 P E S
wo-yx-"—'—,(—)
% . g
A d
:
ccrd. Vix——a(T
M
s
“"’_"’;‘. - I.O i .
coa" 8- V-2 e}

Man erkennt, daf diese Integrale nur von & nnd von dem Wert von
% abhingen, da die Funktion B(9) sllein ¢ enthilt. Disse Integrale
eeisn der Kirze halber mit T, X, ¥ bezeichnet; hierfiir hat F. Baeh-
forth Tabellen mit doppelﬁom Eingang, namlich mit den Argn.men-

Cranx, Ballistix. 8. Auf, Bd L
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ten % und & berechoet. Und zwar sind, wie man sieht, die Integral-
wex-t: zwischen den Grensen @ und # notwendig: z. B.

T =T34 T =17 - 1To.
Es geniigt also, die vom Gipfel (# =0) ab genommener Integral-
werte zu kennen.

Zussmmenatellung:
]
2= + 2. X7 = + (X7~ X0), W
A 2
y=+ L5 =+ T (0° — L) (2)
=+ ";' = % (Tu¢ - Too)x (3)
= (4)
Vl‘?.-w)
v, co8 ¢ A
".’“s_ﬁ,:.g_::, (5)
Vi+%B@rens
B(® =3tz 8 Ftg®d; (6)
8~
= l/% (7)

Die Berechnung erfolgt also mit Tebellen von den 2wei Argumenten
(L:). and & fir X, ¥, T und einer Tabelle des Arguments &
fir B ().

Ist 2. B, Kaliber 2 R, GeschoBgewicht P, Luftgewicht 4, Anfangs-
geachwindigkeit v, und Abgangswinkel ¢ gegeben, so berechnet man
nach (7} den Wert von x, entnimmt aus der Tabells B(#) den Wert
von B (p) und berechnet nach (5) die Gipfelgsschwindigkeit v, Dann
erhilt man zu einem beliebigen Wert von # und dem nunmehr be-
kannten Wert des Bruchs :—': die Tabollenwerts X, ¥, P und hat
nach (1), (2}, (3) die Flugbahnelemente z, y, t, die je dem gewiihiten
Neigungswinkel ¢ der Finghahntangente zugehdren. Speziell mit
©# == 0 erhilt man die Gipfelkoordinaten =z, y,, #owie die Zeit £,
bis 2um Ereichen des Gipfels,

Zahlenbeispiel. 2R=10,2286m, P=1109kg, v =85155m/sec,
=450, 3=1208kg/obm; ¢=1,
gesuoht die Gipfelbshe y,. .



Allgemeines, Gegeniiherstellnng der verachiedenen Mcthoden. 147

SRR | S
N = = G000 08D 011457 5,478 ~ 45083000,
B (p)= 3-tg 43,5° + tg? 43,50 = 3,7015,
7 3153 cosd3b =182,
1+ D158 005 43,8 -3,7015
] 45033000
v 182,18
Xt ™ 5053000 =0,1341.

Die Tabelle ¥ gibt fiir (:’) = 0,1341 und fiir ¢ =0 den Wert 7> —~0,581855,
also Gipfelordinate

A 182,1¢
Ys =-§—-Y°“‘..

981 - 0,581 95 = 1966 m,

Fianfter Abachnitt,

Integrationen anf Grund einer angeniherien
Hauptgleichang.
8§ 23. Allgemeines. Gegeniiberstellung der verschiedemen
Methoden.

Im vorhergehenden wurden sclche Verfahren hesprochen, bei denen
die urepriingliche, oben als Hauptgleichung bezeichnete Differential-
dd g-d{voos D)
2082 B  (voord)-c f(v)-cos D’
(¢f(v) Verzogerung durch den Luitwiderstand), in der genauen Form
belassen wird, dagegen die weiteren Integrationen durch irgend-
welche A.nna.herungen herbeigefithrt werden. Ein anderer Gedanke
ist der, die obige gemane Heauptgleichung dearsrt zu vereinfachen,
durgh eine angenaherte Hauptgleichung zu ersetzen, dafl die Inte-
grationen keine weitere Schwierigkeit machen.

Dieses Prinzip scheint zuerst von Borda 1769 angewemdet
worden zu eein und wurde spiter insbesondere von St. Robert,
N. Mayevaki und F. Siacei weiter susgebildet. Borda  ersetzt
das Luftgewicht 4, das einen Faktor von ¢ bildet, niberungsweise

durch 4. ‘39-'-’ (was fir zwei Punkte der Behn rwichtig ist)

gleichung g - (v cos 3) == ¢« f(v}-v-dP oder

oder ¢ durch ‘6. —;—:, wobei er das quwdr&tische Gesetz an-

nimmt, ¢f(v)=co?. Damit wird (mit der Abkirzung voos® == v):

44 gduw g-du _goosg du
coa'd  w.ed.ood coa 9 ey di Qlei
%-C-- oos -p¥- 008 &

10*
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[ commp du . . - :
chung Eé‘%~l§="_‘?_.F sind die Variablen ¥ und & getrennt,

é0 daB die Integrationen ohnme weiteres mdglich sind. 2. B..

o w df u geasp du = oot du,
dom —Ted¥= — S WS T T
[
Tgnty = — S .z+4 lgnt (vy008p); TCOBP = v c0B@-¢ ey ” vaw.

cos
Die Ld&sung i:t, wie sich weiter unten zeigen wird, im Prinzip
ahplich wis diejenige von Didion (vgl. §24). Abnlich vertuhr
Besout.

Legendre machte mehrere Vorschlige zur Integrstion der
Huauptgleiohung; inabesondere ersetzte er, unter Annshme des qus-
dratischen CGlesetzes ¢f(v) = ¢+ dss Lufigewicht 3 durch

dlj_'—l-?; oder ¢ durch ¢-cosd-(1 4 ap®),
Yi+p® :
dabei bedentet p==tgd; den Faktor ¢ nimmt er == i 4

1+cosp’
(Diesee ¢ stimmt roit dem wakren ¢ in den drei Flugbshnpunkten
fiberein, fiir die bzw. $= -+ @, # =0 und 4 = — ¢ ist) Damit
wird die Gleichung zu der folgenden:

dd —d g-d(voou ) ~ g-2 (zcon )
ot P T yoosBctfcond v oos #.¢(l1 -+ G p%) cos B-¢*.con 3
__gdu o 2. 9%
— G Te e’ oder dp(l+ap -~

In dieser Gleichung zwischen p und u oder zwischen tgé¢ und vcos 8
uind wiederum die Variablen getrennt. Wird integriert und der Wert:
von v® in Funktion von # in die allgemeine Gleickung fiir dx, also
in gdx = — v*-d? eingesetzt, so 1aBt sich diese @leichung in end-
licher Form lésen; mit Hilfe einer Gleichung 8. Grades wird x in.
p susgedriickt, ebenso y.

Gegen diesen Verfshren erhob Frangais den Elnwand, daB fiir
0= % , also mit tg & = o0, das Luftgewicht unendlich groB ge‘qomﬁen
werde. Fr solbst ersetute deshald & durch d.ou.ﬂ%%g{;_._%.
g und b entsprechend bestimmt werden, .. R

Eih allgomeineres Verfiahren, das si:;h aaf irv'gen"d—

welche Funktion cf(v) anwenden 188, mag diese analy-

tisch oder auch nur in Tabellenform gegeben sein, ist das
folgende: . : : :
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Die Verzigerung durch den Luftwiderstand sei wieder mit ¢ f(v)
bezeichnet. Genaw riohtig Ist die Gleichung

dvoon‘)
as g & (v cos ¥) _ ( (1)
2 . s e ?
cos? 3 vcosd-c-f(v).comd | 'uc:eﬂ -/veo;?) {toon )

dabei o sine Konstante, iher die nachher verfiigt werden wird.
Dazu kommen die Gleichungen

dz= - %w; (2)
v-dd
P tg¥-d3

Es werde nun zum Zweck der Integration die Gleichung (1)
dadurch vereinfacht, daB} vor den beiden im Nenner stehenden cos &
der unter dem Fanktionszeichen f stehende und mit einer einfachen
runden Klammer bezeichnete cos ¢ durch einen entlang der Flugbabn
oder wenigstens entlang eines griBeren Teils derselben konstanten
Mittelwert o, der rechts davon stebende und durch eine doppelte
runde Klammer markierte cos ¢ durch eine andere Xonstante »
ersetzt wird.

Dann izt naherungeweise richtig

d(vuosﬂ‘
qos® & v 008 B veoa 9 T ey-u-flw)’
—a—"f — 7

wenn u=2"%% jot Damit sind die Variablen # und u getrennt,

and ees wird

(tg9)2 = ff(,,)' oder tgd =tgp — 5z (J (@ — J (b)),

LY
wenn J(u) = — 291;% ist.
Damit wird - .
ds _ods - o* 1‘~d0= _ou'  gdu - “i_udu
g 7 P g crufi ve flw)’
L
. 1 ]
(z2 o fudu, . _ | (D) — Dy
n.]a.o‘ @i=—)Fey ® +r°( (u) (UN) 8
wonn D (u) 22% jot. Ferner
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v dd wa dF __ou __!7,51"“ - . .'.1.'.‘.
“‘”’Fﬁ%“"Fuéﬁ Tearm T ey Fwy ol
P du i 3 —_ — _di
t= = Sl fa = iy {T(w) — T(u,), wobei T(u) ot
o

1 .
Endlich dy = tg# -dz = tg@-dz — g 5(J (4} — J{uy))d> oder mit
Einsstzung des obigon Wertes von dz
1 . o u-du
integriert von ¢ = 0 big y oder von #, bis % oder von 2= 0 bisx,

“
1 o [ Jiu)-u-du 3
y=tgp z— 267{ _f f(uT—-J("o)""}

62 [ Juw)-u-du o
—tgp-a— g {— f LORI (D~ D) £}
und wenn _fiﬁ‘}(:)d” mit 4 {u) bezeichnet wird,

y=tgp s —gams{4 (1) — () — T (1) (D®) ~ Do)}

Die Integralwerte D(u), T(w), J(v), A(w); die als die pri-
miéren Siaccischen Funktionen bezeichnet seien, lassen sich fir
die Annabme f{v)== 9", also f(x) =" chne weiteres genau in % aus-
driicken und damit Tabellen anlegen; ¢. B. fiir das kubische Luft-
widerstandsgosetz ¢ f(v) = ¢ %, also fitr f{m)==u? wird

d
J{g)= — ﬁgf :. =‘+?3£-u“‘

J(u)-w-du 29 (v %u-du 9 -
A(u)= —J'L,)r(u) = — _‘.]g_J‘ ==+ Jé--u t usw.
Fir verwickeltere Funktionen f(x) wird man die Integrale mit einer
Simpsonschen Regel oder einem Integraphen awswerten.

So ist es, wenn fir dem in ¢ enthaltenen Formkoeffizienten £ ein kom-
stanter Mittelwert rugrnmde gelegt wird. Falls man dagegen, nach dem
Varbild von O. vor Eberhard (vgl. den § 10, Abgatz 11) ¢ als Funktion
von v zn beriickeichtigen. bestrebt ist, z. B,

= 13206 — ﬁ?-o 00010240, -

aligemeiner
1 g
TEPTT T
20 kann diea auf doppelte Woise geschehen. Entweder berochunet man dem-
gemal denm Ausg’elchsfaktor §, wie dies spiter in § 28 geceigt werden soll

.
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Oder man verfibrt genaver in der Weise, wio dies zuerst von 0. von Eber-
hard vorgesfhlagen worden ist: Z. B. die obige Funktion J(x) wird jetzt

g q
(.” ! du du . [ du
J(w) =~ 2¢9 -F ) -—-Qgpf.u—‘f(u)ngq‘[‘mm1—2grff.—(;)-.

Von diecen drei Iniegralen ist das erste und des dritte moter dem schon be-
bekannten Sjaccischen Funkbioren entheitem. Neu hinzu kommt aber die

d
Funktion fm%-s. Verfolgt man so die geramte Lésung, so erkennt man,

daf im ganzen sieben neue Funktionsn auftreten, die im Gegensatz zu-
den Siaccischen die Eberherdschen Funktionen heien mbgen.

Man wird vorliufig abwarten miissen, bis fir diese simtlichen Funktionen
der neven Luftwiderstandstabelle die Zahlenwerte berechnet zind und in
Tabellenform verdffentlicht vorliegen.

Zusammenstellung. Dabet bedeutet
e -d
D == (D — Diwy)) D= — | Far
. — e
M =T — T )= - f £
1
(1) tg 8 = tg @ — 5= (J (1) — J (1)) J(u) =~ — 29 J‘ @
:
avw) y=a:tg¢p—2:T,'{A(u) () = _J’.r(«u)udu
— Afg)— ¥ (g) (D ) — D(atgh} 7
oder
(IVa) y=x=ige
. x [A(u)—A(uo) ‘ Nt
T T D@D T My
Verzdgerung durch den Luftwiderstand I 008 @
= ¢ f(v).
o und y gewisse niher zu bestimmende y = RO05Q
Konstanten. ° s

Wird .mittels (I) « in« ausgedriickt und in (IT), (II1), (IV) eingesetzt,
8o erhil; man ¢, #, y in Funktionen von x.

Uber die Wahl der Konstanten & und .

Diese Konstanten waren bis jetzt willkiitlich gelassen. Nunmehr
goll dariiber verfiigt werden.

Man kenn von zahlreichen auBerballistischen Lasungsmethoden,
die im Laufe der letzten 150 Jahre aufgetaucht sind, machweisen,
daB sie ihrem Prinzip pach in dem obigen Gleichungssystem (1) bis
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(IV) enthaiten sind und sich der Hauptsache mach durch die ver.
schiedene Wahl von ¢ und y unterscheiden.

Zwar wurden die betreffenden Methoden nicht durch Speziali-
sierung sus den Gleichungen (I) biz (IV) abgelaitet, vielmehr wurden
#ie von ihren Verfassern meistens in wesentlich anderer Form ent-
wickelt, die die Zugehérigkeit der Methoden zu dem System (I) bis
(V) nicht immer chne weiteres erkennen 1aBt. Aber es ist fiir den
theoretischen Ballistiker von Interesse, die einsohligigen Methoden
von einem sllgemeinen Gesichtspunkte aus zu betraohten und ihrem
inneren Zusammenhange nachzagehen.

a) Bords 1769 nimmt (eiehe cben):
bei der Annahme ¢ f(v) = ¢ v?.

o=1, LT

b) J. Didion 1848:

1
d=y=—¢—,

wobei ¢ ein gewisser Mittelwert von’ ;%——0 ewischen dem Anfang und

dem Ende des betreflenden Flugbshnbogens ist. Er wihlt als Lufé-

widerstandsfunktion ¢f(v)==cv*® (1-{- —;L) , ¢ und r Konstenten.
Danit wird

% = (D (W) — D () w = v aosd
£ == (D) — T{uy) u,#uouwap
tgd = tgp — o= (J (w) — J )
Y= P — ok {4 () — 4 (w,)
- J () (D () ~— D (%)) }

Didion wihle ibrigens nicht w als uoabhiagige Variable des
Losungesystems, sondern x, stellte slso fiir ¢, 6, ¥, v cosd Formel-
sosdrizcke euf, die 2z enthalten. Der von ibm beniitzte Mittelwert

A

jm-a-ao
fiir o« lelz a=m _
@) Bt. Robert schlug u. &. vor, statt dessen das a.ntbmetwoho
Mittel zwischen dem Wert von —L im Anfangepank 0 == (oder
auch im Punkt §«= — @ dee sbsteigenden Aster) und dem Wert im

Qipfel ¥ = 0, also dna mthmetlscbe Mittel zwischen 5'6'}" and —
1

=5

2

ooa 0 ’
(1-}- ——-) za nehuwn
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d} Hélie nimmt in einem seine: Lésungesysteme das geome-
trische Mittel zwischen : und o , also aa—l__—
coe Yoong'
6) F. Bincci in ssinem Verfahren von 1880 (kiinftig kurz be-
zoichnet mit ,Sisocci I¥): ebenso o =2 y o= %; dabei werden Zonen-
gesetze fir dem Luftwiderstand angenommen.

f) N. v.Wuaich 1886: desgieichen 6 = y = —: . Quadratisches Lnft-

widerstandsgesetz ¢ f(v) = ¢ ¢%; unter Umatinden mit einem Wachsel
des c-Wertes entlasng dor Fingbahn; unabhingige Variable ist z.

g) F.Krupp (friiheres Verfahren): o =y == 1; dabei die Krupp-
zohe Luftwiderstandstabelle bemiitzt.

bh) F. Siacoi in seinem Verfabren von 1888 (kinftig kurz mit
pdincoi II“ bezeichuet): v —ecosp, y==f-c08’ ;- f ist ans einer
Tabelle mit doppeltem Eingang zn entnehmen, welche X und ¢ als
Argomente enthilt; also muB unter Umstindon eine erats Naherangs-
berechnung vorhergehen. Fiir die Abhingigkeit des Luftwiderstandes
von v werden Zonengeseize angenommen. Das Qleichungssystem isb
danach:

Zz = —-(D (¥) — D{u,)) v = ';:',0.
== cﬁ prp (T(“) T(uo)) Ty == Oy,

t8‘9=38?' 3.oB- M!P(J(u) J(uo))

y==sitgy — a- (cﬁ)' I(ch-cor p {A("'}_A(“n)
— J (1) (D {8) — D(e)) }
So anch bei J. M. Ingalls (Nordameriks) 1900 und bei N. Sabudsk i
(RuBland) fir Flachbahnen.

i) E. Vallier 1804: desgleichen o—o08p, y=——1-c0s®g;
m wird, unter Umstandan nach. voransgegangener Berechnung mit
erster Niherung, mittels einer gesochlossenen Formel ermittels.
Zonengesetze. .

k) F. 8iacol, Verfahren von 1896 (,Biscoi II1¥): ebenfalls
o =008 p; y=f-coap. Einheitliches Luftwiderstandsgesetz. Dazu
gehéren die Tabellanr von Fasella. -

)P Charbonnier: In arster Apnaherung wird a-=7-= ¥ go-
nommen (wie bei dem friheren Verfsbhren von F. Krupp), also
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a:::-cl-(D(u}»—D(-uo)) % == ycos .
t— %(T(‘u)-— P (wg)) Uy, = Dy 008 p,

tg#=tgg — 5z (&) = J (u)

y=zxtgp — :21;;{11(74) — 4 ()
— J (up)(D (W) — D (u))}

Sodann wird in zweiter Anniherung

auf dem anfsteigenden Ast statt des Luftgewichts &, o (1 4 20 4g0 q;)
» » absteigenden » » " 3, 8(1+ 3 1g% )

verwendet; dabei bedeutet v den spitzen Auffallwinkel und » allige-
mein die Funktion x = —;- (v cos 6'%’% —1). Dieses Verfahren
fiir Flachbabnen; dis Luftwiderstandsfunktion wie bkei Krupp in
Tabellenform.

Von den hier im allgemcinen gekennzeichneten Lsungsmethoden
sollen im folgenden diejenigen etwas eingehender besprochen werden,
die im Lauf ‘der Entwicklung der Ballistik betondere Bedeutung er-
fangt haben,

§ 24. Lésung von J. Didion (1848).

Verzogerung durch den Lufiwiderstand ¢f(v) = cv? (1 +%) y WO C
und r die in § 10 angefiihrten Konstanten sind (vgl. auch w. u, die

Zusammenstellung). Nach § 17 ist allgemein dz — —%Jdﬂ oder,
__g-d{rsosP)
da g9 — L20D,

v cob #-d (v coa F)

dz = —_cif(v)-oosﬂ ¥ (1)

Das rechnerische Naherungsverfahren Didions wurde schon cben kurz
dadurch gekennzeichnet, deB in dem Nenner des auf der rechten Seite
von (1) stehenden Bruchs f(v) durch f(xvcosd) und ein cosd. durch

—l— ergotzt wird; dabei ist ¢ ein pachher zu besprechender konstanter
Mittelwert von ;3-:—3 Damit und mit der Bezeichnung wvcos @ =1wu
nimmt die Differentialgleichung (1) eine Form an, in der die Varie-
blen z und u gebrennt sind, 2o daB die Integration ohne weiteres mdg-
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lich ist; es wird nimkbich do = — -L-;(i;‘ oder, da im vorliegenden
Fall £(w) = w142,
1 aun
dx = — ;"—I{-;*—m . (2)
u\lt =)

Aus dieser Gleichung lassen sich durch Tategration » cos @ und weiter-
hin #, ¢ und y je in Funktion von = berechnen.

Zuvor mége die Gleichung (2) noch einmal umbhﬁngig vom Vorhergehen-
den abgeleitet werden (némlich in der Weiss, wis dies durch Didion eelbst
orfolgte; denn die Einfiilhrung von « als unabhingiger Variabler in dae Lisungs-
gystem wurde erst 1872 durch St. Robert bewirkt).

Die Bewegungsgleichung des Geschosses in horizontaler Richtung lautet

ddl:=—-cf(v) cos = —c»® (l -rl).f_s—cv(l-{-;)-v,
oder

d
'ﬁ“‘“(”?)-
Didion emetzt nuu ds niherungswelee durch atdz oder, was dasselbe iat,

v dareh o-vuy. Mit der Abkiireung 2= ¢-v, =¢vc08 $; du=e-d(v;) wird die

Gleickung -:—(-ﬂ =—tu (] + —':—) , wie oben Gleichung (2).

Die woiteren Berechnungen vollziehen sich wie folgt:

ucd:c—-(l—_:—z—-—i) d( )

integriert von O bis z bzw. von u, bis u,

L+ L+
zex = lgnb-—- — Ignt v
T 2

Hier ist 4 = wvcosd, u, == wv,co8p; dorch Auflésung mach vcosd
erhilt man

veos P = — 2 F C®

(14 2) * % —x ’

wo zur Abkiirzuag = %, gesetst ist. Mit (3) kennt man die
horizontale Geschwindigksit vcos $ fiit hgendeine wagrechte Ent-
fernung = des Geschosses. Die zugehérige Zeit ¢ ergibt sich durch

Integration, mittels der Identitdt dt = dz <5 nach Einsetzen des Wertes

von vcosd aus Gleichung (3) dt = ;—c-(;g{&-]- x,) 855¢ — xo}dz zu

Lt -1 __ '|
‘=;,T°;g;'\‘( 1 k%) — il (4}

vy 008 @
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Verwendet man die Bezichung (3) in gleicher Weise in der

allgemein giiltigen Gleichung fiix ¥, nimlich dD == —%ﬁ oder
@@ _ . ez i
i T ey’ wied

S35 oder d{tg#)= = ey T ) o= — sl d;

integriert von ¢ bis 4 und wvon O bis 2:

& -1
tgd—tgp = — ,,:,,D,u [(1“}*"‘0)’ —“g'c‘;—

- 1
—om( ) S e ()
Da endlich tga?wz— laBt sich Gleichung (5) nach einmal nach
integrieren, wodurch y in Funktion von x erhalten wird. Die sémt-
lichen Aunsdritcke ftir » cos @, ¢, ¥, ¥ in Funktion von z, sind weiter
unten zosemmengestsllt. .
Den Mittelwert & des tatsichlich wvariablen Verhiltnisses %

oder Y1 + tg® & oder Eo_:'; berechnet Didion niherungsweise als das
Verhaltnia -%- des endlicken Bogens OM = s der tatsichlichen Flug-

bshn, um den es sich handelt, zu seiner Horizontalprojektion OM, = x,
Dieses Verhiilinis OM : OM, wiederum nimmt er nitherungsweiee
gleich dem Verhiltnis s : 2, des Flugbahnbogens OP, der im luft-
lesren Raum bei gleichenm Anfangs- und Endneignngen ¢ und & und
bei gleicher Antangsgeschwindigkeit v, erhalten wiirde, zu der Hori-
rontalprojelction O P, dieses Bogens; also
OP _ Bogen im leeren Ranm bei gleichem @, 3 u. %__ 4
or, Horizontalprojektion dieses Bogens =, °
Man hat also, fir die gegebenen Werte @, & und v,, OP und OP,
zu berechnen unter der Annshme, daf der Luftwiderstand nicht wirkt
(vl § 1). .

8} Zihler QP = s, des Bruches:

Nach bekinnten Regeln d.er Rektifikation ist

T

O ==

Im Inftlseren Rapm war nmn ylmtgq; x, — 579'—2;;; und tgd,
(]
%,:o%; + Betzt man zur Abkiirzung tgzi‘l:g%:::p, 80
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-d
f -z+, also
v,% cos® @

]
. 2 o —————
,x=_2u%z_zf“ T5.dp.
L d

st dp = —

Schon frither wurde die Bezieshung benitzt:

B
[ TFFar~ {555 + e (F + 7))
S >

Jc:j S=E(®), (Tsbello 8b im Anhang).

Somib st 8, = + 22 (¢ (p)  §(9)),

b) Nenner OF, —x des Bruches:

Naoh dem Obigen ist =z, — %’ coa” 9'(tgzp — tg¥}. BSomit durch
Division .
4 L f@) &9
TR T e-tge- (©).

Wenn der Flugbahnbogen, der berechnet werden soll, vom Anfangs-
punkt (¥ = ¢) bis zam Gipfel (# = 0) reicht, so int einfach

_ i@
«=i8), )

da damit & =0 auoh £{#)=0 wird.

Boll die Flugbahn méglichst genan berechnet werden, so teilt
man sie in mehrere Btgen ein, wobei die Teile in der Nahe des
Gipfels griiBer genommen werden kénnen; ist 2z B. der Abgangs-
winkel ¢ = 4b°, 8o teile man etwa in 4 Bigen: )

8) von ¥ ==g == 46° bis & = 30°; hier ist

- FE5)—2(30)
= tgi5—tg 90
~ b) von & == 30° bis ¢ =0 (G1pfal), hier ist
EBO—E@©) _E@B0 '
= igab—tg0 _ tgho = 1,0631,
©).von # =0 bis &= — 30°; hier ist
=t —2&(—80) €(30)
= O —tg (=50 ~ g 80 — 1,0681 (wie bei b)),
d)von0=—30°btsv9——45°;lnerm o
E(~80) —E(—45) _ E(45)—£(80) _ o
W) —t5 (45 — e Bt 1,2772. (wis bei a}).

=1,2772,

£y =
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Zusammenstellung der Formeln nnd Bezeichnungen fiir die
Lésung vonr Didion.

2 —1
(1) y==ztgy dabei B._(1+,¢°) ‘(Zcz%
F—caz—1
_ﬁgg«ﬁﬂ’ — 2y (1 +).S *(Wz). + gt
1
@) two=tgy —(1+"o)’czcax
Wg{;‘;u], — oy (1 %) =——m -7 +"o:
(3) 11000',=0000!¢-—’},:, V -=(l +“)9“'—-x°,
—_— -1
@ ‘="c“:‘ 0| D=(1+x)" uz_"'xo
A-Rfn.g-4:d .
°= P18 * (5)
%y 2= £ ¥, COB P, &
#= ig_ig(—?‘ )
oder auch nfherungsweise:
& (y+0>
Tz

TAET ©

f(v)

T ®
Hier bedeutet fér den Endpunkt (#y). des za berechnenden Flugbabn-
bogens: v die Bahngeschwindigkeit des-Geschosses in mfsec; # die
Horizontalneignng der Bahntangente; ¢ die Flugzeit bis zu diesem
Punkt in sec. Forner sei v, die Anfangsgeschwindigkeit des Gesohosses
in mfsec; ¢ der Abgangewinkel; 2 R das Kaliber des Geschosses in m;
3 das Luftgewicht am Versmchatage in kg/cbm; P das GesohoB-
gowicht in kg; g dis Fallbeschleunigung in mfsec®; A= 0,0270;
r==43b [giiltig fir den ganzen Bercich der Gesohwindigksiten von
9 = ca. 580 m[seo sbwirts; nach Didion, Treité de balistique, Parie
1880, 8. 467]; i ~ 1 fir Kugeln. Die Funktionen BJV,D werden ==1
fér den luftleeren Raum.

oder endlich kuvz.

Yerfshren bel Berechnung elniger Flugbahnanigaben.
&) Gngcben -,, P, e M.l.n berechnet « nach (9) und », nach (8) und
damit fiir i b x das ¥ nach (1), 4 nach (2), v pach (8),
¢ usch (4). “Boll dw SohuBwaite z= X fiir y=0 berschnet werden, so be-
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gtimmt man aus der Beziehung (I} fir y =0, alsn aus

.o
Mzﬁ’;=x-3(~aux, )
den Wert X durch Probieren (allmiihliches Eingaheln) nuter Zuhilfenabme der
Tebelle fiir B.
Soll die Aufgabe gensuer gelost werden, so teilt men die Flugbahn in
mehrere Teilbbgen: der ersbe Bogen reiche z. B. von 6 = = 45° bis 5 = 409;

< 45) — & (40 .
dapn ist & = %;T)r_%, aues Gleichung (2) folgt

J~==('x¢—tsﬂ‘)i"f%"l;

da # willk@rlich gewiblt wurde {z. B. ¥ = 40%), kennt men' dsrans, duroh
Eingsbeln gefnnden, die Abszisse z des Endpunkts fiir den ersten Teilbogen,
uvad mittels (1), (3) and (4) die zagehdrigen Werte von y, v mnd ;. Nun denkt
man sich den Koordinstenanfang oder Abgangspunkt in diesen Endpunkt
des ersten Teilbogens verlegt und rechnet von dissem aus einen zweiten
Bogen usw.

b) Gegeben ¢, ¢ und das Ziel (2y); gesucht v,. Ein erstar Nghe-
rungswert wird mittels der betreffenden Formel fix den leeren Ranm
gzt

= ¥

Z2eorf @ (2 tg g ~ ¥)
berechnet oder besser mit Hilfe einer veywandten Schultafel geschifzt; damit
kennt man ersbe Niherungswerte von », und, da x gegeben iast, auch von B .
Nunmehr ergibt sich aus Gleichung (1), worin y gegeben ist, ein genauerer
Wert von v,. Mit diesem », wird die Rechnung wiederholt: man gelingt anf
diese Weise za immer. genaueren Wertan von vy; dooh wire es verfohlt, die
Berechnung sehr oft wiederholen tu wollen, da dis gesamts Rechnang nur ein
Niherungsverfahren daxstellt.

o) Gegeben ¢, v, und das Ziel (z¥), gesuckt ¢ (2 Werte @, und
@q¢ fiir FlachachuB und Bogenschul). Ein erster Naherungswert @ ergibt sich
eus der Gleichung des leerem Rauma; damit kennt man cos ¢ und « wnd so-

mit anch x,= m, obenso B. Jetzt 1Bt sich sas Gleichung (1), worin

ooa?@=1:(14tg®p} gesotrt wird, der doppalte Wert von tgp berechnen.
Woenn ndtig, wird die Berechuung wiederholt, indemn man von dem 86 erbal-
tenen Wert von ¢ als 2. Naherungswoert ebenso ausgeht wie vorhin von dom
ersten.

d) Gegeben Ziel (zy), ¢ und Einfallswinkel$, gesucht ¢ undy,.

Zunichst werden erete Naherangulosupgen fir ¢ und v, mittels der Glef-

I Ead gz

chuongen dag leersu Raume y=ztg¢—m und tgd =tgep — Pyt
gosncht (2 Gleichungen mit den beiden Unbekannten v, und @), demit ergeben
sich ersta Niherungswerte von x,, B und J; jetzt wird entsprechend sus dem
Gleichungen (1} und (2), worin z, y, 6, B, J heksnnt sind, das Pasr vom Un-
bekannten 1, und @ herechnet. Dieselbe Rechnung wird weiter von den eo
bereohneten Werten v, und @ sua nooh einmal durchgefihrt, wodurch die
L3eung verschirft wird. ) .

v,!
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Zahlepbeispisl Gegeben 2R=01885 m; @=45% F=29,37 kg,
Awm 12085 i 1; X =225 m (fiir y = 0), gesucht v, ferner 9,, v, 7.

Es wird
= c= 0,000254; «=&(45%. tg 45°=1,1478;
¢ & X =0,000254.1,1478.225 = 0,055.
I leerenr Raum ist .
gX _ 1/981-225 )
Y= ei.n?tp_v 7 = 46,98 m;
damit wird

wvycose  1,1478-46,98- cos 45°
T 435

die Tabellen von Didion liefern hierzu B = 1,024, "J=1,0375, 71,0855,

¥, = 1,0655. Damit ergibt aich- ein geoausrer Wert von v, mittels Gleichung

(1), worin #= X =225 und y=0 ist; 8 wird pimlich 2 v pos” 45%.tg 45 =

295.9,81-1,024; alss v, =47,5. Famer Hir z = X wird .

9,81.225.1,0375 _

Hg =

= 0,0875;

tg b, = tg 45 — e ¢ = — 48030
Weiter wird '
Uy COB @ 47,5008 450 = 45.6:
Y= Cosd, ¥,  oobd,- 10555
X.D _ 235-1,0355
= Ve coa g 47,5-008 45° =604
Zusammen: : :

v, = 475 mfsec; B, = —45°50; v, =458 mjeec; T = 6,94 sec.

§ 26. Die Didion-Bernoullische Niherungslosung fir die

eingliedrigen Potenzgesetze of (v) == cv*.

Fir die Luftwiderstandsverzogerung ¢f(v) = c¢¢" (quadratisches
Gesety fiir » = 2, kubisches fiir n = 3, biquadratieches £ir n=4 usw.}
}éBt sioh die Lésnng in entsprochender Weise dnxchfiihren,. wie dies
von Didion (vgl § 24) beziiglich seines Gesetzes f(v) = v (l +-%)
geschehen ist. Der Gang der Berechnung war saligemein der, daB
aas der. Niherungsgleichung dz = — L ﬂ, WO ¢ == &y cog ¥, qine

i R @ )
Bezichung awischen vcoad und x hergestellt und diese aledamn in
gt " dz a dad _ _géx det wird
vomd - coRd . (woosdp 'orwendeb wird.

Die Ableitang der betreffenden Formeln, die sich ohne jede
Schwierigkeit vollzieht, eei an dem Beispiel des biquadratischen Ge-
sotzes o f(v) = cv* gemeigt - AP '

_ o edw . dw 1 .1
o= — = T’ feer——gg

o
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oder da © = eavcos, u, =av,cosqp ist,
1

v eos P =1, conp (1 |+ 26adu,?cos® p.z) 2.
Damit wird
dt =

_dx 1

veos $  y,cosg
1 3

t=—ﬁ’;-{(1 + 2caty oo @z} — 1},

8¢ a v, 006®

V1 +2cadvcos® px-dz,

Ferner
6

o = 3"_563’_ (L -+ 2ca®v,.2cos® p-2)de,

tg® — g — — (z -t c o v,? cos? @ - 2*);

'"i?o.x\
dy
und da Vgl’ = 3z’
1
y—=ztgp — o :).. 3 +~§c¢'vo’cos‘¢p.a;').
Dies ist die in der naohfolgenden Zusammenstellong angefithrte
Formel (1) fiir das biguadratische Gesetz. Sie ist identisch mit der

Flugbahngleichung von Piton-Bressant und Hélie, die in Frank-
reich meist in der Form verwendet wird:

y =28 ~ 5 (o + Ha)i

es ist hior somit H = g—ca’cos’w; H fiir dasselbe Gezchof ab-
hingig vor . In diesem Band 1, § 19 (Umkehrungsproblem, 2. Bei-
apiel) ist —g— cetv 2 cos® @ oder Hy, == m geseizt und in § 32 (An-

wendungen, 1. Methode) ist Hv,* mit K bewsichmet. "K hiingt also
fiir dasselbe GeschoS von v, und von ¢ ab. Von diesexr Abhingig-
keit igt in § 32 des niheren die Rede.

Zusammenstetinng.
y=atge— I2 B, (1)
%9-39'—?;.7;'-7: . @
vm&-:v.m;:-l, ) 3
t—%w’, D3 €Y

debai hnban die Fucktionem B, J,V, D folgende Werts - (5. Ta-
bellon 6a, b, 0 im Anbang): .
Otens, Ballistie. 5 Auf., BL I 11



Voub’gerun( '
dirob deb B= J= V= D= mit der Abkirzung
Luftwiderstand
K
f—z-—1 e -1 b L _
of(v) = co? T - ¢! 5 ! p=2¢caz
?3 7 .
K 2 1 9 1 9 2 2
ay 1+T“+?z l+z+-8z L -2 1+? 2=100a"V,c08 P-T
- 1 : 1 '
cvt 1+%z 1_{.%1 (1+,)5 L—’-”;—)-—_— z=2calvlcostp.2
, LN
in-? .
g 2n~2 ) : n-1
sligomein T LRy I | P L i
n—3 (48" ~1 a-t | {1+ "1
ef(e) =< e ot B Ch I N Bae-vey pnl R (S
[y a3 -3’

{rycong) .z

291
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Verschiedeno Umformungen der Didion-Berneunllischen
Niherungslosung, speziell fir das quadraiische und das kubische
Luftwiderstandsgeseiz,

A. Im Fali des quedratischen Gesetzes { Verzogerang ¢ f (v) == cv®)ist

gz' . gz
Y=TRY R P WA=t —osias s
— Y oosg. =
voose = Vi ° tbvocos(p @)

wo z==2cax. Speziell fir den Aunffallpunkt (r= X, y = 0} szei
2¢¢ X =2; fir diesen Punkt wird aus der erston Gleichung Y2y
(oder kurz bezeichnet W)= X B(Z).
. Ferner sei statt J(z) die Funktion K(z) eingefiihrt, definiert durch
8J=B(1 + E); E(z) ist somit die Funktion

2J— B ¢ z—1+1

¥ e
Damit nimmt die zweite Gleichung die Form an:
. __gz8 1+ zB@(1+E@®

Im Auffallpunkt mit z = Z, ﬂx 9, = — w (w spitzer Anffallwinkel)
ist demmach tgw = tgp-E(Z).
Weiter moge nebon der Funktion D(3) eine andere ©(z) durch

die Gloichung D — VD, also 9=£5=?¢—€‘:7'}2—

so it fir einen beliebigen Flugbahnpunkf.

definiert sein,

b VEG) B0
und speziell fiir den A‘uffallpunkt
T_v iy P D =g ‘YB(Z)- 6(Z)
”o(fswv%’sm?.y 6(2) — ]/thg«p G(Z)

Endlich im Gipfel -der Flughabn (mit J==0, tgd=0; 2=z,
Yye=y,, 2=2,==2cuz,) wird dis zwelto der obxgenGlemhnngen zu
Qer iolgenden.v

0—tgy — ET";', J(g) oder X-B(Z)=2%,-7(,).

Eine andere Bezichung fiar die Gipfelebazisse ergibt sich daraus, ds8
die Gleichung fiir tg & in der Form o
: g -1
gd=tgp — AR 'y 2ca
11*
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. 2
gich schreiben 1aBt. Hier st & — 1 =TV7 —1, da Ve e? ist,

Fiir

# =0 wird somib —-'—"—%z—' Zoemmdt—1=V7(z,)— 1, wae wegen
%= X-B(Z) und Z= 20« X such die Form V?(z) =1+ 3% -2¢e

e 143 2-B(Z) snnimmt,
Zusammenstellung,
z- B
y=ztgy — WB(:)—ztgzp [1 ﬁ%],
fiir Flugbahnordinate y.

o= tgp - ol B =tge (1~ FHTA+EE),

tir Neigang & der Bahntangente.

v, 0080
Vi
ftir bhorizontale Geschwindigkeit v cos 9.

2008 ¢ =

T
t= P ——-D {2 —“——GOBW~YB[2)- %),
fiir Flugeeit 3
Dabei 2= 26 3.
v anl e v 'ein 2 @
-';—'—_=Z B (2), oder ——x-—-"' = B (Z),

fir Z=2c¢a X,

oeBemBom:

x
o= —tgd, =gy B(2), odor o =15 07—y,
fir spitzen Aufiallwinkel o).

v, === JEV'];" fiir Endgaaohwindigkeit v,.
2T
1= r@= e,
fir Gesmeﬁugn[t T

XB(Zj=3-2,J() odor ScaBmi.s, I )1
V‘(l.)=1+cuﬂ—l+§2 -B(Z)
fir 2, =204z, und dumb:!ﬂr Giplehbdm ,.

f.."‘t!lw" m—,-—ﬂ(‘,),
fir Gipfelordinate ¥,

,.\
=
Z

~
=

(£2) ppunduyeqingg se81qeneg
E =

(10

I |gan

E(ﬂ)
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u.=”!£ )”, fix Gipfelgeachwindigkeit v,. .g 18)
)
. . p . E
1, ;)—Eo-Tp-D(z , tilr Flugzeit ¢, bis zum Gipfel. 5 (14)

Hier bedeutet:
v, == Anfangsgeschwindigkeit in mfses; @ = Abgangewinkel ;
£

X = Schuliweite (m) fiir y=0; ¢ = tre (vgl. Anhang, Tabelle 8b
& ("_"'.E')
. 2 X
fur £), genauer o — I’ noch gensuer soll sein
e(7)
_ @ -EE®, . Bragid
“=tge—ws’ = Fims OO

wobei 2 B = GeschoBkaliber in m, P = GeechoBgewicht in kg,
& = Luftgewicht am Versuchstag in kg/cbm, 3 = 1 fiir Langgeschosse
mit ogivaler Spitze von 2 Kal. Abrundungsradius (vgl. auch § 13);
mit diesem Zahlenfaktor 0,014 giltig fiir Gesohwindigkeiten kleiner
als die normsale Sohallgeschwindigkeit; mit dem Faktor 0,039 statt
0,014 gultig fiir v zwischen ca. 550 und 420 m/sec; mitunter wird
mit einem mittleren Zahlenfaktor gerechnet; sicherer ist es, die Flug-
bahn in mehreran Teilen zu berechnen und dabei den Zahlenfaktor
zu weohseln (vgl. dazo § 10). B, J, ¥V, D, E, O sind die Funktionen:

Bz = e’ —2=1 (Anheng, Tabelle 5b), J(z) = £ (Anheng, Te-

‘-.1

belle b¢), V(z) = e’ (da.!m- Anhang, Tebelle 5a), D.(z) =

(@afic gleichfals Avhang, Tabello 5¢);  F(s) = %’l}l—‘—

o)

'@(z)= 7y - Beziiglich Tabellen fiir F(z) und 6(3), sowie

fidr z- B(z) ng Hsydenreich, Lehre vom SchyB, Barlin 1908, I,
8, 130 und 181. Die susfiahrlichsten Tabellen fiir die hier vor-
kommenden Funktionen und fir ¢ findet man in dem Buch von
J. Kozik, Einfihrung in die &uBere Ballistit und deren Anwendung
zur Berechnung von Schiaftafeln, Wien nnd Leipzig 1911. . -

Vorfshren bei der Lagung einge)lner Anfgaben:
Gegoben v,, 9, X, B, P, &; goaucht i, v,, T, ©, 2,, ¥», &, und y
wo belichigem . Berech %.;:“[2’ ond «, dazn Z sus (6) wrd damit

€= und folghich i. Pemer folgt sus (11) # ‘und damit z,, hiersa g,

“Z_
2aeX
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mibtels (12), v, aus (18), £ sus (14). Weiter o mit (7), dano v, wit (8), 7
sua (3). Da i berechnet ist, ergibt gloh zu beliebigem Absciesenwert = der
Wezt vonr z und folglich nach (1) ¥, nach (2) ¥, nach (8) v, vach (4) 2.

Gegeben ¢, p, w; die fbrigen GriBen gesacht. ‘
Zonsichst wird mit dem ersten Néherungswert u:i@ (zu jedem be-

liebigen x) der Wert von z nach (5) und sodann y, #, v, ¢ sach (1), (2), ),
{4) ermittelt. Ferner ergibt sich nach (6) sus der Tabelle fiir Z-B (Z) der Wert
von 2 vnd damit X, sowie o nach (7). Mit diesem Wert von « wird wunter
Umstinden o genauer ermittelt und damit werden die iibrigen Berechnumgen
wiederholt. Jetzs folgt v, aus (8), T aus (9), z, und damit 2, aus (11) usw.

Gegeben ¢, vy, X, geaucht p (z. B. zum Zweck der Berechnung des Ab-
gangefehlers) upnd die iibrigen Grofem.

Es wird ¢ mittela der betrefenden Formel dee luftleexren Reumes oder
besser mit einer verwandten SchuBtafel geschatzt und dazn der 1. Naherungs-
wert von @ berechnet. Demit bekommt man Z==2¢« X und folglich nach (8)
einen 2, Niherungewert von ¢ und nech (7) von «. Damit wird ¢ genaver
ermittelt und die Rechnung wiederholt, unter Umstinden zweimsal. Dana er-
gibt sich v, aus (8), 7 aus (3) uaw.

Gegeben ¢, ¢, z und vcos #, gesucht v, (z. B. zum Zweck der Reduk-
tion einer Geschwindigkeitumeesung in der Entfernwng v m auf die Miindong).
Berechne ¢ und damit z und V(z}; denn foigt v, aue (8).
Ge'gebsn R, P, 8, sowie X, p, T; gesacht i, vy, v,, @ usw.
Aus (@) folgt, da T, X, ¢ gegeben ist, € (Z) und demit Z, slso c=
X.D
Toos ¢

Za X

und deraus 5. Sodann ergiby eich v, z. B. sus v,= , @ sus (7), v,

aue (8) usw, .

Die obige Losung eignet sich inebesomdere fiir eolche Fialle, in denen die
Anfangegeschwindigkeit v, des Geschosses Kleiner als etwa 300 wjeec iat; ilber
den Grad der Genauigkeit vgl. § 41. Neben den wurspriinglichen Funktionen
B, J, V, D Iagsen sick aufler den erwibnten Funktionen £ und 6 und z- B (2)
selbstverstdndlich noch beliebige andero in das Gleichungesystem simfiihren.

Besonders N. v. Wuiab hat die Lisungesrt durch Anlegung ausgedehater
TabeHen dem praktischen Gebrauch angepafit; in Osterreich wurde dieses Ver-
fabrem zu SchuBtafelberechnungen beniitzt. Die in Heydenreichs ,Lehre
vom SchuB¢, Berlin 1908, II, 8. 122ff. aufgefithrte Mothode ist identiach mit
der obigen.

B. Mit der vorgensunten Losungsmethode ssmt zugehérigen
Tabelien fallt auSerdem dem Inhalt nach viéllig zusammen die Me-
thode der sogenannten SchuBfaktoren von Siscci (Anhang,
Tabelle Nr. 9). Diese Tabelle enthalt fiir die verachiedenen Werte
von Z diejenigen von ___%';m_ 2o e T Vcosp %

¥, SiwX(23)*1000

X 7 gy’ i}tgq,’ Voosw* X'
et ‘] g3
Xtgg’  P-Luob und von ’“;?10%:'3) 2 “':2"’; diese Aus-

driicke sind der Reihe nach mit 71, f,...f, bezeichnet nnd heiBen
die ScbuBfaktoren.
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Gebrauch der Tabelle:

Gegeben P, R, 4, i, sowie X und ¢p.

Man gehe aus von dem gegebenen Wert von f£,; dazu suche man
die auf derselben Horizontalrcihe stehenden, also zu dem gleichen
Werte von Z gekbrigen Zablenwerte von ff,f,f,f, f, anf. Dann er-
hilt man v, aus 7, w aus f, Tauns f,, v, aus f;, «, avs f,, y, ans f;.

Gegeben v, X, .

Man gehe aus von f und suche dazu die zugehtrigen Werte von
fify--.. Dann gibt f; den Wert von @, f, denjenigen von T usw.

Ableitnng: Bereohuang der Tabelle:
.o
Nach dem Obigen ietL'u:rlz = B(2), dies sei bezeiohnet mit f;

g
2J(Z
ferner w&r——g E(Z)—T}-(gz-)—)— s n » » n fis
T 2 D(2) 2
— = - =} —.0 ) ' " :
i Xigy 1o y5a Vv @. -
e €08 B 1
" voooavp " " " F

n V’(z,)—l-}-i-Z-B(Z); aleo gehéry zm jedem gegebenen Z ein be-

%

gtimmtes z,, somit nach Division mit Z auch ein bestimmies

Z oder, was
daseelbs ist, ain bestimmtes =L X ; dies ol f,. Weiter war
v=sur [1- 335
speziell fir den Gipfel igt y=y, und =z =z, aleo ist, nach Division mit
g und X, —22— Itg '--z_xi[ 4—% ggzz') Hierin it nach dem Vorigen

7, eine bestimmie Funktion von

ebenso ist %

vorgeschrieben.

='f‘ eine gegebene

Ys
Xtgy

Z, alko irt auch B(,) mit Z gegeben;
Funktion von Z, pomit et mit Z such

Z selbst war =2 0 X; somit ist f; mit Z gegeben und wegen 7 anch f,.

Zusemmenstellung Gber die Berechnung der SchuBfaktoresn /f.fs.:-

als Fonktionen von Z:

tgm 2 1(Z)
-B% _p2)- B(Z -1
fm ol yE.2@ Y Ton
'VXtS T YE@ 4
”_"L""ﬂ..V(z)

Y, CQ8 @

also jo eine gegebene -
Fonktion_ von
Z=2caX.

YY)
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, Ta_ s
h%=g
s B _
IA ..x_.yé;‘-lx’- [1 % B—(zz'l] also jo eine gegahene
2441000 2 B)' Funktion von
fo= tdp 35 X Z=%caX.
6|a]000('31¢)’.00’ sin g
F = —F1z06 7

Auf diese Weiee 1a0t sich zn jedem Wert von Z der zugshdrige vom
ffify ... berechmen; diess Berechnung igt in Tabelle 9 nisdergolegt. Man
sieht, daB f einfack die fritiere Funktion B (z) (Tabelle 5b) iet, f, die Funk-
tion ¥(2) (Tabelle 5a), und daB mit f; und £, die Funktionen E(z) und &)
tabellarisch dargestellt sind.

C. Pir das kubische Luftwiderstandsgesetz hat F, Cbspal
eins entsprechends Tabelle von SchaBfaktoren aufgestellt. Disge
Tabelle ist jhrerseits dem Inhalt nach gleichwertig mit dem Formel.
system, dag v3lliy unabbingig von Chapel Fr. v. Zedlitz 1898 auf
Graud des kubischen Gesetzes erhielt :

Unter Voraussetzung des letztoren hat msan, weun die Vorz.dga-
rang durch den Luftwiderstand cv‘ ist,

y=atpgp— W( »-I-Bz-lr- ) wobei 7 = celv,co8p- 2,
Wgd=1tgy — ;,—;;;.—( +=+—*=’)

vy CO8 @
142 ¢

x £ 2
‘_v,.eosw(l'i—_f)‘
Mit der 8ubsﬁbutinn1+-—'i-==q oder 2 = 2 (g —1) wird

veos ) ==

= — = 1+, gz 1-244¢
V=T — Fieory 8 B — e ;
008 . : '

voosﬂg:‘;’q_r, wobei QEM_

Hier ist ¢ ein Parsmeter, der entlang der Flugbahn sich &ndert;
fir den Endputkt (y =0, z=X), wo t=v, d=—wm, t==1',
mige der Wert von ¢ mit ¢, bezeichnet sein. Dann ist

X1 S :
‘ mn291-=’”.—...~j_.82.£, ‘ 0
wd dann, mit Benutzang von (),
gX 1—4q,+86g*
g = gl e, (m)
1 '
O == o.:: g Tl ()
X .

r=—_X_ .. a

Yy OB &7
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Danach wiirde die Konstruktion einer SchuBtafel falgender-
maBen vor sich gehen: Fiir mehrore SchuBweiten X sind dis Abgangs-
winkel ¢ aus der Beobachtung bekannt, auflerdem ist die Anfangs-
geschwindigkeit v, gegeben; die notwendigen Reduktionen auf Wind-
stille, Normalluftgewicht usw. seien schon erfolgt, eo ergibt sich zm
jedem Tripel von Werten v,, @, X mit Hilfe von (I) ein bestimmter
Wert vonr g,; die siamtlichen Werte von g, werden in Funktion von
X graphisch aufgetragen, und unter Umstédnden wird die Kurve aus-
geglichen. Aus dieser Kurve werden aodann zn glejchweit abstehen-
den Werten von X, also z B. za X == 100, 200, 300 usw. Metern,
je die zugehérigen Werke von g, entnommen. Zn jedem dieser g¢,-
Werte berechnet sich dann nach (I) der Abgangswinkel ¢, nach (H)
der spitze Auffallwinkel o, nach (II) die Endgeschwindigkeit v,
und nach (IV) die Flugzeit 7.

Zu diesemn Ldsungesystem von Freih. von Zedlitz mégen die
folgenden Bemerknngen hinzugefiigt werden, durch die bewissen
werden soll, daB8 und weshalb dieses System, trotz der verachiedenen
guBeren Form, identisch ist mit der Chapelschen BchuBfaktorentabelle ;
die letztere ist darum unter dieTabellen des Anhangs nicht anfgenommen.

Das Bystem der abigen Gleichungen (I) biz (IV) zeigt, daB die SohuB-

taktoren O—T—". sinly R :%" ::0;: und T'”";"w bestimmte gegebeﬁe

Funktionen von g, oder von 1 -~ %’ und damit von & = c&tv cos ¢ X
sind und danach in Funkfion von Z berechnet und tabeliarisch dar-

- . Tocoep 9t ein2 @
gestellt werden kbonen. Denkt man sich — 35— durch ~——

dividiert, so erkennt man weiter, daB auch ;—-‘% eine geﬁebeno
! 0

Funktion von Z ist. Endlich ist eine solche auch der Ausdruck

ﬁ;, wo y, dio Flugbahnordinate fiic die Abszisse 2 == } X bedeuten

. . - ta 1+42g*

aoll, Es ist namlich allgemein y=ztg¢-§-‘7}w——;‘;- +3 ;_, alao

. 1 X3 :
speziell y, — > X-tgp — B”Em, —gﬁ- wobei

) . X
=1 +%==J + i-oa’uooosqp-i.

Aber g, war =1+ jcatv,co8p X, also ist g=1-+3(g —1) es’
ist somit g, gleichialls eine gegebens Funktion von ¢,. Num ist
§Xt39;_.[ — X l+?"7. ds hier g, und f6o29 oo

ain 2 ¢ -0y

geb‘ene Funktionen von g,, slso von Z rind, 8o ist die ganze eckige
Klammer eine solche und damit suck ) .

¥ Jo
Xigey ,
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. e
Diese SchuBfaktoren " *22% ::‘; e N, aﬁw, o
es, die in der Tabelle von Chapel aufgefithrt sind; und man sieht
den inneren Zussmmephang mit dem angefiihrten Gleichungssystem
vor Fr. v. Zedlitz, auf das etwas vorher schon Ronca auf ganz
anderen Wegen gefiihrt worden war.

sind

§ 26. Nithernngslosung von F. Siaeci 1880 (,Siacci 1).

Gegentiber dem Didionechen Verfahren lieB Siacei 1880 nur
die folgenden Modifikationen eintreten, die mekr &duBerlicher Natur
sind, weniger auf die mathematisohe Integrationsmethode sich beziehen:

Erstens wihlte er, wie schon vorher 1872 N. Mayevski, nach
dem Vorschlag von St. Robert (1873), statt der Flugbahnabsasisse =
die mit dem Didiongchen Korrektionsfaktor « multiplizierte Hori-
zontalgeschwindigkeit, also avcosd = w, zur unabhingigen Verdnder-
lichen des Liosungssystems; oder, anders amsgedriickt, in dem all-

gomeinen Ldsungssystem § 23 ist a-=y==% gewihlt.
Zweitens sind statt des einheitlichen Luftwiderstandsgesetzes
c? (1 -l-;) von Didion die Mayevskischen Zonengesetze ver-

wendet, Die Verzogerung durch den Luftwiderstand, also der Luft-
widerstand dividiert durch die GeschoBmacse, sei cf(v), so ist Lon-
stant ¢ = CELE000 (5 R dus Kaliber in m; o das Luftgewicht
in kg/cbm; P das GeschoBgewicht in kg; { der Formkoeffizient, da-
bei i==1 fiir ovigale Geschosse vom Abrundungsradius 2 Kaliber,
oder % == 1000-¢ der sog. Formwert); dann ist fiir

700 > v > 419 m/sec £(v) = 20T g8,
419 >v>375 n = _%’fﬂ..,ﬁ
0,087 .5 -9
375 >v>2056 o = v,
“)
_90 0583 - .79
295 > v > 240 » DT s,
=5 . 001459
A v 240 » n o -2,
DPamit erhilt wen folgendes System von Gieichungen
1
2= = (Dy— D), (1)

d—tgp— 5 (Ju — ), (@)
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w [ Ay — A .
y=stgy — 52 (52— L)
=n:tg:p—ﬁ(A,—A%-—Ju;{D“—D%)), 3
1
U=avcosd; u, = v, cisp. (5)

{¢ Abgangswinkel, v, Anfangsgeschwindigkeit; (zy) die Koordinaten
des Endpunkts des zn berechnenden Finghbahnstiicks, & die Neigung
der Tangente, » die Geschwindigkeit des Geschosses in diesem ?un.kt,
t die Flugzeit bis zum Erreichen dieses Punktes; D, — — %;

au du ™ du
J‘= —_— QQ-J‘;L—?@; T“=v —_ f'(;); Au== — f( f\ll‘ D J T,
A Tabellen bei Siacci, Braceialini, KluBmann u.sw.)

Was die Berechnung der Integrale D, J, T, 4 aulangt, so
ist zanachst ersichtlich, daB in den Awedriicken fix z, #, ¢ jene Funk-
tionen nur in ibrem Differenzen gegeniiber dem Anfangszustand,
also pur in den Kowbinationen D, —D,,, J. — Jy, usw. auftreten,
8o dafl beliebige konstanie Zahlenwerte hinzugefiigt werden kdnnen.
Gleiches ist beziiglich 4 der Feall, da y 2us tgd durch Integration
nach u hervorging; man hat nor dafiic zu sorgen, da3 an den Zoxnen-
Ubergingen die Tabellen stetiz fortlaufen. Im einzelnen vollzieht
sich ronach die Anlegung der Tabellen fir D, J, T, A folgendermaBen:

a) Brste Zone, v zwischen 700 und 419 mfsec; f(v) =g-v?, wo
zur Abkiirzung g = 0,03;‘33:_:_-9

] [
b= 3= -
= — = lgntu <+ willkiirliche Integrationskonstante @,

du du
0= 2"fu o=
=+ % oo + willkiirliche Integrationskonstante @,,
du 1 |dn
rw= - [f5=-1[%

= 4 -l~--!'— + willkiirliche Intemtionskonsta.nte @,

- —+-Qx -u-dee
J ~da
A(w) = j____(*‘}_(:) J‘

g

A 1_¢
= _?"'.J‘F—TJ.7‘=+5'?’?"¢!I“‘“
+ williciizliche Inbegr&tionskongtant-a Q;.
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Die Eonstapten @, Q,, @, @, eind willkiirlich. Sisocci wahlt
Q,=0 wd @, @, Q derart, daB die Tabelllen D(u), 7'(w), 4{w)

fiir u == 700 mit Null begipnen.
b) Zweite Zone, v zwischen 419 und 875 m/eec; f(v) = pv?, wo

0,00008404 -7 -g
P=""Tg000 -
o = =[5 = 5
= + 11 5+ willkiiriiche Integrationskonstante C,
Ty =~ “f sra= 3%
- +8_p'7’ —+ willkiirliche Integrationskonstante C, ust,

Die Konstanten C, C,, C;, C; sind eo zu bestimmen, daB die
Funkbiouswerte am Anfang der zweiten Zone gleich den enteprechen-
den zm Ende der ersten Zone werden, algo z. B. C aus der Bedingnng,
dal fir o = 419, w*;—lgntu-}-Q—;T‘%— C usw.

Dsas Verfahren bei der Lésung der einzelnen Flugbahn-
sufgaben mittels des Gleichungesystems (1) bis (5) lsuchtet nach
dem frilher Gesagten ohne weiteres ein:

Ist = B. v,, p, ¢ gegeben und sollen fiir ein beatl.mmtea z die
GriBen y, v, t, ¢ ermittelt werden, so wird auas (1), worin %, v, @, ¢,
also auchk w, und & beksnut sind, D{u) und hiersus u berechnet; die
Gbrigen Tabellen liefern die zugehrigen Werte von J(u), 4 (v}, T(u);
algo erhdlt man & eus (2); damit wird gegebenenfalls der Wert von «
verscharft und die Berechnung von ¢ wiederholt; denn hat man y
aus (3), ¢ aus (4) und v avs (6).

Dagegen macht die Berechnung der Elemente X @, T des
Auffellpunkts aus denselben Daten v, ¢, ¢ ein umstand]iohea
Verfabren sukzessiven Eingabelns notwendig: Aus (3) folgt ine-
besondere fir den Auﬂnllp\lnkfr (y =0, z==X) die Beziehung 0 ==

tgy — (b‘:—_ﬁ J,,‘ hierane wird durch sukzessives Probieren

u, = av,co8w ermittelt; daraus folgt nach (1) X-—-‘—C(D.‘,— Dy);
und dann wmit (2) tgw. Hiersuf wird « genaner ermittelf, nud die
ganze Rechnung ist damit zu wiederholen.

Die bei SohuBtafelberechnungen besonders wichtige Aufgsbe, aus
gegobenem v,, ¢, X, P, B und &, sber bei unbskanntem ¢, also un-
bekanntem o die simtlichen Elemente v, w, T des Auffallpunkies
zn berechnen, gestaltet sich gleichfalls wenig einfach, da die aukzeesive
Anniherung durch Probieren erfordert.
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Aus diesen Griinden schlug Siacei vor, neben den priméren
Funktionen D, J, T, 4 und zugehtrigen Tabellen andere Funk-
tionen und Tabellen zu beniitzen, die jene Aufgaben mit geringerer
Miihe zu ldsen gestatten.

Sekundiare Funktionen E, ¥, @, O, §, & und zugehdrige
Tabellen: Denkt man sich die Gleichung (1)
D(w) = woz + D(u,)
nach # aufgelést, so sieht man, daB 2 eine Funktion wer und w,
ist. Daher sind auch J, — Ju, Ay — Ay, Ty ~ Ty, und %:_‘_ —J.,

'y,
gegebene Funktionen von «ez und %, Fiir diese Funktionen seien

die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen eingefiibrt:

T, —Tp= 48
[ Ju“—Ju,,_Q
Ay~ A,

Eine von cex und w, in gegebener Weise abhingige Funktion

ist ferner £ _ N; ebenso @ — E = O und endlich —-S—=S'.
[-{34 . &CT

Diese Funktionen B, N, @, 8, 8, O heiBen sekundire Funk-
tionen; die zugehdrigen Tabellen, die mit Hilfe der urspriinglichen
Werte D, J, 4 und 7 leicht hergestellt werden kémnen, als Tafeln
mit doppeltem Eingang, némlich mit den beiden Argnmenten cux
and ¢,, heilon sekundire Tabellen; offenbar kann ihre Zshl je nach
dem besonderen Bediirfris noch willkiirlich vermehrt werden

Mit Beniitzung der sekundiren Funktionen werden die obigen
Gleichungen folgende:

D () = ecz + D(u,);
g =1tgp — 5 Q(cum, 15;);
Yy =—xtgp — —;—:—’-E(cmz, )3 .
=%-S(cam, 'uo),

u=rcvcosd; u,==et,008p.

Speziell im Gipfel st v =u, =av,, 2 =2, y=1y,, & =0, also
Du)=wacz,+ Dw); tge= %-Q(caz,, %g):

1
y.=z,tg¢p *—%-E(Gd%., uﬂ); i'g:wg(ﬁux., "o)-
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Im Auffallpunkt st y = 0, £ = X, u = 4, = qv cos@, & = — o, also
D)= acX 4 D(5,); tBo =35 @(eaX, ug) — tgp;
tgp = —2‘% EoeX, u); T= %~S(cn:X, %,)

Al
somit auch tgw = ;?O(_cax, u)); tge =‘=I-%--N(cax, %p);
T X .8 (00X, u).

Yst 2. B, SchuBweite ¥, Abgangewinkel ¢ und Anfangageschwindig-
keit v, gegoeben und wird ¢ oder bei gegebenem E, P, 4 der Form-
kosffizient i gesucht, so wird zweckméBig die vorletzte Gleichung

tgo = %’. XN heniitzt. Hier kennt man X, ¢ und v,, somit auch

o und w,, also laft sich N berechnen urnd aus der N-Tabelle in dex
Spalte des gegebenem u, der Wert caX ermitteln, somit kennt man c.

Dann findet sich @ aus tgco=2%-0. Mit diesems w kann ein ge-

nauerer Wert von « ermittelt und die Rechnung durch Wiederholung
verschiarft werden. Man erkennt an diesem Beispiel die Vorteils, die
durch Einfiihrvang der sekundiren Tabellen erzielt werden. Weiteres
tber die selkunddren ballistischen Funktiomen findet man weiter unten
n § 30.
Anmerkung, Naho verwondt mit demm Verfahren Sisooi I ist das von
F. Exupp (W. GroB) eutwickelte und iriher beputzte Rechnungsverfahren,

‘Bet dissem Verfahren wurde der von Didion und Siacei (I) benutzte
Korrektionsfaktor « konstant = 1 gesetzt, also 1 = av 0os ¢ = v cos 8; 1w, = v, cosp;
o stellt also hisr u einfach die Horizontslhomponente der -GeachoB-
geschwindigkeit vor. Mit andern Worten, das Niherungaverfabren bei der
Integration der Hauptgleichung besteht darin, dag cf(t)-cosd durch c.f(v cosp)
= ¢f{t) ersetwt wird; es wurde also angenommen, dag die Horizontalkom-~
ponente m-of(v).0089 des Luftwiderstandes mcf () fiir irgendeine Ge-
soboBgeschwindigkeit v gleioh dem Luftwiderstand m-cf(voosd) fiir die
Horivontslkomponente der betreffanden GaschoBgeschwindipg-
keit sei, o .

Ferner wurde nicht eime analytische Funktion fir die Verzigerung ¢f(v)
dorch den Luftwiderstand gugrunde gelegt, sondern mnmittelbar die #ltere
empirische Kroppnohe Tabelle, die aus zahlreichen Schiefiversuchen der
Firma. Krupp entstanden ist und deren Zaverlaasigheit W, GroB ith einzelnen
Die Integrale D, J, 7', A wurden von W. Gro8 in der Weise berechnet, daB

_Yu-ds $1_du Au 1 I(w)-v-duw . ¥
or — 2, ) —2 7@’ "‘2’7(“)' ~2 fl  Tonu=1000m/seo
ob sokzeesive summierte und dabei du= —1 mfsec nahm. W. Olpson hai so-
darnn zn dem Grofechen Formel- und Tabellensystem bequemere Tabellen mit
doppeltem Eingang heransgegeben, in denen za den verschiedenen @ und v, cop ¢
die Werte von v,-008 @, @, 7', X fiir die Einheit des ballistischen Koeffizienten ¢
unmitéelbar gegeben sind. Die &ltere Eruppache Tabelle und weitere Eingel-
hdtegl betreffs des friheron Krupypachon Rechnungsverfahrans findet man in den
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friiheren Ausgeben dieses Lehrbuchs (Veriag von B. G. Teubuer), dis Entwick-
lung des Formelsystems in Band I, die Kruppsache frithere Tabells in Band IV.
In der vorliegenden Neusuflage des Lehrbuchs (Vedag vou J. 8pringex) ist
jene #ltere Kruppsohe Tabelle nicht mehr aufgefahrs, und dsher sind anch
weitere Angaben iiber das iltere Reohenverfabren F. Krapps unterdriickt worden.

§ 27. Die Ldsungsmethoden von Siacci 1888 (Siacei 1IN

und 1896 (Siacci TID).

Diese Methoden sind hinsichtlick des Integrationsverfshrens da-
durch gekennzeichnet, daB (vgl. § 28) o =cose, y = §-cos?p gewihls
jst, wobei ¢ den Abgangswinkel und § einen gewissen, nachher zu
besprechenden Korrektionsfaktor vorstellt, der im &#hnlicher Weise,
wie der Faktor « bei Didion, dazu bestimmt ist, den bei der Xnte-
gration begangenen Fehler auszugleichen. Das Lisungssysten ist also

folgendes: i
z= J(D — Dy,);
tgd =tgp — Q,ﬁm: (J- Jud;
1
Y =28 — grpmeaipl (e — Au) — Ju{Du — Du,)};
)]
b= oy (o — Tu)s
wobei u = ':::.:, %o = Yo} Verzigerang. — cf(v) B ein Tabellenwert.
Bur Darstellung- der Abh#ngigkeit des Luftwiderstandz von der
Qeachwindigkeit wihlte Siascci 1888 Zonengssstze:
Verzisgerung durch 4 Luftwiderstand — ¢, v? fiir v == 700 bis 420 m/eec:

» ”n » » ==cv* n v=420 » 343 »
" n » Toon =¢v? » n==3848 » 282" »
) ” n » =0,0° »n v=—=282 » 240 »
» n » » r_~e.0" n =240 m/seo

Die entsprechenden Fabellen wurden berechnet von Berardinel 1i
bis @ = 700, spater wurden sie von Mola his u = 983 fortgesefint;
sekundiire Tabellen berechnete Braccialini. Solche primare wad
sekundire Tabellen, nur mit einer atwas anderen Zonenseinteilung,
namlick mit den Zonengesstzen von Mayeveki-Babudeki, findet man
in ‘dem Werk von Heydenreich: ,Die Lehre vom SchnB8“, Berlin 1908,
Teil I, woranf hier verwiesem sel. ~

Das Verfahren S8iaccis vom Jabra 1898 (Siacoi ITE) unterscheidet
sich von demjenigen Siacei I1 nur dedurch, daB dasneusre, einheit-
liche Luftwiderstandsgesets Siacois {vgl § 10} dabei mgrmds gelegt
ist; auch hierya hat Biscci die primaren Tsbellen D, J, T, 4 sowie
eine Tabelle der §-Werte bervechnet.
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Der Korrektionsfaktor 3 bei Siacei If und III

Der Schwerpunkt der Ldsung soll offenbar in dem Ausglsichfaktor 8
liegen. Die genane Hauptgleichung war

(v couﬁ)
dd g d{veosd) g cos @
o0g?8 ¢ »-f(v)-c0e*d ¢, veesd fveosdy |

?
oosqp‘f cos@)"‘c“")
wobei ¢ unter anderem das Luftgewicht enthdlt, das tatsichlich mit
der Hthe y des Geschosges iiber dem Boden verinderlich ist, was
durch den Indexy, also durch o, angedeutet sein mdge. Die ange-
niherte Hauptgleichung igh ‘ .

d ("_091'2
dé ~2 coBp / R
cos®® ¢ vcosd  fvooad >
—_. _....._;.ﬂ.cc;33¢
0B @ coa¢g /

hier ist ¢ mit dem Index 0 verrehen, um enzudsuten, daB fir das
in Wirklichkeit verinderliche ¢ miherungeweise der Wert von ¢ in

der Hohe der Geschiitzmindung genommen ist. Fihrt man s = 2222

con ¢
ein, so besteht das Naherungsverfshren darin, daB ¢,-f(v). cosd
= vty f(u)-B.co8p gesefzt ist. Dieser Faktor g, also
f(¥).cosd .
'y f(" cos By o (1}
coBy / ’ L2
hat z. B. fiir das quadratische Gesetz f(v) = v%, also fiir
',/vcom?) lfv_r.foaﬂ\“
. "\ oosp/  \cosg/
im Anfangspunkt O(9 = ¢), im Gipfelpunkt §{$ == 0) und in dem
Puakt 0, des absteigenden Astes mit ¥ = — @, abgesehen von dem
Faktor ¢, : ¢y, bzw. die folgehden Betrige:

— ¥

. . = 9,° 008 @ s s 01
in O ist ﬂ_ﬁ-{-‘-’“—.ﬁ—ﬁ—'=mq’, mSlstﬂ=.W__:_=1,
Vomp/ " (Eo‘s'g_ai oty

. 2

in 0, st pem, BCRER)  _ oo0g
4 c08 (— ) \*

\___w) - coste

Also iet in diesem Fafle § stete > 1, und zwar ist der Unterschied
gegentber 1 um so geringer, jo kleiner ¢ ist.

.Fﬁr das kubische Gesetz aind dis betreffenden drei Werte der
Reihe nach: secp, cosg, sscep, alsobzw, > 1, < 1, > 1. Fir das
biquadratische Gesotz bzw. secg, cos'e, secp usw.

Daraus folgt zunichst, da8 bei sehr flachen Flugbshpen sich der
B-Wert vou der Einheit nicht erheblich unterscheiden kann.
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Speziell fiir das quadratische Gesetz cf(v) = c¢? ist § idemtisch
mit dem Didionschen Ausgleichsfaktor ¢, Denn bei dem Verfahren

von Didion jst f(v)= flevecosd) (ewcosd) ) 3 cosd gesetzt.

« o8 ¥ « coy N
. s s . v cos # cos® @
Andererseits ist bei Siacei II und IIT ¢ (v) .-.-=‘~ f(-‘-msq] } =T

/veost‘)\' ﬁ cos ¢
\ cas @ coB &

== f9® coBd, somit dasselbe.

Um monmehr zu der Siaccischen Berechnung von § fiberzugehen,
g0 multipliziere man die Gleichung (1) beiderseits mit dem Faktor
’_.@»cosﬂ\ ,(F},cosq:\_
& — \ cungz)‘.’_\ cos ¥
fw) Ve
Hier bedeutet ¥, diejenige Anfangegeschwindigkeit, mit der im luft-
leeren Raum bei gleichem Wert vop ¢ dieselbe tatsichliche Schul-
weite erzielt wiirde, die man im Iufterfallten Raum hat, d. h. es ist ¥,
¥y} 8in €

definiert durch __5__9’ = X. Dies gibt

¢, as
ﬁ'c_:' ¢'(t‘g¢+ tg#)lz'mta

.37
2.P.(tg @i+ tgB)°- wFer YO

, 1 o
~ et w0 .

Diese Gleichung werde integriert iiber # von -+ ¢ bis — ¢, also
vom Anfengspunkt O der Flugbahn bis zu dem Punkt ©,, der nahe
dem Auffallpunkt auf dem absteigenden Ast liegt. Dabei sel auf der
linken Seite ein konstanter Mittelwert von 8 und ebenso von & und

von 2 vor das Integralzeichen gesetzt; diese Mittelwerte seien als

solche darch den Index m gekennzeichnet. Dann ist

e (@), ¢--ﬁts¢+ éﬂ)'-;‘?;%
+e (3)

—. A

1 Vo008 ¢ s

=f(%)-oo-'v.[f( cond )(‘3‘?’4‘“8*’)’“56
+e¢

Das Integral auf der linken Seite ist, wie durch die Substitution
tg ¢ == z sofort zn mehen ist, gleich ~— 2tg®¢; fermer ist sinlenchtend,
da8 fiir cf(v) e~ cv™ der Brach @ _ =1 ist (und darin liegt der
Grund fiir die Einfihrung von $); Siacei nimmt ihn gleich der
Einheit. Anf der rechten Seite werden die Grenzen des Indegrals
und damit die Vorzeichen wvertanscht, und so wird die BchluBiormel,

Crenz, Ballietik. 6. Auf., Bd.L 12
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wie man durch Ausfithrung von (tg @ -+ tg&)" leicht sieht:

bu= ) T J rBs) i+ ) & W

Abgesehen von dem Bruch (“ enthilt dieser Ausdruck nmr

¥, und @; des Integral wird von Siacci durch niherungsweise Sum-
matmn fiir die verschiedenen Weorte von ¢ und V,cos¢ berechnet,

also IiBt mich, abgesehen wvon (:f)”, fiir B eine Tabslle anlegen, die

diesen Wert fiir alle mdglichen in der SchieBpraxis vorkommenden
Werte ¢ und Fyoos@ oder, da V,= E%‘z;“' fir alle moglichen
Werte @ und X liefert. In der Tat ist die f-Tabelle Siaccis eine
solche mit doppeltem Eingang ¢ und X.

Inwieweit durch diesen Faktor § der Integrationsfehler susge-
glichen ist, maB besonders untersucht werden (vgl daritber § 41).
Penn bei der Berechnung von B sind, wie zz sehen war, einige
Vernachlissignngen beniitzt, deren Tragweite fiir die Geneauig-
keit der ganzen Flugbabnberschnung nicht ohne weiteres zu be-
measgen ist; z B. it &, nur ftir die Zonengssetze ¢v”, nicht aber
fiir dss dem System Siacci III zngrunde gelegte einkeitliche Luft-
widerstandsgesetz gleich eins, nnd auch fiir die Zonengesstzo oo™ ist

@, nur dann gleich 1, wenn die Funkiionswerte f (“0'0) i),

I (y"“') f(¥,) innerhalh derselben Geschwindigkeitezone liegen,

also wenn dabei s konstant ist, usw. Biacei suchte asin Rechen-
verfahren weiterhin dadurch yu verachirfen, dal er fix 2 = 0, 1 X,
X, $X mit verschicdenen f-Werten rechnet, und zwar mit ver-
schzedenen fir x,y9,5, #. Parodi hat diese Methode praktisoch aus-
gehildet {vgl. Lit.-Note Nr. 27. Eine Fehleruneemuchung bat Th. Vahlen
begonnen (1. b.). .

§ 28. Die Niaherungsldsung von E. Vallier 1894.

Dis Wah! von o und y und damit das System von Gleichungen, _'
durch die eine Magbahn berechnet wird, ist gegeniiber von Siacei IT
und III ungeéndert. Nur die Berechnung von g ist eine etwas andero
{Gowron nschher). Ferner iat ein anderes Luftwiderstandsgesetz za-
grunde gulagi; nimlich ee sind rar Darsiellung des Luftwiderstands
in weiner Abbingigheit won der Geschofgeschwindigkeit .v fiir
©>:330 mfsec das €hapel-Vallierache Gosetz, fiir v < 330 die
beiden Zonengesetze von Hoyel verwendet (vgl. § 10): Wird die Ver-
ziogerung” durch den Luftwiderstand wie bisher mit ef(v) begeichnet,
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. A, B . . s
und iat c—i206 ;, (8, das Luftgewicht in der Héhe y m, gomessen

in kgfobm; R lm]bes Kaliber des Geschosses in om, P GeschoBgewicht
in kg, i = y55 " der Formkoeffizient), so ist (vgl § 10, 8)

1000
filr v = 330 m/sec f{v)== 0,126 (v — 263),
i)
n 330 >v2=300m/se0 » = 0,021692.+°,
)
n v << 300 m/sec » = 00838144,

Dabei ist + konstant « 1 fiir rotierende Langgeschosse mit ogivaler
Bpitze vom halben Offinengawinke! an der Spitze des Ogivals — 41,6°
(y = 41,6%; sonst isb nach Vallier & mit v etwas verinderlich,

——— . - 2
némlioch = —(:]—5—(:5%3%) fiir v 2> 330 mfseo; fir o< 380 m/faeo

soll sein:
== 0,67 0,72 0,78 1,10
bei y= 319 33,6° 36,9  48,2°,

Der Korrektionsfaktor 8 wird von Vallier in sehr systematiacher
Weise durch Zuhilfenahme der Taylor-Maclaurinschen Reihen-
entwicklung mit ibrem in Integralform bentitzten Restglied berechnet.
Es wird damit eine gescblossene Formel fiir § erzielt. Diese Formel
ist zwsr weniger einfach zu handhaben als eine f-Tabelle nach
Sincei, wie sie z. B. in dem Werk von Bisoci: Balistique extérisure,
Paris 1892, oder in der ,lobre vom SchuB“ von Heydenreich,
Berlin 1909, II, 8. 30 der Tabellen gegeben iat; sie gewahrt ihrer-
seits kaum die Moglichkeit zur Anlegung einer zugehdrigen Tabelle.
Dagegen hat sie den Vorzug groBorer Allgemeinheit fiir sich,. (x. B.
die A-Tahelle bei Siscci und Heydenreiock versagt nicht selten
bei groBem Gesochiitzkalibern). Diege Formel fur 8 wird im folgenden
abgeleitet.

Vallier geht aus von der in § 32 =m bespteohenden Maclaurin-
schen Reihonentwicklung mit dein Restglied in Integralform, speziell
von der Gleichung (80) in § 32, also von

img
L y=zige — 2%,6“, s f(a: t)" ::«{u(:')o),‘dt‘ (1)

- Das bei der Imtegiation der H,n.uptglemhnng beniitzte Niherungs-
verfahren bestaht bei ihm, ihnlich wie bei Siacci II und III darin, dall

v o0s
Bi ()-8, F(o)-comd ; B (ve) - (m, B-co g
P 1206 naherungsweise = Lo

gosetzt wird, wobei 4, und s(u) die Werte des Luftgewichts ¢ bzw.
12+
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des Formkoeffizienten ¢ fir die tatsichliche Flughdbe y des Ge-
schosses iiber dem Miindungshorizont, dagegen 8, und i(vy) die ent-
sprechenden Worte im Anfangspunkt der Flugbahn bedeuten. Es
wird algo ¢f({v)cosd niherungaweise durch diese andere Funktion
¢, f(u) ersetzt. Dabei ist zur Abktirsung
k-4

“ s ”0‘::!? ; (2)

ferner ist J, = &, (1 — 0,00011 - %).
Also hat man folgende Gegeniiberstellung:

richtig ist:

o
gzt ef (v) cos 8
y=xtg§v—m f -9 (v‘cou‘:’j ; @)
=0
R (95,-(1 000011 5)
¢= P.1.206
wonrichtig ist:
==
¢, [ (w

y=rtge - gl — r(’ R (v“}:i(.‘ 5, 4t @)

R3-i{v)-8, 8- cos®p
4= 1,908 .

Der beim Naherungsverfahren begangene Fehler ¢ in Bezicshung
auf die Flugbahnordinate y, die zu der Abszisse z gehdrt, ist somit
geiner abgoluten GriBe vach die Differenz der beiden Auedriicke (8)
und (4),

cmofle o (SO

Speziell mbge es sich um die gesamte ¥lugbahn handeln, soweit sie
iiber dem Miindungshorizont liegt. Dsnn ist z = X zu setzen; in (3)
wird y = 0 (vorausgesetzt, daB in der Annahme der Funktion ¢f(v)
kein Fehler liegt), dagegen wird y aus (4) dann von Null verschieden
sein. Der Fehler in Beziehung auf die Flugbahnhdhe y am Ende
der Bahn sei jetzt E. Da es in dem bestimroten Integral auf
die Bezeichnung und Bedeutung der Integrationsvariablen (bisher #)
nicht ankommt, sao sei diese jetzt mit 2 bezeichnet, und darunter
sei wie bisher die variable Flugbahnabszisse verstanden, zu der die
Babngeschwindigkeit » und der Tangentenwinkel ¢ gehdrt; dann ist
der Fehler

E gl'(x at- cf(") °°::‘:“;x r® oz ®)
®m
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In ¢, kommt der fragliche Faktor § vor. Es gilt, dieses 8 so
zu bestimmen, da8 der Fehler E Nuli wird. Kénnte dies gepau er-
folgen, so wire die Losung des Flughahuproblems mit dem aus E = 0
bestimmten § geoau richtig — jedoch nur dann, wenn fir alle
Flugbshopunkte ¢=¢(x) =0 wire, unicht blof E = : (X} =0 ge-
macht ist. Also ist schon jetzt vorauszsehen, daB bei der welteren
Behandlung des Ausdrucks (5) gewismse Vernachlissigungen oder
Naherungsannahmen eintreten miissen,

Es werde nunmehr als Integrationsvarisble z -—;% eingefiihef, so

daB dz =X -3z, (X — )’ = X*(1 ~ 2°). Vallier setat ferner voraus,
of (v) cos d —¢; [ (x)

vt cost & .
z ond damit von z ist und der kurz mit ¢ (z) bezeichnet sei, durch
eine nach steigenden Potenzen von 2z fortschreitende konvergente
Reihe darzustellen, von der nur die beiden ersten Glieder verwendet
werden; also er setzt voraus, daB die Kurve ¢ (2) durch eine gerads
Linie ersetzt werden kdnne, ¢ (z) =@, - a,2 (1. Annshme). Dann ist

es sei mdglich, den Bruck , der eine Funktion von

z=1
E~= gX’~f(1 — 2 (a, + a, 7). de = g X* (%Jr 3)-
z=0
Setzt man E=0, s0 wird, da ¢ und X von Null verschisden

gind,

da,+a, =0; (6)
dies ist diejenige Bezichung, aus der weiterhin § 2u berechnen ist.
Dije Berechnung von @, und &, erfolge aus den Verhiltnissen der
Flugbahn im Abgengspuskt und im Gipfel: im ersteren Punkt ist
# =0 und damit g =@, also ist hier @ (2) = ¢; -6,z =6, und sei

mit ¢ (0) bezeichnet; ferner nimmt Vallier an, daB z'=-§'- (x, die

Gipfelabazigse) fiir slle Flugbahnen geniigend augenihert konstant
== 0,06 sei (2. Anuahme); der zugehiirige Wert von ¢(z) set der
Kiirze halber mit q;(a) bezeichnet, 50 ist ¢ {8) = a, & -0,65. Da-
mit hat pan zwei Gleichungen zur Bestimmung von &, und &,.
Setzt man diese Werte in (6) ein, so wird dicse Bedmgung zu der

folgenden: .
6-¢(0)+5 p)=0 )
Nun war allgemem
pla)= ${5)-(1—0,00011y)- ﬂv)oou&--.(v.,) f (&) -F oos! @
¥ P 1 08 (veos 8¢

somit bedeuntet .
(0) = R -8 i(g)-1-f(m) comp—i(m)-fn)B-oos' g
PV = F06 (1, cos ¢)*
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(ds u, =v,), und
B8 §(0)-(—0,000 11y (0 — () F i) foow’ g
@)= 508" @, 1)* oder u;i-vost
A L™ 3 3 L
8stzt man diese Werte ¢ (0) nnd @ (s} in (7) ein, #o erhilt man

p-[8-L5 + 5.5 -neot p-ie)
= 6.3 (v) L '("0 tectp + bi()-(1 - 0,00011y).LE (g

Dies ist die Formel zur Bestimmung von 8, die abzuleiten war. Es
ist sinlenchtend, daB dieser Wert erst dann verwendet werden kann,
nachdem man mit einem ersten Naherungswert fir 8 (némlich § = 1
oder nach Valliere Vorschlag besser mit § — cos§ ), sine vorliufige
‘Berechnung der Fiugbahn in Beziehung anf ihre Verhiltnisse im
Gipfel durchgefiihtt, slso vorliufige Werte von v,, 4,, y, errechnet
bat. Eine wiederholte Anwendung dieses Verfahrens filhrte den Ver-
fagser nicht immer zu einer Verachirfung der Rechnung. Vallier

bezeichnet ¢(z,)-f mit —

Ohne Beweis 'sei eme etwss genauere Formel fir § nutgetellt
die Vallier ableitet. Man denke sich durch eine erste vorlaufige
Flugbahnberechnung die ballistischen Elemeute zx,y, v, %, 9, des-
jenigen Punktes (r,y,) der Flughahn ermittelt, dessen Abezisan
%, = 0,225 -z, ist (r, Gipfelabezisse), dann jet

8- [_9 R .[_i:_“l_) +4 L‘(‘:—“-')]; (u,,') aec® @
=9-i(2,)-L%.(1-0,00011. y,) 0% 9, +-2i(2)-LE2.(1 - 0,00011.9). (9)

Kine weiters Verschirfung der Vallierschen Formeln fiix # hat 1910 der
Vertasser vorgeschiagen: In der obigen Entwicklung war 'naherungsweise
% konstant = 0,55 angenommen. Man kann nun bei der vorlaufigen Flugbahn-
‘berechnung, die jedenfalls bei der Anwendung des Vallierschen f notwendig
ist; anBer v,, %, und y, sach ncoh z, und X berechnon. Dann ist dss Ver
‘biltnis 2,: X genauer bekannt. Verfolgt man damit den obigen Gedeuken-
gong nochwals, so wird z. B. die oben abgeleitete erste Valliersohe Formel (8)
far § zu der folgenden:

# (45— 1) 2R L8] i

~(4%-1) Lo secrpri e +imya—omor . L8, qo

wobel apeziall fir k tes ¢ die Fakt () vod i (v,) vegﬁlllen, da sls-
dorn 4 (v,)=i(v,). Anf die {-Werte von v. Ehezlmrd. {vgl. § 10) lsssem rich
obige f-Formeln pelb findlich ebenfalla en

Weiter lieBe sich daran denken, jo fiix- e¢ire bestimmte Gruppe der
Werte ©, vy, ¢ (Gewshre, Feldgeschitzs, Haubitzen usw.) eine geoignete Wahl
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der Punktionen ¢ (2) an Stelle der linearen a, +a,2 zu treffen. Endlich zei
daran erinnert, Adaf die Wahl deas Mimlwerts sxmooBy D #= veosd

OOMY eine willkiizliche war, Es kann allgemeiner o = cosP ¢ gesetzt und p

=

sus berechneten Normslbahmen (vgl. § 41) oder aus Beobachtungen gewonnen
werden; vy bedentet dabei ein Mittel aus den Werter von & sn den Endea
des betrefienden Floghahnbogena.

§ 29, Niherungsldsungen von P.Charbonuier.

Gleichfalls mit Eilfe von Reihenentwicklungen, jedoch in wesent-
lich anderer Weige als Biacci vnd Vallier, sucht Charbonnier die
Flugbahnberechnung systematisch zu verschirfen. Hier mbge speziell
seine Methode fir Flachbahnen skizziert werden:

Eine erste Naherungslisung sei nach Art vor Krupp (oder, was
dasselbe ist, nach Siacci I mit « = 1) durcbgefilhrt auf Grund des
Systems:

i
2= ~{D, —D,,); 58'9=t5'¢-':;;(’ Jui
A, — -4 .
9=“8¢—"—( __Du" Ju.)s ‘='E(Td"'T&);
~
wobel u=vcoed, u,=v,c08¢, und cf(v) die Vermégerung durch
den Luftwiderstand bedeute.

Die folgenden Entwicklungen gestatten alsdann eine Erhthung

der Genauigkeit. Die richtige Hauptgleichung ist
d: _g .1 dweosd)
=T e ? ®©  costd
oder, wenn voos =« und )
1 v 008 © -
of (9 w(v) ( )_q’(oocs)

gesetzt wird, 148t ke sich sohreiben::

a4 y ( %« Y\ de
d o Flomd catd’
Auf der rechten Seite dem Glemlmng beniitze man die Reihenent—
mcklnngen
w1 +§—+a. -+ und -—,--1+—+-ﬁ_+.-~,
80 wn'd
=L -w(«+ s ) (1 T FE ) e
bier wird die Bunktion p(%- 5+ -] nach dem r-ylomhen”

®
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Satz entwickelt und

—zp(u)—l--——- (p’(u)-{-o‘( cu-p (w) -+ ud- ?—,é—z) 4~ usw.
gesobrieben. Werden noch die beiden Reihen sugmultipliziert, so er-

hilt man, als gleichwertig mit (1} die Haupigleichung in der ¥orm
=L o+ (52 4 o)

cos? 3
+‘9'(§9’(")+§;""P("‘)+"§9’”(“)) SHR TN C)
Wenn # so klein ist, daB es geniigh, das erste Glied in der eckigen

Klammer zu beniihzen. g0 isb

ad
Y r

o (v cos ¥

PR oer? f(mx))s()); (3)
dies ist disjenige Naherungsglemhnng, dio fir die friithere Kruppsche
Losung oder auch diejenige von Siacei I mit = 1 die Grundiage
bildet; men erhdlt damit die exwdhnte erste Niherungslosung des
Problems. Eine zweite Anniherung wird erzielt, wann die zwei
ersten Glieder von (2) verwendet woerden. In dissem Falle lautet
die vereinfachte Hauptgleichung

s =L (o + 0 (25 4 o ()] -du

L p(u)du=i

oder, da (¥) = g, ¥ (u) O R 4C)
ad .
Fr i .,f(ﬂ) + 2+ 0%y (w)-du, (9
wobeil (p(u) = _w_}._ - (O] L.

2uf(w) 2F(w)

Die gensue L&sung auch dieser Differentisligloichung zwischen
P und » wiirde Sochwierighkeit bereiten, ds rechts nooh 6! vorkommt ;
deshalb erasetzt Charbonniexr den Faktor &* auf der -rezhten Seite
der (Heichung néherungsweise dursh tg"6 und nimwt fir tgd in
waiterer Anniherung den Aasdruck tg 3 =tggp — g; {(J«—d,), der sus
der frilheron Gleichung (3) hervorgegangen war (Lsung nach 8iacoi [
mit o= 1). Fahrtman also in (4) atatt 4% don Ausdrack (g — - J(w))"

sin, wobei zur Abkiirzung die Konstante tge - 21°J (%) mit g be-
zeichnet iat, so erhdlt man eine Gleichung, die links nur &, rechts
nur u enthilt, somit ohne weiterss die Integration zulaBt; namlich

s (2
coe’0=%'u;(u)+%~(q"§2"(“)) s () dug . (8)
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. . . 2¢d 1
diese gibt, mit J[u)=—f“;(u';, tgﬂ—tgq:l=—?ch(u)+ 3o J (%)

_'__%f{q!.q,(u) + Z]—;','F(")‘E"('“)“'%J(”‘)'W("')}d“'

Denkt man sich weitore drel primare Tabellen aufgestellt, nim-
lick fir [y (u)-du, fJ(u)-w(u)-du und fir fJ%(x) () dw und
sind diese Werts bzw. mit J', J” und J* bezeichnet, so ist

1 g h i{ ) i
b0 =g — g; T + L (@ — I+ g (i — i) = L~ L) (8)
Entsprechend 138t sich ¢ genaner bserechnen: es ist di = —

cos 9 P . 8 1 .

: g oo B’ somif; df = &-5 {% ufz:‘)-i—%éa'tp(u).du } r ¢
1 d 1 1 *

demselben Verfshren dt—=— 377> — 2 (e — V() uep(w)-du.

Map erkennt, dal zur Berechnung von ¢ die weiteren Integrale
notwendig sind: [ w.y(u).duw, [ J(1)-u. p)-du, [ I(u)u.-plu)-du;
far diese miiften also gleichfalls primire Tabslien ¥, T, T be-
rechne! werdea.

Endlich wiirde sich y aus dy = — w'tgﬂ';&% ergeben.

Da die Anlegung der zahireichen weiteren Tabellen eine grofie
Miihe notwendig machen wiirde und da selbst dann, wenn diese
Tabellen vorligen, die Flugbshnberechnungen wenig einfach sich ge-
stalteten, so schligt Charbonnier folgende Vereinfachung vor. Die
Gleichung (4) 1Bt sich in der Form schreiben:

[ 14 g du
cos'd ¢ uf(w (1 = x(u)-69),

wobei zur Abkiirzung (%) = ';,;5:3 —%; oder naherungsweise auch
in der Form:

ad g . du o)

0P c(ltxdY %-Flu
. . . = . d9 g du
Diese Gleichung ist gegenfiber der Gleichung (3) o Al R s

~die gonavere. Charbonnier operiert nun mit einem Mittelwert des
Faktors 1 - x9®, und zwar getrennt fir den aufsteigenden und fix
den absteigenden Ast der Flugbahn. Auf dem ersteren iat der Wert
jenes Faktors im Abgangspunkt 1-f x(u,)yp", im Gipfel (§ =0}
st der Wert 1, das Mittel ist 1 | "—(-2'1’-90?. Auf dem absteigenden

Ast ist das Mittel 1+ 1(2:‘2-01‘, wobei @ der apitze Auffallwinkel ist

und %, =v,008w. "Also ist das Verfahren das folgende:
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Nachdem suf Grund der Gleichung m.,o 3= : Wd{;)-, also mit
einem Lignngesystem’ dhnplich demjenigen von Siaeci I (jedooh mit
«==1) oder dem friiheren von Krupp eine erste vorliufige Berech-
nung der Flughahn durchgefiihrt, insbesondere Gipfel und Auffallpunkt
Thestimmt iet, wird die Berechnung wiederholt, getrennt fir beide Aste;

dabei wird fiir den aufsteigenden Ast ¢ emsetzt durch c(1+ %-q?‘) ,

wobei 2, =§z—'f:'(-‘(-'§l __%, u, = v,cos ¢; fiir den absteigenden Ast
wird ¢ ersetet durch 4;(1-{-:"—00'), lwobei x,= “’2 ff'('(:)‘) %-,
(3, = v, 608w); und fiir ¢ bzw. @ wird sodann geeotzt tg% ¢ bzw.
g w. Th. Vahlen hat dieses Verfshren in einfachexer Wexse ‘ent-
wickelt (L c.).

Eg ist jedenfalls zuzugeben, daB in der Charbonnierschen Ent-
wicklung ein rationelles Prinzip zur ErhGhung der Genamigkeit einer
Flugbahnberoechnung liegt; jedoch ist die Berechnung imnmerhin ziem-
lich umeténdlich, trotz Verwendung der Tabellen, die Charhonnier
neuerdings berechbnet hat (vgl: Lit.-Note). Das zuletzt genannte Nihe-
Tongsverfahren, das eine gesonderte Berechnung fiir beide Aste er-
forderlich macht, ist gemil § 41 wenigstens teilweise geprift worden.

§ 30. Uber die sekundiren ballistischen Funktionen.

Zur Erliuterung dieser Funktionen sei an dié Didion-Bernoulli-
sche Lésung § 25 erihmert. Dort iraten jn dem Gleichungen (1)
bis (4), die zur Berechnung von y, ¥, v und ¢ dienten, die Funktionen

J, V, D suf. Auvs diesen wurden machtraglich die Tunktionem E-
und & abgoleitet, die insbesondere fiir die Berechnung oder Ver-
wertung der Elemente des Aunffallpunkis gute Dionste leisten, Ebenso
wurden in § 26 zu dem Verfahren von Biacei (I) mo]mighoh die
Funktionen £, N, Q, 0, 8, 8 wingefithrt

Enfspreohendes gilt fiir dae Ldsangssystem von Biacoi l[ and IIT
G 27) und von Vallier (§ 26). Schreibt man aa Stelle von o5 imrz Z,

20 lautefe dieses Gleichungssystem folgundommBen-
$=D@w—Dlw) | &
sy ) — T @

.

'89=‘8? W(J(') -’(".)) (3
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y==xtgp —

7 ocn‘ (A ) — AW — J(v ) (D) - D))
&z [4 (u) — A(v)
=289 — seme Do D) — Y @] @
ve= u;:;; v, = ug, (8)

Damit sind die Elemente x, $, 4, y cines helichigen Flugbahnpunkts

in dem Parameter u susgedriickt. Die hier anftretenden Funktionen

D, T, J, A heiBen die priméren ballistischen Funktionen
In Gleichung (1) sei zur Abkiirzung -:.- mit & bezeichnet, speziell

fir den Endpunkt der Babn, wo »— X, werde § = £, geschrieben.
Diése Gleichung (1) 188t erkennen, daB » eine Funktion von & und
von v, ist. 8o sei bzw. in (2), (3) und (4) gesetst:
T () — T(ve) = H (v, §)s
J () =~ J(v)) = L(v,, &),
A A
SO — 60 = B 8-
Ea ist leicht zu sehen, wie mit Hilfe der primiren Tabellen die se-
kundiren Tabellen fiir H, L und F hergestellt werden kénnen, die
natiirlich doppelten Eingang haben miissen: man wahlt einen be-
stimmten Zaklenwert von », und von &, gewinnt dazu sus Gleichung (1)
den Wert ven u und damit z B. von J(u) und hat folglich den-
jenigen von L wsf
Ebengo lapsen gich Tabellon errechnen fiir

E
F=x
und
L—FE=M.
Damit ergibé sich das Gleichungssystem in folgebder Form:
§=D (1) — D (v,) ®
tezefTQ-H(L ) @
bilﬁ;I:;:n tgd=1igp— m L(ve: ® 8)
Bnlg,p;)nktr =ts9,.(1,_m.,z; W, g)) {9)
}el=wts¢—-§-f—;-',—?;-Etv., & (10)
) .._-n%f,’-;.(!‘%,’zuz(m, g))_. ).
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Was speziell den Auffallpunkt im Miindungshorizont betrifft, so
st hier y=0, 2= X, 0= —w, v=9, u=9, f=§. Aus(11)

ergibt sich also
sin 2 p = ¢ B(v,, £,),

und ds ¢ =E— und z(c.;t._) = N(v,, &, ist, so folgt weiter die fir
SchuBtafelberechnung w:chhge Beziehung
g’mxz_p = N &)
Die Gleichung (10) gibt, mit ¥y =0, tg(p-zoo'. -E(v,, £,). Also
wird aus (8):
- tg o -

’
o~

c 4 ¢
Toowp B T Toarrg 0T T 20y
Dabei soll L, statt L(v,, &), B, statt E(v), &) usw., ebenso spiiter
L, statt L(v,, £,), B, statt B(vy, §,) usw. gesebzt sein.

Die Gleichung (9) wird, spezialisiert fiir den Auffallpunkt,

—tga:——-tgw(i—ﬁ-la.) oder, da m——(.——“mﬂ, ist,

—tgw=tgnp(1—%:) =—_tg¢%,

Im Gipfelpunkt der Bahn ist ¢ =10, tgd=0, also wird
Gleichung (8) zu

o 5
- 8P =gaey e
und Gleichkung (9) zun

4
1=’ ...
sinde “f
Endlich folgt sus Gleichung (11):
(T4 (mn2p fg #,
o™ Zcotp \ Z E\ I (Z,— B)
- z,-tgtp . Z: .
Damit hat man, die foigende Zusammenstellung:
LA (12)
6in2gp -X-N(vo &)= E(n &); e 1O
. r den
v, 0D, auitay. (14)
& D (u)—D@); e, a8
’ f
T w.,‘-.H(m, &) z=X). (16)

— g =t =gt M(ve. L)=tg g %?—,— a7
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gl L, &) (18)
' fir d
g,.aao‘:_w.li(w, s (;ip,é; (19)

an
&m=T =D () — D (20); (=, (20}

& _  M(m, )| v=ve
y.=$-'m'ﬂ(%,§c)=m--18¢'f(”%g‘l—)' 3=0). (21

Vee=hy 605 . (22)
Die hier eingefiibxrten Funkticnen X, N, H, L, M heiBen djie sekun-
déren balligtischen Funktionen. Die zagekdrigen Tsbellen sind
im Anhang, Tabellen 10b bis 10f, gegeben.

Der Nutzen dieser sekundiéren Funktionen wird sofort ersichtlich,
wenn man z. B. die” Aufgabe zu lésen versacht: Gemessen goi die
SchuBweite X, der Abgangswinkel ¢ wod die Anfangsgeschwindig-
keit v,. Gesucht die Flugzeit 7, die Auffallgeschwindigkeit v,, der
Auffallwinkel w, die Gipfolabszisse z,, die Gipfelhéhey,, Allein mit
Hilfe der primiren Funktionen D, T, J, 4 ist die Ldeung etwas um-
atindlich (iiber die Losung der einzelnen Finghahnaufgaben vgl Ab-
sohnitt 12); dagegen mit den sekundaren Tabellen vollzieht zich die
15sung sehr einfach:

In Gleichung (13) sin2¢ = X.N(v, §,) keont. man ¢ und X,
folghich N, und da auch v, bekannt ist, 188t sich £, und wegen (12)
such ¢ berechnen. Gleichung (16) liefert eomit 7' und Gleichung (17) @.
Aus Qleichung (15) folgt D(u,), also «,. Daher ist wegen (14) nun-
mehr auch v, ru berechnen. Ferner erhilt man aus (18) §.=z3-, ’
folglich auch z,; dazn gibt (21) den Wert von y,.

Zugleich erkeant man, daB nichés im Wege stebt, auBer diesen
sekundiren Funktionen E, N, H, L, X noch andere seinzufihren.
Z. B. ergibt sich aus (12) und (18)

X
T = mAH(wﬁ, &).

Wenn man folglich fiir g eine newe Funktion R einfihrt und eine

Tabelle mit doppeltem Eingang hierfir berechnet, 50 hat man
X
T o m-R("o, f‘), uaf.

8§ 31. Die ballistischen Abaken von C. Cranz.
. Wie in dem vorhergehenden § 30 gezeigt wurde, werden durch
die Benutzung der sekundiren Funkti B, N, 2, L, M an Stelle
der primiiren Funkticnen D, 7, J, H die ballistischen Berechnungen
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wesentlioh vereinfacht. Zu dem einheitlichen S8iaccischen Luftwider-
standsgesetz von 1896 liegen die Zahlenwerte der sekundiren Funk-
tionen in dem verdienstvollen Tabellenwerk von F. Fasella (Tavole
balistiche secondarie, Genova 1901) vor.

Aber such die Rechnung mit den Tabellen der sekundiren Funk-
tionen bringt, ds es sich um zwei Argumente (v, und &), also um
Tabellen mit doppeltemmn Eingang handelt, immerhin noch die Un-
bequemlichkeit mit sich, daB meistens eine zweifache rechneriache
Interpolation ndtig ist. Solche Interpolationen vollziehen sich bei
der Ablesung aus Schaubildern weit leichter, nimlich durch bloBes
Abachitzen mit dem Auge.

Die im Anbang dieses Bandes gegebenen Schaubilder Nr. IlTa
bis IIIi, die (nur zu Zwecken der Unterscheidung) als bellistische
Abaken bezeichnet sind (abakus == Rechentafel), haben dem Zweck,
mit einem m3glichst geringen Aufwand an Mihe und Zeit
eine ballistische Aufgabe zu lésen, die sich anuf die Elemente
eines beliebigen Punkts einer Flachbahn (nach Siacci bis etwa p=45°
aufwirts) beszieht. Man hat bei den Ablesungen nur nétig, zwischen
die aufgefiibrten Abakenkorven sich jedesmal disjenige Kurve ein-
gezeichnet vorzustellen, die sich auf die in Betracht kommende
Miindungsgeschwindigkeit v, bezieht. Die Durohfikrung sahlreicher
Beispiele hat ergeben, daB, bei sorgfiltiger Ablesung mit Hilfe der
Abaken, nahezu die gleiche Genauigkeit erzielt wird, wie mis Hilfe
dex Fasellaachen Tabellen.

Die Gebrauchsanweisung ist im Anhang zu diesem Band var
dern Schaubild Nr. IIIa gegeben, samt Gleichungssystom, Schliissel
der Bezeichnungen und Zahlesbeispiel. Ein weiteres Zahlenbeispiel
findet man am Sohlusse dieses § 31.

. Uber die Herstellung dieser Abakenkurven ITfa bis IXIi und
deren Bezichung zu den sekundéirem Funktionen mdgen hier einige
allgemeine Bemerkungen Platz finden:

Die Gleichungen (I) bis (III) und (IVa), die in der nZusammen-
stellung von § 23 gegeben worden waren, sollen g. B. fiir den im

Miindungshorizont gelegenen Auffallpunkt (2 = X, gy =0, & = — @,
v=v,, { =1, u ==u,) speziakisiert werden. Man hat dann

= D) — D, (0

T = ;7(1’ () — T (u)); @

— g = tg@ — o (J(¥) — J (4e); (3)

0=tgp — 2%,, —g:-‘;;-:%g—::; J (%)] ; (4).
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w = e ®
1 ®)

(4
Dabei sei y—:_:{ kurz mit £ bezeichnet,

Die Gleichung (1) zeigt, dal mit %, und & auch u, gegeben ist;
folglich ist wegen (2) c—:-T eine Funktion von u, und &; wegen
(3) gilt desselbe von (tgp+tgw)2cy wnd wegen (4) ist auch
2cy-tg ¢ eine Funktion von u, und £; oder kurz geschneben, g isb.
T— o F, (u0,€); tgw = g0 Fy (o, ) — 8 93 t8 9 = 5= F\ (uys 4),

folglich auch tg @ =§—5-F. (g, &).

Angenommen, es seien die beiden GréBen w, und £ bekannt, so
ist folglich gegeben :

erstens: Eg— ndmlich = F,; F,;
44
v, 0OB ©
v 008 @7

gegeben,

zweitens: denn dies ist c-;i: und wit %, und & ist v,

CR
drittens: 2= am2¢ deml dieser Ausdruck mis = %l Z-ein g cong
X 00g® X

=12-u c—f Fy (2,5 E)——-F (4, &), worin pur be-
kennte GroBen vorkommen,

2¢
DN s 0 7 1o

viertens:

S
VXawy
-7z. L 1 Fiim. 8 6)
}’_ Y, (. &) )
Spezislisiert mzn die (leichungen (I} bis (IV) ebenso fiir den
Gipfelpunkt der Bahn, slso fiir # =0, z==2,, y==y,, t =1, v=1v,,

u=_-'u,n=%‘-, so zeigt sich leicht, daB such -—' und T .zw mit w,

ond ¢ gepgeben wird

Nun hat es sich ale zweckn@ig erwiesen, ¢ =cosg@ uad y =4- cos? p
zu wahlen (Siacci IX nnd IIT); dsnn ist s, =1, und {=cf X, und
es kann das Resultat folgendermafien susgedriicki werden: Sind v,
und ¢f X gegeben, so eind eben damit die folgenden Kombinationen

der Elomente der Flugbakn bekannt: ﬂ%—gg=zll; ‘8:==Ag;

v000® o 7 — - ﬁ* R
waag A ¥X o A 4 X-*xw '

endlich 4, = £-4,.
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In der Praxis wird gewdhnlich die Anfangegeschwindigkeit v,,
die Schufiweite X und der Abgangswinkel ¢ gemessen; es liegt also
A, uwnd v, vor. Dann it eo ipso 4, und damit der spitze Auffall-
winkel e, 4, und damit die Endgeechwindigkeit v,, 4, und damit
die Flogzeit 7, 4, und damit die Gipfelabszisse z,, 4, und damit
die Gipfelhého y,, und endliche X und damit 6,8, folglich (bexgo—
gegebenem Kaliber 2R, GeschoBgewicht P und Luftgewicht 3) das
Produkt B¢ bekannt.

Es leuchtet nech dem Obigen ein, daB und wie ang irgendeivem
Lésungssystem mib zugehdrigen Tabellen diese Fajtoren 4, 4, ...
berechnet werden kénnen. So wurden z B. aus den ballistischen Ta~
hellen von Siacel 18968, sowie aus den dezu gehdrigen sekundéren
Tabellen von Fasella, worin mehrere der Faktoren berechnet vor-
liegen, von Obl. Behatte auf Veranlassung des Verfassers zunfichat
die 6 Kurventafeln Illa bis IIg hergestelt und in die Auflage dieses
Lehrbachy von 1910 (Band IV) aufgenommen. Fir die Auflagen von
1917 und 1918 wurden sodann die Abasken in der Richtung er-
weitert, duB sie such zur Berechnung der Elemente eines belie-
bigen Flugbahnpunkts (zy) dienen und daB somit jede Flach-
bahnaufgabe mittels dieses halbgraphischen Verfahrens gelost werden
kann, .chne daB eine zweifache rechneriscbe Interpolation nbtig isb.

Zu diesem Zwecke war es nur erforderlich, zwei weitere Abaken,
némlich die Kurven 4, und 4, (Abaken Nr. 1T, und IIL) hinzuzufiigen;
die bisherigen Abaken 4, big 4, konmnten auch fiir diese allgemeinen
Aufgaben beibebslten werden. Denn, wenn jetzt die Abszisse & den
Wert ¢z des belichigen Bahnpunkte (xzy) bedeutet, so ist

Ay BP0 % Ny, 6 f5)-05% . (el Gleichung (10) von § 30),

A.a%., wo u-—"?:'—:; - (vel. Qleichung (5) von § 30),
Ay =03 B vy, 0 f2); (vgl. Gleichung (11) von § 30),
Ay = H(v,, cf2); (val. Gleichung (7) von § 80),
A= L (v, cfa); (vgL Gleichung (8) von § 30)

man hat nlso fir einen beliebigen Flugbahnpankt mit den Ele-
menten &, o, £, f =cfz das fol,gende Gleicbungssystem:

y=tgp— NM. oy
»

dabei f=cf=.
=vtEe _20.'00"0



Die ballistischen Abaken von C.Cranz. 193
1

g0 =tgo — 2c'ﬂcoe"_<p.A°’
'=cﬁcolw -4y, - . ; dabei § —cfx.
v, 008
"= e Ay

- Zablenbeispiel. Gegeben: Anfangegeechwindigkeit v, = 550 m/soc:
BohuBSweite 6341 m: Abgangswinkel ¢ = 20°%; GeachoBgewicht P= 6,9 kg; Ke-
Hher 2 R = 0,070 m; mittleres Luftgewicht & = 1,206 {kg/m?).

Gesucht: a) fir den Auffallpunkt im Mindungshorizont: Der apilze

Anifallwinkel «, die Endgeschwindigkeit v,, und die Geszmiflugzeit I, anBer-
dem die Koordiusten 2, und y, des Gipfelpunkts. Es wird

® o .
=-“°—-s—;-i,; =284, daraus ergibt sich &= 5150;
tg @ ,
A,-t; = 1,74, » . »=82002";
s - 0“—00—037 L ” » V. coBo =191, aleo v, = 226 mfzec;
v, CO8
4, = WT==0512 n " ” T = 25,5 seo0; .
A= 15 = 0,563, " » n x; == 3858 m;
ng =043, n » ¥, =854 m;
A, =&- 4, = 45000, " » »n Fo=0746, somitif=-09872und

dn £ = 0905 ist, wird &= 1,07.

b) "Fiir den beliebigen Flogbshupunkt, dessen Abeziese z=5000 m ist,
wird gesuokt: die Ordinate y, der Neigungswinkel ¢ der Bshntangeute, die
Fluguxt ¢ bis zum Erxreichen diesea Punkts und die GeschoBgeschwindigkelt v

iv diepem Punkt,
Zn x e 5OUO gehdpt §=of x> 3730; damit crhilt man 4 =23; .d,==072
Ay = 11,5; 4, = 0,480, Bomit iet

y=ztgo r——z%.'m.w-,s,:uo m;

1 = —10020"%
tgd=tgp—~ Tof ey ‘dy; D= —10020%
I T
T ¢foosgp

N Lk SR
v 2 4 225,31'.\1,*990.

- Ay = 16,4 aeo;.

Apmerkangen. 1. Schon J. Didion hat &is in seinor anslytischen
Tisungmmethods vorkomanenden Fénktionen in zweckwiBiger Weise durch
Bohaubilder dargestollt, wodorch die Interpolationen erloichtert werden. Beit-
dem gind in der Mathematik und Technik dis graphischen Dmtuﬂunp-

Crang, Ballistix. 5, Anfl, Bd. L
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verfahren wesentlich vervollkommnet worden, insbesondera durch M.d’Ooagne,
R. Mehmke, C. Runge, R. Rothe, v. Pirani u. a. Auch in der Ballistik
haben diese Verfahren immer mehr an Bedeutung gewovren. Zur Darsteliang
einer Fanktion zwischen 2 Verinderlichen kdnnen antler den gewdhnlichen
rechtwinkligen oder schiefwinkligen Punktkoordinaten die logarithmischen und
anderen ,Funktionsskalen®, ferner biufig auch die ,projektivinchen Teilungen
mit Vorteil angewandt werden. Und eine Funktion zwisochen B Verdnderlichen
kany, statt durch eine Tabelle wit doppeltemy Eingang, mittels ciner Kurven.
schar in einem Punkﬁkoordimbemystem, hinfig aber besser durch ein Nomo-
gramra dergestellt werden, eine Rechentafel, dis asf dem sogomanuten Ver-
fahren der Huchirechten Punkie beruht (mit geradlinigen oder auch krumm.
lipigen Skalentrigern). So lieBe sich auch im vorliegenden Fall daran denkea,
oin Abaken-Nomogremm sufsustellen. Und im Anfang zu diesem: Bande findet
man ein Nomogramm fir die Ermittlung des Tagesluftgewichts. Uber diepe
Dastellungemethoden im allgemeinen vgl. die Lit.-Note (d’Ocagne, Mehmlke,
Schultz, Sehrutke, Schilling, J. E. Mayer, v, Sanden, Sorean,
M. Pirani). In der Ballistik wurden solche Verfahren, wie es scheint, zuerst
angewendet von den italienischen Ballistikern G. Pesci, G. Ranca, [ar-
basso; ferner von R, v. Portenschiag-Ledermayr, A. Nowakowski.
Letztorer hat onter anderem ein Verfahren verdffentlicht, um die zu einer
gezebenen FlughShe y gohdrige Flugbahnabszisse » mittels Anlegens logarith-
wissher MaBstabe an eine fiir alle Flughshnen von gleicher Anfangsgeschwindig-
keit o, giiltige Schaulinie zu ermitteln. Spater bat A Nowakowski eine
eigenariige BSchufitafeldarstellung beechrieben, die darauf berabt, da8 man
die Flugbahnen einer SchiBtafel in eine krumme Oberfliche suseinsnderlegt,
und diese Oberfliche durch wagrechte Ebenen in Schichtlinien schneidet; er hat
dies weiterhin auch angewendet zur Bestimmung der ,schnBtoten Raume®. In
ebwas anderer Weise hat Prof. Amann graphische Schufitafeln konstruiert, die
wihrend des Xriegs vielfache Verwendnng gefunden haben.

2. Weno von zablreichen Flugbahnen mit verschiedenen Werten von v, je
die Flugbahnelemente ¢ X e2v,2,3,7'... direkt beobachtet wurdem (photo-
grammetrisohe Messungen oder Aufnshmen nach der Methode F. Neessnm),
wire es mbglich, solohe Abaken rein empiriach aufzustellen, ohne daf
zavor ¢ine Luftwiderstandstunktion ramt den primdren und sekundirem Ta-
bellen anzawenden wilre; fiir f wiirde dabei stwa der Valliersche Formel-
auadruck genommen werden. Unter der Annahme, daB die SchuStafeln rein
empirischer Natar wiren, — was baekanntlich picht der Fall igt —, wurden
solche ompirische Abaken ams einer grofleren Anzabt von SchuBtafeln her-
gostellt (Horer Lt. Bimon). Ea zeigte sich, daB solche Tafeln fiir rasche und
bequeme Ldsung von Flugbahnaufgaben gate Dienste leisten kinnten, Dooch
s0ll mit vorstehendem nicht gesagt werden, dal die Ballistic anf diesem empi-
rischen Weg sich am zweckmiiBigsten weiter entwickela wiirde.

3. Die Form der Faktoren 4, 4,... ist dieselbe, wie aie Sfacci und
Chapel unter Voranssetzung des quadratischen bzw. dee kubischen Loftwider-
standsgesetzes in ihren Tabellen der SchuBfaktoren (vgl § 25) beniitzten.
Duxch die obigen Ausfihrungen hat eich somit gezeigt, da den Faktoren 4, 4, . .
insofern eine weit aligemeinere Bedeutung zukommt, ala sie £iixr ein behebiges
Luftwiderstandrgesetz aufgestellt und auf einen beliebigen Flugbahnpunkt sn-
gowendet werdens kbnnen. Aber immer wird man sich der Vorauesetzungen
bewult bleiben miissen, unter denen auch diese Lisung gebildet iat; es wire
daher verfehlt, weun jomand diese Abaken filr Steilbabnen verwenden wollte.
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Sechater Abschnitt.

Relhenentwwklnngen zur Bcrechuung einer
Flugbahn in einem einzigen Bogen.

§ 32. Allgemeines. Methode von Piton - Bressant und Hélie.
Formeln der Kommissior von Givre. Methode von Duchéne.
Methode des ,Aide-Mémoire“.

Wenn eine Funktion F(x) in dem Intervall 0 bis z endlich und
stetig ist samt ihren = -}- 1 ersten, als existierend vorausgesetzien
Ableitungen F’ (), F*(z),..., F"*D(x), so ist bekanutlich nach
Taylor-Maclaurin

F(z) = F(O)+ =- ¥ (0) + 2‘1""’(0)-1—---+ F""(O)-|—Restglxed1i

¥4

("—_FI)I-F("”J(e %); dabei £ eine un-
bekannte Zahl zwischer O und 1. Oder auch in Integralform

wobei nach Lagrange R —

13
1 ., pasn)
R= '—‘—!-j;(z — )" FO+ (). de.
f L
Wird elso F(z) durch eine solche Potenzenthcklu.ng berechnet
und wird dabei die Berechnung bei dem Gliede - F"‘) (0) abgebrochen,

so wird ein Fehler R begangenm, und der Ausdruck fiir das Resat-
glied R gestattet, fiir diesen Fehler Grenzen anzugeben, (mit der
beliebig fortgesstzten Reihe F(x)= F(0)+ z-F (0)-+ ... new. in
infinitum derf nur gerechnet werden, wenn man in demn hetreffenden
Fall nachgewiesen hat, daf fir n =00, R =0 wird, d. h. wenn die
Reihe konvergiert).

Im vorliegenden Falle mége ea sich z. B. darum handeln, die
Flugbahnordinate y in Funktion der zugehdrigern Flugbabnabszisse 2
durch eine Reihenentwicklang derzastellen. Dann ist

F(x)=y; F(Q)=y,_0=0,
F’(")-d—’="8"; ‘ T ROy =tgeg,
r d(b‘ﬂ) g . " v
P (2) = — Fop (VL §17); F (O)n_.(vo_cocv .
" . . , 2 FY ] 8 de
r” (::t} J— _g..n:e.',ﬂ 005"19/ f R _T_ﬂv‘:o.o::; ._(u_do:g ) .3

18
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oder, da
&;‘;_'l’_)_z — ¢f(v)cosd und ';—;:-——ucosﬂ
ist, wird 2g-0F (>
2g-ef (v)-008 O 1) s o 281 CT (V)
P (@) = — T (ocoady F7(0) = ¥4 coe? :’ :

Ebenso wird
2g. r ()" . »
0 (0) = 202000 o CLON 3 |.ainp +-0, o (0] — 407 (vo)
usw., wobei unter (f(v)) die Ableitung nach v zu verstehen ist.

8o lange das GeschoB eich iibsr dem Miindungshorizont befindet,
hleibt % semt seinen Ableitungen nach # jedenfalls endlich und stetig.
Somit erbilt man dorch Einsetzen der berechneten Werte F(0),
F’(0), ... in die obige Reihe die Entwicklung von y nach xz. Die
Tangentennefgung ¥ wird daraus wegen tg+¥ = g durch einmalige
Ablkitung und die Horizontalkomponente v cos # der Geschwindig-
keit wogen v 0050=V§,7’ (vgl. § 18) durch zweimalige Ableitung
dx

gewonnen. Endlich die Flugezeit ¢ berechnst sich aus dt= =

durch eine Integration, wobei t== 0 fiir z =0 ist.
Man erhilt so:

_ gt g cflv) * U
y==8e — gty — T (e

~ R BCEY ~ (L2 eorten) +asin e} (5505)"
+ .-+ + Restglied B; oder .
y—=atgp .—.ﬁ:[m—% ,ﬁ.fo‘;%w ] + Restgl. B (1)

wo=tgp— S 1 O e f L Retglr ()

(wcon gl L7 ' ' 00s
e Irrda e Rz )
ucm0=w,ms¢"[1~o—"%’f’=+v--]+BestgLB, (4)

Hier bedentet, wenn z. B. das biquadratische Luftwidezrstandsgesetz
ef(v)= cv* mgrunde gelogt wird.

oflod =ents (orE) = (cwomp=dons (L) 300, uaw.

Es lassen sich slio fir frgendein- analytisch gegebenes Luft-
widerstandigesets dfe Reihenentwicklungen ohne weiteres bilden.
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Derartige Entwicklungen wurden schon seit Ende des 18. Jahr-
hunderts verschiedentlich durchgefithrt, entweder mit % oder mit ¢
oder mit # oder s als der unabhingigen Variablen (Lambert, Borda»
Tempelhof, Otto, Heim, Francais, Pfister, Denscke, Li-
gowski, Neumann) Die Konvergent der Reihenentwicklungen
wurde dabei entweder als selbstverstipdlich betrachtet oder mit
wenigen Worten abgetan.

Auck die von P. Haupt neuerdings ausgefiithrten Konvergenz-
untersachungen (vgl. Lit.-Note) sind nicht bewejskriftig, Erst in
neuersr Zeit ist von C. Veithen in aller Strenge mnachgewiesen
worden, daB die ballistischen Potenzreihenentwicklungen von « und y
in Funktion von ¢ Hir elle endlichen Werte der Flugzeit { koxn-
vergieren, falls iiber die Luftwiderstandsfunktion eine gewisse An-
nahme gemacht wird. '

In einfacherer Weise ist der Nachweis der Konvergenz neuerdings
von Th. Vahlen geleistet worden (5. Lit.-Note). Dieser gibt an, weiterhin
aue (1} durch Reihenumkehrung und durch die Spezialisierangy=0
den folgenden Ansdrack fiir die SchuBweite X gewonnen zu haben:

o
X=v° mn?p_{l ; cf(v!) amcp
+ gL (Lo g B2 e f(vo)))ﬂln’¢+ 4. (1a)
Nenerdings (1817) hat H. Zlamal (vg'l. Lit.-Note) unter Zugrunde-
legung des Laftwiderstandsgesetzes ¢f(v) == cv" unendliche konver.
gente Potenzreiben fiir die Variablen vcoad, x, %, £ in Funktion
von sind aufgestellt. Die exakte Ableitung gilt allgemein fiir jeden
positiv-recllen Wert der Konstanten ¢ und n und gestattet die An-
legung von Tabellen. Auf diese Arbeit sei besonders hingewiesen.
Werden nur die 3 bzw. 4 ersten Glieder der Reihe (1) beniitzt,
s0 heift dies, daff die ¥Flugbshn als eine Parabel 3. bzw. 4. Ordnang
angeschen wird, So verfubren z. B. Prehn, Dolliak, Piton-Bres-
sant, Hélie, Mieg (letzterer rechnete mit hdheren syithmetischen
Reiben 3. bzw. 4. Ordoung, was inhaltlich dasselbe ist).

Einige Anwendungen,

1. Methode von Pitoh-Bressant und Hélie; Formeln der
Kommiesion von Givre. Die Reihe (1) wird mit dem 3. Glisd

abgebrochen; der Faktor 2 v:ﬁ:')', wird kurz mit X bezeichnet und
sus der SchuBweite ezmlf.felt Man hat somit (vgl. such § 19):

=
y=ztgp —f,:.%,ﬁ'(l + Kx)
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und daraus
tgd=tgp — év'cos" (2+3Kx)

Fir s =X ist y=0, do= — . Wird also 14 KX = 2 gesetat,
so st 9X_ 5. g _wiuoZe
2 v,2 cos® p v X

s

g =

und Z bedeutet das Verhiltnis zwischen der Schufiweite im leeren
Raum bei gleichen “Werten von ¢ und Vg and der SchuBweite X im
Infterfiillten Raum. Im Endpunkt der Bakhn ist

05 (— ) = tep — gt (2 + BEX) =tgp —BF (2 + 3 (Z — 1))

2v,2cos?
1
~tep (7 —2).
Da ferner
—y = 143 K.2)

v coa“ ] \
ist, 30 hat man

im Endpunkt

1
v, 0089 }"1‘1’37:’17=ysz-'-?’
Endlich die Flugreit ergibt sich durch Integration aus
dt—_-d:cV:b—::-w ?1—[—31{: dx

Yy CO8 @
za

2
9u cosq:K ((1 + 3Kz —-1)
was mit K =221 leicht fir den Endpunkt der Bshn sperialisiort
werden kann. Die Gipfelabezisse x, folgt aus der Bedingung & = 0.
Man erhilt so das folgende Formelsystem :

Zusammensteliung.
a) Fiir einen beliebigen Flugbshnpunkt:
gx*
y= WtﬁP—“—vre'—s';(l-l-Kw)- )
Dabei K ans .
2
v, sim2¢ .
1 + KX ZT’ A .(6)
o —= tg.p..-_,—.v @¢+3Kx), @
cos”
voes & 1 . ®)
V0089 VigiRe' '
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g
2 (Q4B3Ex) —1

g
9o, cong K
b) FGr den Gipfelpunktn
x, —.-... I+ KX+ KX)=1) (19
142Kz,
Y =" B TR, an
o} Fir der Endpunkt im Mindungshorizont:
tra 1
tpp—ﬂ 7= (2),s (12)
v, co8w .
weomy yezoz 1" @
3
Ty cosp g (xz-—a —1
N _2EE- T h@. a4
Dabei
110’ sin2¢
=1+ EKX=—g—-. (15)

Hinfig wird X fiir dasselbe Geschiitz, dasselbe GeschoB und dieselbe An-
fangegoschwindigkeit v, als unabhingig von ¢, also als eine Konstante der
betrefienden SchuBtafel behandeli. Tatsachlich ist sber, wie aus der Entwick-
Jung (1) obne weiteres ersichtlich ist, K von ¢ abhingig.

In der Tat gibt M. Hélie (vgl. Lit.-Note) fiir salohe Fille, ir denen die
Sochuweite X nicht gegeben jst, sondern erst mittels K, v, und ¢, also sus
Gleichung (15) oder aus

X”_"(—1+l/1+‘¥”° n?e (159)

berechnet werden soll, eime empirische Formel fir K, in der dieser Koeffi-
zient X als eine Funktion von ¢ erscheint:
10%. P

8- (2R -siny
Dabei bedeutet, wie bisher, P das Geschofgewioht (kg); 4 das Luftgewicht
(kgfcbm); 2R das Kaliber (n); y den halbon Ogivalwinkel an der Geschof-
spitze, alao dem Winkel zwischen der GesohoBachse und der Fangente an die
Ogivalkurve. Dje Faktoren #f und N bhiéngen von %, ab. Hierfiir werden
ewpirische Formeln, gowie eine Tabel]o gegeber. Die letztere ist hier im Ans-
zug angetithrt.

Keu? N{—F(l — c08 ¢) + 860 qv}.

Y= . o _ %= | v-N= o
(m/sec) v = | ey | ™ ¥
100 4070000 0 450 6412000 1,982
200 4072000 0 480 8454000 1,952
300 4197000 0,699 500 6460000 1,965
400 5550000 1,800 550- 8480000 1,984
420 5964000 1862 -| 600 8460000 1,992
440 6264000 1,904 850 8480000 1,998
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2. B. fiir 2R=0,242; v,=470; 3=1,208; P=120; p =41°42" findet sich:
0,-N = 6441000; M/N = 1,943. Darauns wird z B, fir ¢ =457 mittels
Gleichung (15a) die SchafSweite X =rand 11008 m erhalten.

Fir £, (Z), £(Z), f:(Z) ist nachstehend eine Tabello gegeben.

Beiapiel.

Gegeben X = 3800 m bei ¢ = 10° und v, = 334 mfsec.

Gesneht ¢, v, @ und T fiie X=4000 m .

Man erhdlt K aus

1+ K.3300 354910 (2-10) 0,82

9,51-3800 ’ K= 500
Fir die Schu8weite X = 4000 bereshnst sich der zagehdrige Abgangswinkel
@ sua

3549 5in 2o 0,32 _ L rg0sar
o =14 5554000 = 1,388, daraus ¢ = 19953,

Fiir dieselbe SchuBweite 4000 wird sodann, da Z =1,338, also gemiéB der Ta-
belle £, (Z) = 1,279, {3 (&) = 0,680, £, (Z)= 1,250 ist,
g ;’1‘3?5 &= L2095 @=16018";
v, 608 (16°55”)
854008 (12°563")
T-354. con (120597
4000

Diese go baerechneten Werte o, @, v,, 7' diirften mit der Wirklichkeit ziem-
lich gute Ubereinstimmung liefern. Wollte man jedooh z. B. aus den Angaben
fir die BchuBweite 3300 und dem zugeh¥rigen K-Wert anf die Bahnelemente
fur die Scho8weite 6000 sohheBan, go wiirden die Fehler voraussichtlich schon
nngehdrig groB werden.

2. Methode von Duchéne (Frankreich).
Die Flugbahngleichung wird in der Form angenommen:
y=ztgy — g2t [l + +~ B2 1 ’ (16)
2v,* co® ¢ conp coe® .
wobel 4 und B als nur abhingig von v, (bei gleichem GeschoB), aber
als wnabhingig von ¢, d. h. als Konstanten der betreffenden SchuB-
tafel genommen werden.
Um 4 und B zu ermitteln, braucht man zwei empirisch bestimmte
Wettepaars z. B. von X und ¢. Verwendet man diese in der Gleichung
2%gin 2 ¢ . X%
=1 AX 5T
80 hat man 2 Gleichungen fiir die Unbekannten 4 und B. Z. B. eei
gegeben fiir v, = 529 m[sec.
: X, =—1800m, ¢,—2°28
and : X, =2900m, g@,=3%2,
8o wird A=1,984-10"* und B=1,724.10"°,

=0,680; v,=244 m/asc;

=1,250; T'=145.

ar)
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1,0000 1,0000 1,0000

1,0476 09325 - 1,0366

1,0800 0,8771 10718

1,1304 .8305 11052 -

1,1687 0,7908 1,1376

1,2000 0,7559 1,1689

1,2808 0,7255 1,1992

1,9598 0,6984 1.2987 o
1,2357 06742 1,578 & y
1,8108 0,6523 1,2852 22X
18888 | 08335 1,3124 = | =
1,2548 06143 1,8360 Iy
1,8750 0,5978 1,3650 u
1,3939 0,5822 1,9904 »
1,4118 0,5680 1,4158 A
1,4286 0,5547 1,4397 +
1,4444 06,5493 1,4637 -
1,4595 0,5307 1,4878 1
1,4787 0,5199 15104 =
1,4879 0,509 1,5852

1,5000 0,5000 1,5556 -
1,5129 0,4909 1,3776 S
1,6288 0,4322 1,5998 -
1,5849 0,4740 1,8207 ..
458 0,4662 1,6418 a
1,5556 0,4588 1,6626 <8
1,5652 0,4517 1,6832 . 1®
1,5745 0,4450 1,7085 0
1.5838 0,4885 1,7435 &
1,5018 0,4328 1,7438

1,6000 0,4264 1,7628 .
1,8078 04207 1,7821 ]
1,6154 04158 1,8012 -
1,6226 0,4100 1,8201 T
1,6296 0,4049 1,8887 B
1,8364 0,4000 1,8571 3
1,8429 0,3958 1,8754 e
1,8491 0,3907 1,8035 n
1,8552 (,3863 1,9114 3
1,6610 0,3821 1,9281 2
1,6687 0,8780 1,9487 o
1,8774 0,3761 1,9813 8
1,6875 0,8627 2,0158

1,8970 0,3558 2,0487 &
1,7058 0,3492 2.0816 B
1,7148 0,3430 2,1139 NS
1,7221 0,831 2,1457 B
1,7291 0,3815 1771 x
1,7888 60,3262 2,2079 U
1,7488 0,3211 2,9884 8
1,7500 0,816 92,2684 »
1,7778 0,209 2,4126 :
1,8000 02714 2,5485

1,8182 0,2828 2,6772

1 0,2500 2,8000

1,8571 90,2294 8,0808

1,8750 0,2182 8,2441

18888 | 02000 © 34444

1,9000 0,1890 $,6836
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Alsdann erhilt man fiir dasselbe GeschoB, dieselbe Anfangsgeschwindig-
keit v,, aber irgendeinen anderen Abgangswinkel die Elemente mittels:

y=2x-tg@u — 20—'007‘ QA+ p-+g¢p’) (18)
tgv9=tsw—r?:_oa"7‘(l +3p+2297) (19)

2 e8P = 1, cos¢‘(1+3?+‘6?‘9’)_; (20)
%cow-;f“vl +3p+ 8gp®-dp, (21)

wobei zur Abkiirzung co‘:q) =P und Z 75 = ¢ gesetzt ist.

Diese Methode von Duchéne ist mit Rucksichf. auf (1) genauer
als die vorige, aber weniger bequem zu handhaben.

3. Wenn man beabsichtigt, eine und dieselbe Flugbahzn durch
eine ganze ratiomale algebraische Funktion vom 8. bzw. 4. Grad d&ar-
zustellen und aledann zu beliebigen Entfernungen z die Flug-
héhen y zu ermitteln oder auch die Flugbabhn zu zeichnen,
80 ist hierfiir eine grofie Zahl von Moglichkeiten gegeben.

Eine Flugbahnparabel 3. Ordnung, z. B. -

Y=+ 6,2 -+ a2 4 a,2°,
ist durch die SchuBiweite X, den Abgangswinkel ¢ und den spitzen
Auffsllwinkel w eindeutig pegeben, wegen der 4 Bedingungen, dal}
firz=0,y=0 und y =tgp, fira=X, y=0 und ¢= — g
sein soll. Somit ist

Yy ca-tge —

Eine Parabel 4. Ordnung y = a, -+ a, < - @,2? 4- g,z® 4 a,2* ist
z. B. durch den Abgangswinkel ¢, die Anfangsgeschwindigksit v,, die
Schulweite X und den spitzen Auffallwinkel ¢ festgelegt, da fiir z = 0,

y=0, y = ige, vocosq:__'/ und fiirz==X, y=0 und y' = —tgm
sein muB, algo b Bed.\ngungsglezchungen vorliegen. Wegen der ersten
drei Bedingunpgen erbilt man z'anéchsb die Form

y=xztgp — 2’4,0“, (1 + dz 4 Ba"). (23)

Die noch iibrigen 2 Koeffizienten 4 und B erhilt man sodsnn ans:
2. wente

A4X 4+ BX >4 1

2tgp—tgo tgo—*- "
GPX tg PR, 1 e ’. . (22)

(24)

29,  condp

84X - 4BX? = (tgy -+ tgw)- ox
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Z. B. gegeben v =406m/sec; @=385" X =8700m; o =~46°19"

. 313 — 142 . o .
Es wird A =g B=gmser.  Damit erhilt man mittels (23)

y, = 1900 m, (nach den Ottoschen Tabellen ist y, == 1855 m).

Sind die Koeffizienten nun bekaunt, so berechnet man die ¥Flug-
hthe y zu verschiedenen Entfernungen x- otwa mit Hilfe des Horner-
schen Schemas und, wenn es sich um zahlreiche dquidistante Wertez
handelt, mittels arithmetischer Reihen. Ohne jede Rechnung,
nur mit Hilfe von Millimeterpapier und rechtem Winkel, kann y zn
beliebigem 2 graphisch ermittelt worden. Und das Zeichnen einer
solchen Parabel héherer Ordnung kaon nack dem Vorschlag von
Abdank-Abakanowitz mit Hilfe seines Integraphen in besonders
sinfacher Weise erfolgen. Das Prinzip ist das folgende: Esliege z. B.
die Funktion 4. Grads vor y = g, -} a,0° -+ ¢;2° 4 ¢, 2%, mit nun-
mehr beksnnten Koeffizienten. Bildet man die 3 ersten Ableitungen,
a0 hat man

Y =a, + 26,2+ 3ay2% -} 4a,2°
y" =2a, + 6z 12a.2"
Y’ =6a, + 244q,x.

Die letzte Gleichung stellt, mit & und ¢ als Koordinaten, eine gerade
Linie vor. Diese wird gezeichnet und alsdanr mit dem Integraphen-
stift befahren, wobei die Integrationskonstante aus der Bedingung
¥’ = 2a, fir £ =0 bestimmt wird. Die so erhaltene Parabel 2. Qrd-
nung wird wiederum befsbren, wobei die Integrstionskenstante aus
der Forderang sich ergibt, daB fiir x =0 y' =a, sei. Man erhilt
eine Parabel 3. Ordnung. Diese wird noch einmal integriert, wobei

Parabel 4. Ordnung gezecichnet. Ibr Schnitt mit der z-Achsa gibt
eine reelle Wurzel der Gleichung 0 = &,z + a,2° + ¢,%° + a,x*; also
die SchuBiweitex = X, fiir die y =0 ist.

Uber die Einzelheiten der rechnerischen und graphischen Methoden
vergleiche wan die ,Praktische Anslysis* von H. von Sanden, und
ither das mechanische Integraphen-Verfahren das Buck von Abdank-
Abakanowitz, Les Intégraphes, Paris 1889, vgl. Lit.-Note.

4. Wenn fiir ein bestimmbes (eschiitz- und GeschoBsystem eine
gewdhnliche SchuBtafel (fir Zielo im Mindungshorizont) vorliegt,
so handelt es sich baufig um die Aufgabe, allein mit Hilfe dieser
SchubBtafel die Bahnelemente eines Punktes P zu ermitteln,
der nicht im Miindungsbhorizont liegt.

Hierfitr kann unter andersm die in Frankreich entstandene , Methode
des Aide-Mémoire“ diemen (Aide-mémoire des officiers dartillerie,
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vgl die Lit.-Note Vallier). Die Grundlage bildet die Voraussetzung,
daB die Flugbahngleichung zwischen z und y die Form habe:
[od
y=zigy '-{,,Tgw‘,;"'(-“)- (&)

Diese Voraussetzung ist zwar ziemlich allgemeiner Natur, aber wie man
aus der Reihpnentwicklung (1) erkennt, trifft sie auch dann nicht
genau zu, wenn es sich um dasselbe Geschiitz- und GeschoBsystem,
dassclbe Luftgewicht und dieselbe Anfangsgeschwindigkeit v, handelt.
Denn innerhslb derselben SchuBtafel wecheelt der Abgangswinkel g,
von diesem hingt aber gem#B (1) die Funktion F gleichfalls ab.

Fiir dassslbe Geschiitz und dieselbe Ladung kann obige Gleichung
geschrieben werden:

y=ztgp— L2, (&)
‘woraus '( '
z]
hg§=y‘=cg¢—«'%,% R (0)
und 0
v — . _ 4 z)
woeadP® V" =+ cott p ° (d)

Hier mégen z, y die Koordinatenr O4, AR der Flugbahn OB oder 1
bedeuten, die den Abgangswinkel ¢ besitat; & die Tangentenneigung
in B, v die Geschwindigkeit in B (vgl. Abbildung 51). °

Man denke sich nun diejenige Flugbshn 2, welcher die SchuB-
weite 04 oder z und nach der vorhanden gedachten SchuBtafel der
Abgangswinkel ¢,, der spitze
Auffallwinkel &, in 4, dieEnd-
geschwindigkeit v, in 4 und
dis Gesamtflugzeit T, zuge-
hért. Diese Flugbahn 2 hat

EJ die Gleichung
Abb. 51 y=ztgy, — o{.(zi"
WOra s x "
g9 = tgg, — L& ; g '@

coate,’ (voced) . oo,
Wenn jedoch in diesen Gleichungen x speziell die BchuBweita 04 der

Flughahn 2 und zugleich die Abszisse 04 des Punktes B der Flug- *
bahn 1 bedentet, so hat man

0=’“§¢’¢'o{;(i%:: O]

08 (— o) = tgp, — L, ®
fl'

o T ®
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Durch Elimination von £(x} aus (b) und (), von {’(z) aus (c) und {#),
von f”(x) aus (d) und (g) erhilt man der Reibe nach:

_ooftp.-tgg. dn@g)—sin(?es),
ymx(tqu cos®e ) =z 2008 g ’
— _ ma‘q),-tg& _ sy, -tgo, Yy _ tgm,.-condp,
tgd=tge oo’ ) cost g =% costg 7
» coB & __ cosp
V,p 008w, 0O
Bndlich die Fingzeit  von O bis B ergibt sich aus
de 1 cosg. 1
dx  voosd 008 Ups-COB M,
Danack wird (ndherangsweise) gesetzt: :
2= T; con Wz
Tosp "
Zusammenstellung:
s’g
Y= (tg o— w:‘ ) (25)
.2 g we- O o
gde=p— cosf g (26)
—, Losy '
Y COBY == V,0* LOBWy- oo e 27
to=1, 2000 (28)

cosp

Die Gleichung (25) dient dazm, die Flughdhe (Sprenghhe) 4 B oder y
zu berechnen, wenn der Abgangswinkel ¢ gegoben ist. Nach ¢ auf.
geldet lautet sie

g =

mey Vo e~ EREm G, (29)

wobel tg B = —-, und gestattet dann, denjenigen Abgangawinkel ¢ zn
berechnen, unter dem das gegebene Ziel B oder (zy) getroffen wird.
~ Qleichung (26} Liefert , aladann (27) die Geschwindigkeit v und (28)
die Flugzeit t.
8ind die Abgangswinkel ¢ und @, wenig voneinander verachieden,
80 lassen sich diese Gleichungen (256} bis (26) niherungsweise durch
die folgenden ersetzen -;—tgg) tgq)’, tgﬂm—:—-— tgo,; 'veoad
=0, 008w ; t==T . : '

Da 1 dex Tangens dea Hihenwinkels BOA odexr ¥ ist, ‘nntm‘ dom
das Zml von O mgmhmmd(EGelnndemkel), aomtdzeeutem
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dieser Gleichungen gleichbedeutend mit: ¢tg = tg¢ — tgg, oder bei
kleinen Winkeln mit: £== @ — g, (,8chwenken der Flugbahn«),

Die Gleichungen (25) bis (28) liefern, mindestens bis zu Abgangs.
winkeln ¢ von 20°, meistens brauchbare Naherungswerte.

5. Mit dem Restglied R in Integralform hat (vgl. § 28) zu.
erst E. Vallier 1886 in der Ballistik gerechnet.

Die betreffenden Gleichungen fiir y, 9, v und ¢ lanteten folgender-
maBen:

y=ztgp ~ I — af(; - (,,fef,(:.’,,)s'df (30)
. =0
tg P = tgp — ‘ - 29]:;& - 8- «ﬂ:),) -dé (31)
voosd = gyoonp — L 2 T" 0)). (L)t poin® ;_";“") (& ~8)-a (32)
=t fl 0 () @

Abgesehen von der dntten Gleichung stellt hier dae Integral je die
Eormrektion der Gleichungen des luftleeren Raumel fiir den luvft-
erfiillten Raum dar.

Eine Anwendung Valliers bezieht sich aunf eine Ableitung anderer.
Art fiir die Gleichungen von § 25 fir Flachbahnen Es sei das bi-
quadratizohe Luftwiderstandsgesetz ¢f(t) = cv* vorausgesetzt, und fiir
sea § sei ein komstenter Mittelwert « (Didionscher Mittelwert) vor
das Integral genommen. Damit wird Gleichurg (30)

f=e .
oot .
y=zigp — 2.0 m.l —gee® . (z_ ) ak
ded’ N
oder S )
y= "89’ ev.m. (1 + a’ou’ coa’:p-z)
lirie in § 25. ' A

Eige Anwandung zur Bareehnung eines Ausdrucka fir den .Ans-

igleichataksor § war in § 28 besprochen worden.
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Siebenter Abschnitt.

Zweite Hauptgruppe von Niherungsiosungen dea speziellen
auberballistischen Problems:

Streckenweise graphische Konstruktion oder
stiickweise mumerische Berechnung
einer Flugbahn.
Es sei die Anfangsgeschwindigkeit 9, und der Abgangswinkel ¢
fiir ein bestimmtes (eschoB von der Masse m == §,,dem Kaliber 2 B

und dem Formfaktor i gegeben; mittleres Luftgewichtd. Man will
durch sukzessiven Aufban der Flugbahn die ballistischen Elemente
zyvt fir die awfeinanderfolgenden Punkte der Bahn ‘ermitteln,
anter Zugrundelegung eines bestimmten Luftwiderstandsgesetzes. Hie-
fiir wird am besten die menere Luftwiderstandstabelle von Q. v. Eber-
hard gewihls. Falls v, < 240 m/seo, geniigt es fiir manche Zwecke,
nach Mayevski die Verzigerung durch den Luftwiderstand zu setzen
gloich o f(v) = 2T =030 o, Laftwiderstand W (kg) = m-c- (o)

1,206
0,014 Bd%-3-i-0

1,208

633. Das graphische Verfahren von Poneelet (1837)
und Didion (1848).

Dieses Verfahren berulit auf der Anwendung des Satzes von
der lebendigen Kraft. Ea sei M, der Abgangspunkt. Man denkt
sich zunfchst Qje Flughahn in so kleine Teile M, M,, M, M,,
M, M, new. zerlagt, daB jedes Bogenstiick als gerad-
linig betrachiet werden kann; man faBt also die Fiag-
bahkn als ein Polygon mit geraden Seiten auf.

Der Luftwiderstand jim Anfangspunkt M, ist
lings der Anfangstangents, also der Vorsussetzung
znfolge lings M, M, gerichtet. In dermetben Richtung
wirkt auBerdem die eine Komponente der Sohwer-
kraft, die wir uns in der Richtung der Tan-
genteund Normale in jedem Kurvenpunkt zerlegh .
denkén. Also hat man lings der Tangente in M, Abb. 52
als Summe ans Luftwiderstand W und Tangential-
kémponente N, P, dea Gewichis die Kraft T = Wi{n,) | P-ging; diess
Summe kann sus 6,, @, P, ¢ berechnet werden. Nur ist lings der
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Tangente die Abnahme der Jebendigen Kraft des Geschosses gleich
der Arbeit der Kraft 7, auf dem sehr kleinen Weg M, M,; die Kraff T,
schen wir lings dmses Weges als konstant an u.nd haben

im.v? — im0’ = MM -T,.
Hieraus 138t sich v, bereohnen; denn men kennt T,, v, und die
GeschoBmasse m und kann M, M, (beliebig klein) wiihler. '
Dieser Bogen M, M, wird folgenderm&Ben beschrieben: Die Kom-
onentensumme MONO ‘oder N, entlang der Normalen M, C; gibt die
Arbeit Null. Die Kraft N, wi:d dazu verwendet, die Bahn zu krimmen;

sie hat die Grille N, = m-? Darane kennt man den Kriimmungs-

radius M, C, oder g, in M,, damit den Schnitt-
punkt C, der zwei aufsinanderfolgenden Nor-
malen .Mo O, und M, 0,; um C, beschreibt man
danach einen sehr Lurzen, also mit der Se.
kante M, M, nahezu zusammenfallenden Kreig--
bogen M, M mit dem Radiue M;C,., Damit ist
man im Punkt M, angelangt,- wo man als neue
Tangent.entichtnng M M, die Kreisbogen-
tangente in M, oder die Senkrechte zu .MlC
bat. So fahrt man fort. :

’ Nachdem der Qipfel iiberschritten ist, wer-
Abb. 53. den natiitlich die zwei Krifte: Luftwiderstand
und - tangentiale Schwerkraftskomponente ein-
ander entgegongesetzt gerichtet sein, weshalb man bei Berschnung
von 7' auf das Vorzeichen zu achten hsat.

Endlich die Flugzeit ermittelt man folgendermsBen:

Zum Zuriicklegen des Bogens M, M, braucke das GeschoB die sehr
kleine Zeit ¢; langs M, M, seben .wir die Erxaft 7, als konstant an
diese ist also gleich hewegier Masse m dee Geschosses multipliziert
mit dem Verhiltnie der Geschwindigkeitsabnahme v, — v, zur Zeit ¢, in '
welcher letuters erfolgt, also T, —m- 2%t | hiergus wird ¢ = "0 2|

oder ds mug — moy? —2M°M .7, aomz-=“f“, ein Ergebnu,

.2
‘das man auch dmm able:ten kann, dsﬁ der Weg 1{01{,, velnhar
tatsichlich mit abnehmender Geschwindigkeit vom Gescho beschrieben
wird, such mit einer konstanten Geschwindigkeit beschrieben gedacht
werden kann, welche gleich ist dem arithmetischen Mittel aus den

beiden Endgeschwindigkeiten v, und ¢, in M, ond
Die: ganze Flugreit ist dann die Summe aller dieser Zeltheﬂahen K
Auch der Qipfel, der Punlkt- kleinster Geschwindigkeit nnd



Graphisches Verfahren von €. Cranz und R. Rothe. 209

der Punkt des kleinsten Krimmungshalbmessers lassen sich
mit dieser Methode graphisch bestimmen.

Bei sehr flachen Bahnen wird der Kriimmungsradius g,, o, usw.

sehr groB, so daB die Punkte C,C, ... iiber das Zeichnungsblatt hinsus-
fallen wiirden. In diesem. Fall echligt Didion vor, die Bégen M, M,
M, M, usw. als Kreishégen oder auch Parabelbigen zu be-
rechnen Bei ersterer Annahme z. B. habe man, M, T, als Abszissen-
achse und die Richtung von M,C, als Ordlna.tena,chse betrachtet,
{(zy) als Koordinaten von 3; eo ot 2 + y* — 29,-y = 0, woraus g,
bzw. y folgt; das Nihere s. bei Didion.

§ 34. Graphisches Verfahren von C. Cranz and R. Rothe mit
den. Modifikationen von C. Veithen und L. Giimbel.

1, Wie C Cranz und R. Rothe (vgl. Lit-Note) gezeigt haben,
158¢ mich das auBerballistische Hauptproblem fiir ein be-
liebig gegebenes Luftwiderstandsgesetz -— nimlich auch
dann, wenn dieses Gesetz nur in Tabellen- oder Kurvenform vor-
legt -—, sogar bei beliebig mit der Héhe verinderlichem
ballistischem Koeffizienten und ohne Verwendung von Mittel-
werten, ~— suf graphischem Wege vollstindig lésen, und zwar
mit einer Genauigkeit, die theorstisch unbegrenzt, praktisch nur durch
die Fehler des Zeichenmaterials beschrinkt ist und gewiB die Ge-
nauigkeit ballistischer Messungen ibersteigt. Dazz wurde das Ver-
fahren der graphischen Integration von Differentialgleichungen durch
aufeinanderfolgende Niherungen benutzt, wie es von C. Runge (s.
Lit-Note) angegeben worden ist. Die Bedeutung dieses Verfahrens
besteht hauptsichlich darin, da8 es konvergeat isf, d. b. man kann
aus irzgendeiner ersten Naherungslésung eine zweite, daraus
eine dritte usw. gewinnen, von denen sich jede folgende
mit jmmmer griflerer Genauigkeit der gesuchten wirklichen
L3sung des Problems annihert. Hierin iast das Verfshren
offenbar allen tbrigen Losungsversuchen des ballistischen
Problems, anch den reckhnerischen, iiberlegen.

Es sollen zwei verschiedeme Weiser kurz beschrieben werden
Bei der einen wird die erste Niherungslosung mdglichst gemesu kon-
strulert und erst daneoh duxch aufeinsmderfolgende Nihernngen
verbeasert. Bie mag avf die ballistische Haupigleichung mit kon-
stantem bsallistischem Koefflzienten ¢ angewendst werden. Bei der
anderen wird die Naherungsltsung schrittweise konstruiert und zu-
gleich verbessert. Sie soll an dem versligemeinerten ballistiscken
Problem tfir den Fall eines mit der Hihe verinderlichen ballistinchen
Fakbors c=c(y) anseinandergesetzt werden.

Orsas, Balluklx. B5.Auf, BAT, - 14
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2. Erstes Verfabhren, Es handle sich um die Integration dep
ballistischen Hauptgleichung
gd{vcosd) = cf(v)vdd )
unter der Annahme eines konstenten Wertes von ¢; die Anfangs.
bedingung sei gegeben, & h, fir 9 =+, (Abgangswinkel) soll V==,
(Anfaupsgeschwindigheit) sein. Man wird zunfchst versuchen, dis
Hauptgleichung suf eine solche Form zu bringen, daB die Herstel-
lung der Zeichnung moglichst erleichtert wird. Wenn man z. B. die
Verdnderlichen :

w=Invy,’ z=-—lntg(%+—g-),
~ & éd
also 3“-—;-,, dz-m

einfithrt und %{(gﬁ)mF(u) setzt, so nimmi die Hauptgleichung
die Form . : : .
T =%oz+ Flu) @)

an, die die zeichnerische Bebandiung ungemein vereinfacht. Um eine
moglichst gute Niherungslosung dieser Differentialgleichung zu er-
balten, zeichnet man zunichst im Koordinatensystem mit der Ab-
ezissenachse z und der Ordinaten-
échee u eine geniigend dichte Schar
von Isoklinen, des sind Kurven
g 2 + F(u) = konst., °
was eben bei der Form (2) der
Differentialgleichung leiocht ans-
fibrbar ist. Die Werte von F{u)
gind durch die Luftwiderstands-
tabelle oder -kurve zu jedem

_SQJ

‘ Z u—=lv gegeben; die Werte von
- ¥g# entnimmit man aus ejner
Abb. 54s. Tabelle der Hyperbelfunktionen.

(= B. W, Ligowski, Berlin 189Q,
Verlag von Ernst & Xorn; oder Funktionentafeln von Jahnke und
Emde, Leipzig 1909, Verlag von B. G.Teubner). Zu jedem Wert
Op,. Cy; O, ... der Konstanten, als zu jeder Ipokline, gehdry eine.
bestimmte Tangentenrichtung der Integralkurve. Zu €, gehdire die
Isokline, die durch den Anfangspunkt 4, mis den Koordinaten

zoéhtg(%—{- -"21), v, =Inv,

geht. Von dieswom Punkte beginnend konstruieri man nun ein Tan-
gentenpolygon der Integralkurve folgendermaBen (Abb. 64a). Durok
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A, zieht man die zu O, gehrige Tangentenrichtung bis zu einem
Pankte J,, der etwa mitten zwischen der Isokline C; und der nich-
sten O, gelegen ist; in M, setzt man die zur Isokline O, gehérige
Tangentenrichtung an bis zu einem Punkte M, etwa in der Mitie
zwischen den Isoklinen C, und C,, und so fort. Die Schnittpunkte
4,, 4,, ... dieser Tangenten mit den zugehirigen Isoklinen eind die
Berilbrungspunkte mit der gesuchten Kurve, dic in erster, bei sorg-
faltiger Ausfithrung iibrigens schon recht guter Annsherung die La-
sung der Differentialgleiochung darstellt und sich aus diesen Punkten
und den zugehdrigen Tangenten leicht und gensu zeichnen lieSs.
Dooh ist das fiir die nun folgende Verbesserung nicht nétig, vielmehr
geniigt das Tangentenpolygon.

3. Um diese erste Naherungsldsung zu verbessern, wendet man
nun das Verfebren der aufeinanderfolgenden Naherungen durch
Quadraturen (d. h. gewdhnliche Integration) an. Dazu werden die
aus der Zeichnung entnommenen Koordinstenwerte der Punskte A,
4,, 4y, ... in die rechte Seite der Differentialgleichung eingesetzt,

wodurch sich die zngehdrigen Werxte der Ableitung 3—:‘ ergeben. Diese

werden als Ordinaten zu den Abszigsen z anfgetragen und ihre End-
punkte mit Hilfe eines Kurvenlineals zu einer glatten Kurve ver-
bunden. Wird nun diese Kurve mit einen Integraphen oder auch
nach dem im nichsten Abechnitt besohriebenen grapbischen Ver-
fahren so integriert, da8 die entatehende Integralkurve durch den
Punkt 4, geht, so entsteht, wie sich beweisen 1ifit, eine zweite.
bessere Lisung der Differentialgleichung (Beweis bei Runge) Dies
#duBert sich in der Zeichnang dadurck, daB beide Kurven, die im
Anfangspunkte und in der Anfangerichtung iibereinetimmen, erst
allmihlioch voneinander abweichen, je weiter sie sich vom Punkte 4,
entfernen. Die fortgesstzte Wiederholung der Konstruktion liefert
immer besssre Niherungsidsungen, die aich mehr und mehr anein-
anderschmiegen. Soweit sich zwei aufeinanderfolgende Niherungs-
knrven innerhalb der Zeichengenauigkeit tiberdecken, stellen sie mit
dieser Genauigkeit die gesuchte Ldsung dar, und man hat die Fort-
setzung des Verfahrens nur anf die Teile zu erstreckem, in.denen
eine solche Ubereinstimmung noch niocht erreicht ist. Wenn schlieB-
lich fiir den genzem Bereioh, fiir den man die Losung zn kennen
wiinsoht, ‘eine abermalige Anwendung des Verfahres keine merkliche
Verbesserung mehr herbeifithrt, so ist die Hanptgleichung fertig inte-
griert. Bringt men auf der z-Achse eine Teilung fiir &, auf der
u-Achse eine solche fiir v an, 8o kann man aus der Zeichmung, die
am besten auf Gitterpapier amsgefihrt wird, chne weitere Reclinung

die zusammengehSrigen Werte von ¢ und ¢ suntnchmen.
14+
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4. Graphische Integration. An Btelle des Integraphen, der
bekanntlich za einer Kurve y = f(*) im Koordinatensystem zy die
Integralkurve =
. Y=._{'f(z)dz+]70

zeiohnet, die duroh den beliebig wihlbaren Anfangspunkt A, = (z,, y,)
goht, kann man oft xwit Vorteil und mit etwa gleicher Gonauigkeit
das folgende rein graphisohe Verfahren anwenden.

Wenn zuniichst die zur Abszissenachse parallele Gerade f(x)= g
integriert wird, entstebt die Gerade ¥ — ax -+ konst., wobei die Kog-
stante durch die Angabe irgendeines Punktes bestimmt ist, durch

4
3

4’
4

] Rt

Abb. b4b.

den diese (Gerade hindurchgehen soll. Um nun das Integral einer
beliebigen Kurve zu finden, denke man sie sich angenihert durch
eine geeignete Treppenkarve mit wagreohten Stufen ersetst (Abb. 54b),
und diess Treppe Stmfe fir Stufe integriert, wie vorher -angegeben.
Ea entateht ein leicht zu zeiochnender Polygonzug, der im gegebsnen
Pankte 4, beginnt. Jeme Treppe ist am besten in folgender Weise
angordnen. Sie verlivft teils unterhalb, teile oberhalb der Kurve;
man kann es 8o eintichten — Abschétzung nach dem Augenma
genfigt meistens —, daB fiir jeden Absstz der Flicheninhalt des
unterhalb der Kurve verdanfenden Teiles der Stufe glaich dem Flichen-
inhalt des oberhalb verlandendan Teiles der nichaten Btufe ist, wis in
der Abbildung in den schraffierten Teilen angedentet. Dann namlich
stimmen an den Schnittpunkien der gegeb Kurve mit der Treppe
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die Werte des Integrales und des Polygonzuges iiberein: durch sine
leichte Uberlegung schlieft man, 248 die Seiten des Polygonzuges
Tangenten der Integralkurve sind, und daB die Beriihrungspunkte
4,, 4,, 4,,... dieselben Abszissen wie die Schnittpunkte von Kurve
und Treppe haben. Zur bequemen Zeichnung des Tangenteupolygons
pimmt men auf der Abszissenachse einén Punkt W im Abstande 1
von der Ordinatenachse oder von einer anderen dazu parallelen Ge-
raden, auf die man horizontal die Schrittpunkte von Kurve und
Treppe projiziert; die von W mach den Projektionspunkten hingehen-
don Strahlen gebenm die Richtungen an, denen die enmtsprechenden
Seiten des Tangentenpolygons parallel laufen miissen.

5. Beispiel 1., Fiir die Luftwiderstandsfunktionen werde die in
§ 10 apgegebone empirische Tabelle fiir Kruppsche Normalgeschosse
zugrunde gelegt, Luftgewicht konstant gleich 1,22 kg/cbm GeschoB-
guerschnitt zR* = 50 cm?®; GeschoBgewicht P — 10 kg; v, = 600 m/sec;
6, = 30°. Danach ergibt sich u, =-in 600 = 6,3969; z, = In tg 60°
= 0,5425. Ferner ¢ = 0,5-g-107%. Daher F{u) = 0,5 v%-107%- K (v),
wofiir eine Tabello mittels der Werte in § 10 leicht zu berechnen
ist. In der Zeichmung (Einheit der z-Achkse und der u-Achse 50 cm)
wurden fir die Konstantenwerte O = 6,90; 590; 4,90; 3,90; 2,90;
2,00; 1,00; 0,50; 0,30; 0,00; — 0,30; — 0,50 die zngehdrigen Isoklinen
durch einzeine Punkte (je etwa drei bis vier) ermittelt. Es ist Kklar,
daB man von diesen Xurven mur kurze Stiicke in der Nihe der zu
erwartenden Schrittpunkte mit der Integralkurve zu zeichnen braucht.
Die Kounstruktion des Tangentenpolygons ergab dic Werte , der
Tabelle; eine einmalige Verbesserung mach dem vorber beschriebenen

z = 0,542 0,608 0,444 0,316 —0,067 —0,820
%, — 6,350 6,154 5,914 - 5,703 5,486 5,606
u, = 8,350 8,154 5,914 5,702 5,482 5,514

Verfahren, wobsi ein Integraph nach Abdank-Abakanowioz benutat
wurde, lieferte die Werte u,, und diese Verbessernng geniigte fast,
denn eine Wiederholung des Verfahrens ergab nur eine .Abweichung
von hochstens 0,05°,.

z ¢ ’ v R z -6 o
0,5494 | 80° O 600 m/seo 0,00 6° ('1 2452 m/sec
0,50 PYLEYY 4526 —010 |-~ 5°48° | 2375
0,45 240 57" 876.9 —0320 |-—11028"] 2333
G40 220207 385 —030 | —16256"] 2817
0,30 " 180 56 295.8 —050 |--27°81"} 2837
020 | 11°29 272,6. —088 |-—44° &} 2519
0,10 5048 |

Die endg@ltigen Wem von o enthalt die verstehende Tabelle.
V. hierza “Beispiel 8. -
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Beispiel 2. Zor Kontrolle und Beurteilung der Genauigkeit des
Verfahrens wurde eine nach einem quadratischen Luftwiderstands.
gesetz hergestellte Tabelle zugrunde gelegt. Luftgewicht 1,206 kgfobm
kounstant. GeschoBguexschnitt 50 cm?; P = 10kg; Formfaktor i = %'
von der Geschwindigkeit unabhingig; v, = 500 mfsec; &, — 459,
Mithin ¢ = 2¢-107% Anfangswerte: z — In tg 67,6° = 0,8814;
%, = In 600 = 6,21461, Es wurden die Isokliven fiir die Konstanten-
werte O = 5,0; 4,0; 3,0; 2,0; 1,%; 1,0; 0,5; 0.3; 0,1, 0,0; — 0,1 ge-
zoiohnet, MaBstabeinheit der z- und «-Achee 50 em. Die zweimalige
Verbesserung der erston Niherungskurve mit dem Integraphen ergab
merklich dieselbe Kurve wie die erste Verbesserung. Daraus zu den
Absgissen ¢ entnommene Werte von « in der Spalte 1 der Tabelle,

z d 1 2 B3 | v
0,8844 45° 6,21461 8,21461 0 500 m/sec
0,763 40° 5,766 5,765 0,001 319,0
0,653 35¢ 5,624 $,528 ©0,001 250,5
0,451 25° 5,238 5,234 — 0,001 187,6
0,265 15t 5,062 5,061 0,001 157,8
0,087, 50 4,953 4,951, 0,001, 1414
0 00 4,918 4,914 0,004 136,2

— 0,087, — 5¢ 4,889, 4,886 i 0,008, 1325
— 0,265 — 16° 4,862 4,857 0,005 128,7
— 0,451 —25° 4,887 4,859 l 0,008 128,9

Die graphiech gefundenen Werte erlauben hier eine rechnerische
Kontrolle; vgl. die Formelzusammenstellang in § 18, Unter Benutzung
der {-Tafeln (Tabello 8b, im Anhang) wurden die in Spalte 2 der Ta-
belle angegebenen Werte von w berechnet. Die Unterschiede zwischen
den graphisch und rechmerisch gefundenem Werten von « (Spalte 3)
betragen hdchstens 0,8°,, d. i 1,03 mfees der Endgeschwindigkeit
von v = 129 mfscc. Dieser Febler liegt gewiB innerhalb der Mef-
genauigkeit ciner solchen Geschwindigkeit.

6. Zwoites Verfahren. Es handle sich jetzt wm die Laung
des ballistischen Problems in denr allgemeineren Falle ¢ — ¢(y). Dann
kson das Problem streng genommen nioht mehr in der iiblichen
Weise — zaerst Integration der Hauptgleichung, danach Bestimmung
von %, ¥, + durch Quadraturen -— behandelt werden. Vielmehr tritt
jetzt za der bisherigen Hauptgleichung (1), worin aber ¢ = ¢(y) ge-
aotzt worden ist, noch die Qleichung

gy = — o tgHdo ) 3
hinzm, Man konnte daran denken, y zu oliminieren; aber wir zishen
vor, die Gleichungen (1) und (3) als ein System von zwei gleich-
seitigen Différentialgleichungen erster Ordnung der beiden
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unbekannten Funlktionen v(#) und y(§) sufzufassen. ' Bemutzt man
wieder die Variabien z und %, so nimmt dieses System die einfachere
Form an
ko cly
a—-higz-{—ﬁF(n) ] .
o ()

— 1 173
4 tonge |

worin ﬂf@“ F({w) gesetzt wurde. Die Funktion ¢(y) ist dem

Luftgewwht d, proportional, und dieses hingt von der Hohe m be-
kannter Weise ab (vgl- § 15); meist wird es gemiigen, eine lineare
Abhingigkeit 3, — (1 4 «y) mit etwa &= —0,00011 nach Char-
bonnier a.nzunehmen; man kann sber auch eine tabellarische Ab-
bingigkeit, etwa die Schubertschen oder die Wienerschen Tabeilen
(Band III} zugrunde legen.

Die Anfsngswerte sind hier 2, ==Intg(F + %), u = Inv,
9, = 0. Die Aufgsabe isi, liber der gemeinsamen z-Achse die beiden
Integralkurven zu zeichnen, deren Ordinaten % und y die vorstehen-
den Differentialgleichungen befriedigen und durch die Anfangspunkte
Ay == (25, %,) und B,= (3,, O) hindurchgehen. Man bestimmt zu-
nichst die Anfangsbogen dieser Kurven niherungsweise gevau genng
auf folgende Art: Durch Einsetrzen der Anfangswerte in die rechten
Seiten der Differemtislgleichongen sind (i:—:—) , (%) und damit die
Anfangstangenten bekannt, Man zieht sie und nimmt auf fhnen in
miBiger Entfernung von A4, und B, zwei Punkie 4, = {z,, «),
B, = (¢,, ¥,) sn. Durch Ein-
setzen ibrer Koordinaten in
die rechten Seiten der Diffe-

rentinlgleichungen sind \3z dz)

( dy) nod damit die zuge-
-hongen Tangentenrichtungen

bekannt. Man setzt diese aber ——Fg:-z- =
nicht in d4,, B,, sondern % !
besser in Punkten P,, Q, ah,
die etwa miften auf Ag 4., z . y3
. By B, gelegen sind (Abb. 54c). Abb. 5éc.
Auf ihnen nimmt wman in

miBiger Entfernung von P, Q, zwei Punkte 4, = (2,, ¢,), B, — (2,. 9)
an und wiederholt das Verfahren zwei odar drei Male So erhils
men zwei von 4, und B, susgehende Tangentenpolygone fér die
.gesuchten Kurvenanfinge; die BerGhrungspunkte sind leicht zu fin-

)l i
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den, da sie die Abszissen 2z, %, %y,... haben. Danach sind die
Kurvenanfinge zu zeichnen. Msn LSonte durch Fortsetzung des
Verfabrens die Naherungskurven fiir » und y in ihren ganzen ge-
wiinzchten Ausdehnungen komstruieren, sber es ist vorteifhafter, die
Anfangsbogen erst nach dem Verfahren der aufeinander folgenden
Niaberungen zn verbessern.

Dies geschieht wie vorher, indem man die berechneten Werte
(i%:)o, (%)1, .o und (%%)o’ (%—i)l, ... al8 Ordinaten zu den Ab-
sziseen z,, %, ... auftrigt ond die hindurchgelegten Kurven integriert,
hier am besten graphisch nach dem oben angegebenen Verfahren, da
die Benutzung des Integraphen wegen der notwendigen wiaderholten
Noueinstellunger. zu umstindlich und daher weniger genan wire. Erst
wenn die Anfioge der w- und der y-Kurve nicht mehr verbesserungs-
fahig sind, extrapoliert man sie einfach um ein Stlick nach dem
AugenmalB, betrachtet dietes Stiick als erste Anniiherung und ver-
bessert es wieder soweib als méglich. So fibrt man fort, bis der
ganze Bereich von z, fiir den man die Lésung zu kennen wiinscht,
durchlaufen ist.

7. Beispiel 3, Die Angsben der Aufgabe seien dieselben wie
beim Beispiel 1, jedock soll das Luftgewicht mit der Erhebung y
des Geschosses verénderlich sein: 4, = 1,22 (1 — 0,00011 ¥). Setzt
man 1 — 0,00011 y = ¢, ferner 0,00011:g == 0,0000112 ==~ k, s0 lau-
ten jetzt die Differentialgleichungen

d
=gz + £ F(u)

e (6)
o =k Tz,

In der Zeichnung waren die Einheiten der MaBstibe folgendermaBen
gewihlt: fiir z 40 om, fiir ¥ und & 20 om, fiir '2—': und i;—:5 cm. Jeder

der Werts %, ¢ (s. die Fabelle 5. 217) ist durch drei bis vier Ver-
besserungen erhalten worden. Die eiunzelnen Schritte, in denen die
Kurven kongtruiert wurden, sind an dem Werten von z Lenntlich.
In der Tabello eind zum Vergleich in Spalte 4 und 6 auch die, hier
mit ¥ und ¥ bezeichneten Werte aus Beispjel 1 aufgefibrt. In beiden
Fallen nimmt die Bahngeschwindigkeit, vom Anfangswerte beginnend,
zundchat ab, erreicht einen kleinsten Wert hinter dem Gipfel der
Fingbahn, um sodann wieder zu steigen. Wihrend im Falle eines
konstanten ballistischen Koeffirienten nur ‘ein Mirimum der Baln-
geschwindigkeit, aber kein Marimum suftritt, iat dies beim versallge-
meinerten Problem ¢ = c¢(y) nicht der Fall Der Unterachied der
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Geschwindigkeiton v und # (Spalte ?) orreicht einen HBchstwert nioht
weit vor dem Auftreffen des Gesohosses auf den Miindungshorizont.
Beziiglichk der Bestimmung dieser avsgezeichneten Werte und weiterer
Einzelheiten sei auf die Abhandlung von C. Cranz und R. Rothe
verwicsen.

Will man die Flugbahn selbst konstruieren, 80 hat man x vnd y
zu bestimmon. Nach Ejnfiihrung von 2 als Veriinderlicher geschisht
dios durch die Formein

2z z
ot o
za—fm;dz. y—-—f—;tgzdz.
LN %,

Izn Falle des konstanten ballistischen Koeffizienten hat man beide
Integrale xu bestimmen, .mit dem Integraphen oder asuch nach dem
graphischon Integrationsverfabren. Im allgemeineren Falle ¢ = c¢(y)
wird y sber schon durch die Integration des Systems der heiden
Differentinigleichungen bestiramt, bei dem Beispiel 3 insbesondere
durch y = (1 — £:0,00011. Tn der Tabelle sind die so gefundenen
Werte — %, y entsprechen wieder dem Beispiel 1 — ecingetragen.
Die Schullweite ist um 600 m grofer, wenn die Abnahme der Luft-
dichte mit der Hohe beriickeichtigh wird.

8. Bomerkungen, Nachdem einmal nachgewiesen ist, daf die
Gonauigkeit der graphischen Integration nach dem Verfshrem der
aufeinanderfolgenden Niherungen ausreichend ist, wiirde eine wei-
tere Aufgabe sein, zu untersuchen, ob und in welcher Weise sich die
grophische Integrationsmethode fiir praktische Zwecke nutzen lieBe.
Dije im vorsteherden benutzte Form der Differentialgleichungen (mit
Einfiihrong der Variabeln 3 und u) stellt keineswegs den allein mog-
Tichen Weg dar, und such die Integrationsverfahren selbst sind
mannigfaltiger Abinderungen fihig. Geeignete Vordruocke von Iso-
Elinen und Skalen sowie die Benutzung von Nomogrammen kiénnen
wegen der Zeitexrsparnis selbst anf Kosten der Genauigkeit von Vor-
teil sein. — Bei der Deuntung der Ergebnisse im Falle des veralige-
meinerten ballistischen Problems, unter Beriicksichtigung der Ver-
Enderlichkeit des Luftgewichtes mit der Hohe, wird man zu beachten
haben, daB mebrere von den in § 20 erwédhuten allgemeinen Eigen-
schaften der Flugbahnu alsdann. nicht mehr Giiltigkeit haben. Das
gilt wm so mehr, wenn auch die sehr geringfiigige Anderung der
Schwere mit der Héhe in Frage kommt, fiir welchen Fall iibrigens
dag graphische Verfahren. ebenfalls anwendbar ist.

Anmerkungen. 1 Das gesahllddne gm.phische Verfahren vor C. Crenz
and R. Rothe hat C. Veithen (vgl. Lit.-Note) in folgender Weise modifiziart:
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Er geht aus von der Hauptgleichung (3) in § 17, alto von d (v coa 9} g
=c.of(v)-d3, dis gich mit den Substitutionen £ =vcosad; »f(e) = H(v) schrei-

ben 188t: i .
[
as- 7'45(00-0) .

Das System der Isoklinen wird durch die Kurven £ = cos #.konst., algo v = konst.
gebildet. Da diese Isoklinen von ¢ unabhingig sind, kdnnen sie, und darin
gt der Hauptvorteil des Verfahreps, ein fiir allemal vorgedruckt werden
In dieser Weiso fiilbxt C. Veithen die graphische Lésung analog durch,
wobei er darauf asfmerksam macht, daB noch weitere Vordrucke mbglich sind.
Wenn ¢ nicht ale konstant, sondern als eine Frnuktion von ¥ betrachtet wird,
&= CyeC(¥), 280 hat man die drei Gleichnngen
48 ¢ dy 1 R _
i c(y) PW); 7a= Tv tgd; E=wvcosd,
die mit Hilfe von Nomogrsmmen fiix sich graphisch integriert werden. Im
fibrigen eei auf die Veithensche Arbeif selbst und die darin durchgefihrten
Beispiele hingewiesen.
2. L. Giimbel (s. Lit.-Note) will das Cranz-Rothesche Verfahren in an-
derer Weise modifizieren:
Er geht sus von den zwei Differentialgleichungen der GeschoBbewegung
Richtung der Tangente und senkrecht dazu, also von
%%:—gsinz’-—of(v) upd a9 _ _geos?

ds oY
und richtet vier Koordinatensystems ein:

a) y iber z, b)wibert, ¢ % dber ¢, d) % iber .
Die naheren Einrelheiten sind asus der Arbeit selbst zn ersehen, auf die hin-
gewiegen wird.

8. Bei diesem AnlaB mége noch erwihnt werden der ballistische Inte-
graph von Jecob, der gur mechenizchen Inbegration der Hauptgleichung be-
stimmt igt. (Ubrigens ist der Appamat offenbsr derartiz umfangreich und
kostapielig, da8 eine -aHgemeine Verwendung in der Praxis vorliufig nichi
wahrecheinlich scheint.)

§ 8b. Die graphischen Lodsengsmethoden wven Th. Vahlen
(1918) und von E. A Brauer (1918).

1. Th. Vahlen baut eine Flugbahn in. folgender Weise graphisch
auf. Das GeschoB befinde sich jetzt, imn Anfang der ersten Sekunde,
-in P, (s. Abb.55); P, @, sei die Anfangsgeschwindigkeit v, nach GroBe
und Richtung. Ans dem, betr. Luftwiderstandsgesetz berechnet man
die Verzbgerung ¢ f(v) in 1 Sekunde und trigt diese als @, E vou
€, aus riickwarts anf. Von B aus geht man um die Schwerebe-
schleunigang g in 1 Sekunde vertikal abwiirts bis & Dann ist
P, § die Geschwindigkeit v, zu Anfeng der zweiten Sekunde nach
Groﬁe und Richtung. Indem men nun annimmt, dab sich das Ge-
‘zchoB in der emten Sekunde mit der miltleren Geschwindigkeit
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i (#, - v,) bewegt hat, befindet sich das GeschoS am SchiuB der
ersten Sekunde in P,, der Mitte von @, 8. Und indem dis Flug.
bahn aus einzelnen Parabelbbgen konstreiert gedacht wird, ist L P
die Richtung der neuen Tangente, debei L die Mitte vwon P, Q,
Tragt man alo auf der Verldngerung der (eraden L.P, von P,
aus eine Strecke P, Q, gleich F, § auf, so hat man fiir den Anfeng
der zwoiten Sekunde die Lage P, des Geschosses und die Geschwin-
digkeit v, nach Gréfie und Richtung. So fahrt wan fort; der Punkt
Q, spielt jetzt fiir die zweite Sekunde dieselbe Rolle, wie vorher @,
fir die erste Sekunde. Je nachdem wird statt 1 seo ein kleineres
Zeitintervall 4¢ gewihlt,

2

4 PN =
JO A K
Abb, 55. Abb. 58.

2. E, A. Brauer gehs aus von einer graphiecken Losung der
Hauptgleichung (3) in §17, also von einer Niherungskonstruktion
der Hodographenkurve, die die Beziehung zwischen vundd angibt. Durck
den Abgangspunkt A seien die Vektoren A Hy, A H,, 4 H, usw. gleich
und parallel den (leschwindigkeiten gezogen, wie zie im Anfang der’
ersten, zweiten, dritten usw. Sekunde bestehen. Danm ist H H, H, ..,
die Hodographenkurve. 8o sei also zunéichst 4 H, gleich und parallel
der Anfangsgeechwindigheit v,; dieser Vektor 4 H, ist ohne weiteres
bekannt, da die Anfangsgeschwindigkeit der GriBe nach ond der,
Abgangewinkel H, 4 O == ¢ (3. Abb. 56) gegeben ist. Den Vektor 4 H,,
also die Geschwindigkeit v, nach Grifle und Richtung am Anfang
der zweiten Sekunde konstruiert alsdann E. A. Brauer wie folgt.
Er geht von H, sus um eine Strecke H,b gleich 4 g vertikal ab-
wirts, trEgt eodann auf 54 nach A hin die Strecke bd gleich -der
mittleren Verzigerung ¢f(v,) in der ersten Sekunde ab und geht

von & sns noghmals um §- vertikal abwirts bis H,. Dannist 4 X,
die Geschwindigkeit v, des (Geschosses im Anfang der zweiten Se-
kunde sowohl der Grife als der Richtung nach. Dabei wird bd

suf Grund der folgenden Uberlegung gefunden. Auf der Horizon-
talen durch A4 seien die Geschwindigkeiten v als Abazi abge-




Die graph. Lisungsmethoden von Th. Vahlen (1918) u. E. A, Brauer (1918). 221

tragen, und dazu als Ordinaten die Versbgerungen cf(v), wie sie
sich aus dem betreffenden Luftwiderstandegesetz exgeben. Die Kurve
der ¢ f(v) sei also gezeichnet. Nun seien am A die 5 Kreishégen durch
H,,b,m,d,H, bis zu den Schrittpunkten O, B, M, D, J mit der
Abazisgenachse der v beschrieben. Wenn m die Mitte von dd ist,
o ist d& gleich DB und ¥ ist die Mitte von DB und niherungs-
weise anch die Mitte von /0. Die Ordinate ML der ¢f(v)-Kurve
ist dann ebepfalls gleich der mittleren Verzdgerung cf(v, ) innerhalb
der ersten Sekunde; somit in dem gleichschenkligen Dreieck D LB
die Hobe M L gleich der Grundlinie D B, folglich der Winkel LR M
oder # gegeben durch tg f= 2. Danach findet man &d dadurch,
dal mar um A ecinen Kreisbogen mit Halbmesser 45 bis zum
Schuitt B mit der Horizontalen durch 4 zieht und in B einen Winkel
B—arotg2 anlegt. Der froie Schenkel dieses Winkels schneidet
die ¢f(v)-Kurve in L; dann ist die Ordinate LM des Punktes L
die gesuchte mittlere Verzigerung bd.

Hat msan auf solche Weise die sukzessiven Hodographenpunkte
H,, H,, H,,... konsiruiert, so kennt man die aufeinanderfolgenden
Bahngeechwindigkeiten » und deren Komponenten 4, und v, und
kann durch eine pgraphlische Integration die z und y gewinnen
Auch die Anderung des Luftgewichts mit der Hthe (¢ = ¢(y)) will
Brauer weiterhin bericksichtigen.

Eine Prifung der beiden graphischen Verfahren, von Vahlen
und von Brauer, auf die Genauigkeit und auf die praktische Ver-
wendbarkeit diirfte sine dankbare Aufgabe fir die Ballistiker sein.

Anmerkungen. Sonstige graphische L3sungemethoden.

1, Der Verzuch von A, Indra (1888) zu einer ,graphischen Bsllistik“ {a.
Lit.-Note) beruht auf folgendem Gedanken. Man denke sich zun&chst die Flug-
bahnparabel des laftleeren Rsums. O sei der Abgengspunkt; O,, O,, 0,, ...
sejen die Bahnpankie nach I, 2, 8,. .. Bekunden. Verbindet man O mit O;, O,,
Oy +.. und zicht in den Punkten 0,,0,, ... die Vertikalen oder, was dassslbe
{st, verbindet mian diese Punkte mit dem umnendlich fernen Punkt der y-Aches,
80 stellen gich dis aufeinanderfolgenden Babhnpunkie als die Schnittpankte. von
zwei projelctivischen Strahlenbiischeln dar: dem Strahlenbiischel aus € und
dem Strahlenbischel aus dem uunendlich fernen Feunkt der y-Achee. Zum
Ubergang in den lafterfiiilten Ravm wird nun von A. Indra das Zentram dee
Parallelstrahlenbischels sus dem Unendlichen ins Endliche gerfickt. DalBl die
mit diesorn Vorfahren verbundene WillkGrlichbkeit zugleioh eime geeignete An--

an die Verhiltnisse des tatefichlichen Luftwiderstands bedeutet, ist
nickt nachgswiessn.

2. Vou Dz-Ing. Rothe (8. Lit-Nate} ist 1911 oins grephische L3eung ver-
dffentlicht worden, hei der die Biziehung swischen v und &, also dis Hodo-
graphengleichung, zogrande gelogt wird. Gegen dic Einzelbeiten der Rothe-
schen Lisang sind von B Rohne, von Nereth ned von Th Vakien Be-
.denken - geZuBert worden, worliber men die betreffenden Arbeiten vergleiche.
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3. C. Cranz bhat 1896/97 ein graphisches Lisungsverfahrem gegeben, bej
dem die Flugbabn sls aus Parabelbigen oder aus Hyperbelbogen zusammen-
gosetzt und die iltere Kruppsche Luftwiderstandstabelle verwendet wird,
Dieses Verfabren ist aook in der letzten Aufiage dieses Bandes von 1918 anf-
gefiihrs. Da in der vorliegenden Neusuflage die Kruppsche Tabelle micht
mehr sufgonommen werden konnte, ist auch jene graphische Lisungsmethods
(zumal sie grundsitzlich nur fiir Flachbahnen Giiltigkeit haben sollte) nicht
mehr weiter erwihnf.

§ 36. Stickweise Berechmung der Flugbahn von C. Veithen
(1919) nach C. Runge und W. Kutta.

C. Veithen ging 1918 zur numerischen Integration der Differen-
tislgleichungen der GeschoBbewegung nicht wie bisher meist geschehen
war, von der Hauptgleichung (3} in § 17 aus, sondern von den ur-
spriinglichen Gleichungen (1) und (2), (Dieses Gleichungspasr mit
der Zeit ¢ als Parameter ist ja, wie in § 17 gezeigt wurde, gleich-
wertig mit der Differentialgleichung (8) ohne diesen Parameter). Mit
den Abkiirzungen: &==vocos #; n=—=vmnd; F(r)= %f('u) schrieb
C.Veithen diese Gleichungen (1) und (2) in der Form
§= — - Fv)-&; g—:’ = — - F(v)-n—g; vobeiv=VE 5%, (1)
Dieses Gleichungssystem: hehandelte C. Veithen weiter nach dem
von C.Runge und W.Kutéta aufgestellten Verfshren. Die Arbeit
von €. Veithen iat nach dessen Tode von R. Neuendorff (s, Lit.-
Nots) pietitvoll veriffentliché worden.

Zunachst zur Einleitung einige erlduternde Worte allgermeiner Art
iiber das Verfahren von” Runge wnd Kutta (s. Lit.-Note, H. v.
Banden): Bs liege eine Differentialgleichung vor g—z = f(z, ). Und
va dem Anfangswert o, der ecinen Variablen sei der Wert y, der
anderen Variablen gegsben. Msn will, um von diesem Anfangspunkt
{(#z,%,) aus die Integralkurve stiickweise aufezbanen, ermitteln, um
welchen Betrag % sich y Bnderf, falls man * um den willkirlich
gewihlten kleinen Betrag A gelindert hat. For ¢ wablt Runge
einen Auadruck von der Form

k=R, -k, + R, ky -+ Ry-ky + R, ,.

Dsbei sollen die GriBen k% ... ans folgenden Gleichungen ge-
nommen werden

by ={1(zg, yp)-%

kb, =f{zy+ ak, y, +8%k) b
ky={(z,+'b; 5, + 8k A7 &)k

by =f{(z-t-a"h, o+ Bk, + " by -~ 8" k) D
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Die nooh unbestimmten Koeffizienten R, R,... und die 9 GroBen
ed ' BF LY ¥ 8" werden nun so ermittelt, daB der Fehler des
berechneten Zuwachses & von der 5. Ordnung in & ist. W.EKus ta,
erhielt das Resulta.t daB man hiefiir = B. zunehwen hat B, = B, =
md B, =RK,=%, ferner e =o’'=1; «"=1; f= }/_%; (5u

g = ‘B”; y” = 0. Danach ist also die Vorschrift die, da8 man
nimmt k=& (k, + 2k, 4 2k, + &,), wobei sich die Werte NN
nacheinander folgenderm&ﬂen ergeben: Man berechnet zuers'b

k= f(Zos Yo) ks
sodann damit I zf(xo+_l;_, !Io—i*—‘.:‘-)'h

” » k—f(:co g,yo—}—L")h

» » klﬂf(zo"'hl yo+k3)'h-_
Auf diese Weite hat man von dem Anfangspunkt (z,y,) der Integral.
Kurve aus niherungsweise einen ndchsten Punkt (z, 1+ 4, y,+ k)
erhalten. ~ Und diesen letzteren Punkt betrachtet man sodann als
den Ausgangspunkt, wm einen dritben Punkt zu gewinoen, usw.

Dm die Genauigkeit abzusohitzen, mit der dabei ein Wert von y
gewonnen ist, hat man die Rechnung zweimal durchzufiihren; erstens
geht man mit dem willkiirlich gewdhlten Intervall A (z. B. mit & — 0,1}
zwei Schritte vorwirts und erhdlt einen Dbestimmten Wert von ¥
nach dem zweiten Schrith; zweitens geht man mit dem doppelten
Intervall 2 2 einen einzigen Schritt nach obiger Vorschrift vor uwnd
erhilt ein anderes y. Die beiden so erhaltenen Werte y vergleicht
man. 3 der Differens beider Werte y gibt die Groflenordnung des
zu erwartenden Fehlers an. Hat man z B. zweimal nacheinander mit
& = 0,1 gerechnet nnd gy == 1,0411843 erhaltern {(Zehlenbeizpiel vom
H. v. Sanden} und hat man sodann ein einziges Mal mit A =102
gerechnet und y = 1,041164 8 erbalten, so weichen die beiden sc er-
baltenen Werte von y nur nm b Hinheiten der 7. Dezimale ab, und
dann kann der Wert y = 1,0411643 mit allen hingeschriebenen
Ziffern als genan gelten. Selbstverstdndlich rechnet man um so ge-
nauer, je kleiner b gowihlt wird, aber die Rechenarbeit wird such
grdBer. Das beschriebene Verfahren bietet den Vorteil, dad man an
joder Stelle leicht den Fehler ermitteln kann, den man bei einer
bestimmten Wahl von A begeht.

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir za den Differential-
gleichungen (1) zurick. Beim Beginn des GeschoBSflugs in der Luft,
also zur Zeit {—o0, sei gegeben x, =0, y, =0, ¥, =¢, somit
£ = 1,008 p, 17, =1, sing. Nach dem wiltkirlich gewahlten kleinen Zeit-
intervall A7 haben zy#y die Zuwichse erhalten Az, dy, 45,41,
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g0 daB nach diesem ersten Schritt die Werte zy &y goworden sind;
%, = g+ Az, Yy = go + AY, £y = &0+ A&, 9, =1y + d,, die Be
rechnung dieser Zuwichse Az, Ay, 4%, Ay voliziebt sich dabei in
4 Stufen: Man berechnet zuerst k,,1,, m,, »,; damit dann

kg, Iy, ™y, ng UBW,

) 1. Stufe, k, =&y 4t I =14y At m = — ¢ F (0,)-£0- 845 0,
=—c~F(vD) e dt — g- 4t

B2 o» $'==£°+?; n'=no+7; V=Y + 4%
kyw 848 L==n-At; my==—cF(v)-§ ¢ n,
——-—oF(zf) f. At — g-At; -

c) 3. " Eﬁ=£°+_"=‘, ,} =”°+_2_.’ '/fﬁ'yé!fs_‘}_nwl
ky=&" Aty by " A1, my== — o F(v")- -4
n, = ~ P At — g-A2;
d) 4 » sm'=$o+ my 3 qmzno +"'a; vfﬂm—,f"_i
' k‘ At L= Aty my = — cF(W™) " 44
= — e FW")y" -4t — g-4i.
Dann ist
4"—-—( + Ey -+ & - &, +k.+l's)
U A REES RS R AN
df"‘k‘(’"r“f“”':+"'a+"‘4+”‘1+"‘a)’
4y =3, +ng+ ny + 5, + 4 ny).
Die o erhaltenen neuen Werto 2, ¢, & , sm Ende des ersten Zeit-
intervalle, aleo die Werte z, = z, + 4= usw., bilden sodann die An-
fangswerte des zweiten Zeitintervalls, fir das die entsprechenden
Zuwichse 4z, 4y usw. analog berechnet werden. Man gewinxt eo
punktweiso die Flugbshn. (Zur bequemeren Berechnung, der ein-
meinen Sohritte hat die Art. Priif.-Komm. in Berlin nach den Vor-
achligen von C. Veithen ecinen besonderen Rechenschieber (von
der Firme Pennert & Pape in Altona} bherstellen lassen,  der
Schicher verschieden fir die einvelnen GeschoBtypen; dieser Rechem-
schieber gestattet durch sine erste Einstellung, za § und 4 den Wert
=Y 1 abzulesen, und durch eime zweite Einsteliung, die Pro-
dukte ¢ F(v)-§ nnd ¢ P(v)-y fiir verschisdene GeschoBformen zu go-
. ) ; .
Zahienbofepiel Gegeben: ‘Kaliber ¢ 2=0,088 m; Gewhoﬂgumolxt
P=15 kg; Anfengsgeachwindigkeit w, =442 mfseo; Abgangawinkel. p = 107
Lattgewicht am Boden & = 1,22 kg{m®; v, 008 ¢ = 4B5; vosin ¢ =78,7; ¢ =1,08.

Der Einfachheit halber soll die Abh&ngigkeit von ¢ mit der Hohe nnberilek-
sichtigh bleiben; 42 s0i = 1 sec gewithit,
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Im folgenden sind die Zahlenwerte der kIvmn fir daz orste Zeit-
fntervall angegeben., Es wird mit 4£=1:

&k = 435 4, =767 vy = 442 —m, = 82,2 -1, =248
%, = 594 1, = 64,5 o = 399 —m, = 64,0 ~ g =204
%, = 403 4 =66,6 7 = 408 —my = 61,8 —ny =212
k=373 | =553 v = 377 —m, = 56,0 —mng=18,1

Daraus exbdlt man Ax=400: Jy<65.7; Af=—650; d5=—209, so dsB
pach 1 Sekunde die Kecordinaten des Geschosses sind z,= 400 m; y, = 65,7 m.
Nacb 12 Schritten, slso nach der Zeit 7”= 12,0 sec, erhielt C. Veithen auf
diene Weise Fdr=a=3884m; Ndy =y =+ 1,5 m; v =227 mfsec. (Die Schu-
tatel ergibt X = 8400 m; 7'=12,1 seq; v, =222 m/aec.

Anmerkung. Hieher za rechnen ist auch die ,Méthode des vitesses®, die
E. Vallier 1884 in seiner ,balistique extérienre® (Parix, Verlag von Ganthier-
Villare, 8. 34 u. folg.) verSffentlicht bat und die ehevfalls, wis das Verfahren
von Kutts, aunf einer Art von Simpsonscher Begel barvht.,

'8 87. Uber die Methoden von O. Wiener (1919) und A. von
Brunn (1919) zur stickweisen Berechnung von Flugbahnen.

In Abschnitt 6 wurden Rechnungsverfahren erwilnt, bei denen die
Taylorache Reihenentwicklung auf die direkte Berechnung der
genzen Flugbahn bis zum Miindungshorizont oder wenigstens eoines
gréBeren Flugbahnbogens, also auf die Gewinnung von geschlossenen
Formeln fiir die Klemente eines beliebigen Flugbabnpmnkts (zy),
speziell des Auffallpunkta (X, o), angewendet wurden. Wenn dabei,
wie es {iblich ist, aus praktischen Griinden nar 3 bis 4 Glieder der
Reihenentwicklung beniitzt werden, so ist die Berechnung um so
weniger zuverlissig, je gréBer der Abgangswinkel @ ist. Um jedoch
auch Steilbahnen mit ausreichender Gensuigkeit berechuner zu kénnexn,
entwickelt O. Wiener (8. Lit.-Note) die in"den Differentialgleichungen
vorkommender Variablen mur fiir einzelne kurze Wegstrecken der
Bahn, etwa je fiixr 1 Sekunde, in Taylorsche Reihen vnd nimmé fir
jede Wegstrecke die Integration vor. Das Wienersche Verfahren
kann hier aua Platzmangel nor angedeutet werden; iiber die Einzelheiten
v iche man die Wienersche Arbeit eelbst, sowie ihre Weiter-
fihrung durch R. Singewald (e. Lit.-Note). '

Die Verzogerung durch den Lunftwiderstand sei jetzt begeichnef mit
¢-k-f(v) oder kiirzer mit F(v). Dabei ist & von den Dimensionen,
der Masse und der Form des Geeschoases abhiingig und ¢ bedentet das
Verhiltnis 8 : 0, des Lufigewichts 4, in der Héhe y zom Bodenluftge-
wicht 8, & ist die Abloitung von o nach y; /' und f” sind die Ablei-
tungen von f(v) nach v. Der Index a bzw. e bezieht sich auf dem
Anfang, bzw. das Ende des betreffenden Bahnstiicks; der Index m
deutet einen Mittelwert in dem betr. Bahnstack an.

Om die zu einem Schritt 4t gehérigen Anderungen 4o, 44, Az,
dy von vdzy zu erhalten, geht O. Wiener sus von den Glei-

Cranx, Baitistlk, 6 Anft, BAL 15
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chungen der Tangentizl- und der Normalbeschleunigung fiir den be. .

trachteten Zeitpunkt ¢, also von den Gleichungen %1: == —goind—~F

a4
and — 03
Jorsche Reihe nach steigenden Potenzen vou { entwickelt, wovon
die 8 ersten Gliedexr genommen werden. Gleiches geschicht mit .
Nachdem go die rechte Seite dieser ersten Gleichung als Fumktion -

von t dagestelit ist, wird integriert vom Anfang bis zum Ende des

- g-%. In der exsteren Gleichung wird F in eine Tay-

Iotervalls. In dor zweiten Gleichung wird rechts ~:—)— in eine Taylor:
sche Reihe nach Potenzen won #, links ?0-2—5 in eine solche Reihe
nach Potenzen .von & entwickelt und alsdann beiderseits integrierf,
Die Beriicksichtigung der Anderung der Luftdichte mit der Hohe ge- .
schieht in der Weise, dal ¢ = 4,:J;, was von y und damit von i ab.
héngt, gleichfalls in eine Reibe nach Potenzen von t entwickelt wird,
wovon 0. Wiener die beiden ersten Glieder nimm¢é. Uund die zuge
horigen Koordinatenzuwichse 4 und 4y in horizontsler und in ver-.
tikaler Richtung, also die Anderungen

© 4 A1
Ax=fv-cosz‘)-dt und dy = [vsind-dt
H °

berechunet or aledenn mit Hilfe eines von ibhm aufgesteliten allge-

meinen Satzes fiber die abgekiirzte Integration des Produltts zweier
Reihen.

Das Rechenverfahren ist, chne weitere Ablsxf;ung Zusammen-
gestellt, das folgende:

1. Zunichst wird ein angeniherter Wert fur die Abnabhme — dv
von v wiahrend der Zeit At ermittelt; {dieser erste NEherungswers

sei als solcher durch eine Klammer angedeutet, also darch ——(d v])
Es wird

’ L4041
—)=TiFre

=3 v, -kf, ()¢ -8ind,+43; III w=g.sin d,;

B }oo kof-4t; C=o, (RI224.

Daraus erhilt man einen Naherungswert von v,,, nimlich
(o) = v+ 1-(d ).
Sodsnn beréchnet man einen Naherungswert von i— 49 aus 3{49)
in Grad = —3-—= 1180 g—i—'f-'—o--dl und hieraus (§,) =&, + 4 (4 &
Sind so diese angana.herben Werte (v,) und (#,) erhalten, so wird.

‘4#; hier ist I=c,-k-f,(s) 7
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der endgiiltige Wert von — 4v» durch den folgenden Ausdruck berechnet
~tom R,
Dsabei ist zur Abkiirzung gesetzt
IV = g-[ein($,) — sin 9 3 V=1 kFf,(v) ¢, sin (9, )(d0)- ¢,
D= % k fa' (”m) Gg’ sin (19;7:) -4 fzi B = %— ca ] fm" (v)-At.
Damit gewinnt man sodann den genauen Mittelwert v, = v, 4+ 1 Jv
und den Endwert v, der Geschwindigkeit v, =, + dv.

2. Analog berechnet man den Endwert # des Horizontalneigungs-
winkels am Ende des Zeitintervalls A¢; man bildet

(9)=y9.F v, sin(,) uwnd AF=ckf ) —c kf,(v);
dann ist genau
— 49 in Grad =

180 gdt Av?

AF
( +]2v’ 1§‘u_.dc)
wd &, =9, + 45 M’an ha.t demit den Tangeuntenneigungs-
winkel ¥, am Ende des Bahnatiicks.

8. Um endlich aus den Arnfangswerten ¢, und y, der Abszisse
bzw. der Ordinste des betrachteten Flugbahnstiicks die Endwerte
z, und y, a2u berechnen, verfihrt man wie folgt: Man bildet die
Mittelwerte

sin®, =} (sind, + sind) und cosd ' = I (coad, + cosd)
und hieraus die HilfsgroBen v, und «, die definiert sind durch

o) s=v, + AP A4k t=3A8]{~ v+ L gsind:dD.41}.
Dann ist

4z = (v, cos 3] —wsind,)- 4t
dy = (v, sin 8,/ 4 ucond /). 4t
und endlich z, ==z, 4~ 42; y, =y, - Ay

Den gesamten Rechnungsverlanf fir einen einzelnem Schritt At
demonstriert R. Siingewald an einem Beispiel mit 4¢= 2 sec; er
findeb, daB man selbst bei zweckmiBiger Anordpung der Zahlen-
rechnung eine nicht ganz unbetrichtliche Mike sufzuwenden hat, um
einen Schritt 4¢ vorwirts zm kommen. Aus der Eberhardschen
Luftwiderstandstabelle fiir Kruppache Normalgeschosse hat 8ange-
wald die Zshlenwerte von £§ f* entnommen und bis v == 760 m/sec
sufwirts sehr sorgfiltig ausgeglichen.

Ein Vorzug der Wienerschen Methode besteht darin, dal sie
geatatteb, an jeder Stelle den durch dss mathematische Niherungs-
verfahren entstandenen Fohler abzuschitzen, und dies hat O. Wiener

auch durchgefiihrt. A. 8imgewald hat ferner geeignete Kriterien
15*
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datiir aufgestellt, wie groB jedosmal das hetreffende Zeitintervall 4
zu wihlen ist, damit ein bestimmter Grad von Genauigkeit ergiel;-
wird. Bei den Xnderungen 4v bzw. A3 eines Schrittes At fordert
er: an absoluter Genenigksit 0,01 mfsec bzw. 0,0001, an relativer .
Gensunigkeit bei 4 ¢=1 sec 0,04 bzw. 0,0002; man findet dann aus
seinen Kriterien die notwendige GréBe von 4¢. In einem Zahlen-
beispicl mit @ == 70°, v, = 467 mfsec und * = 68,212 erhilt er im
ganzen 34 Schritte 4¢, nimlich vom Anfang der Behn an bis 2o
deren Ende im Miindungshorizont bzw.: 4¢=1,3. %, 4. 5, 5, 3. 5, 1,
1,2,8,8,3,8,2,821,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,38, 5 8-
knnden. Er fihrt die Berechnung einer solchen Steilbabn durch,
zunichst fir Windstille, weiter fiir konstanten Gegenwind.

2. A. von Brunn (s. Lit-Note) operiert insofern shnlich wie
0. Wiener, als er gleichfalls die Flughahn in kleinen TeilbSgen
berechnet und dabei gleichfalls Taylorveche Reihenentwicklungen
anwendet. Aber A. v. Brunn geht sus von den Differentialglei-
changen der GeschoBbewegung lings der horizontalen z-Achse und
lsnge der vertikalen y-Aochse, alao von den Gleichungen (1) und (2)
in §17: . i . ’

x £ z =
T =o)L Fl = —v— e P

Er entwickelt x und y fiir das betreffende kleine Zeitintervall 4¢
in eine Taylorsche .Reihe nach Potenzen von A¢, und fiir o/, 2,
«” .., und ebeuso fiir ¥, y”, y" ... werden unter Verwendang der
vorhin erwdhnten Differentislgleichungen die zugehdrigen Ausdréicke
aufgostellt. Das Luftwiderstandsgesetz und das Verbiltnis 4, : 8, ksun
dabei in Tabellenform vorliegen. R. Séngewald findet, daB die
strenge Methede von A. v. Brann an , Rechendkonomie dem W isner-
achen Verfahren weit unterlegen® sei. Ubrigens bezog sich einer
der Hauptzweoke, die A, v. Brunn bei seinen Untersmohungen lei-
teten, daranf, mit seinem zwar etwas umstindlichen, aber strengen
Rechenverfahren oinige Ltsungsmethoden aunf ihre lenamigkeit zu
prifen; insbesonders dieMethode, die sich in dem literarischen Nach-
1af von Schwarzschild vorfand und von K. Regner bearbeitet
worden ist, Uber allea Weitere sei auf die Brunneche Arbeit selbst
verwiesen, wo man auch das Prinzip des Schwarzschildschen Ver-
fabrens klar dargestellt findet, Uber dieses letztere, sowie iiber
einige andere Vorschlige ist in den folgenden Anrmerkungen einiges
Wenige gesagt. : , i

Anmerkungen. 1. In § 23 war unter Absatz d) erwibnt worden, dag
Hilie die ganze Flughahn damit wu berechnen suoht; daB er den Ausgleichs-

faktor o' als das geometrisohe Mittel rwischen dem Becaus des Abgengswinkels
@nd dem Seoans des Winkels 4 im Sohsitelpunkt der Bahn wihlt, Im Gegen-
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gatz zu Hélie will Schwarzeckild die Flughehn in einer gréfieren Anezahl
vot kleinen Bogenstiicken berechnen, und er nimmt dabei fiir ein solches
Bogenstlick den Faktor « gleich dem geometrischen Mittel avs den Werten
von sec? am Anfing und am Ende des Bogenstiicks. Die Hauptsache bei
dem Verfahren von Schwarzschild ist aber die Art, wie er die ganze Bahn
in eingzelne Bugensticke geteilt denkt. Diés ‘soll in der Weise geachehen, da
die Teilpunkte dquidistant aind in bezug auflogsec &, also so, daP die zu den
Endpunkten der einzelnen Bahnstiioke gehorendenm Werte vom cos ¢ eine geo-
metrigche, jhre Logarithmen somit eine arithmetische Reihe bildem, Und bei
den zweiten Iniegrationen, die z, y, £ sclbst liefern, verzichtet Sechwarz-
achild auf die grundeitzlich strepge Quadratur opd-ersetzt sie (wie schon die
Haaptgleichung durch eine nur sngeniherte Hauptgleichung ersetzt worden
war) durch Anniherungen, bei depen jedoch nicht mehr vernachlissigt wird,
als achon bei der Hauptgleichung vernachliseigt worden war. A. v. Brunn
kommt hincichtlich des Schwarzschildachen Verfahrens zu dem Ergebnis,
dal man, wenn man nach Schwarvzachilds Vorschriften achemstisch ope-
riexren wallte, eine sehr grofe Anzshl von Schritten susfiihren miifite, o die
SchuBweite innerhalb eines kleinen Bruchieils der mittleren Strevung genan
zu erhalten, deB man aber unter Vertesserung der Genanigkeit die Schrittzeht
bedeutend herabdriickem kann, wenn man das Aunfangsstiick der Bahn mié
eizrem kleinen, den absteigenden Ast mit einem griSfieren Intervall von logeec#
berechnet. In einom Beispiel mit », = 1000 mfeec und ¢ =45¢ nimmé
A. v. Brann fiir den aufsteigenden Ast 10 Schritbe, wobei jedoch der erste
Schritt in 4 Sobritie mnterteilt ist, und erhdlt sine befriedigende GenauigEeit.

- 2. Schon Didion, St Robert, Hélie, v. Woich und . Bianohi
hatten fibrigens, im Fall von Steilbahnen, vorgeschlagen, dic Bahn stiickweiss

m berechnen. Wenn dabei (vgl § 23) o =7y x—i— gewiblt wird und J, wod 4,

die Neigungswinkel der Tangenten in den beiden Endpunkten eines Flugbahn-
stiicks hedouten, i0 ist nach Didion zu nehmen o= [4 (8,) — £(3,)]: (tg $1—tg B9);

neck N, v. Wuich u=€(0 i+ stg-Lto 1 1+0’ s nach St B-oberb

a:=73‘(secv5,_+seeﬂ,);
aach Hélie ¢ =Yseo O, se0Py. J. Schatte (vgl. Lit-Note) schligt vor, z=
nehmen a=secé‘—j212’- . o ' '
8, 8. Takeda (5. Lit-Notc) wihlt eine gewisse Verbindung des Didion-
echen und Jdes 8iacciszchen Verfahrems: o=%. (Dabei ¢ der Didionsche

Faktor) ;

4. 0. v. Ehorhurd (a. Lit.Note) rechnet kel Farsbabnen ebenfalls die
Bakn in einZeluen Bogenstiicken. Dabei nimmt er fiir einen soichen Bogen,
dessen Anfangs- bzw. Endwert von # wieder mit 0,‘ bzw. 8, bezeichnet mei,

tibereinstimmend &it Siscei: o=cos d, (dso %= -} und y=f-coatd, .

Aber O, w Eberhord berechnet # ols das amthmehsehe Mxttel aos den beiden
woahren Werten, die § sn den beiden Enden des Bogens hitte. Unter Voraus-
setzang von Zonen-Potenzgesetzen ¢ f (v)=c-v* isb der wahre (varinderliche}

{dnbei °2 Qeor Aug]&ehe&kfor von Siacei 17N
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Wert von f der folgende:
fcas ,\" cos & 1 (oos F\"-t 1

fi= \cos:?/ coud, o8B, \cotd/ cosdy

Am Anfang des Bogenteils, wo # =¥; iat, hat also # den Wert co: 3 s und am
gy

s—1
Ende den Wert (“”vgi) . oo:-ﬂ: . 80 aimm¢ O.v. Eberbhard fir # den
Mittelwert:

e LRt

Dabei wechselt # vop einem Zopengesetz zum andem entlang der Babn; 2, B,

im Gebiet des quadratischen Jonepgesetzes (n = 2) ist somit 8 = —é—(sec B, + sec 9y},

wie bei St. Robert. Gleiohzeitig nimmt O. v. Eberhard fiir §¢y) und da.
mit fiic e{y) entlang des Bogenteils einen konstanten Mittelwert, wie er der

mittleren Hohe des betrachteten Bogenteile itber dem Erdbodem entaprioit.
Niheren dariiber in § 40.

§ 38. Uber die Methoden vem Frh. von Zedlitz, von E. Stiibler
und von J. de Jong zur stlickweisen Berechnung einer
Flugbhahn.

1. Unstreitig das beste Verfahren zur Festlegung einer Steilbahn
igt das in Band III zu besprechende experimentelle Verfahren mittels
zwaier Phototheodolite. Fir den Fall, daB aber doch eine Bteil-
babn (mit angebbarer Genauigkeit) berechnet werden mu, — und
bei den Ceschowsen ohne Zeitziinder versagt jenes experimenteile
Verfahren —, hatte der Verfasser 1909 (a. Lit.-Note) ein planimetri-
sches Verfahren aunsgearbeitet, das im folgenden 8. Abschpit$ zur
Genanigkeitsprifang von Niherungsmethoden an der Hand von
sNormelbahnen® beniitzt werden wird. Diese Methode hat sodann
1913 Freiherr von Zedlitz (s. Lit.-Note) rein rechnerisch umge-
arbeitet und E. Stiibler hat die betrefienden Formeln fiir den
praktischen Gebrauch noch weiter _vereinfacht. Voraussetzung ist
ein Luftwiderstandsgesetz in der Form von Zomenypotenzgesetzen.
Gem#8 den Formeln von § 18 ist dann die Bezishung zwischen »
und & innerhalb jedes einzelnen Zonenbereichs gegeben. Die Flug-

. bahn wird in einzelnen kleinen Bogenstiicken berechnet. #, und v,
bzw. ¢ nnd ©» migen die Tangentenneigung und die Geschwindiglkeit
im Arfangspunkt, bzw. im Endpunkt des betracliteten Bahnstiickes
bezeichnen. Dann ist z. B. innerbalb des guadratischen Zonen-

bereiche, wo also ¢-¢* die Verzdgenmg ¢+ f(v) durch den Luftwider-
stand bedeutet,

1 l
coeBP  mycoa v —9 £ @a) — 2O
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dabei
E(S) = f sec® §-d9 = % [sin #-sec® ¢ 4 lognat tg (; + -':—)] ;

fir £(8) ist im Anhang zu diesem Band die Tabelle 8b gegeben.

Nun wendet Frh. von Zedlitz aof ein eolches Bogenstiick die
im 6. Abschnitt behandelte Reihenentwicklung an. Dort ist g, &,
veos ¥ in Funktion von = dergestellt, Eliminiert men aus den be-
treffenden 4 abgebrochenen Eeihen das mit ¢ behaftete Glied, so
erhdlt man 3 Gleichungen filr die 3 Variablen #, y, ¢ in Funktion
von wcosd. Von der zugebbrigen Rechnung sei hier nur das Re-
sultat, und zwar in der von E. S¢tiibler aufgestellien Form wieder-
gegeben.

Zussmmenstellung: Nachdem man, wie angegeben, fiir eine
grofere Anzahl von #-Werten die Geschwindigkeitskomponenten
v cos? berechnet hat (vgl. § 18, Zusarnmenstellung) berechne man
fiir ein einzelnes Flugbahnstiick, dsa von &, bis & reicht, zuniichst p,
daraus ¢ und damit die bhorizontalen urd vertikslen Koordinaten-
stiicke « und y und die zugehdrige Zeit £ mit den folgenden Glei-
chungen:

i (1)
q="2p"E2, @)
m=% (woco8 H)*-q, (3)
y=2[tg 9, L (*+9); (4)
fee 2x -1 (5)

8,89, p—1"

Von einem Flugbahnstiick zum npiichsten #ndern sich die Werte p
und g, aber innerbalb desselben Btiicks werden sie ale konstant be-
trachtef. Die Zahlenberechnungen von Fih. van Zedlitz hahen go-
zeigt, daB sich mit diesern Verfabren sine Genauigkeit erzielon liBg,
die Innerhalb der mittleren Strevung liegt. Soll such die Anderung
des Luftgewichts 8 mit der Hhe bericksichtigt werden, so wird man
die Rechnung, zuerst mwit einem konstanten mwittleren ¢ und damit ¢
durchiiibren, sledann die Rechnong wiederholen und dabei von einem
kleinern Bahnstiick zum acdern 4 und damit ¢ verdnderlich an-
nehmen.

2. Wosentlich anders iat in jingster Zsit der hollindiacke Balli-
sttker G de Fosselin de Jong, Professor an der Kgl. holtind.
Militirakademie za Buds, vorgegangen (s. Lit.-Note). Es sei an die
Ausdriicke erinpert, die in § 18 (Gleichungen 8. bis 11} zm dem
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Jinearen Gesetz der Verzbgerung durch den Luftwideratand: e¢. {0
=g¢.v gogehen wurden. Wir sshen dort, daB bei dieser Annahme
und nur bei dieser die beiden Differentialgloichungen lings der
«- Achse und lings der y-Achse unabhingig voneinander sind wund
ohne weiteres die Integration zulassen. Nun it zwar der Luft.
widerstand — daranf wurde schon in § 18 hingewiesen — fiir Ge-
schoBgeschwindigkeiten, keineswegs proportional der 1. Potenz der
Geschwindigleit v; aber die Luftwiderstandskurve liBt sich, wenn
gie in zahlreiche kleine Stiicke =zerlegt wird, mit geniigender An-
niherung als ein aus geradlinigen Seiten zusammengeseszes Polygon
dazstellen. FEs ist dann der ballistische Koeffizient ¢ nicht allein
von den Dimensionen, der Formm und der Masse des Geschosses und
dem Luftgewicht, sondern auch von der Gesshwindigkeit abhingig;
von einer Polygonseite zar anderen ist ¢ verdnderlich.

Nun waren die in § 18 fiir die Annahme o f(v) = ¢v aufgofiihrten
Gleichungen, — mit v,, bzw. vy, gleich der Horizontal- bzw. Verti-
kalkomponente der Geschwindigkeit im Abgangspunkt und mibt v
bzw. v, gleich diesen Komponenten in dem nach der Zeit ¢ erreichten
Bahnpunkt (zy) —, die folgenden:

cx=v5 (1 —e%); cy=—gti (-:» -+ a,,,) 1 —e-c¢);
v, =g % by +—:l— = (v,. =+ —:—) e~°l,

Diese Gleichungen werden von J. de Jong in der folgenden Form
geechrieben:

. %+°!’3
c-t =log nat -~ ==log nat ; (8)
. . .
: . e v . .
Co o ==V, = Vs . @
_+1s
CY=v,—vy,—gltus——— . c-x—gt. )]
. xo

Damit fihrt J. de Jong die Berechnmung einer Bahn in kleinen
Stiicken durch; dabei macht er darauf sufmerkesam, daB nur wenige
TPaballen erforderlich sind. Die bej diesern Jongschen Annéherungs-
verfabren aufiretenden Fehler bozichen sich natiirlick in erster Linie
auf das Luftwidersiandsgesstz, in rein  mathematischer HMinsicht
gehen sie nicht iiber diejenigen Fehler hinsus, die in den benitzten
logarithmischen und trigonometrischen Tabellen usw., liegen. Jeden-
falls diirfte es sich lohnen, eingehende Pritfungen dariiber anzustellen,
ob dieses Verfahren mich mit ausreichender Genauigkeit fiir der
praktischen Gebrauch' einriohten 1a8t. Nach den von J. de J ong
durchgefihrten Zahlenbéispielen scheint in dexr Tet einige Aussicht
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dafiir zu bestehen. XKa sei dsshalb a.uflt diese Arbeit, die in der
hollind.  Zeitschr. Militaire Spectator (1924 Jan./Febr,-Hefs) er-
sohienen ist, aufmerksam gemacht.

§ 89. Der lotrechie uad der naheza lotrechte SchuB.

Untersuchungen iiber diesen Schul haben heutzutage Bedeutung
insbesondere fiir das FliegerachieBen, auBerdem fir Jagdzwecke und
etwa fiir gerichtliche Festatellungen. Auf eine andere Verwendung
des vertikslon Bchusses hat als Erster A. PreuB (s. Lit.-Noie)
sufmerkeam gercacht: Bei den meueren Infanteriegeschossen, die
nit Mindungsgeschwindigkeiten von rund 1000 mfsec verfeuert
werden, handelt es sich hiufig darnm, GewiBkeit darilber zu er-
langen, in welchem Zustande sie die Mindung der Waffe ver-
lassen haben: ob sie im Lauf deformiert wordem sind; ob aie den
Ziigen richtig gefolgt sind, usw. Nach dem Einsochiefien in Sand,
Holz, Sigespine, Werg, Watte zeigen aich die modernen Stahklmante)-
geschoese mit Bleikern stark deformiert; und selbst daz frither zu
jenen Feststellungen #ibliche EinschieBen in ein Waaserbassin iet:
bei den groBen Anfangsgeschwindigkeiten der neneren Geschosss
nicht mehr verwendbar, da die (Reschosse im Wasser zerdriickt wer-
den. Aber in dem vertikelen Aufwartsschielen und Auffangen des
wieder unten angekommenen (eschosses auf einer Eisfliche oder
Rasenflache oder Holzfidche hat A. PreulB ein Mittel gefunden, am
die GeschoBSiorm, wie sie beim Flug des Geschosses in der Luft be-
stand, in groBer Reinheit zu erhalten, Bei diesem EinschieBen in
ein Luftpolster von fiber 2 km Yange exfihrt z. B. das §-GeschoB
(v, = circ. 880 m/sec} keine wahrnehmbare Deformation. Es gelangt
der Rechnung zufoige in eine Hdke von 2550 m und kommé, wie ein
Disbolokreisel angenihert sich selbat parallel bleibend, also abwéris
mit dem GeschoBboden voraus fliegend, nach einer Gesamtflugzeit
von 74 seo. wieder unten an; dabei kindigh sich das GeschoB, weil
die Schallwellen bei der Abwirtsbewegung des Geschosses diesem
vorauseilen, 3 bis 4 see vorher durch BSausen an, Die Auffall-
geschwindigkeit berechnet sich zu v, == 41 m{sec. In der Tat dringt
das 8-GeschoB beim Anfschlag auf Holz nur ca. 1 mm, aef His 4 bis
5 mm tief ein. - Als Deckung fir den SchieBenden geniigt sin @iber
den Eopf gehaltenss gewdhnliches Brett. Beim SchieBea ven einer
Eisfliche aus HeB sich wiederholt wanhrnebmen, daS die Geschosse
nach ihrer Riickkehr noch lingere Zeit ihre Kroiseltdnze auf dem
Eise susfithrten,

Jedenfalle konnen danach Fille eintreten, in denen man genétigh
ist, amch den vertikelen oder den nahezu vertikalen SchuB resh-
nerisch bzw, graphisch zu verfolgen.
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A, Der vertikale Schull.

Dis Anfangsgeschwindigkeit, mit der das GeschoBl von O aus lotrecht
in die Héhe geaohossen wird, sei v,. Die Geschwindigkeit des
Geachosses wird unter dem EinfluB von Schwere und Luftwiderstand
wehr und mehr abnehmen und nach einer gewiseen Zeit ¥, und in
siner gewissen Hohe y == ¥ Null werden. Von da begmnt. das Ge-
schoB wieder mit der Anfangegeschwindigkeit Null herabzufallen, seine
Gerchwindigkeit nimmt zu und ndhert sich dabei asymptotisch dem
konstanten Grenzwers v, (nFallschirmgeschwindigkeit®), der durch
die Gleichheit von Luftwiderstand und Gewicht hedingt ist (wshrend
umgekehrt die (Qeschwindigkeit ‘eines Meteorsteins, der mit gehr
groBer Anfangsgeschwindigkeit, von durchschnittlich 30000 m/sec,
aus dem Weltraum kommend in die Erdatmosphiire eindringt und
schlieBlich auf die Erde etiirzt, immer mehr abnebmen und sich jener
Grenzgeschwindigkeit v, als unterem ‘Grenzwert asymptatisch nihern
wird). Ebe das GeschoB jenen oberen Grenzwert v, der Geschwindig-
keit annehmen kann, schligt das Geschol nach i, sec, vom obersten
Punkt ab gerechnet, wieder auf dema Erdboden auf, wobei seine
Auifallgeschwindigkeit v, eein mdge. Rechnerisch mufi die GeschoB-
bewegung getrennt fiir das Aufsteigen und fiir das Absteigen behan-
delt werden, da die zwei Teile der Bewegung nicht symmetrisch singd,
vielmehr im ersten Teil Luftwideratand wund Schwere in gleicher
Richtung, néimlich beide verzdgermd, im zweiten Teil Luftwiderstand
und Sohwere in entgegengesctzter Richtung, ndmlich der Luftwider-
stand verzégernd; die Schwere beschleunigend, wirken.

a) Aufsteigende Bewegnng: Anfangsgeschwindigkeit v,. Vom
Abgangspunkt O aue sei die Koordinate y positiv nach oben ge-
~rechnet. Nach ¢ see vom Begmn der GeschoBbewegung in der Luft
ab befinde sich das GeschoS in y m Héhe ifi.er ©. Dabei sei seine
Geschwindigkeit v wnd seine durch den Luftwiderstand bewirkte
Verzdgerung ¢-f(v), so ist die Differentialgleichung der Bewegung
%‘E = — g — ¢f(v). Daraus

‘»

. dv
b= ,“5 FETTion ()
T
Emectzt men 50 durch '% und integriert, so wird)
©
v dv ,
v=—[ds. 2

Die Gleichung (1) gestattet, die Geschwindigkeit zu berechnen, die
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das GeschoB bei seiner Aufwirtsbewegung nach f sec besitzb; und
die Gleichung (2) lefert die Geschwindigkeit v in der Hohe y. Man
wird diese Berechnungen stiickweise ausfithren, falls die Abnahme
des Luftgewichts O (y) mit der Hbhe gy beriicksichiigt werden goll,
und wird Schritt fir Schritt den Wert von o dementsprechend #n-
dern; (selbstverstindlich kann auch ¢in laufendes graphisches Inte.
grationsverfahren angewendet werden) Hiaufig wird ibrigeny eine
Uberschlagsrechnung gentigen, bei der ein konstanter Mittelwert von
o und damit von ¢ beniitzt wird, In diesem Fall wird wman fir
den betreffenden Wert von ¢ die Integrale (1). und (2) durch mecha-
nische Quadratur mittels des Integraphen von Abdank-Abakano-
witz oder nach dem praphischen Verfahren won C. Runge ge-
winnen.

Wenn das GeschoB in der Héhe momsenten zur Rube gekommen
ist (v == 0), seii =¢ und y =¥ geworden. Diese gesamte Steigzeit ¢,
und diese maximale Bteighthe ¥ ergeben sich aus:

b= +.J-g+aftv)' ®
o dv
Y”"rfwcf R @

Wenn speziell das guadratische Luftwiderstandsgesets,
Verzbgerung o f(») = c»®, zugrande gelegt werden kann, so ergibt

sich dureh Integra,tion von ~— dt == ﬁ zunidchst! —¢- 7?2
V Ly l( .
= arc tg —~~Fmei L oder da a.rctg exl _ are tg o 4= arctg f§ ist,
1+ 1Fep
v, g

durch AnflSsang nach v die folgende Gleichung fir die Geschwindig-
keoit v nach der beliebigen Zeit #:

vy V— cos (¢ Vgo) —sint¥go)

(&)
—alb oY rres V— oos(t]‘ac)
Wird » = %f— nochmals, nach ¢, integriert; so folgt
¢y = lognat [oos t¥eo)+ vol,/% sin (t T—g_c)] s )

als oin Ausdruck fiir die nach der Zeit ¢ erreichte BteighShe y.
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Setzt man speziell v = 0, so erhdlt wan die ganze Steigzei: ¢,
und die ganze Steighthe ¥ sus den Gleichungen.

-38(‘1m)=”ol/:;:; G
Y= '21'2 lognat (1 4= 2,? -;—) . (8)

—
Der hier vorkommende Ausdruck V%- hingt mit der oben erwihnten

yPallschirmgeschwindigkeit v, dadurch zussmmen, daB beim qua-
dratischen Gessiz ist

Je=s ®

deun, wenn P das GeschoBgewicht ist, so ist v der cbere Grenz- .
wert, dem die Geschwindigkeit » derart zustrebt, daf mehr und mehr -

der Luftwiderstand '§~6~1J, gleich dem Gewicht P wird,

b) Absteigende Bewegung. Im obersten Punkt O, ist die Ge-
schwindigkeit des Geschosses Null. Von {, aus sei jetzt die Ko-
ordinate y positiv nach abwirts gerechnet, auch die Zeiten i seien

von O, sb gezihlt. Durch Integration der Bewegungsgleichung
z'-’=_-+g—cf(v)=='—’i%'{ erhilt man :

12
‘_Jv~ef(V)’ "J:“:"';’Tw’ 0.

.l
vdy ([_vav
= Y| —=
y Jv—cr(v)’ pr=iok @y

Die letztere Gleichung (11) lefert, da die maximale Steighihe ¥
schon aus Gleichung (4) bestimmt ist, die Auffallgeschwindigkeitv,.
Und mittels der Gleichnag (10) 1Bt sich die ganze Zeit t, fiir des
Absteigen ermitteln. Das GeschoB ist denn im ganzen t, 41, e
in der Luft.
. Meua\‘.ens wird man, wenigstens bei rotierenden Langgeschossen
in dicsem zweiten Teil dJer GeachoSbewegung, wo dae GeschoB mit
dem Bodenteil voranefliegt, einen wesentlich griBeren Koeffizientens -
anzowenden haben, als im ersten Teil.

Bpeziell bei Annahme des quadratisohen Gesetzes hatman .
als Bewegungsgleichung g =g ~ ev*, Durch Partialbruchzerlegung .
1a8¢ sich leicht integrieren; und men erhilt far die Berechnung
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der (eschwindigkeit v, die nunmehr das GeschoB nach der Zeit £ vom
obersten Punkt O, ab besitat:
£+ i

t= 2}' lognat)/—‘—”

oder ' (12)
iy g
=)= Vs (fae-s. |

Wird diese Gleichung, worin ”_‘;—c ist, nochmals integriert, so re-

sultiert die folgende Beziehung fir den Weg v, den das GeschoB
bis zn der Zeit ¢ von oben ab zuriickgelegt hat, '
Wie  ,—tVoe

1
y = —-lognat ‘—2-—— - c—am-log vulg Gof (lgct).  (13)

Und durch Eliminstion von f aus (12) und (13) oder anch durch
Integration der wurspriinglichen Bewegungsgleichung in der Form

'—di—” =g — ¢v¥, erhalt man die Geschwindigkeit v nack Zuriicklegen

des Weges y von oben ab

] ! : .
V= V;"/l—-e"T’. (14)
Spezialisiert man (12) und (13) fir den Auffallpunkt, wo y=1;
ve== v, ¢t =1, geworden iat, 5o gewinnt man, da die maximale Steig-
hohe Y bereits aus (8) bekamnt ist, die ganze Zeit {, der Abwarts-
bewegung aus:

1 10
Y———.c—'m-log Cof(Ygcty) (16)
und die Aunffaligeschwindigkeit v, aledann gus:
o= /2 2g(Tren). (26)

¢) SchuB lotrecht abwiitts mit Anfangsgeschwindigkeit v, Beim
SchuB lotrecht aufwirts beginnt das GeschoB, nachdem es im obersten
Punkt O, angekommen ist, mit der Anfangsgeschwindigkeit Null ab-
wirts zu fallen. Nunmehr pei statt dessen angenommen, daf des
GeschoB von O, aws mit der Anfangsgeschwindigkeit v, abwirts sich
beWege;'(SchieBen vom Flugzeug aus abwirts; SchieBen in
Waaser usw,), In diesem Fall erhilt man, wenn wisdernm dze
quadratische Luftwiderstendsgesetz verwendet werden kann, en Stelle
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der obigen Gleichung (13) die folgende Gleichung fiir den nach i sec
von oben zuriickgelegten Weg y

y=o—'0__,41‘343 Iog Ve V— am(Vgct)-i—lloi(Vgct)}. (17)

Tabellen fiir die hyperbolischen Funktionen &in, €of, Tg findet man
suBer im Anhang dieses Bandes bei: W. Ligowski: Tafeln dor
Hyperbelfunktionen und der Kreisfunktionen, Berlin 1890, Verlag
von Ernst und Korn; sowie bei E. Jahnke und ¥. Emde: Funktions-
tafeln, Leipzig 1909, Verlag von B. Q. Teubner.

Anmerkung. Ba ist mehrmals — teils im Ernst, teils im Scherz — die
rein akadewische Frage avfgeworfon worden, ob es moglich ist, daB ein.
lotreoht sufwérts abgefeuertes GeschoB gewdhnliocher Grbe
danernd die Erde verlasaen wiirde, wemn e# mit anBerordentlicher
Anfengsgesohwindigkeit (rechneriseh mit v,=00) abgehen koante.
Diese Frage kann nicht ohne weiteres bejaht werdem, ds mit der Geashwindig-
Kkoit dee Gesoh auoh d Luftwiderstand wichst. Denkt man sich, als
extremen Fall, z. B. eine Kleine Kugel aus Holundermark oder eine Flaumfeder
mit enormer Anfangsgeschwindigkeit semkrecht nach oben geschlendert, so wird
e hierbei jedermanm begreiflich finden, daf ein solcher K¥rper micht unendlich
hoch steigen kdnnte, de gegenitber schr grofien Geschwindigkeiten eim deformier-
bazer Korper, z. B. cine Fliesigkeit oder ein Gas, wie ¢in fester Korper sioch
vexhélt. Theoretische Berecknungen, die 8t. Robert iiber diese Frage mit
Hilfe des 1, Mittelwertestzes der Integralrechnung angestellt hat, indet man in
den Auflagen diesee Bandea I von 1910, -1917, 1918 auf 8. 284—237; sie sind
in diese Neuauflage nicht aufgenommen, da die Grundlagen der betr. Ent-
wioklungen sallzu unsioher und unvollstdndig eind.

Zablenbeispiele zuo b) und o). 1. Ein QeschoB vom Quersdhnitt
0,510~ m" und vom Gewicht 0,01 kg war lotrecht in die Héhe gesochossen
worden und hat eine maximele Steighdhe von 2600 m erreicht. Es kommt nun
mit Anfr hwindigkeit Null wieder herab, mit dem flachen GeschoBboden
vorausfliegend; ¢e sei das quadiaticoh u.ﬂm" tz verwondet; daboi
sei c=0,0089. Gosucht die G tmeit £, fiir die Abwimbewegung und dis
Auffaligeschwindigkeit v,. Mit den Ausdriicken (15) und (18) ergiht wich
I, = 58 seo; sodeun v, = 41 m/seo.

2 Ein GewhoB vom Querschuitt Bfx = 0,025 (m") und‘ vom Gewioht
Pa 14 (kg) warde mit dor Anfangegeschwindigkeit v, = 150 (m/sec) lotrecht ab-
wirte in eine Wassarmasse vom spez. Gewicht 4 = 1059 (kg/m*) eingegahossen.
In weloher Tiefe y befindet es sich nach 2== 0,1 sec? Gomid dem Vberlegungen,
dio in § 9 (Anbng) bei der theoretischen Ableitang des guadratischen Wider-

o angestellt wurden, hat mn.u hlGl‘ Jhei Wasser als Ansdruck fiir

den Widerstand anzunehmen: W= R? a--—--v‘ ‘Dot Formkoetfziont des prh—

9,81
geachopses el lnerbon §=08. Dividiert man W durch die GenchoBmasee % 981‘ w
evbils man = Mﬁ%ﬂi‘! . Damit wird mittels Gloichung (17) die Bin-

tanchtiefe nach 0,1 seoyy =7 m.
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B. Der nahezu lotrechte Schu$.

Béi dem folgenden Verfehren ist vorausgesetzt, daB der Winlel w
der Flugbahntangente gegen die Vertikele so klein bleibt, daB in
den Reihensntwicklungen von siny und cosy je nur die ersten
Glieder genommen zu werden brauchen, siny =1y; cosp =1. Also
kommt beim Schuf aufwirts nicht der ganze aufsteigende Ast in
Betracht, sondern nur der betreffende rasante Teil davon, Qer bei
dem SohieSer nach Flugzeugen praktisch allein beniitzt wird.

a) SchaB schiet sutwirts. Es sei (zy) der Bahnpuzlkt, der nach
der Zeit t erreicht wird, v die Bahngeschwindigkeit, ¢ f(v) die Ver-
zogerung durchk den Luftwiderstand; ¢ == -’21 ~ ¢ die Noigung der
Bahntangente gegen die Vertikale in diesern Punkt; vy, der Abgangs-
winkel gegeniiber der Vertikalen; v, die Anfangsgeschwindigkeit. Die
sllgemeinen Flugbahngleickungen von § 17 werden, da cos y = gin 3,
sinyy = cos &, dy = ~~ d® ist, nunmehr

d(veosy)= — g-dt — cf(v)cos y-dt (18)
d(vsin )= — cf(v)-siny-dt (19)
g-dz= 4o’ dy (20)

g-dt ‘= -+ v-ocoBec yedy (21
 g-dy = v .ootgy.-dy (22)
g-d{vsinp) == — e f(v}.v-dy. (83)

Unter der obigen_Vorsussetzung iiber die Kleinheit von y erhilt
. dv . )
man sus (18): &t == ey 7o und wenn man links von ¢ == O bis ¢

und rechta von v == 9, bis v = 1200 und von v == 1200 bis v integriert,
so wird

- v i

=~ (3% M(v) — M(v,), wobei M(v)em J_""—
—Jarer®) 0/ gHef ()
e

wo L (24)
v
und ”(”o)“fa-bcf(e)' J
o
Ferner wird aus (21) %’=9‘?—.—- S8 Durch Integration

: I o@rofon ’
von 1y, bis  und v, bis 1260 und von 1200 bis ¢ erchilt man f&:d:e.

jeweilige Bahntangentenneigung y die Beziehung
 y=glye), (25)
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wo G (v) = ¥ und G(v,) = ¥ ist. Hier bedeuten:

1%00

N = gfm N ""fv@+=fw»'

Die Gieiehu.ugeu (20) und (22) endlich liefern x und y; pimlich avs

vy, G{®)vdov _. )
a2 m= —r— dlps —a—(—w-m wird erhalten:
< d
=g (%) [P(v) — P(vy)], wobei P(v)= f—g(_:)?;_(_v)g
:aogz( ov-d (26)
¥)-v-av
und Plo= | 55orm ‘
%
: 3.0 _g-vdv
ist, und sus g.-dy = v? il ey 1) folgt:
. we ;
¥ = Q (v) — Q(v,), wobei Q(v)=fb%cr'm ‘
: wo v (27)
v-av
und Q () .sjmf(_").
[

b) Schuf schiet abwirts. Der Koordinstenanfeng sei jetst
wiedernm in den Abgangspunkt verlegb, die y-Achee jedoch vertikal
abwiirts positiv gerichtet. Die einzige Anderung gegeniiber dem
vorhergebenden Fall A ist dann die, dafl stett -} g-f-c¢f(v) jetzt,
— g+ ¢f(v) zu pehmen ist. Dem entaprechend sind die Funktionen
M, &, N, F,  jetzt mit M,, G,, N, P,, Q, bezeichnet.

Zo dem vorstehenden vom Verfasser asufgestellten System von.
Gleichungen und Funktionen wurden von den ehemaligen Assigtenten '
Hptm. Bensberg und Oblt. Beckor arf Grund des einheitlichen
Luftwiderstandsgeseizes von Siscei die Zahlenwerte bis' zum Ende
der Biacciechen Tabells (v == 1200 m/seo) mit Hilfe des Integraphen
berechnet und in den Disgrammen I und IJ (I, bis I, und LI, bis II,)*
graphiseh dargesbellt. Diese Disgramme liefern dxe Werte vaon
G, P, M, Q, 6, F, M, Q lirce=6;8; 1; 0,5; 0,2; 0,1; spezisil
die Werte fir M wrid @ auch noch Hir ¢ == 5; 4; 2. Letztere Funk-
tionen Mund @ sind auch in den Tabellen 15 des Anhangs gegeben
Die Interpolation fiir zwischenliogende Werte ¢ ist nicht unter sllen
Umstanden méglich; man eorhdlt sber wenigstens mit den in den
Diagrammen enthaltener Kurven zwei Grenzen fiir die Flugbahn. .
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Zusammenstellung.

IA. SchuB lotrecht aufwirts;
Anfangsgeschwindigkeit o,; ¥ nach
oben positiv gerechnet.

Ganze Steigzeit:

IB. 8chuB lotrecht abwirts aus
der Hohe ¥: Anfangsgeschwindig-
keit v,; y nach unten positiv.
Auffallgeschwindigkeit v,:

&y == M (0} = M (v}, ¥ =0 (vs) — Qr(vv),
ganze Steighthe: ganze SchuBlzeit:
¥ =0 (0) — Q (v0), tye= My (v.) — M, (vo).
IIA. Nahezn lotrechter SchuB II B. Nahezu lotrechter SchuB
anfwirts; Anfangsgeschwindig- abwirts; Anfangsgeschwindig-
ket v;. keit v,.
Flugzeit: Flugzeit:
£ = M (v) — M (vy), 2= M, (v) — My (v,),
Ba.lumeigtmg' Bahuneigung:
¢ o=ty G @) Py G )
Abszisse: Abaszisse:
ey (PO —P @)l =gl [P (v)— Pi(vy)],
Ordinate: Ordinate:
y=Q )— Q(v,). y=Q#) — Qi {#,).

Schliiusel der Bezelchnungemn: z, y (in m) die Koordinaten des Flughahn-

punktes, der nach ¢ seo exreicht wird; ‘v (m/sec) dis Geechwindigkeit; v dis
Neigung der Bahntangente geger die Vertikele in dissern Punktse; w, die Ver-
tikalneigung der Anfangstavgente der Babn; ¢y (v) die Versigernng durch den
Luftwiderstand; dabei ist das einheitliche Gesstz von Biscoi (Tabelle 6) va-
grunde gelegt; d. h. es ist

7 (v) =0,2002.0— 48,05 4 J(0,1848 v — 47,955 9,6 + % 0:4_43‘1:_(3_;—_8;&;

371 4 ———)

. 2. -
= %5—:' 3 das miltlere Tagealuftgewiobt bai dem GeschoBfug (kgfm®):
2E daa Kalibor in m; P daa GeschoBgewioht in kg: dar Formkoeffizient + soll
nach Bisooi=1 eein flir die fritheen Kruppsochen Nor hosee mit ogivaler
Spites von 2 Kalibern Abrundungeradius.

Ein Zahlenbeispiel fir den lotrechten Bchuﬂ sufwarte ist im Anhang bei

den Diagrammen - gegeben.
C. Bombenabwurf.

Ein Flugzeng bewege sich bei Windstille in der Héhe ¥ (m) iiber
dem FErdboden in horizontaler Ricktung mit der Geschwindigkeit
v, beziiglich des Erdlodens. In einem bestimmten Aungenblick, nim-
lich wenn die mitgefiihrte Bombe in einem bestimmten Punkt 4 an-

Crans, BalMst(k, 5 Anfi, BA.L 16
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gekommen ist, der lotrecht iiber dem Punkt 4, des Erdbodens sich
befindet, liBt man die (mit ibrer Lingsachse horizontal gelagerbe)
Bombe olme Anfangsgeschwindigkeit bezitglich des Flugzeugs fallen,
Die Bombe wird alsdann von dem Punkt 4 aus nicht lotrecht lings
4 4, beriiglich des Erdbodens herabfallen, sondern sie wird, da sie im
Moment des Loslassens die horizontale Geschwindigkeit v, des Flug-
zengs besitzt, eine krummlinige Bahn hesohreiben, wobei dis An.
fangstangente horizontal und die Anfangsgeschwindigkeit v, ist. 4
sei der Koordinstenanfang eines Koordinatengsystems der z, y; die
z- Achse horizontal und positiv in der Fahrbrichtung; die y- Achse
vertikal und positiv nach unfen.

Wenn es gilt, ein Ziel Z zu treffen, dee in der Richtung der
positiven z-Achse auf dem horizontalen Erdboden sich befindet, so
handelt es sioh um die Xenninie zweier Grifen X und T, Erstens
um die Wurfweite X auf dem Erdboden oder um die Entfernung
des Ziels Z vom FuBpunkt 4, der Stelle A4, an der sich die Bombe
im Augenblick des Loslassens befand, Denn man wird die Bombe
natirlich nicht dsnn freilassen, wenn sie sich lotrecht liber dem
Ziel Z befindet, sondexrn vorher; die Visierlinie mufl vor dem Fallen-
lnasen unter einem Winkel ¢ odexr ZA A, gegon die Vertikale ein-

gestellt sein, der sich ergibt aus t-gvz-‘-;. Die Bombe wird frei-

golasson in dem Augenblick, in dem die sp eingestellte Visierlinie
gerade durch das Ziel Z geht. Aunflerdem intereasiert aber ncoch die
Kenntnis der Fallzeit T'; donn wenn in der Flugrichtung Wind mit
der Geschwindigkeit w (m/sec) weht, soc wird dise Wurfweite X um
den Betrag 10-T bei Riickenwind vergroflert, bei Gegenwind ver-
Kleinert,

Zur Berechnung von X und T, allgemeiner zor Berschnung der
Bahnelements # und ¢ jn Funktion von y, wird man am beaten
atiickweise Berochnung der Bahn durchfihren, etwa nach der
Meathode von Veithen-Kutta (§ 38) oder nach der Methode von'
Fth. v. Zedlitz-Stibler (§ 38). Falls es sich nur um eine rohe
Uberechlagsberechnung handelt, genfigt es meistens, die (nicht streng
- sutreffends) Vorsussetzung zu verwenden, da8 die beiden Differential-
gleichungen (1) und (2) von § 17 Bir die Bewegung der Bombe —
(in borizontaler Richtung ailein untor dem EinfluB des Luftwider-
atands, in vertikaler Rioktung unter-dem Einflu@ von Luftwiderstand
und Schwere) — voneihander unabhingig seien. Dié betreffende
Annshme linft dersaf hinaus, da c¢f(v)-ocosd == ¢ f(voosd) und
cf(v)- sin # = ¢ f(osin #) vorausgesetzt wird, was genam nor fir dss
lineare Gemetr of(v)=o-v der Fall ist. Wenn man das quadra-
tische Luftwiderstandsgesetz verwendet und zugleioh einen Korrektionsr
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faktor avpbringt, 50 erbilt man leicht die folgenden Gleichungen,
wovon die erste aus der als bekaunt angenommenen Fiughshe ¥ die
Gesamtfallzeit 7', alsdann die zweite die Wurfweite X zu herechnen
gestattet: -

¢-0,4843 . ¥ = log vulg Gof (fge T}, (28)

1,85
X ==~-log vulg (1 +-cv, T). (29)

Hier bedeuteb: v, (m/sec) die Flugzeuggeschwindigkeit; 2R (m) das
Kaliber der Bombe; P (kg) deren Gewicht; ¢ deren Formkoeffizient;
4 (kgfm®) das durchschnittliche Luftgewicht; ¥ (m) die Hohe des
Plugzeuge diber dem’ Boden; X (m) die Wuriweite; T (sec) die Fall-

. 0,014-R*5-3-<- . .
zeit; © G*—L‘ZOJ—PE; fir log €of vgl. die Tabelle 14 im Anhang.
Beispiele:

1, mit 6=2,92-10"%; ¥=258440 w; v, =30 mfseo wird T=31,2 sec; X =660 m;
2, mit € =1,96-10-4%; ¥ = 3150 m; v, =380 m/seo wird T=28,2 peo; X =880 m.

§ 40. Eiviges Gber das Fernschiefen.
. {Bearbeitet von O. von Eberhard.)

Als Fernschieflen soll eine Fenertitighkeit dann bezeichnet werden,
wenn die dabel znr Verwendung kommenden Flughahnen zum groBeren
Teil in Hoében verlaufen, wo die Luftdichte nur noch so gering ist,
daB der in diesen Hohen befindliche Teil der Flugbahnm sich mit
seinen Figenechaften deér Flugbshn des Juftleeren Raumes nahert.

Wonn e8 auch den Anschein haben kipnte, daf soleche Hlug-
bahnen sich voo den gewbhnlich in der Ballistik behandelten nur
quantitativ, unterscheiden, 3o ist der Unterschied doch in vielen Be-
ziehungen ein so wesentlicher, dal ihre gesonderte Betrachtung nut-
wendig wird. Der Hauptunterschied liegt in dem Verbalten der
Fernfiugbahnen gegeniiber den Tageseinfifissen (vgl. § 15). Der Luft-
widerstand wird, wie im Abschnitt 2 dargelegt wurde, stets sla pro-
portional der Luftdichte angenommen, und die Schiefergebnisse der
Fernflugbaknen lassen, wie gleich bemerkt sein mige, den SechluB
zu, daB diese Annahme mit grofler Anniherung auch fiir Luftver-
diinnungen bis za 1 g/m® zutriifh.

Dis Luftdichte ist direkt proportional dem Luftdruck und om-
gokehrt proportional der absoluten Temperatur') ¥s kenn also bei
niedrigem Luftdrock und niederer Temperatur dieselbe Luftdichte
vorhanden sein, wie bei hohem Luftdruck:und hoker Temperatur.

1) Unter Vernachlisaigung des Gehaltes der Luft sn Wasserdampf, bzw.
unter Vernsohlaasignng des Umstandes, daB die in 1 cbm Luft enthalene
Mengo Weasserdampf in den v hiedenen Hihen nicht dem dort jewsils hexr-
schenden Luftdrack ‘proportionsl iat.

16%
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Bei Flugbahnen mit geringen Scheitelhdhen, wie aie bei den
nomalen Flachbahnen der Infanterie- und Feldkanonengeschosse vor.
liegen, wird bei gleichem Bodenluftgewicht nahezu die gleiche Flug-
bahn erhslten, gleichgiltig, ob das Bodenluftgewicht durch niedrigen
Druck und gleichzeitig niedrige Temperatur, oder durch hchen Druck
und hohe Temperatur bedingt wird.

Beide Falle gleichen Bodenluftgewichts weisen aber einen grund-
legenden Unterschied auf, insofern als die Luftgewichte am Boden
zwar gleich sind, in mittleren Héhen iiber dera Beden jedoch immer
weiter auseinanderstreben, um sich erst in ganz groBen Hohen wieder
einsnder zu nihern. Die Folge ist, daB man schon beim Bogenachnf
der Feldartillerie und noch mehr bei den {Flughdhen von einigen
Kilometern erreichenden) Bahnen der schweren Artillerie bei gleichem
Bodenluftgewicht je nach der Entstehung dieses Bodenluftgewichts
nicht mebr gleich weit schieft, was AnlaB dazu gegeben hat, ein
fikbives Luftgewicht, ,das ballistische Luftgewicht¥, einzufiihren. Bei
den Fernflugbabnen ist nun dexr Unterschied gegeniiber den Flach-
bahnen so grof, da88 ihr typisches Verhalten ein ganz anderes wird,
Zwei Fernbahnen sind ndmlich nshezu gleich, wenn ceteris paribus
der Barometerstand em Boden der gleiche ist, gleichgiiltig, welche
Temperatur am Boden herrscht. Das Zuviel an Luftdichte in der
Nihe des Bodens bei der einen Flugbahn gegeniiber der anderen
wird gerade kompensiert durch das Zuwenig an Luftdichte gegen-
iiber der anderen, welches in diesem Falle in den oberen Schichten
der Atmosphire statthat. In der Tsat wird in beiden Féllen vom
GeschoB die gleiche Luftmasse im Verlauf des ganzen Flugbahn-
kanals verdringt. Ein weiterer Unterschied der Fernflugbahnen
gegentiber den gewdhnlichen ist der, daf der WindeinfluB ein viel
geringerer ist, als uuter gewishnlichen Verhiltnissen. Auch dies isf
leicht einzusehen, denn die Geschofgeschwindigkeit ist im Verhéltnis
<ur, Windgeschwindigkeit a0 groB daBl der prozentuale EinfluB viel
kleiner werden muf,

Sohlieflich ist der Einflu8 der Erdrotation auf die seitliche Lage
sehr befridchtlich (vgl. § 53). Der FinfluB auf die SchuBweite ist
ebenfalls nicht mehr kiein, tritt jedoch praktisch zuriick, weil er im
Verhiltnis zur GeschoSstreuung klein bleibt.

Die Flugbehn selbst weist insofern Apderungen gegeniiber dep
normalen Verbiltnissen suf, sle die groBte SchuBweite bei Abgangs-
winkeln von etwa 55° erreicht wird, als ferner gdie Bahn im oberen
Teile der Parsbel des luftlecren Raumes dhnlich wird, Der Punkt
Lleingter GeschoBgeschwindigkeit, griBter Babnkriimmuong legt nahe
dem prfel Im absteigenden Ast nimmt die Geschwindigkeit zu
bis zu einem Mazimum, wo die Komponente der Erdbeschleupigung
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lings der Bahntangente gleick der Luftwiderstandsvarzﬁgemng wird.
Die gegen den Boden hin wachsende Luftdiohte bewirkt dsmn aber
sine nochmalige Verzigerung des Geschosses.

Praktisch liegen die betreffenden Grenzgeschwindigkeiten, z B.
bei einem 31-cm-GeschoB mit schlanker Spitze und etwa 120 kg
Gewicht so hoch (iiber 800 m/sec), daB: die Geschosse mit siner die
Schallgeachwindigkeit weit wGbersteigenden Eudgeschwindigkeit und
bei Abgangswinkeln won 55° mit Auftrefwinkeln von etwn 609
herabkommen. 8ie kiindigen gich also in der Nihe.des Auitreffortes
nicht durch ein vorheriges Sausen oder einen vor dem Geschofl ejun-
treffenden Kopfwellenknall an, auch der AbschuBkuoll wird erst viel
spiter eintreffen kénnen, sondern sie schlagen unvermittelt ein,
wihrend die Xnalle erst einige Zeit nach der etwaigen Gesohof-
detonation in der Nihe des Anftreffpunktes horbar werden kinnen.

DaB die Fiugbabn gréfter SchuBSweite bei etwa 55° liegt, ist
leicht zn veratehen. Wenn man weit schieBen will, sucht man die
dichte Lufteohicht in der Néhe des Erdbodens médglichst senkrecht
zn durchatoBen, damit dss GeschoS mdglichst wenig Bewegungs-
energio an das Luftmeer abgibt. Je steilor man schiet, um so0’ ge-
ringer ist also der Emergioverlust. Je steiler man aber in der prak-
tischen Luftleere ankommt, um so kleiner wird die Schuiweite, deren
Msaximom im luftleeren Raums ja bei 459 liegt, Das Maximom mit
Riicksicht auf beide Einfliisse mufl also zwischen etwa 44° bei
bomogener Atmosphére und 80° Legen. Hs liegt in der Tat bei 55
Anlaf zum Studium dieser Verhiltnisse bot ein Schuf, der am
21. 10. 1914 in Meppen abgegeben wurde. Er eollte — nach der
gewshnlich verwendeten Sisocischen Methode in einem Stiick be-
rechnet — 38 km SchuBweite ergeben, wihrend das Geschof zur
allgemeinen Uberraschung 49 km flog. Die darsafhin angestellten
Untersuchungen zeigten bald, daB bei richtiger Beriicksichtigung der
Abnghme der Lufidichte mit der Hohe der Ertragsbereich eines
grofkalibrigen Geschiitzes mit grofier Anfangsgeschwindigkeit in bis
dshin ungeahnter Weise gesteigert werden konnte, Die Beschrinkung
lag schlieBlich, ebgeschen von der Lebensdsuer des Rohres, nur in
den Grenzen, welche der Anfangsgeschwindigkeit und der Kaliber-
steigerung gesetzt waren. Auf diese beiden in erster Linie inner-
ballistischen Fragen kann hier nicht singegangen werden.

Vielfach ist in der Literatur die irrige ‘Ansicht susgesprochen
worden, das Gescho8 fliege bei Fernbahnen im seinem oberen Teil
im luitlesren Raum. Das ist vorm Standpuckte des Meteorologen aus
natiirlich nicht richtig und vom Standpunkte des Ballistikers zum
Gliok nicht richtig. Denn‘wenn der Raum in der Gegend des Flug-
bakngipfels luftleer whre, wiirde das GeschoB der richtenden Kraft
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des Luftwiderstandesmoments euf den GeschoBSkreisel entbehren, Die
(teschoBachse wiirde in diesem am stirketen gekriimmten Teile der
Flugbahn der Bahntangente nicht mehr folgen, sondern eine Poinsot-
sche Prizessionsbewegung mit kleiner Amplitude um die nach schrig
aufwirts gerichtete Impulsachse beginnen, d. h. sie wiirde bei den
hier vorliegenden Verhaltnissen in denjenigen Teilen des absteigenden
Astes, wa das Luftwiderstandsmoment wieder betrichtliche Werte
erreicht, mit so grofem Winkel gegen die Bahntangente ankorumen,
daB wahrscheinlich ein Querschliger eintreten wiirde. Zum mindesten
aber wiirde der Formwert im absteigenden Aste sehr verschlechtert
und die Flugzeit gegeniiber der errechneten wesentlich vergroBert
worden. Da dies bei passend gewihlten Verhiltnissen nicht eintritt,
ist bewiesen, dafl der Luftwideratand auch in den obersten Sohichten
genigend Richtkraft fir die Impulsachse besitzt.

Nachdem so die Verhidltniese quelitativ beleuchtet sind, wird es
von Interesse fiir den Leser sein, wenn er sicht, wie eine Fernflugbahn
praktisch berechnet wird. Grundedtzlick ist natiirlich jedes rechne-
rische Verfahren zuldssig, bei welckem man die Flogbabn in Teil.
bogen ‘zerlegt und auf den einzelnen Bogen der Abnahme des Luft-
gewichts mit der Hhe Rechnung tridgt, ebenso geeignet ist natiirlich
ein graphisches Verfabren, z. B. das von Cranz und Rothe. Bssoll
hier nur als Beispiel gezeigt werden, wie die Rechnung mittels der
bequemen Tabellep von Faselle durchgefilhrt werden kann.

Msan beniitzt zur Berechnung irgendeine Normslluftgewichtstabelle,
welche mittleren Verhiltniseem entspricht; beispielsweise iat hier an-
gonommen, dafl folgends Verhiltnisse normel seiemn:

am Boden . . . . . . 4 =1,2460 kg/m?,

in 2000m Héhe . . . dpgq =~1,0123 =

o B0 n » L L. Bypey =0,6622 »

n10000 » » ., , . o000 = 0,4040 »

214000 »  » . . . 8,000 =02287

718000 »  n . . . Gy =0,1826
cn20800 0w, L. Byuee==00844

Die Flugbahn zerlegt man zweckmiBig in Stufen gleicher Hohe. Wie
hoch man die einzelnen Stufen wihlt, hingt von der Genauigkeit
ab, welche man erstrebt. Uber die erzielte Genauigkeit erhilt man
ein Bild, wenn msn die Berechnung mochmals mit doppelter und mit
halber Stufenhthe wiederbolt. Die Abnahme der Differenzen der End-
resultate gibt sin gutes Kriterium der Genauigkeit, Im allgemeinen
geniigt es, mit Stafen von 4000 m.Hbhe zu rechnen und das Luft-

gewicht jeder Stufe gleich dem in der Mitte der Stufe herrschenden
za wahlen. '
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In der Bezeichnung von Fasella ist

i s e P in kg,

Yo T (@ B 1000+ Ry m.
Ferner kommt in der Siacci-IIT-Lésung, die den Fasellaschen
Tabellen zugrunde liegt, der Korrektionsfaktor 8 vor. Um fir
dieses g bei der Berechnuug in einzelnen Bogen geeignete Werte zn
finden, diene folgende Uberlegung. Wir ersetzen das einheitliche Luft-
widerstandsgesetz von Biaceci IIT fir einen Augenblick durch die

Zonengesetze :

v > 1000 m: flv) ==, 913,
2 = 800 bis 1000 » = m, v}45
550 » 800 » = m, v%,
419 » BS0O » = m, v,
83975 n 419 » = m, v%
295 » 375 » = m, v5,
240 » 295 » ='m, ¢85,
0 »n 240 » = gy v,

Allgemein also me¥.
Die genaue Hsuptgleichung lantet mit dem Faaellaschen c’:

gfuoosd
as —=gec' \ comg / .
coat ¢ v yoosd {vuosﬂ)
——m-,——] coad
oo g \ cos

Um diese Gleichung integrabel zu machen, wird sie durch folgende

'ungennua eraetzt:

, 2 uco;#\
s,
s 9%  Tomd ) (uoosl’) 4 coet :
coB ¢ cca p #

D“ heiﬁt, es wird gesetzt :
voosd voosS\b
(“—""‘_) ﬁ C(IE' Q=\——7 ) co8 ) >

COR ao8 B
eleo cos @Yk—t 1 /ooaqv\ﬂ 1
g P L~
\cozd/ ocasg \oosd oos p

Statt dieger Variabeln § in der gerauen Hauptgleichung wird nun
oin angenshertes 5, gewihit, und zwar ein konstanter Mittelwert
aus dem Anfangswert von g fir ¢ — ¢
gl
cos @
und dem Endwer‘t von 8 far =49,

foompix 1 |
—_—

‘8=\oon0,} 008 @
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also n
cos ¢ \ 7]
Bo=3 Cose ¥ ‘- +(ooaz9 K
AuBerdem setzt man ¢ = ¢ 1,208 wobei 6 dap Luftgewicht ip

9

der Mitte der Stufe ist, Tragt man n k— 1 als Funktion von »
auf, so erhilt man einen uustetigen, durch Stufen dargestellten Ver-
Jauf. Um Unstetigkeiten bei der Bestimmung von § zu vermeiden,
und mit Ricksicht darauf, da8 bei Fasella dus einheitliche Luft.
widerstandsgesetz Biacci III verwendet ist, sei die Stufenkurve
dorch nebenstehende stetige Kurve ersetzt (Abb. 57).

5

A f

.
|
I

Lxponent 1,
[
\

/ \\'\.

AL , . [T
r 2 J ¢ 3 [ .PWﬂ 206 »%Hsw
——-tbfmn,spk)
Abb, 57.

Zur Rechnung dienen die Fasellaschen Tabellen I, IT und VI
Als Beispiel wurde die Flughahn fir
’ 2R a=03566m,
Yo = 1150 m,
P = 340 kg,
P = 50°,
i == 0,37
e 340 1,206
(0,355P-1000-0,37 A d;_ "
In 3 kommt & und wegen n auch o vor. Bei Beginn der Rechnung
eines Bahnbogens mull deshalb die Endgeschwindigkeit des betrefien-
den Bahnhogens v und der Neigungswinkel ¢ geschétzt werden. Bet
Berechnung der 1. Stufe wurde v — 978, # = 48°15’ angenomumen.
Der Xoeffiziont »n fiir 978 ist = 0,6, also
L )
cos 48°16
A= cosB0° ] =1,5420.

gewihlt. Also

-
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Bereochnang der

s, 1,206
o ”
log\ — 7 =log (¢;)

z (gesohdtzt) . . . . . -

IOBZ + o o « o o ¢ s s

slsolog-%. PRSP
z
A

.dmua 7 nach Fagolla ‘. .
logley) B.0) - o ¢ o -+
logz (B.0) - . . . . “
logf « « o v i v a0

loglc’efe v v o v o o
log(Bcod¥p) . ... . .

o‘(?ioi'fy) R

dxf

2"‘55’9".‘.‘...."

Togtg®) « « » v < v - =
log(ztge)y . -

.
e
.
.

zigep e i e e

eraten Stufe.
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1150

50°

4000
1,0123

0,08185

. 0,00531

0,07604

0,86282
0,93886

978
48°16°
1,5420
0,18808

0,75077

8460
8,539 08

,78831
6142
0,006 098
0,75077
$,53908
7,20740

1,99725
3,91717

2,08008.

120

" 0,07819

361527
4124

0,75077

5457
8,58870

2,78798

613,7

0,005098
0,25077
3,58870
7,70697
199644
391717

2,07927

120

-0;,07619
361480
413

0,93888
947
48012’
1,5418
0,18787

0,75099

3458
8,63882

2,78783

818,5

0,005081
075099
3,53882
7,7088¢
1,99661
901717

2,07944

120

007619

8,61501
412%

+ In der arsion
, Spalte ge.
sohitet,dann.

- herechust

0,75099

8457,26
3,53873

278774

6134

0,005 090
0,75099
3,53873
7,795 72
1,99844
8,01717

2,07997

120

007619
8,61492
4120
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(Forteetzung der Berechmung der ersten Stufe.)
d=f 4000
stge ~ Teos'y =Y ... 4004 4001 4000
F 7 . . 0,01078 0,01078
g « v v v v e e e . 8,08060 8,08080
loge! . « . . . N 0,75077 0,75099
188f) « v v e 8,781 87 818159
log(cos®e¢) . . .. .. 9,91717 je1117
fe ) 20 B
log (ms.—‘p Ce %364 586442
L . 0,07315 0,07318
2 eor® .
tgy Ve e PN 1,19175 1,19175
“h
Byt =t . . 1,11860 1,11857
..., Te e e e e 48 0134 48012
t (mach Fasella, Tab. T) , . . 981,65 981,78
logu . e e e . 2,99195 2,99199
logoose . . . . . . . 9,80807 9,80807
log(oosgp). . . .. ., . 2,80002 2,80008
logeosd . . ., ... ... 5,82882 9,82389
008 @Y
if)g( P 1’—) =logw « e 2,97620 2,976 24
vo.L ... e e e e 947 9417
Resuléat der Berechnung.
Stufe x Iy Y
4000 8457 4000 3457 947 48012"
4000 8748 8000 7200 799 450257
3 4000 4234 - 12000 11434 © 688 41°3 '
4 4000 5188 16000 16622 585 880427
S 4000 8104 20000 24728 488 170 267
6 - 1071 6717 21071 31448 455 0
a — 1071 6646 20000 38089 468 - 1802 |
& — 4000 7669 18000 45758 527 — 35049’
4 ~ 4000 2680 12000 50448 569 —44042’
3 —~ 4000 | 3621 8000 54069 588 — 50049’
2 — 4000 2081 4000 57050 581 — 550 45
1 — 4000 2501 0 59581 547 - 80° 14’
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Die Abszisse fiir die Ordinate y = 4000 m muB geschitzt werden,
sie wird mit Hille der Formel
£33

y=2489 ~ gy

durch Probieren gefunden, wobei f { abhingig von {7) dsr Tabelle IT

von Fasella enfnommen wird Mit dem gefundenen » wird » und &
berechnet. Das Resultat der 1. Rechnung betrigt fiir

w=8457, v=1947, P=48°12"

Fir die rechnerisch ermittelten Werte v und 4 wixd § neu bestimmsi
und die Rechnung wiederholt. Die 2. Rechnung dndert das Resultat
der 1. nicht.

947 m ist nun die Anfangsgeschwindigkeit », und 48°12° ist
der Abgangswinkel ¢ fiir die 2. Bahnstofe usw, :

Dije Berechnung der 1. Stufe sowie das Resultat der Berschnung
dotr ganzen Bahn ist oben wiedergegeben. Bs wird, wenn man micht
berizeksiohtigt, dal der ¢,'-Wert infolge der wachsenden Geschofpende-
lungen kleiner wird, die GesamtschuBweito 59551 m, der Fallwinkel

80°14"; v, = 456m/86C = ~v v} V., ~ 588 m[rec; v, = 547 m/sec.

Achter Abschhitt,

Uber die Methode der, Normalbahnen“ von C.Cranz
und ihre Anwendung zur Prifung der verschiedenen
Losungsmethoden auf deren Genauigkeitsgrad.

In den vorhergehenden Abschnitten 4 bis 7 wurden zahlreiche
Methoden zur Lésung des iuBerballistischen Problems besprochen.
Alle diese Methoden kénnen mit einem doppelten Fehler behaftot sedin.
Der erste Fehler, der der Kiirze halber der Imtegrationsiehler
oder der rein mathematische Fehler heiBen mdge, riihrt daher
daB die Differentialgleichungen der GeschoBbewegung nur mit irgend-
einem Niherungsverfahren integriert werden; und zwer such dann nar
mit einem Naherungsverfahren, wenn von vornherein vorsusgesetzh
werden soll, deB die GeschoBachss dauernd in der Bahntangenie bleibt,
alko das GeschoB wie ein Massenpunkt sich bewegh, wemn fermer von
der Anderung des Luftgewichts § und damit des ballistischen Koeffi-
zienten ¢ mit der Hohe und von sekundéren Einfitssen, wie z. B
Erdrotation, GeschoBrotation, Abnshme von g mit der Entfernung
vom Erdmittelpunki, Erdkriimmung usw. abgesehen wird. Dieser
durch das niherungsweise Integrationsverfahren entstehende Fehler
kann der GriBe nach ermiitelt werdem. Der zweite Fehler hat seine
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Ursache dsrin, daf den einzelnen Formel- und Tabellensystemen die
verschiedenartigsten Luftwiderstendsgesetze zugrunde gelegt sind, aber
dss richtige Luftwiderstandsgesetz von der Aeromechanik noch niché
fostgestellt werden konnte; ferner darin, da8 das Lunggeschaf mi
einer Rotation um die Lingsachse und vielfach auch mit einer solchen
um eine Querachss seinen Flug in der Luit beginnt und weiterhin
Pendelungen von verdnderlicher GroBe um den Bchwerpunkt ausfiihrt
usw., Dieser zweite Fehler, der kurz der physikalische Fehler
genannt werden mbge, kann, selbst wenn man wenigstens vorljufig
als das richtige Luftwiderstandsgesetz das in Tabellenform vor-
liegende Gesetz von O. v. Eberhard snsechen will, zar Zeit noch
nich$ in allen seinen Einzelheiten auf rechnerischem Wege geniigend
genau festgestellt werden., Denn bei den GeschoBpendelungen kommt
nicht nur die Kreiselwirkung, sondern auch der spéter zu be-
sprechende Magous-Effekt und Poisson-Effekt in Betracht, und
iiber die AnfangsstéBe, die das QeschoB in der Nihe der Miindung
erfilhrt, ist wenig Sicheres bekannt. Es bleibt also zur guantitativen
Ermittlung dieses zweiten Fehlers nur ibrig, einwandfrele SchisB-
versuche zu Hilfe zu nehmen und deren Ergebnisse zu vergleichen
mit den Rechnungsergebnissen eines solchen rechnerischen Losungs-
verfahrens, bei dem man, unter Beriicksichtigung der Luftgewichts-
abnahme, den Integrationsfehler quantitativ ermittely hat,

§ 41, Der rein mathematische Fehler und der physikalische
Fehler der Losungsmethoden.

A. Der rein mathematische Fehler.

Die erwahnte Fehlerursache bestand im folgenden: Es wurden
entweder (vgl. 4 Abschnitt) zwar die urspriinglichen Differential
gleichungen der GeschoBbewegung, alse die Gleichung (1) und (3)
von § 17, oder die deraus hervorgehende Hodographengleichung (3),
in geschlossensr Form integriert, indem ein dementsprechendes ein-
faches Potenzgesetz fiir den Luftwiderstand angenommen wurde; aber
dis weiteren Integrationen wurden nur mit einem Naherungsverfahren
bewerkstelligh. Oder wurden (vgl. 6. Abschnitt) Taylorsche Reihen-
entwicklingen sngewendet, von denen jedech nur 3 bis 4 Glieder
beniitzt werden konnten. Oder wurde (vgl 7. Abschnitt) die Flug-
babn in zahlreichen, endlich kleinen Stiicken aufgebaut, aber mit
irgendeinem rechnerischen oder graphischen Anniherungsverishren;
und debei bieten slle diese Verfahren fiir die ballistische Praxis den
Nachteil, daB, wenn es sich um eine einzelne Aufgabe handelt, bei
derz. B. v, oder @ oder ¢ gesucht wird, ein snBerst miihsames Pro-
bieren erforderlich ist, mit dem anch wieder Fehler verbunden sein
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konnen. Odex endlich wurde, wie das bei den (fiir die praktischea
Aufgabeu der Ballistik noch immer besonders wichtigen) Methoden des
5. Abschnitts gezeigt wurde, liberhaupt nicht die richtige Hodographen-
g d(veos ) oder ad g-d (veosd) -
vof () costd "cow, f,v_co.s&) f(eos 9]
grunde gelegt, sondern diese richtige Diﬁerenma.lglelrhung wurde durch
eine unrichtige ersetzt, die ohne weiteres die Trennung der Variablen
anla8t, und dies hatte zur Folge, dal die {ibrigbleibenden Integrationen
sich fiir irgendein Luftwiderstandsgesetz, sogar fiir ein solches in
Tabellenform, verhilinismalig einfach bewerkstelligen lassen. Die
Ersatzgleichung wurde dadurch hergestellt, daB auf der rechten Seite
der letzten Gleichung die heiden durch eckige Klammern hkervor-
gehobenen cos @ je durch cinen entlang der ganzen Bahn oder ent-
lang des betrachteten Bahnteils konstanten Mittelwert o bzw. y er-
setzt waorden, so dall man hat

gleichung dé =

a9 g-d (v cos §) g du WO 4 = veos
cosdd (v eos 19\ ;—c w f(u)’ e T
vcos-c f\

ist. D2 die GrdBen o und y, die tatsiichlich lings der Bahn oder
des Bahntejls mehr oder weniger variabel sind, als konstant an-
genommen werden, eutsteht ein Fehler. Die verschiedenen Methoden
des Abschnitts 5 unierscheiden sich dabei, abgeseben von den An-
nahmen iiber den Luftwiderstand, besonders durch die Wahl von o
und y; Borda nahm 6 =1, y =secep. J, Didion, ¥, Siacei und
N. v. Wuich wihlten zur Berechnung der ganzen Bahn in einem
einzigen Bogen o =y = -017, wo & e¢in Mitbelwert von sec & im Anfangs-
punkt und im Scheitel ist, namlich « = f%?, oder wihiten sie, und
ehenso N. Mayevski, zur Berechnung der Bakn in zwei Bogen.
fiir den aufsteigenden Ast o=y —%, wo & = %—(—?—, und, nach
einer vorliufigen Berechnung des spitzen Auffallwinkels w, fiwr
den abateiganden Ast a=7=%, wo a=§(—":3 . Zur. gonaueren
Berechnung der Bahn in einem einzigen Stiick nahmen Didion,
ot

g I
Mayevski und v. Wuich o=y ==} WO @ == ist und wo-

g
hei vorher ein Uberschlagswert von. @ zn ermitteln ist. St Robers
und Hélie schlugen vor, statt dessen fiir ¢ das arithmetische bzw, das
geometrische Mittel von secd.im Abgangspunkt und im Gipfel zu
nebmen, also St Robert: a=1(1 + secp), Hélie: & = Fsecq. Bei




254 Uber die Methode der ,Normelbahnen® von C. Cranz.

dem alteren Verfahren von F. Krupp (W. Grof) wurde einfach ge-
setzt ¢ =y == 1. In seinen spiteren Verfahren von 1888 und 189
pabm ¥. Siacci: 0 =cosp und y = f-cos’p, wobei er aus einem
gewissen Integraiwert (vgl § 27) und mit einer Naherungsannahme den
Wert von § in Fuoktion von X wund @ erhielt; ebensc verfubr
E. Vallier; jedoch bestimmte dieser den Wert von § durch eine
Abschitzung des Restglieds der Taylorschen Entwicklung (vgl. § 28),
Wisder anders verfuhr P. Chiarbonnier (vgl § 29). Alle diese
Na&herungsverfahren bedingen einen gewissen Fehler in der Flugbahn-
berechnung.

Wes nun dis Untersuchungesmethode zur Fehlerbestim-
mung snlangt, so hat schon 1872 St. Robert mit Zuhilfenahme
eines Satzes von Cauchy iber die approximative Lisung von Diffe.
rentialgleichungen (s. Lit.-Note) an einem Zahlenbeispiel eine soclche
Bestimmung durchznfithren geaucht; er fand, dafl ein ganz erheb-
licker Aufwand an Miihe und Zeit erforderlich ist, um auf diese Weise
wenigatens eine obere Grenze fiir den Fehler zn gewinnen, Ein nur
unwegentlich geringerer Aufwand ergab sich bei Anwendung eines
ihnlichen neueren Satzes vos C. Runge in einem 1907 im ballistischen
Laborstorinm durchgefiihrten Beispiel.. Bei dem schrittwelsen Ver-
fehren von Veithen-Kutta (vgl. § 36) 1a6t sich eine obere Grenze
leicht dadurch erhalten, daB von Zeit zu Zeit zwei Schritte durch
einen einzigen Schritt ersstzt werden. Und bei allen Versuchen, bei
denen die Flughahnelemente mittels Taylorscher Reihenentwicklungen,
gewonnen werden, liegt es nahe, zwei Grenzen fiix den jeweils ent-
standenen Febler zu gewinnen. In der Tat haben O. Wiener und
R. Singewald, ebenso A. v. Brunn (vgl § 87) strenge Fehler-
berechnungen fiir ibre Methoden durchgefiibrt. Auch andere Balligtiker,
.wie z B. Charbonnier, Parodi, Cavalli u, a. haben teilweise
Fehlerabschatzungen vorgenommen. Th. Vahlen (Ballistik 1923,
8. 70 u. folg.) bespricht die verschiedenen ILésungsmethoden des Ab-
schnitts 5; dabei leitet er die Methoden von Borda und vom Cher-
bonnjer in etwes einfacherer Weise ab, indem er eine obere und’
eine untere Gremze fiir ¢, tg¥ wnd ztge — y aufsucht. Er sucht
sach ein schirferes Verfahren aufzustellen, um die Grenzen gemauer
testzulegen; dabei muB er jedooh die Bahn in mehrere Teilb3gen
zerlegen, und or betont selbst, daB ,um die Fehler bis auf 1 bis
2%/, herabmdriicken, melbst bei rasanten Bigen ein ziemlicher Auf-
wand an Rechnung nétig ist<. o

In dem Bestreben, ein einfaches Mittel zur Priifung der Ge-
nsuigkeit einer men muftauchenden Losungemethode an der Hand zn
haben, hat der Verfamser 1909 (s..Lit.-Note) das folgende plani-
metrische Verfahren nar Berechnung von Flsohbahknen und
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Steilbahnen entwickelt, dus gestuttet, die wahrscheinlichen Fehler
in dor Bestimmung von x, ¥, ¢, v quantitativ zu ermitteln und weit
nnter der wahrscheinlichen Stremung zu halten; dieses Verfahren
wurde sodann dazn angewendet, uw oine gréBere Anzakl von Muster-
bahnen von bekannter Genauigkeit (im folgenden kurz ,Normal-
bahnen® genannt) zu berechnen, die dazu dienen kbnnen, um irgend-
sine Losungsmethode auf ihro Genanigheit zu priifen.

Da es sich hier nicht um das Luftwiderstandsgesetz, iiberhsupt
nicht am die physikalischen Fehler, sondern am die Integrationsfehler
handelt, 80 konuts das Zonengeseiz von Mayeveki zugrunde gelegt
werden, das anch F. Siacoi bsi seinem Verfahren von 1880 beniitzt
hat, Danach ist die Versigerung of (v) dureh den Luftwiderstend
gleich ¢-0", wobei c= ZZ35L 0 sut; 32 dag Kaliber (m); P das
GeschoBgowicht (kg); 3 das Luftgewicht (kg/m?); + der Formkoeffizient;
¢==9,81; und ez ist angemomiten:

fir v =419 v =419 bis 376 v ==3876bis 295| © == 295 his 340 v==340m/seq
und mebr @ ® ® .U, weniger:
me=0,0394m=0,00404 |m=006709 m=0058384 |m=0014 !

=2 =3 =25 A=13 Nen @

Damit JaBt sick von einer Zone zur andern, mittels. der in
§ 18 gegebenen Ausdriicke, die Geschwindigkeitw in Punktion des
Neigungswinkels ¢ der Bahntangente berechnen; man hat nor bet
jodem Zoneniibergang dafiir zu sorgen, daf die Wertepaare nnsinander
anschlicBen, Kennt man 8o v= F(8), so werden die Integrationen

2= _%.f.,l.dg; g = _%.jo-.cgd.do; t= ~~:-fe-u'co.u

mit Hilfe eines Kugelrollplanimeters bewerketelligh, dessen Angaben
zuvor dureb Umfshren von enteprechend grofSen Kreisflichen oder
Rechtecksflichen von bekanntem Fliacheninhalt ausjustisrt sind. So
worden 1909 unter Annshme verschiodener: Kalibsr und Gleschof3-
gewichte und verschiedener Abgangswinkel @ (zwiachen 207 und 70°.
von den Horern Oblt. Blumenthal, Oblé, Busch, Obl. Freih)
von. Géler, Lt Plaskuds, Obls, Schatte, Oblt. Schnlis eschs
verschiedene Finghahnen berechnet. Wie dies geschah, mSge an einem.
Beispiel  gozeigé werden, das Oblt. Schatte durchgefibet hat: Es
sei die Anfangsgeschwindigheit e, = 485 mjseo; der Abgangawinkel
P = 3423 Grad == 34°37,5"; das Qeschofigewickt P 6,85 kg; das Ka-
liber 2R == 0,077 m; der Formkoeffizient§ werde als konstant =1
and das durchschnitiliche Laftgewicht & sls konstant = 1,200 kgjm®
angenommen. Da p,=—465, so kommt ronichgs die erste Zono in
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Betracht, innerhalb der m = 0,0394 und n = 2 iet. Somit ist hier

0,077 x-9,81-1,200 . — _ i i 2
=5 1308 -0,0394; logl c== 041 7138 4;.3 Damit wird die

Beziehung zwischen v und &: —ygs— 5;'"50'&'_4;;:];2[5 {») — £(8).
Fiir dss Xnde der ersten Zone, algso fiir v — 419, erhilt man darsug
durch wiederholtes Eingabeln den Tangentenwinkel ¢ = 33°46’. Man
hat damit das Ende der ersten und zugleich den Anfang der zweiten
Zone. Diese letztere reicht von v = 419 bis v = 375. Hierbej gind
© und ¥ durch die Bezichung verkniipft:
Fews = = 5 (&P +5te*9) + B,
wobei jetzt

" 0,077%.2.9,81.1,200
®= T 46851206
ist nnd B daraus sich ergibt, daB fiir ¥ = 33°46’ o = 419 sein muB;

danach igt B == 0%170289. Bpeziell fiir v e 375 wird 4 = 32°35'.
Dies ist der Anfang fiir die dritte Zone usw. Auf diese Waiss
erhilt man fiir jeden belisbigen Wert von ¢ den Wort von s ,genau¥,
d. h. die dabei auftretenden Fehler sind nicht grdBer als diejemigen,
die in den beniitzten logarithmischen und trigonometrischen Tabellen,
der {(#)-Tabelle (Anheng Tabelle Nr. 8b) usw. liegen.

Nun. wurde fiir eine grofe Anzahl von Winkeln ¢ die Funktion

%t-tgé‘ in sehr groBem MaBstab in mehreren Teilen graphisch snf-
getragen, ¢ als Abazissq, z—'-tgo als Ordinate, und die Kurvenﬂiéhe‘

“
-0,09404; log c=0,795619 — 7

—j;-tgo-dﬂ oder y mit einern Kugelrollplanimeter planimetriert.
Dies geschah hier bei dem Beispiel in vier Teilen. In den drei exsten
stellte 1 em? der Zeichnungefliche 1,1636 m, im letzten Teil 1 cm’
3,4007 m vor. Der krummlinig begrenzte Teil jedes Kurvenflachen-
stiicks wurde 10 mal mit dem Planimeter befahren. Dije Flani-
metrierang wurde zaniichst nur bis in die Nihe des im Miindungs-
horizont gelegenen Auffallpunkts fortgesstut, nimlich bis & = — 49,6%
hierfitr war. die Flugbshnordinate y moch -} 34,1 m; weiterhin bis
y=0, wofiir x gleich der Schufweite X im Mindangshorizont ist.
Da man den wahrscheinlichen Fehler der Planimetrierung bei Ver-
wendang des betreffenden auvsjustierten Instruments in Progenten der
jedesmal LEefahrenen Flicke mittels eines ungefiibr gleich groBe
Kreises oder Quadrats ermitteln kann, eo kennt man fiir dis einzelnen
planimetrierten krammlinig begremzten: FlAchensticke je den wahr-
scheinlichen Fehlor w, o), @;.... Dexr wakracheinliche Fehler fiir die
Summe der Flichenstiicke ist dann Yoo,? 4~ a,%....== 2. Und da jedee
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Fiichenstiick 10 mal uvmfahren wurde, so ist der wahrascheinliche
Fehler des Endresultats, z. B. des Resuitats bis zu der betreffenden

Btelle der Bahn (und analog fiir 2 und £) gleich -T—o . Fiir das be-

niitzte Planimeter ergab sich der mittlere quadratische Fehler der
Einzelmessung zu <t 0,13%,. Danach hatte in dem Beiapiel der
wahrscheinliche Fehler in der Bestimmung von y bis # = | 18°17
den Betrag X+ 0,739 m, bis J — O (Gipfel}) den Betrzg + 0,803 m,
bis nahe dem Endpunkt, ndmlich fiir § = — 48,69 den Betrag 4~ 1,71 m.

Ebenso wurde % alg Funktion von # aufgetragen, das Integral

..ff’.'.dﬂ = z wurde mechsaniach ausgewertet bis ¢ = — 49,6° und

¢
weiterhin bis zum Mindungehorizont. Die Planimetrierung erfolgte
in b Teilen; in der drei ersten Teilen bedeutete 1 ¢m? der Zeichen-
fliche 0,68178 m; im 4. Teil 1 cm® = 1,163656 m; im 5. Teil 1 cm?
= 349070 . Bis & == - 1817 war z = 2765,7 m + 0,288 m; bis
¢ = 0 (Gipfel) wWar o ==z, ==4308,0m =+ 0,370 m; bis &= — 49,6°
war r+=7634,8m 4 0,743 m.

Analog wurde beziiglich #= —-—f;fv-sem?-dﬂ verfabren. Bis

¢ =4 18°17 war ¢=10,001 % 0,00227sec; bis ¥ =0 war £={,
= 17,2117 £ 0,00285 sec; bis & =< — 49,5° war = 37,0407
=+ 0,00381 sec. Damit war die Berechnung dieser Flugbahn durch-
gefithrt. Und ds die wahrscheintichen Grenzen fiir die Fehler von
z, y, ¢ bekannt und geniigend klein waren und da » in Funktion
von # ,gensu’ (im obigen Sinne) ermittelt war (nimlich z B. fir
# = 0%, v == 199,13 -+ 0,00 und fir § == — 49,6%, v = 214,064~ 0,00),
so konnte die Flugbebn als einc Normalbahn angesehen und ver-
wendet werden.

Die sechs Flugbahnen, dio, in dieser Weise als Normalbahnen
berechnet, vorlagen, wurden nun je bhei deneeiben Anfangsdaten v,
@, 3R, P, ¢, 8 und bei Zugrundelegung desselben Mayevskischen
Luftwiderstandsgesetzes nach 12 verschiedenen Nihernngesmethoden
des 5. Abschnitts berechnet, die gestatten sollen, eine Flughahn direkt
in einem eipzigen Bogen, hochstens in zwei Bogen zun gewinnen. Die
nach diesen 12 verschiejenen Methoden erhaltenen Zahlenwerte fiir
dis SchuBweiten X, die Gipfelhdhen y,, die Endgeschwindighkeiten v,,
die Auffallwinkel @ und dia Gesamiflugzeiten T wurden alsdann ver-
glichen mit den entsprechenden Zahlen fiir die betreffende Normal-
bahn; und die Unterschiede wurden snsgedriickt in Prozenten be-
ziiglich der, betreffenden Normalbahn . Dabei ergabex sich Fehler
2 B. in der Gipfelbshe y, bis 87°/,, Fehler in der SchuBwsite X schan
bei einem Abgangxwinkel ¢p==45° bis 29‘,‘n. Geringer waren die

Cranz, Ballisétk. 6. Amfl., B&LI, 17 |
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Fehler beziiglich der Auffsllwinkel w, der Flugzeiten I' und der Auf.
fallgeschwindigkeiten v,. (N#heres #iber diese sechs im Jahre 1909 be-
rechnsten und zur Kontrolle verwendeten Normslbshnen findet man
in den Auflagen dJieses BandesI won 1910, 1917, 1918.) Danach
kinnen die Fehler, die allein von dem Integrationsver.
fahren herriibren, je nach der gewidhlten Néherungemethode
sehr groBe Betrige annehmen. Durchschnittlick iiberwog das
von E. Vallier (Frankreich) angegebene Verfahren zur Ausgleichung
des Integrationsfehlers hinsichtlich der Genauigkeit iber die 11 anderen
Methoden, die mittels der 6 Normalbshnen von 1909 untersucht
wurden, Darauf folgte das in Osterreich bentitzte Verfshren won
N. v. Wnich, das eine leichte Modifikation der Didionschen Me.-
thode bildet. Ganz mnbrauchbar zeigte sich das von W, GroB be.
niitzte Verfahren (¢ = y == 1}, beziiglich dessen schon P. Charbonnisr
richtig gefolgert hatte, daB es zu groBle SchuBweiten lefern miisse.
DaB bei Anwendung des Vallierschen Verfahrens selbst auf sehr
steile Bahnen der entstehende Fehler unter Umsténden noch in
maBigen Grenzen bleiben kann, zeigen die folgenden Beispiele: a) fiir
@ = 80%; v, =b500m/sec; 2R=23,7em; P—680g; s=1; §,=1,208
wurde die Flugbahn unter Beriicksichtigung der Luftdichteninderung,
wie oben angegeben, planimsetrisch berochnet; es fand sich ¢, = 3571,2 m;
v, = 34,51 mfsec. Dagegen bei {einmaliger) Anwendung der ersten
Vallierschen Formel fiir 8, durch die gleichfalls die Anderung der
Luftdichte mit dexr Hohe Beriicksichtigung findet, ergab sich y, — 4164m
(Febler 16°%,), v, = 34,4 mfsec (Fehler ca. 0,3%/;); b) bel ¢ = 75¢
und sonst gleichen Annahmen lieferte die Normalldsung: z, = 1818,1m;
y, = 3439,6 m; dagegen die {einmalige) Anwendung der Vallierschen
Formel ¥, = 1742 m; ¥, 4138 m, OUbrigens wird man die Formel
fir 8 in' “der Praxis hohstens bis zu Abgangswinkeln von etws ¢ = 50°
bentitzen, wenn man sichergehen will.

Weitere 9 Normalbaknen sind sodann spiter {1912) mach

demselben planimetrischen Verfshren von Dr. Herm. Cranz schr
sorgfaltig berechnet worden; nimlich fiir die Abgangawinkel @ == 20,
45 und 70° und dabei jedesmsl fir die Anfangsgeschwindigkeiten
v, =900, 650 und 400 m/sec. Die iibrigen Annahmen waren bei
diesen simtlichen Berechnungen grundsitzlich die gleichen, némlich:
Kaliber 2 R = 0,07? m; GeschoBgewicht P = 6,9 kg, durchschnitiliches

Luftgewicht 6 konst, = 1,200 kg/m®*; Formkoeffizient § konst. = L.’

Und fir die Laftwiderstandsfunktion wurden wiederum durchweg
die Mayevskischen Zonen-Potenzgesetze zugrunde gelegt, wobei der
Einiachheit halber angenommen wurde, dall noch bis v= 900 m/gec
das qaadratische Gesetz mit dem Fakfor m = 0,039 gelte. Aus
Reummangel konnten die von H. Cranz berechneten Zahlenwerte
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dieser 9 Normalbashnen hier miocht vollstindig unmd nicht bis zu allen
urspriinglichen. Dezimalstellen sufgenommen werden. Immerhin ent-
halten die im folgenden mitgeteilten Tabellenausziige s0 viel von den
berechneten Zahlen, dafl eine Verwendung dieser Normalbahnen zur
Kontrolle irgendeiner Lésungamethode ohmne weiteres méglich ist.
Der wahrscheinliche Fehler in der Ermittlung von «, y, ¢ ist bei diesen
9 Normalbahnen von Zeit zu Zeit angegeben; derjenige vont v ist
theorstisch Null. Selbstverstindlich ist bei Verwendvug dieser Normal-
baknen zur Priifung der Genanigkeit irgendeiner dlteren oder neueren
Losungsmethode vorsusgesstzt, dal sich bei der zu” untersuchenden
Methode das Systemn der Mayevsikischen Zounen-Potenzgesetze he-
niitzen 1&8t.

Es mbge mit dem Vorstehenden und mit den Tabellen der 9
neueren Normalbahnen eine Apnregung dazu gegeben werden, die
Kontrollberechoungen, die von einigen Ballistikern, insbesondere von
Fr. von Zedlitz, sowie vom Verfasser mittels der & Normalbahnen
von 1909 angestellt worden waren, an der Hand der.mneueren Ta-
bellen zu vexvollstindigen und auf weitere Ldsungsmethoden auwszu-
dehnen. Damit soll jedock nicht behauptet werden, daB fiir die Giite
und praktische Brauchbarkeit eines Ldsungsverfahrens lediglich - die
Kleinheit des Integrationsfehlers ausschlaggebend sein diirfe. — Wenn
dies der Fall wire, mifiten in der Balliatik fest nur noch die Me-
thoden des 7. Abschnitts, also diejenigen Methoden Verwendung finden,
bei denen oine Flugbahn in zahlreichen kleinen Sticken sufgebaut
wird, Vielmehr spielt auch die Frage eine groSe Rolle, ab daa be-
treffende Verfahren in einfacher Weise, ohne grofen Aviwand an
Zeit uand Mithe, zu dem gesuchten Resunitat fithrt und ob anch solche
Aufgaben, bei denen die Elemente des Abgangspunkts zum Toil ge-
sucht sind (z. B. gegeben v, X, GeschoB: gesucht p; oder gegeben
@, X, T; gesucht v, n. dgl).in gleich einfacher Weise za ldeen sind,
wie diejenige Aufgabe, bei der die similichen Anfangselemente der
Bghn - gegeben vorliegen.

B. Der physikalisohe Fehler.

Schon Eingangs wurde angefiibrt, daB diesar Fehler vorerst nur
durch Vergieichung mit einwandfreten Schiefiversuchen ermittels werden
kann und daf er sich aus zahireichen Einzeltsilen zusammensotzt,
deren Betrige eich bei dem heutigen Stand der Rallistik nicht simtlich
und zum Teil nur recht unsicher rechnerisch ermitteln lasson. Einen
kleinen Tail dieses physiksalischen Fehlers hat der Verfzager 1909 zu
untersuchen begonnen, nAmlich denjenigen, der sich suf die Wahl
der Yauftwiderstandsfupktion bezieht. 4 Flugbabnen, mit Abgangs-
winkeln zwischor 6° und 36° lagen duzch SchieBversuche vor. Diese

im



Normalftoghahnen.
Bahn Nr, 1: v, = 900 m/sec; g = 20% 2R =001Tm; P:

(Anfateigender Ast der Flughahn)

# v 7 y [ 8
¢ 7 ") |Cojes)| (m () (#e0) “ !
2 0 0 $00,0 0,00 9,00 600 * | -1 0
13 51 0 849.9 204,15 73,98 14,2482 -2 90

19 832 0 3 485,30 167,18 05848 -4 0
19 11 0 598, 903,28 321,50 1,2143 -8 0
1815 138 | 5187 | 157005 543,44 2,3208 -8 0
17 40 9 528,7 | 188188 649,24 2,8268 -1z 0
17 0 0 4850 | 218783 741,14 83,8507 ~16 0
t5 4 0 3985 | 287195 939,72 1114 |, —-20 0
13 2 9 3588 ; 13206,33 | 1051,89 6,3819 -2 0
2 0 0 3378 | 358546 | 111201 71,1768 -3 0
mw o 0 825, | 978406 | 1160,94 17,3780 -3 o0
w0 9 3182 | 396861 1183,28 8,3602 -85 30
I T 1 3078 | 414991 1211,62 89217 -8 9
8 0 0 08 | 430830 | 123742 9,4689 —38 22

¢ 0 ¢ 289,2 | 461641 | 121468 10,5227

4 0 0 | 2192 | 489873 1297,%7 11,5847

0 0 o 2637 5409,&69 1318,60 13,4745

(4-056) | (+8,19 ! (+0,0005)



= 6,9 kg: 8 = 1,200 kgfobm; i = 1.

v = v 4
" ") | {m/sec) {m) {m) (sec)
o | 2606 | 553165 | 1817,51 | 13,9408
0 256,2 5709,11 1512,08 14,6311
0 252,38 5880,58 1802,49 15,3100
0 247,7 £$100,00 1282,99 16,2024
(1} 243,17 6315,38 1256,38 17,0885
¢ 237,4 6722,54 1183,89 18,8225
4] 232,7 T114.74 1087 59 20,5438
0 229.5 7491,37 960,09 22,2734
o 227.1 7951,34 768,22 24,4707
G 226,6 | 822493 651,06 25,8208
L] 226,8 8497,77 476,12 27,2153
4] 228,1 8909,78 206,13 29,3948
0 229,43 — 36,16 —_
35 | 220,67} 9181,587 9,000 { 30,86659
{1+ 0,842) | (4-0,246) | (+0,0007)

{Abgieigender Ast der Flugbahn)
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Babn Nr, 2: v, = 000 mfseo; p = 45% 2R = 0,

-

P v z ] y i
* 7 " |(mjees)| (m) ; (m) (80)
4. 0. @ 900,0 0,00 0,00 0,00
44 50 0 | 87 918,68 218,88 0,8606
4 85 0 7458 | 488,75 482,61 0,8554"
4 20 0 688,7 724,50 714,47 1,2078
#4 0 0 820,8 965,38 962,47 1,8836
8 15 0 5240 | 180887 | 137182 2,8872
€ 20 0 | 451,8 | 180798 | 17209 3,9576
4 15 0 80,1 | 286178 | 222288 5,0245
S (toa2) | (2100 | (£0.0007)
B9 15 0 | 8368 | 2b7TRE | 24014 6,7288
88 0 0 8180 | 281444 | 258052 7,86570
87 0 0 | 80BY | 298505 | oe2ls 8,3508
B 0 o 2748 | $498,98 | 807,18 10,2880
80 8¢ 0 o512 | 985850 | 881051 12,172
2% 0 0 | 2058 | 441384 | 360538 14,7965
2 0 0 9084 | 482808 1 8711,75 16,8788
1 0 0 1862 | 551857 j 395577 20,4988
0 0 0 173,91 1 08456 | 402810 28,7008
(£ 1,16) | (X1,87) | {£0,0020)

{Aufateigender Ast der Flugbahn)




077 m; P == 6,9 kg; & = 1,200 kgfobm; {=1.

-

¢ v z ] 4

o v 7y | (mfseo) (m} (m) (pec)
~10 ¢ 0 | 1684 | 660377 | 298208 | 26,7485
—18 0 0 | 1678 | 700280 | 288151 | 29,2076
~28 0 0 | 1905 | 741586 | 37204 | 81,8018
—38 0 D | 1756 | 778896 | 851056 | 84,2763
—40 ¢ 0 | 1837 | 8I8L16 | 320830 | 370532
(£1.88) | (£150) | (30,0024
=46 0 0 | 1931 | 859,40 | 285261 | 30,8006
-8 0 0 | 2052 | 897964 | 236347 | 48,0592
~57 0 0 | 2178 | 987240 | 180743 | 46,2067
—60 0 0 | 2264 | 963957 | 181571 | 485727
—64 10 52,19 | 2400 | 10088,09 - 52,2788
86 47 71 | 249,31 1081518 i +0,04 | 530085
(£148) | (£138) | (oo

(&bateigender Ast der Flugbabn)
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Babn Nr. 8: », = 900 m/seo; ¢ = T0°% 2R =10

d ° x R L.
¢ 7 [ (mfees) | (m) (m) (goc}
- H 1
% 0 0 | 36000 2,00 0,00 8,00
69 50 0 | 7656 | 203,08 562,20 9,7152
6 86 © | 6131 498,84 | 122425 | 18650
60 2 0 | 4987 | 487 | 198042 3,1251
e 20 o | 4045 | 97020 | 9254221 45891
6745 "0 | 3593 | 112898 | 268042 58842
47 0 0 | 3243 | 180040 | 834838 £§,8217
. : {(£0,20) | (52 [ (30,0019
8 0 4086 20500) 148694 | 873581 8,1849
6 0 0 | 271316| 161256 | 405089 04147
8 0 2482 | 1791,7%6 | 442880 | 11,0083
1 0 0 | 2177 | 203877 | 483681 18,2251
55 30 - © 145 | 200,12 | 547077 16,8652
5 0 0 | 1480 | 265542 | 5829,61 19,4550
42 0 0 ! 1285 | 291343 | 608951 22,2985
86 9 0 | 1118 | 205858 | 819750 | 23,8161
o0 o 94 | 822855 | 620534 25,3666
15 0 0 80,9 | 841148 | 6371,88 | 280149
0 8 0 8530 | B518,98 | 6424,4¢ | 20008
(L1,08) | (£885) | (£0,0058)
(Aufstesgender Asti der Flughahn)



077 m; Z= 69 kg; J~= 1,200 kgjcbm; +=1.

¥ v % ¥ ¢

¢ " ") | fmjeer)|  (m) {m) )
~15 & 0 | 867 | 5309358 | 639756 | 32,7048
—8 o o | 948 | 402673 | 62518 | 353444
—45 0 0 | 12204| 4307,8¢ | 606835 | 28,7963
(F140) | (70 | (£0,0008)

~54 0 0 | 1805 | 454176 | 579342 | 417002
-5 0 o | 1448 |470720 | 554962 | 44,0268
-85 0 0 | 1676 | 496967 | 506107 | 475834
-7 45 0 | 1975 | 590903 | 421077 | 525600
-75 80 0 | 2998 |s5699,21 | 200435 | 588248
—80 49 95 | 269,67 6283,122 004 | 70,6204
(L150) | (1806 | (40,0067

(Abeteigender Ast der Flugbahn)
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Bahn Kr. 4:'v0-= 660 m/geo; 9— 80° 2s = (L077mj J?= 69 kg, 6= 1,200 kg/cbm;
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Babn Nr. 6: v, = 650 mjsec; ¢ = 70% 2R = 0,077 m; P:

(Autsteigender Ash der Floghahs)

(10,6031)

] v z o t @
@ 77 [(mfeer) | () {m) (8e0) '
0 0 4 | 6500 0,00 0,00 00y | -% o
6 45 0 | 5678 | 16095 | 44886 | 07888 | —45 o
6 R 0 | 4492 #4711 | 120800 92,3687
8 0 0 | 3489 | 7827 | 199260 | 44888 | -57 0
% 0 o |os40s! 1omst0 | soeem | ssems | -e1 o
’ (£041) -% 9
5% 0 | 1002 | 10458 | wssee | 1s9ve | -79 28
(£0.86) | (+0,0022)
49 0 0 | 110 | 07288 | 478404 | 18574
85 0 ¢ | 1078 | 288281 | 509481 | 927985
2% 0 0 | 914 | 258136 | 522600 | 957352
0 0 0 | SBT3 2M680 | 5269487 | 28,8881
(£081) | (£087)



e 8,9 kg; & = 1,200 kglobm; i =1.

v x v ]
") | (mfsec) | ) () )

89,7 3064,30 5139,92 32,8129

] 110,4 8418,91 4938,93 37,1858
(+0,64) (£1,01) | (90,0034

1388,7 8733,32 4530,35 41,8466

174,9 4157,84 3730,91 47,8212

218,9 4636,02 2353,11 54,7098

88 25848 | 5170,35 + 0,072 85,1848
(£0,28) | (£125) | (£0,0088)

{Abeteigender Ast der Flughabn)

792

201 ) TOA ,TONYRYTUIION” 20p OPOYIOR AP 19q()
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Bahn Kr. 8: V,*= 400 mfseo; P= 43° - o00r7m:P= 09 kg; 0= 1,200 kgfobm; t= 1.

(mfteo)
400,00 0,00
W9 86555 .
500 9487
2608 1636;109
(20,12)
2009 246828
1790 8260,
162483 397,125
{0,16)

I
]

0,00
358,24
888,26

1426,950
(20,00).
1921,51
21247
2304105
(20,24)

Bahn Nr, 9: vo= 400 m/sec; =

400,00 0,00
326 20840

by 5479
Ao00 777,07
78 126199
(£0,15)

136 165170
10,2 197854
86,0 220759
296 2443982
(£0,20)

0,00.
624,01
1334,68
1929,26
2849.96
(£1,04)
839305
8684,46
381289
849,260

(£1,10)

{Ansteigender Ast der Flugbahn)

|
(eeo)

0,00
13799
38395
7,04105
(20,0003)
1,281
15,6668
19,9387
(£0,0004)

.46
.58
-39

v X y

o s m )
0 1582 442572 226375
0 100 500606 200288
0 1602 5580644 1770129
(to17)  {x0.25)
o 1852 6ign6 124587
0 2865 + 143,32
2 2680  7u9.25  + 00033

(£0,18)  {£0,27)

70% 2B = 0,077m, p = 69 kg 221,200 kefobm; i =

0,00
18322
43610
6,8558
11,9412
(40,0008)

16,3067
20,1606
22,9562

25,9061 '

{20,0014)

-15
-80
-70

77

0

0
45

0 806 261308 388
0o 82 2mm 8759
0 1888 304348 186102
0 204 p788 112848

L0 25601 446008  + 0,050

(£0,25)  (+1,59)

(Absteigender Ast der Flugbahn)

t

(se0)

227970
26,6342
30,637

(£0,0005)
35,2034

42,850

(£0,0005)

28,0489
304996
46,7204
50,5681
557549

(£0,0022)
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4 Flugbahnen wurden mit demjenigen Losungssystem, das sich 1909 als
das genaueste erwiesen hatte und bei dem der Integrationsfehler quanti-
tativ ermittelt worden war, unter Beriicksichtigung der Luftgewichts-
anderung mit der Hohe und unter Berucksichtigung des Windes be-
rechnet (Oblt. J. Schatte). Dabei wurden jedesmal folgende drei
verschiedene Luftwiderstandsgesetze verwendet: a) das Zonengesetz
von Chapel-Vallier-Hojel; b) das Zonengesetz von Mayevski-
Sabudski; ¢) das einheitliche Gesetz von Siacci. Die 4 Flugbahnen

ergaben
mit dem 1. Gesetz einen Schullweitenfehlervonbzw.— 1,2; — 1,8;

— 1,2, —25°/0
nor 2 ' T w n n n —1,5 —1,0;

+ 04; —0,7%
V n 3. n n n n » -j- 157 f. 1,1;

+ 2,3; 0,6°/0

gegeniiber den betreffenden Resultaten der Sehiefiversuche: (das
Tabellengesetz von O. v. Eberhard lag damals noch nicht vor).

Diese prozentualen Fehler sind, also verhaltnismaflig nicht sehr
grofl und im allgemeinen kleiner als die oben erwihnten Integrations-
fehler. Aber es lafit sich nicht ohne weiteres feststellen, welche Fehler-
betrige, die den anderen physikalischen Einfliissen zur Last fallen,
sich dabei gegenseitig aufgehoben haben. Daher ist diese Priifung
keineswegs einwandfrei und erschopfend, und es kann nur vermutet
werden, daf} die Auswahl des mathematischen Bechnungsverfahrens einen
etwas grofieren Fehler mit sich bringen kann, als die Auswahl des
Luftwiderstandsgesetzes (unter den friiher aufgestellten und bisher als,
bewahrt geltenden Gesetzen). Zur Feststellung der einzelnen Teile
des physikalischen Fehlers wird man wohl am besten tun, die be-
treffende erschossene Flugbahn mit dem Gesetz von O. von Eberhard
und etwa dem Verfahren von Veithen-Kutti (§36) zu berechnen,
alsdann die Berechnung jedesmal zu wiederholen, mit Beriicksichtigung
des Windes und der Anderung von S, dann mit Ricksicht auf die
Anderung von g9 ferner auf die Erdrotation und endlich, wenn dies
spater allgemein tiblich geworden ist, auf die Geschofirotation. Schlief3-
lich miifite man suchen, alle diese Einfliisse gleichzeitig, zu beriick-
sichtigen. Dem Ballistiker liegt hier eine reiche Fiille von ungelosten
Aufgaben vor.

Nicht versaumt soll iibrigens werden, auch an dieser Stelle darauf
hinzuweisen, dafl die photogr&mmetHsch aufgenommenen Geschof}-
flughahnen und die daraus erhaltenen Luffcschufitafeln ein vorziigliches
Material zur Genauigkeitepriiftmg enthalten diirften. A. Nowakowski
(Osterreich) scheint der erste gewesen zu sein, der dies (1912) erkannt ,
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und ein® solch©® Prifung begonnen hat, (Die Resultate von A.Nowa-
kow ski sind schon in der ersten Auflage von Band III erwihnt-worden.)
Neuerdings hat K. Becker zahlreiche erschossene Flak-Flugbahnen
mit dem Eberhardschen Verfahren (§40) geprift und gefunden
dabB die errechneten Flugbahnen ,sich im allgemeinen den erschossenen,
und auf Normalbedingungen reduzierten Punkten ausgezeichnet an-
passen®,

§ 42. Uber die Fehler, die speziell bei dem ,Schwenken einer
Flugbahn“ entstehen konnen.

Die verschiedenen Methoden, die in der Ballistik vorgeschlagen
worden sind, um eine Flughahn zu schwenken, haben folgenden
Zweck: Aus der Schufitafel einer bestimmten Waffe und GeschoBart
habe man cntnommen, daBl bei der Anfangsgeschwindigkeit vQ cin
Punkt Zx des Mindungshorizonts mit der Kartenentfemung wx ge-
troffen wird, wenn der Abgangswinkel « angewendet wird, (vom
Abgangsfehlerwinkel sei dabei abgesehen). Man wiinscht allein aus
diesen Angaben einen einfachen SchluBB zu ziehen auf den Fall
daBl zwar mit der gleichen GeschoBart und der gleichen Anfangs-
geschwindigkeit tjo geschossen wird, dafl aber das Ziel Z nicht
mehr im Mindungshorizont, die Visierlime nach dem Ziel micht
mehr wé&grecht liegt, sondern dafi die Visierlime um einen be-
stimmten Winkel £ (Gelindewinkel, Visierwinkel) gegen die Wag-,
rechte geneigt ist. Wie grof ist die direkte Entfernung w des Treff-
punkts Z auf dem schiefen Gelinde, wenn der frithere Abgangs-
winkel als Aofsatzwinkel a wieder verwendet wird; oder umgekehrt,
welcher neue Aufsatzwinkel o muff benutzt werden, damit ein auf
dem schiefen Gelande gelegener. Punkt Z getroffen wird, der die
frihere direkte Entfernung wt von der Mindung der Waffe hat?
Die Methoden des Schwenkern, die im folgenden ‘kurz besprochen
werden, sind mehr oder weniger rohe Niherungsverfahren zur Lésung
von Aufierhallistischen Aufgaben, und es handelt sich um diec Grofie
der damit verbundenen mathematischen Fehler.

1* Das gewohnliche Verfahren des Schwenken» einer Flugbahn*

Von diesem Verfahren war schon in § 4 (fir den leeren Raum)
und in § 324 (gelegentlich der Reihenentwicklungen) kurz die Rede«
Das Verfahren besteht in folgendem.

Eine Flugbahn O8XZX (s. Abb. 58) wird wie eine starre Kurve
behandelt, die um den Gelindewinkel JE in die steile Lage 0SZ
gedreht werden kénne. Umgekehrt, wenn ein Ziel Z, das unterdem
Gelindewinkel M erscheint, mit dem richtigen Abgangswinkel zur
Horizontalen 9= Jrf~« getroffen wird, so nimmt man an*aal} die Flug-
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bahn OSZ herechnet werden, diirfe, wie wenn eine Flachbahn OSxZx
mit dem Abgangswinkel 99— E oder cc, bei gleicher Anfangsgeschwin-
digkeit usw., vorlige.

e Grofle des entstehenden Fehlers lafit sich an der Hand der
obigen Tabelle fir die 9 Normalbahnen leicht feststellen. Hier mégen
die Ergebnisse einer Priiffung mitgeteilt werden, die schon 1909 im
ballistischen Laboratorium angestellt wurde. Es wurden nach dem
planimotriseben Verfahren zu 4 ver-
schiedenen Steilbahnen 0SZ mit
4 verschiedenen Abgangswinkeln des-
selben Geschosses die schiefen SchuB-
weiten w oder OZ berechnet, die
zu mehreren Geliandewinkeln E ge-
héoren. [Berechnete man alsdann je
zu dem betreffenden Aufsatzwinkel
<p— E als Abgangswinkel die Flach-
bahnschuflweite wx nach dem besten
Verfahren von Abschnitt 5 (von
E. Vallier) und verglich man die Abb. 58,
SchuBweiten wx und wy so erhielt
man den Fehler der im vorliegenden Fall mit der Anwendung
dieser Methode des Schwenkens verbunden ist.

Nachstehende Tabelle 14t fiir die erwidhnten Verhiltnisse er-
kennen, daB bei Anwendung desselben Visiers auf steil ansteigendem
Gelinde weiter geschossen wird, als auf wagrechtem Gelinde; oder,
anders ansgedriickt, wenn wie {iblich die Visiereinrichtung der Waffe
ffir Ziele im Miundungshorizoht geteilt ist, so hat man gegen cin
gleichweit entferntes, aber stark erhéhtesZiel nicht dieselbe Visier-
Stellung anzuwenden, wie gegen ein Ziel in Héhe der Waffe, sondern
eine kleinere Visierstellung.

Aus den in § 4 dargelegten Beziehungen ist bekannt, dal wir
uns besonders bei diesen Beispielen im Gebiete des Weitschusses be-
finden und daBl sich die betreffenden Verhiltnisse vollstindig um-
kekren konnen. Jedenfalls aber kann der Fehler, der durch das
einfache Schwenken der Flugbahnen entsteht, absolut genommen sehr
bedeutende Betrige annehmen.*

2. Schwenken nach von Burgsdarff uni Gouin.

I>as Prinzip ist folgendes: Gegeben sei die Machbahn OZx mit
Abgangswinkel (s Abb. 59). Hierzu kennt man die Endfaiihohe
AXZX'= f senkrecht zum Miindungsborizont im Auffallpunkt Z+i so-
wie die Strecke OAx= a. Man denke siech nun O AxZx als ein Ge-
stinge mit den Scharnieren O und Ax oder als eine Angelrute O ,;fx
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%

.'Sl;,,gz '5:—80:‘4,: ERE ]
Fgei £Fiffz f3izc B o
Gelande- 2Y o7 2 523, Z£5%273 ; 3’ 1o
winkel .32 & Eu@’oéo" ,";%":'E w ynd wx
§E°2 £25°9% :3%rs  mw ux
E g §s3ei&Ez T£235
@ = D z Q = ¢
R= ap—e—1b 3 th S = O
78° 2° S 1111 m #52847 m 1736 156
gs 76 4 1791 3535 1 1744 91
1 4 6 2825 - 3713 | 1388 60
o] 14 ! 1 667 1 1525 | 858 129
£) 72 8 1480 28217 1347 9N
1) 70 5 2069 3416 | 1347 65
68 7 2554 3656 1102 § 43
oj e ’j 2 *1117 2094 1 o7 88
6 3 4 1791 29095 1 ni8.5 62
11 64 ¥ 6 2826 3352 1026 44
s 1 62 8 2770 3590 820 30
64 1 668 1140 472 7
o 62 8 1480 2800 820 55
® 60 5 2069 . 2918 849 1
I 58 7 i . 2554 3810 756 30
o- 56 | 9 2966 3565 599 20
54 8819 3724 405 12

—
jol

mit. Schnur AxZzx,; dieses System drehe man um den Abgangspunkt O
als festen Drehpunkt in die Lage OAZ, so dal OA = OAx—a
Die Drehung wird so lange fortgesetzt,

und AZ ~ AxZx=-f bleibt.

bis Zt in das schief ansteigende
Gelande 0Z gelangt, dessen Ge-
landewinkel Z O Zx— E gegeben ist.
Dann soll OZ oder w die Schuf-
weite auf dem schiefen Gelinde fir
den Steilschufl sein, wenn man be-
ziiglich des Horizonts durch O mit
dem Abgangswinkel AOZx— By«
oder beziglich des schiefen Gelin-
des OZ mit dem Aufsatzwinkel
schieft. Dieser Winkel @ und die
SchuBlweite w sind mit eben dieser
Drehung gegeben; man erhilt diese

Grofen entweder durch graphische Konstruktion oder durch Rechnung:
sin ¢ — sin ax *cos E ;
t.w 3= .tgal-cos (E f* ) coseca,
Bei der graphischen Konstruktion wird man bertcksichtigen, daf*
hei der erwihnten Bewegung auch Zx einen Kreis beschreibt. Man
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denke sich vertikal unterhalb O einen Punkt 07 in der Entfernung
60) - AxZ+— AZ = f, so hat man ein bewegliches Parallelo-
gramm O OxZLAx in der ersten Lage oder 0 01 ZA in der zweiten
Lage. Die festen Drehpunkte sind O und O!. Es bewegt sich so-
mit Z+ auf einem Kreise Z+Z mit dem Mittelpunkt in Ox und dem
Radius a. Diese Uberlegung kann auch dazu fuhren, mittels eines
Mechanismus, namlich eines Gelenkparallelogramms, zu irgendeiner
Zielentfernung OZ und irgendeinem Gelindewinkel E den Aufsatz-
Winkel Z O A oder «czu ermitteln. (Apparat hergestellt von der Firma
Haker & Heidorn in Hamburg)

Bei der Aufstellung dieses Prinzips wurde von der folgenden
mechanischen Vorstellung ausgegangen: die Flachbahn 0Z¢ wird vom
GeschoB in der Gesamtflugzeit Psee beschrieben, indem der Luft-
widerstand und die Schwere gleichzeitig auf das Geschof wirken.
Dasselbe Ziel Z+ wiirde erreicht werden, wenn diese beiden Krifte
nacheinander zur Wirksamkeit kimen und je T sec das GeschoB be-
einfluten. Dann wirde das mit der gegebenen Anfangsgesch windig-
keit in der Richtung OAt geschleuderte GeschoBl zuerst etwa nur
dem Luftwiderstand, aber nicht der Schwere unterworfen sein und
folglich in der Geraden OAx bis At gelangen, alsdann unter der
alleinigen Wirkung der Schwere (bzw. unter der Wirkung von Schwere
und Luftwiderstand) von Ax und Zx herabfallen. Diese Strecken
OAx—a und A+ —f bleiben bei der Steilbahn OZ gleichgrofi,
da die Uberlegung dieselbe ist, also wird beim Horizontalabgangs-
winkel AOZ1 der Punkt Z getroffen; der Unterschied zwischen
Flachbahn und Steilbahn ist nur der, daf} bei letzterer die Abnahme
der Luftdichte mit der Hohe sich in etwas anderer Weise geltend
macht als bei der Flachbahn.

Es ist klar, daBb auch diese mechanische Vorstellung im Prinzip un-
streng ist, d. h. sclbst abgeschen von der Veranderlichkeit der Luft-
dichte. Denn die beiden Bewegungen lings ¢ und lings f sind, wie
sich in § 17 mit Verwendung eines schiefwinkligen Koordinaten-
systems deutlich zeigte, nicht voneinander unabhingig; ebenso
wie die GeschoBBhewegungen lings der x- und «/-Achse voneinander
abhingen (aufler fiir das spezielle Luftwiderstandsgesetz, bei dem
der Luftwiderstand proportional der ersten Potenz der Geschwindig-
keit gesetzt wird). Waiare diese Unabhangigkeit fiir endliche Flug-
strecken vorhanden, so wire die Losung des ballistischen Problems
eine sehr einfache. Der Satz vom Parallelogramm der Wege
gilt aber fiir endliche Wegstrecken nur dann, wenn es sich um Krifte
handelt, die nach Grofie und nach Richtung konstant sind. Das ist
Mer nicht der Fall; der Luftwiderstand ist vielmehr variabel. Diese
Methode des Schwenkens stellt also nur ein Ndhernngsverfah-
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ren vor, das mit einem Fehler behaftet ist. Zur Ermittlung dieses
Fehlers kénnen wiederum obige 4 Steilbahnen dienen; man kennt Je
E, e w, kann also ax und wt zeichnen oder berechnen. Wenn man
alsdann die zum Abgangswinkel cx und zu sonst gleichen Umstanden
gehorige richtige Flachbahnschullweite wr beobachtet oder mit dem
V allier sehen Verfahren berechnet, dessen Fehler hier vernachldssigt
werden darf, so kann man die beiden SchuBweiten wx und wr mit-
cinander vergleichen, wovon dic erste wx als FlachbahnschuBweite
zum Abgangswinkel ot gehoren soll, die andere wr als Flachbahn-
schuliweite zu ax wirklich gchért.

Im obigen Beispiel mit 9**80° war u.a. BB= 78° oder «=«2°
gewihlt. Daraus ergibt sich «c= 9°39,8, f= 572,40 m; hieraus
wx= f-cotgax= 336l. Anderersecits gchort zum gleichen Abgangs-
Winkel ax= 9039,8' die wahre Flachbahnschulweite wr — 3088 m;
Differenz 273 m. Will man diesen Fehler in Prozenten ausdrucken,
so kann es zweifelhaft erscheinen, auf welche Schullweite die Pro-
zente zu beziehen sind; nimmt mau hierfiir f¢1, so betrigt der Fehler
8.1 0o. Fiir A7= 76° oder cc= 4° wird wx= 4712 m, wr« 4169 m,
Fehler 543 m= 11,5°/0; far 74° oder a= 6° *wx= 5459,
tor — 4722, Fehler 737 m = 13,5°/0. Auch bei den anderen Bei-
spielen zeigte es sich, dafl der prozentuale Fehler der Methode mit
« ansteigt, jedoch durchweg erheblich Meiner ausfilit als derjenige,
der bei dem gewdhnlichen Verfahren des Schwenken« entsteht.

3» Schwenken nach Percin.

Wenn das Ziel Z getroffen werden soll, das sich auf einem schiefen
Gelande 0 Z, mit Gelindewinkel ZOB =* E in der Enternung w m
befindet, so ist derjenige AufsatzWinkel u beziiglich des Gelandes 0Z

anzuwenden, der bei einer Flach-

bahn OB als Abgangswinkel zur SchuB-

weite p ddp = OB gehort. Hier be-

deutet p die Hprizontalprojektion 0 G

h oder w cos E der Zielentfernung w,; dp

ist = h die Zielhéhe O Z; (-f-resp.—,

“e o je nachdem E > bzw. < 2¢ ist; wenn
4 A *=2 st dp = 0). Unter Umstaa-

den soll d p mit einem Faktor £ multi-

Abb. 60 pliziert werden, der von 1 verschieden
ist und empirisch bestimmt werden mub.

1. Beispiel s.0. 9 80a: Fir o= 2° wird h= 2785 m;

p—-2:v2q7‘185 — %.70 m, also o 647,7 m. Dazu gehoért der rieh-
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tige Abgangswinkel cc*=0°57,45"; nach Percin soll dagegen ce*«2°
sein; Differenz 1°2,55'= 62°/0.

Zu #= 4°, h= 3430 m, Oi15= 992,2 m, wahres « = 1° 41,7,
statt nach Percin 4°, Fehler 58°/0.

Zuef= 6° h= 35695 m, OJB= 12382 m, wahres« = 2° 14,1,
statt nach. Percin 6°, Fehler 63°/0.

2. Beispiel s.0.(@= 75°%:
Fiar « = resp. 1, 3, 5, 7° wird der Fehler 42, 50, 53, 58°/0.

3*Beispicl s.0. (= 70°:
Fir = resp» 2, 4, 6, 8° wird der Fehler 26, 29, 30, 32°/0.

Ergebnis: Das gewohnliche Verfahren, eine Flugbahn zu schwen-
ken, ist bei sehr steilem Schufl nicht verwendbar. Das Verfahren
von Percin gibt unter gleichen Umstanden ebenfalls zu grofle Fehler,
falls nicht ein empirischer Korrektionsfaktor £ eingefiilhrt wird; da
jedoch fiir Gelandewinkel JEbis ca. 66° der prozentuale Fehler bei
dieser Methode ziemlich konstant ausfilt, wird man mit Einfihrung
eines solchen Faktors ofters gut brauchbare Resultate erhalten kénnen.
Verhiltnism#Big noch die kleinsten Fehler entstehen bei Anwendung
des Burgsdorffsehen Verfahrens, insbesondere fiir den rasanten
Teil des aufsteigenden Astes einer Steilbahn kann es, je nach der
gewinschten Genauigkeit, oft gute Dienste leisten.

Neunter Abschnitt.

Sekundire Einfliisse.
Einseitige GeschoBBabweiclrangen.

§ 43. Uber einseitige GeschoBabweichungen im allgemeinen..

Wenn mit gleicher Waffe, gleicher Munition und gleichem Visier
wiederholt nach demselben Punkt Z geschossen wird, gruppieren
sich.die Auftreffpunkte der Geschosse um einen mittleren Treffpunkt
T. Von dieser Gruppierung wird im Abschnitt 11 (zufillige Ab-
w eichungen) des niheren die Bede sein. Hier handelt es sich um
die Lage des tatsachlichen mittleren Treffpunkte T gegentiber dem
beabsichtigten Treffpunkt Z.

Em allgemeinen wird T eine einseitige Abweichung gegeniiber Z
aufweisen, die ihre Ursachen in folgendem haben kann: Bratens
kann die Rohrerhéhung (das Visier), also der Abgangswinkel 9, un-

Cr&nx, Ballistik. 5-Aufl., Bd-I. 1
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richtig gewdhlt sein; dies wird eintreteix, wenn die Zielentfernung
groB oder zu klein geschitzt ist oder wenn zu hoch oder zu tief gezielt
wurde oder durch WindeinfluB oder wenn die Waffe nicht genau ein-
geschossen, d. h. wenn die mit Entfernungsteilung versehene Visier-
einrichtung falsch bemessen ist. Zweitens kann der ballistische Koeffi-
zient ¢ nicbt der normale (schulitafelmiBige) sein, insofern am Vor-
suchstag das Gewicht € eines Kubikmeters der Luft — bestimmt
durch Lufttemperatur, Barometerstand, Luftfeuchtigkeit —, nicht das-
jenige ist, fiir das die SchuBtafel aufgestellfc, die Visiereinrichtung
getroffen ist; in selteneren Fiallen kann die Spitzenform des Ge-
schosses, das Kaliber, das Gewicht von der Norm abwcichen usw.
Drittens kann die Anfangsgeschwindigkeit v0 des Geschosses von
der schufitafelmifBigen abweichen, indem die Pulverladung zu kleines
oder zu groBes Gewicht oder nicht die normale (schulitafelmaBige)
Temperatur und Feuchtigkeit besitzt oder indem der Lauf sich
stark erwarmt hat usw. Viertens kann das Azimut der Schufiehene
unrichtig gewahlt sein, indem Seitenabweichungen zu beriicksichtigen
waren; solche Abweichungen der Geschosse nach der Seite kénnen
eintreten durch seitlichen Wind, durch GeschoBirotation, durch Erd-
rotation (jedenfalls ist in Beziehung auf die letztere eine Unter-
suchung dariiber notwendig, ob dieser Einflul so bedeutend ist, daB
er in Anbetracht der zufilligen unvermeidbaren Abweichungen be-
riicksichtigt werden muB), bei Gewehren kénnen durch das Auf-
stecken des Seitengewehrs Seitenabweichungen erfolgen; ferner werden
solche durch Schiefstellung der Réderachse des Geschiitzes bzw. durch
Verkanten des Gewehrs beim Zielen bewirkt usw.

Solche Abweichungen heifien einseitige oder konstante oder
regelm aBige, da sie im allgemeinen nach derselben Seite gehen.
Sie kénnen ausgeschaltet werden, entweder im voraus durch Berech-
nung oder Beobachtung oder wiahrend des Schiefiens selbst durch
Korrektur auf Grund der Beobachtung (EinschieBen); so werden z. B.
mittels des Aufsatzes bei der Artillerie im voraus ausgeschaltet die
Abweichungen durch GeschoBrotation und meist auch die durch
Schiefstellung der Réderachse. — Allgemein wird man darauf aus-
gehen, Storungen der Flugbahn zu einseitigen zu machen, falls eie es
noch nicht sind; hierfiir geben die Abweichungen der Geschosse durch
Rotation ein Beispiel: die fritheren kugelférmigen Geschosse zeigten
bedeutende Abweichungen nach unbestimmter Seite; durch Einfuhr
rang exzentrischer Geschosse und Einlagerung der Kugel entweder
mit Schwerpunkt nach oben oder nach unten im Rohr wurden die
Abweichungen zu regelmiBigen gestaltet und konnten damit von
vornhercin beriicksichtigt werden.
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§ 44. Einflu} einer kleinen Anderung des Abgangswinkels &
oder der Anfangsgeschwindigkeitv: oder des (von Kaliber 2R,
Geschofigewicht p , Formfaktor; und Luftgewicht o
abhingigen) ballistischen Koeffizienten .

Beziiglich der einseitigen GeschoBabweichungen handelt es sich
zundchst in diesem § 44 um Aufgaben der folgenden Art: Ange-
nommen, unter den Verhaltnissen, die der Schufitafel eines Geschiitzes
als normal zugrunde gelegt worden sind, also bei den schufitafel-
méafigen Werten von v0 und ¢ miifite bei Verwendung des Abgangs-
winkels @ das Geschofl nach der Zeit ¢ in einem bestimmten Punkt
(cy) und unter dem Neigungswinkel # der Bahntangenfce gegen die
Horizontale angelangt sein. Von diesem Punkt (xy) oder P eines
bergigen Gelindes aus steige das Gelinde unter cinem bekannten
Boschungswinkel an oder falle es unter bekanntem Winkel ab, Nun
moge an einem Versuchstage entweder die Anfangsgeschwindigkeit
v0 um den kleinen Betrag Av0 gegeniiber dem schuBtafelméBigen
Wert v@ sich gedndert haben, oder moge der Koeffizient ¢ aus irgend-
einem Grunde, etwa durch meteorologische Einflisse, um dc¢ anders
liegen, oder mége @ um Acp anders genommen worden scin; oder
aber konnen alle drei Grofien v(> ¢ und @ sich gedndert haben. Man
will ohne weitlaufige Berechnungen erfahren, welcher Punkt P17 des
Geliandes an Stelle von P mutmaflich getroffen werden wird. Eine
andere Aufgabe stellt sich bei dem Erschieen von Flugbahnen ein:
es sei eine Flugbahn eines Artilleriegeschosses durch phofcogrammetri-
sche Sprengpunktsaufnahmen, (vgl. Band III) punktweise festgelegt
worden, zum ersten Sprengpunkt gehéren dann die gemessenen Ko-
ordinaten xx und yI und die gemessene Flugzeit £I19 zum nachsten
Sprengpunkt gehéren die Werte #3133 usw. Man wiinscht die sdmt-
lichen Messungstripel xy¢ auf die schufitafelmafBligen Werte von v0
und c, sowie auf Windstille zu reduzieren. Die meisten Aufgaben
solcher Art werden sich auf die Elemente des Aufschlagspunkts im
Miindungshorizont bezichen. Haufig handelt es sich um die Frage,
welche Anderungen A J, AT, Aco die SchuBweite X, die Gesamt-
flugzeit T und der spitze Auffallwinkel co erfahren, wenn @ um Acp
oder vQ um Av0 oder ¢ um Ac gedndert wird oder wenn, alle drei
GroBen ¢, v0 und ¢ sich dndern.

Zur Losung solcher und dhnlicher Aufgaben sind von zahlreichen
Ballistikem mehr 6der weniger umfangreiche Berechnungen angestellt
und Formeln aufgestellt worden, insbesondere von St. Robert,
Siacci, Sabudski, Ingalls, Charbonnier, Vallier, Veithen,
Stibler u. a. Dabei muf* auf einen wichtigen Punkt aufmerksam
gemacht werden: alle solche Differenzenforineln zur Berecllé&lung von
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dx, dy, dt, d&, bzw. von dX, AT, Ae> bringen bei ihrer tatsich-
lichen Verwendung notwendig Fehler mit sich, die um so grifler
ausfallen, je groBer die Anderungen A<p, Av0, Ac sind; denn bei
der Aufstellung der betreffenden Formeln werden die Differentiale,
also die mathematisch unendlich kleinen Anderungen naherungsweise
durch endlich kleine Unterschiede ersetzt. Daher dirfen die betr.
Formeln nur fir sehr kleine Betridge von A<p, Av0, de benitzt
werden (dartber s. w.u). Und falls es sich doch um einiger-
malBlen betrachtliche Unterschiede in g9 v0 und ¢ handelt,
tut man besser, die Differenzenformeln nicht zu verwen-
den, sondern mit den neuen Elementen ¢ dtp, v@Qf- dt
¢-j-de die ganze Flugbahnberechnung neuerdings durch-
zufithren. Aus diesem Grunde ist es auch von geringem Interesse
fir die praktischen Bediirfnisse der Ballistik, wenn zur Berechnung
von dx, Ay, Al, dg? bzw. von dX> d T, dco komplizierte Formel-
ausdriicke aufgestellt werden. Vielmehr wird man darauf ausgehen
miussen, einfache und leicht benttzbare Differenzenformeln
aufzustellen. Solche Formeln sind diejenigen, die wohl als Erster
C. Veithen mit Hilfe des Siaccischen Lésungssystems entwickelt
hat. Im folgenden sollen unter A. einige der Veithensehen Aus-
driicke abgeleitet werden und zwar zunichst aus dem besonders ein-
fachen Losungssystem von Piton Bressant, weil sich durch diese
Ableitung deutlich zeigen 1dBt, daB man, je nach den willkiirlichen
Annahmen und Voraussetzungen, die man zu Hilfe nimmt, richtige
Differenzenformeln der verschiedensten Art aufstellen kann. Alsdann
werden unter B. die allgemeinen und genaueren Formeln entwickelt,
die E. Stibler gegeben hat und in denen die Veithen sehen als
Spezialfalle enthalten sind. Darauf folgt dic Zusammenstellung der
Foxmein samt einigen Zahlehbeispielen.

A. Eine Flugbahn sei unter den nicht schufitafelmiBigen Ein-
flissen des Schiefitages durch photogrammetrische Sprengpunktsauf-
nahmen punktweise festgelegt worden; man will nun die einzelnen
erschossenen Punkte auf normale Verhiltnisse reduzieren» wobei ¢
um de, v0 um Av0, 9 um d<p zu andern sei. Hier soll es sich
allein um die Anderung von ¢ (bei gleichbleibenden “Werten von %
und <p) handeln. Um welche Betrage Ax, Ay, At sind die gemessenen
Elemente x, ,. . eines bestimmten einzelnen Flugbahnpunkts abzu-
andern1

Man hat zu diesem Zweck die Flugbahn 1 (vgl. die schematische Ab-
bildung 61) in eine andere, der ersten unmittelbar benachbarte Flug-
bahn'2 umgewandelt zu denken, die denselben Abgangspunkt O, die-
selbe Anfangsgeschwindigkeit v0 des Geschosses und dieselbe Anfangs-
tangente besitzt. Es fragt sich, welcher Punkt an Stelle des Bahn-
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punkts P oder (a;y)'zum Zweck einer solchen Reduktion auf normalen

Wert von ¢ (z. R. auf Normalluftgewicht am Boden) zu nehmen ist.

Hierbei hat man freie Wahl, die Flugbahn 2 an der betreffenden Stelle

entweder dadurch festzulegen, daB von P aus auf derselben Vertikalen,

also bei konstantem x — O A zu einem Punkt Px der Bahn uibergegangen

und das zugehorige Ay —

PPX berechnet wird, oder

aber bei konstantem y — AP

von P aus zu einem Punkt P3

weiterzugehen und das zu-

gehorige Ax — PP2 zu er-

mitteln, oder endlich sowohl Abb. 61.

x als y sich dndern zu lassen, x um PB = Ax und y um J3Pg= Ay.
Im letzteren Fall mufl selbstverstindlich eine Annahme iiber die

Richtung der Anderung PP8 eintreten. Z. kann vorausgesetst
werden, daBl dabei die Verschiebung von P bis*Ps auf einem ge-
gebenen schiefen Gelinde vom Gefille — 1, oder daB sie auf der

durch P gehenden Kurve gleicher Bahngeschwindigkeit v, oder auf
der" Kurve gleicher Horizontalgeschwindigkeit vcos# erfolgen solle.

Auch die Berechnung dieser kleinen Anderungen von y bzw. von
x9oder von x und y kann auf sehr verschiedenen Grundlagen er-
folgen. Z.B. dadurch, daBf dic Flugbahn an der Stelle P durch cine
geeignete ganze rationale algebraische Funktion vom 3. Grade in x
also etwa durch eine Kurve nach Piton-Bressant ersetzt wird.
Dessen Gleichungssystem war (vgl. § 32):

y= «tgp- 2 I+ K x)yrerereerrrenennns 1
fegtf — tg<p — 2t cos* ?,(2 + 3Kat), 2
vo coB @
Lo yi-t- &Kx* * * oo )
2 [+3Kali—1
9 v0cos Ip*

'Dabei ist der empirische Faktor K dadurch bestimmt, daB der
PunktP gegeben ist, also daBfi in.(l) xy v0 bekannt sind. K ist
dem Fritheren zufolge proportional dem ballistischen Koeffizienten ¢
und dieser proportional z. B. dem Duftgewicht <& so daB man hat

AK Ae Ad

Wenn man nun zunichst von P nach P+ ibergeht, also x konstant
1aBt, so wird bei einer imendlich kleinen Anderung von H in 21+ dK
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3
dy = PPX  oueoco dK4 Werden hier statt der Differentiale
endlich kleine Differenzen genommen, so ist mit Ricksicht auf (5)
gxaK Je

y 2 v(icos2¢ ¢ ]
Diesec Gleichung, in der K zuvor fiir jeden solchen Punkt P oder
{xy) aus (1) berechnet zu denken ist, konnte zwar zur Reduktion
auf normales Luftgewicht dienen. Aber es wire immerhin damit
die Unbequemlichkeit verbunden, dal man eben diese Berechnung
von K aus (xj/) jedesmal ausfithren miifite; aufierdem werden die

Ausdricke fiir At und fiir A {ycos & etwas weniger einfach.
Deshalb moge cin anderer Weg gesucht werden. Von Punkt P
gehen wir zu einem Punkt P3 in der Weise uber, daBl dabei vcosd
konstant bleiben soll. Die obige Gleichung (3) 1afit dann sofort er

kennen, dall jetzt K « konstant bleibt, so daB = —42,
Ferner geht aus (4) hervor, daBl alsdann ¢ umgekehrt proportional
K bleibt, also ist auch Aus Gleichung (1) folgt
durch Ableitung, da Kx konstant und dx Alsty

- g s G-VX-dx R de , gxXl-\~Kx) gdc.
dy = tg(p "dx 2v*cos*<p + — tg<p*X %0%2005213 ¢

also ist wegen (1)
d
dy= Z(—x-tgp+ 2stg<p —y) (xtg 9— 2y).

Damit sind zur Reduktion auf den normalen c¢c-Wert die folgenden
Differenzengleichungen abgeleitet:

K‘x R J é-ewx; ®
Ay= -\~~fx-lg<p — 2y); ©)
_— E (10)

Altgw) =~ (tgp—tgn). (1n)

Analog -lassen sich. Gleichungen fiir die Reduktion auf ein anderes
v0 und ein anderes 9 bilden.

Veithen hat, wie schon erwihnt, diese Gleichungen (8) bis (11)
in anderer Weise, namlich mittels des Siaccisehen Lésungssystems
abgeleitet. Dieses war (vgl. 5. Abschn) das folgende:

tg #=. I d* )

y Xtgpor oA, — Ay, — JU>, — Du,)te



Einfluf einer kleinen Anderung des Abgangswinkels ¢ usw. 279

Wenn ¢ in ¢ + de iibergeht, moge x in x-j-dx und gleichzeitig y
in y + dy derartig iibergehen, dafi u oder somit auch vcosim

konstant bleibt: Da e und y als Konstanten der Ldsung gefiihrt
werden, ergibt sich, dafl in dem Gleichungssystem die sdmtlichen
Klammerausdriicke auf der rechten Seite ungedindert bleiben. Und
daraus wiederum folgt, daB x-c; t-¢; (tg<p — tg&)-c; (astg<p— y)~c*
konstant bleiben. Die drei crsten dieser vier Bezichungen licfern
sofort die obigen Gleichungen (8), (10) und (11). Und aus der letz-
ten Beziehung ergibt sich durch Ableitung (tg 9*dx —dy) ca

+ 2¢c.de-(xtgop—y)= o oder dy~ tgtpdx-f-2(xtgp—

und daraus folgt, da = —x ** ist, wieder die obige Gleichung (9).

Zu bemerken ist noch, dafl diese Ableitung von Veithen auch &n>
Gltigkeit hat, wenn man sich die Flugbahn in mehreren einzelnen
Bogenstiicken berechnet denkt, deren Enden aneinander anschliefien,
und dafl folglich das Gleichiingssystem (8) bis (11) auch auf Steil-
bahnen Anwendung finden kann.

Um dieses Gleichlingssystem auch fir den Auffallpunkt im
Mindungshorizont (also fiir x= X,y= o0, &= —<&t— v—ve
aufzustellen, hat man die obige Abbildung 61 fiir diesen Punkt zu
spezialisieren (vgl. nebenstehende Abbil-
dung 62). Die Linie 1 mége das letzte Stiick
der Flugbahn darstellen, die zum Werte-
tripel ¢, v0, ¢ gehort, dabei sei Px der Auf-
fallpunkt; die Linie 2 mége ebenso das Ende ____
der Bahn mit ¢ Ac¢, v0, < vorstellen, " ' *u A
wobei Jfa der Auffallpunkt ist. Dann ist
AX — P+P» die Anderung der Schufiweite
im Miindungshorizont. Wenn man sich nun wieder wie oben die Glei-
chungen (8) bis (11) abgeleitet denkt, hat man sich vorzustellen, daf}
der Punkt PI zunichst iibergeht in den Punkt P3, welch letzterer
gegeniiber P* die Abszissenanderung Ax = PIB und die Ordinaten-
anderung Ay — B Ps aufweist. Alsdann ergibt sich aus dem rechtwink-
ligen Dreieck BP~"PSi daBAX —PIB -\~BP9= Ax+Ay-cotg(co-f-Acd)
ist. Entwickelt man cotg (co -f- Acd) und 146t unendlich kleine Grofien
von der zweiten und von hoherer Ordnung weg neben solchen von
der ersten Ordnung, so wird

AX —Ax J-Ay-cotgeo. (12)

Wenn man hier fiir Ax und Ay die Ausdrucke in (8) und (9) ein-
setzt und zugleich beriicksichtigt, daBl es sich jetzt um den Mun-
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dungshorizont, also um x = X und y =* o handelt, so erhilt man
AX tg o>—tg ¢ Ac
X tg o ¢
Ebenso lassen sich die betreffenden Ausdriicke fiir die Anderung AT
der Gesamtflugzeit T und fiir die Anderung d co des spitzen Auffall-
winkels co gewinnen, namlich
dT== (X;itr:./‘" — J’;)—c : dco = . tget> :am(y+co<s'>)«ooao)!J -Ag Y
Was ¢ selbst anlangt, so ist nach dem Zonen-Luftwiderstandsge-
setz von Mayevski-S&budski, also wenigstens angenshert, ¢ pro-
portional dem GeschoBlquerschnitt dem Luftgewicht 4 am Ver-
suchstag, dem Formfaktor i und umgekehrt proportional dem Ge-
schoBgewicht P; es ist somit
Ac 0 AM ( Ad | Ai AP
— ~ 2mjsT+ T~4 1 P";
und tber die Abhingigkeiten von i bzw. S selbst vgl. Nr. 10 bzw. 15.

B. Allgemeinere Gleichungen, in denen die oben abgeleiteten Glei-
chungen (8) bis (11) enthalten sind, hat E. Stiblet entwickelt, in-
dem er von der Didion-Bernoullischen Lésung (§ 25) und da
mit von Potenzgesetzen cvn fir den Luftwiderstand ausging: die
Gleichung (1) von § 25 (Zusammenstellung) lautete, aufgelést nach
(%)

B (z) = 2 {00008y jrfI("tgy~y) (14>
wobei
zasc 'aw 1 (1 — 2) (vooos -a;. (15)
Wird (14) logaritbmiert und dann differentiiert, so erhalt man, falls
der Differentialquotient von B (z) nach z mit B’ bezeichnet wird,
P . g . duQos @) . x-d (tgy) 4-dx-tg gp—+dy 2*dx

vocoft 9  * x-tg 9—y x,9
oder

(*-tg 9—y)*L.dz

jg- laBt sich fortschaffen, indem man die Horizontalneigung # der

Bahntangente einfiilhrt. Geht man zu diesem Zweck langs der Flug-
bahn (fir gleichbleibende Werte von v0 und ¢p) weiter, so ist dv0—o

und dip = o; ferner ist dz = ||-da; oder nach (I1B) dz = ~ -da: zu

setzem Die aus (16) so entstehende Gleichung hat die Form dy — ff.d *.
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Setzt man = tg#, so hat man
(xtg <p-y)$*d 2V tgp—i1g&.

Somit ist nach Gleichung (16)
(2p —xtgg> —xtg&) dz

. A Quboos<p) ) -
2(etgip woed Ve (~ —tg I —dy. (7)
Wird jetzt auch Gleichung (15) logarithmisch differentiert, so folgt
dz 21d000Q3y) d o *9
z JoooBp 1K 1) T *¢ ' ox (18)
So ergibt sich schliclich:
dy-dx tgd-=~ A 008 - i Qn- 8)x-ty &—2(a.= 1)y>

+A8f+{(wED7r+2}Cacltey +adtgd —21/). (19)
ir « kann dabei nach Nr. 24 der Wert . oder auch ein Mittel-

wert von secq’, z B. nach Hélie ¢ = Vsogcqa oder naherungsweise
einfach eine Konstante gesetzt werden; im letzteren Fall ist dec= o)
In gleicher Weise Lifit sich eine Formel fiir die Anderung von
# oder von v oder von t ableiten. Hier moge noch diejenmige fiir
di entwickelt werden:
In § 25, Zusammenstellung» Gleichung (4), wurde erhalten
#D{)

v0cos 9 wobeil z=*(n —2) ¢ * 1-(yOcos ¢>)*~2% . (20)
Durch logarithmische Ableitung wird daraus
d dz d@loos< d(uooay) , dz\ 1)
t oz viooatp d~-Jj@€) Nc oW o w+¥+ .- thoosw 1x I

Wenn man in Gedanken auf derselben Flugbahn vorwirtsschreitet»
so ist decasaQ; d<p= 0; d(v0cos 9= 0; dot=o0,und es ist R
Die Gleichung (21) wird dann zu der folgenden

1 di Lor D' 1 1 (22)

t dz FiUUYR 't voosd *

l A

I, - ) J#
Damit 148t sich z ~ aus (21) climinicren; denn es ist #+- °g wee
Damit wird (21):

n
veos# r LvTOSH VvV ; J rwSo

FL&* x> (23)
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Und die ertsprechende Formel fir d& wird:

& (tg — co8*9g
- "7'SZH****—myg>+<"»o(lo-""y+6rSi.)]
— [% »— <«g>+t. " L) ]- [» + (» — i>4r]- M

Biese drei Stiiblersehen Gleichungen ((19) fir dx bzw. dyt 23
fir dt¢ und (24) fir d tg# und damit fiir d{f) gestatten, wenn die Biffe-
rentiale durch endliche Differenzen ersetzt werden, die durch eine
kleine Anderung von vO oder ¢ oder ¢ bewirkten Anderungen A4»,
Ay, At, A &der Elemente einer Flugbahn festzulegen. Babei kann
A x willkiirlich gewshit werden, und dann ergibt sich d y aus (19);
oder aber wird Ay willkiirlich gewéhlt, und dann folgt Ax aus der-
selben Gleichung (1.9); A¢ aus (28); d 9 aus (24). Z. B. moge es sieb
lediglich um eine kleine Anderung A vo der Anfangsgeschwindigkeit vo
handeln. Dann ist A 9= 0 und d ¢ #=0; zugleich sei das quadra-
ti sehe Gesetz (n =2) vorausgesetzt und es sei @ niherungsweise kon-
st ant genommen, Acc— O. In diesem Falle wird man d x willkirlich
gleich Null wihlen und hat alsdann zusammen:

Ax=o0;dy= 2(ztgq?—y ) ' ~A % —t-
A (tg#)==-+*2(tgp—tg#)'~~ oder d&— 2* A *cos$ ¥

Wenn dagegen lediglich der Einfluf einer kleinen Anderung de von ¢
berechnet werden soll, so dafl dvo— o und Agp — 0 ist (und dazu
wieder Aa = o und n = 2), so empfiehlt es sich nicht, Ax =0 =
setzen, um Ay zu bestimmen, weil in den Ausdruck fiir Ay noch
der im allgemeinen nicht ohne weiteres bekannte Neigungswinkel #
der Bahntangente erscheinen wiirde. Aus “diesem Grunde wird man
vielmehr Ax derartig willkiirlich wahlen, daB tg & herausfillt. Dies

ist der Fall, wenn man wiahlt: Ax = — 0o & denn dann wird aus
(19) erhalten: Ay =+ ~~(Irtg 9— 2y), ferner aus (23): dt = ---p *

und auB (24); A(tg&) = -l~~p (tg 9— tg &), wie ohen in *8) bis (11).

Wenn von dem Punkt P oder (xy) aus das Gelinde unter dem
bekannten Boschungswinkel f ansteigt und gefragt wird, welcher
Nachbarpunkt Px statt P auf dem schicfen Geldnde getroffen wird,
falls ¢ um A ¢ sich dndert, steht die Wahl der Anderung d x nicht

frei, sondern man hat zu nehmen * = (gf; also aus dx*= Ay‘Cotgf

hat man mittels (19) Ay zu berechnen und hat damit den gesuchten
Punkt Pr
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Was den Exponenten n anlangt, so pflegt man fiir Kanonen und
Gewehre zu nehmen: n= 3; fir Haubitzen und Moérser: 2;
dieser Vorschlag scheint zuerst von F. Siacci gemacht worden zu sein.
Besser diirfte sein, nach dem Zahlenwert der Anfangsgeschwindigkeit vo
zu unterscheiden: 11= 2 fir vo<; 300 m/sec, 3 fur vo> 300 m/sec.
Siacci hat auch bereits die in der nachfolgenden Zusammenstellung
aufzufihrenden Formeln fiir die Verdnderungen im Auffallpunkt ab-
geleitet. Und wenn mitunter fiir die durch eine Anderung von 9
bewirkten Anderungen von X, Tt a etwas abweichende Formeln fir
den Auffallpunkt angegeben werden, so rithrt der Unterschied meist
davon her, dafl @ zum Teil angendhert gleich einer Konstanten, zum
Teil gleich einer Funktion von <p =z B. nach Helie ¢*= yseco»
gesetzt wird.

C. Zusammenstellung der Keduktlonsformeln.
a) Fiir einen, beliebigen Flugbahnpunkt (mit ae, y 9t9#).
I. Fiir uo>> 300 m/sec.

1. Allein der ballistische Koeffizient ¢ dndere sich um d-¢; dann ist

Ax= - (25)
Ay= " -(atg 9 —2y), (26)
ALr-na, @7
Atg &)= £ (lgp—tg &). @8)

2. Allein die Anfangsgeschwindigkeit vQ dndere sich um A v0;
dann ist

41=.~ %, (29)
“w
Ay = - -(3 xt'gy—4y), (30)
At= —2-— |, 31)
14
dig&)—+ 3% “tgp—tg&). (32)
3. Allein der Abgangswinkel @ &ndere sich um A g dann ist

Ax= x-tg 9HA (33)

Ay= [x—2(xtgp—2y)tgH-Ag* 39

At= 21tgqo-A<p, (33)

Altg™®=(2cotg 29p—tg p-)- 3tgtgp-A (33)
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11. Fir ¢0C 300 m/seo.
1. Allem der ballistische Koeffizient ¢ dndere eich um Je; denn ist

Je
- X 37
Ay= + Je sQetg<p — 2y), (38)
% ==r—Apss 39)
J
4(tg0) = -|-7° -(tg o — tgh). 40)

2. Allein die Anfangsgeschwindigkeit eQ indere sieh tun dv(;
dann ist A

Axm 0. (41)>

Ay .o, — ) 42)

ar. o, 3)

A(tgd)= + 2—34tg 9 — tg#). 44)

3. Allein der.Abgangswinkel ¢ éndere sich um Jg¢>; dann ist

J *« o, (45)

dy*=*[x — (x tg<p — 2y)-tg<pl-J @ (46)

J tasstotg (p*J @, 47

J(tg = 24gp*(cotg2p+ tgth*) < (il

t> Fiir den AuffAllpunkt Im Kflndungshorlsoiilt (mit X, T9co, i?J.
I. Far > 300 m/sec.
1. Allein der ballistische Koeffizient c. ndere sich um A ¢; dann ist

AKX Je tBco—1tge
X cfl *
de/Xtgy _
IT- s 7 (60)

LI T Xwyo sin (y 4- <9-cos <o
Jw: g wmse I

2. Allein die Anfangsgeschwindigkeit v0 #ndere sieh um Juvg;
dannlist
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3. Allein der Abgangswinkel @ andere sich, um A ¢p; dann ist

A= 5|72 ootg2 99— tgtp 4- tgceo)-dip, (55)
p-<8<yz r ts” +»*m]w*.c«. (66)
Jeo= A —cosco(2cotg2 p—tg<p—3tgeo)] *tep *oosa>*Acp.  (BT)

II. Fir v@< 300 m/sec.
1. Allein der ballistische Koeffizient ¢ dndere sich um A¢; dann ist

— Py
AX —A—g B (58)
17= q\ébsmco } 7 59)
~ _Ae TgX-tg ¢ __ sin(y + to)-cos ¢ 0
¢ L~-tgeo wstp *d 6
2, Allein die Anfangsgeschwindigkeit vo dndere sich um A v@
dann ist
*
ﬂX v tge 5?121
j fy__dty ,(2X-tg 9_
jw_dt g, fe 4 Js ©62)
Aco= 2AV HWHW MW&WMWH (63)
vo vi- tg0>
3. Allein der Abgangswinkel ¢ dndere s1ch um A ¢ dann ist
AX 2tgip
X tg2ptgo™ P ©64)
AT— Gegge gdu i ) iged® 65)
Aow—2al~ — cos comeotg 2 @-f- sin coj -cos ed-tg <pz gy (66)

Beispiele. 1. Bei photogrammetrischen Aufnahmen mittels Kanonen-
Schrapnells seiz. B. der Sprengpunkt x « 6200 m, y = 3820 m, gemessen worden,
dazu mittels der Tertienuhr die Flugzeit ¢« 24,5sec. Babel war v0« 580 m/sec,
9"— 4:) und das Tagesluftgewioht 6 « 120kg/m8. Es sollen die Messungen

*auf das N. orma]luftgewwht# 22 kg/m8 reduziert werden.

Es 15t 0,02, somit O C l.AV also hat man nach (25), (26)
und (27):
Ax« — 6200 —103 m; daraus x —6097 m der reduzierte Wert*
dy = -1 (6200 £g459—2-3820) « —24m; y —3796m der redoz. Wert,

A A 24,5.« —0,4 sec, daraus #«24,1sec » ' » »
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2. Wihrend des SohieBversuohs habe Wina geherrscht, der in der Schuf}-
riohtung eine Geschwindigkeit wp m/seo besitze. Man will die Flugbahn
Punkt fiir Punkt auf Windstille reduzieren. Welche Anderungen
Ax, Ay, Al sind an den Elementen x, y, ¢ eines einzelnen Bahnpunkts anzu-
bringen?

Wie in Nr. 46 u. folg, gezeigt werden wird, hat man, zunéchst bel unver-
andertem x, statt vO..s ¢ einen um A (v0cos (p)= -l-wp und statt tg<p enen

um A (tgy) ~ v.-fcf:i, groficren Wert anzunchmen oder statt < cinen um

Ap=-f ‘8mff kleineren Wert. (Dabei ist vorausgesetzt, daB sich der Bahn-

punkt (xy) nahe dem Mindungshorizont befindet and daB in diesem Punkt
derselbe Wind herrscht wie am Erdboden; anderenfalls hat man der Hohe nach
mit sukzessiven Windzonen zu rechnen).

In den Gleichungen (19) und (23) ist folglich, wenn zugleich das quadra-
tische Gesetz angenommen wird (n**2) und wenn von der Anderung von «
mit (p ndherungsweise abgesehen werden soll, folgendes zu setzen:

d(0o0s P« wup; dp= o T 2, de=o0; dix—0; dx« 0.
Damit wird:
Ax —o,
X‘WP’sin g W
— P oo v —x
AY 55 UOCOS P (2atg 9—2y) — th-cosay V0ewe (2 y —xtg<p),
v0cos<p

Endlich hat man noch zu bericksichtigen, daB in der Zeit ¢ das Luftmeer sioh
um wP’t fortbewegt hat, also statt x zu setzen x —wp-t.
Im ganzen reduziert man alsoden Bahnpunkt auf W indstille, indem man:

x ersetzt durch x —uwp-t,

gleichzeitig y » n kgy—x*g 9. und

y @ Cos ¢

¢ » o « e
vqg 008 <

3. Das ungefihre Mafl von Unsicherheit, das mit der Verwendung der
Differenzenformeln an Stelle einer Wiederholung der betreffenden Flugbahn-
berechnung verbunden sein kann, lafit sich ans den folgenden Bereohnungs-
recult&ten erkennen, die im baU. Lab. von dem Hérer Lt. Lu pasou ecrhalten
worden waren:

Fir' eine Feldhaubitze und fiir die Schullweiten 500, 1000, 2000, 4000,

5000 m mit v0=295 m/seo fand sich bei der Annahme einer Anderung
A« ml2m/seo a) nach dem quadratischen Gesetze (n = 2) baw.: A X = 38, 86,
176, 324, 383m; b) nach dem kubischen Gesetze (n «*8) bzw. 4 X =*82, 78,
163, 283, 319m; o) durch Wiederholung der Flugbahnberechnung: J X *=39,
83, 162, 300, 347m. Und bei der Annahme einer Anderung Aip*** 10' des
Abgangswinkels fand sich a) nach dem quadratischen Gesetze AX =* 48 46;
40; 27,5, 19m, b) dnroh Wiederholung der Berechnung dagegen 4 X ~ €0,
46; 38,5; 26,5; 18m,

Fiir ein Gewehr und fiir die Schuiweiten 500,1000,1500 m mit v@™ 875 m/sec
ergab sieh bei der Annahme Jv0*25 m/seo: a) nach dem quadratischen Gesetz
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jX*bzw. 20; 28,5; 39,5m; b) nach dem kubischen Gesetz bzw. 15,5; 140,
155 m; ¢) durch Wiederholung der Rechnung 25,5; 22,5; 28,0 m. Ebenso bei
der Annahme dtp » B # a) nach dem quadratischen Gesetz d_X‘=bzw. 129, 65,
26, 15m; b) gemaB Wiederholung der Berechnung: 110; 54,5; 27;*14m.

Anmerkung. Hinsichtlich des Einflusses, welchen eine Anderung der
Lufttemperatur auf die SchuBweite ausiibt, ist noch folgendes zu sagen.
Wenn sich die absolute Temperatur 7' der Ruft unter sonst gleichen Umstinden
tim AT #ndert, so dndert sich der Luftwiderstand gegen das Geschof und
daher die SchuBlweite zunichst deshalb, weil das Luftgewicht und damit der
ballistische Koeffizient ¢ umgekehrt proportional T ist (vgl. § 15, Gleichung (II))-
Dieser EinfluB ist durch den Ausdruck (49) bzw. (58) nach § 44 angegeben.
Aber auBlerdem scheint eine Anderung der Temperatur noch aus einem
anderen Grunde den Luftwiderstand und folglich die SchuBweite zu modifizieren :
Wenn das Geschol mit Unterschallgeschwindigkeit fliegt, andert sich mit
der Temperatur der Luftwiderstand insofern, als die Viskositit eine andere
wird (dieser EinfluB wird um so weniger bedeutend, je mehr sich di©
GeschoBgeschwindigkeit der Schallgeschwindigkeit nahert). Bei Uberschall-
geschwindigkeit des Geschosses insofern, als die Elastizitit der Luft, also die
Schallgeschwindigkeit eine Funktion der Temperatur ist; denn dic Schall*
geschwindigkeit ist proportional ~fT; wenn also allein die Temperatur der Luft
groBer wird, so wird der Winkel der Kopfwelle und Sehwanzwell© gréBer; die
Wirkung ist die gleiche, wie wenn die Gescbofigeschwindigkeit allein fiir sich
und damit der Luftwiderstand kleiner wiirde. Mit diesen Fragen haben sich
inshesondere G. Darrieus, P. Langevin, E. Jouguet und ,M. Garnier
beschaftigt (vgl. Lit.-Note zu § 8 his 16, theoretische Ableitungen); Garnier
gibt auch Zahlenberechnungen dazu an. Es wird notwendig sein, die be-
treffenden GesetzmiBigkeiten genau zu prifen und, wenn sie véllig geklart
sind, eventuell diese Einflisse regelmiBig rechnerisch zu beriicksichtigen.

§ 45. Geschoflabweichungen durch schiefen Raderstand
bzw. durch Verkanten des Visiers beim Gewehr.

Wird mit Erhohung geschossen (Abgangswinkel positiv), so weicht
das GeschoB nach der Seite des tiefer stehenden Rades bzw. der zu
tief gehaltenen Visierkante ab.

Um die Grofie dieser Abweichung zu erhalten, denke man sich
die Waffe erstens im unverdrehten, zweitens im verdrehten Zustand.
Im ersteren ist (s. Abb. 63) VO die nach dem Ziel Z weisende Visier-
linie; 8 O die Seelenachse, 9 oder VO 8 der Erhohungswinkel (oder*
wenn von dem Ahgangsfehlerwinkel abgesehen wird, ndherungsweise
auch der Abgangswinkel). Im zweiten Zustand stellt 8%0 die Lage
der Scelenachse im Raume dar; Visierlinic VO hat ihre Lage bei-
behalten, fungiert also hierbei als Drehachse; ! ist der Verdrehungs-
Winkel.

Senkrecht zur Visierlinie VO sei eine Ebene durch das Visier
F gedacht. In dieser Ebene (die in den Seitenrissen fiir sich her-
ausgezeichnet ist) gelangt der Punkt 8 der Seelenachse bei der-
Brehung nach Sx. Im AufriBf stellt sich die neue Lage der Seelen-
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achse als AO dar; im Grundri} als S%Or Innerhalb der Vertikal

ebene durch SxO liegt die neu© Flugbahn, also der neue Erhéhungy,
winkel gae» *

ein g ist gleich AV oder h *cos£, dividiert durch den ‘wahren;
Abstand von O und & (s. Abb. 63) »
sm gx — jj&g *cos %— ein ¢> *cos t.
Der durch Verdrehung um i bewirkte Fehler in der Eis

hohung ist also dadurch "igeben, daB im verdrehten Zustand der
Frhohungswinkel nicht <9 sondern 4x ist, wobei

singx  sin<p*cosi. )]

Abb. 63.
Die durch die Verdrehung bewirkte Seitenabwei-
chung stellt eich im Grundril durch den Winkel g dar, fir den
tgf« SxV:OV=*ASX:0OV— -sint, somit

tg/l *=tgge>*sin*. @
Bei der Schufiweite Xm ist somit die Seitenabweichung 2, in Metfera
gemessen, z= ~ X tgf9also ungefihr

z— Xtg<p -sini. 3)
Bei kleinen Winkeln ¢ und i ist ndherungsweise

z— (8 und i in Graden). (4)
Beispiel: 9. 4°36, X *= 1800 m; *6°; Seitenabweichung
‘4 EQ %
naherungswelse %% d 80(;1‘88 5; 12,5 m.

Die obigen Betrachtungen, die speziell fiir Gelandewinkel Null
und fiir Gleichheit von Aufsatzwinkel und Abgangswinkel gelten, lassen
sich selbstverstindlich auch mit sphéarischer Trigonometrie durch-
fuhren; zu diesem Zweck denkt man sich um O eine Kugel mit der
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Lingeneinheit als Radius beschrieben usw. J. Didion denkt sieh,
um die notwendigen Korrektionen der Seiten- und Héhenrichtnng
szu finden» die Drehung nicht um die Visierlinie, sondern um die Seelen-
achse ausgefihrt. Unter gewissen Voraussetzungen iiber den Ab-
gangswinkel bleibt dann die Anfangstangente der Flugbahn und da-
mit der Treffpunkt auf der in X m Entfernung aufgestellten Verti-
kalscheibe unverandert. Dagegen verschiebt sich der Schnittpunkt der
verlingert gedachten Visierlinie mit der Scheibe. Diese Verschiebung
nach der Seite des hoher stehenden Hades ist die erforderliche Korrektion.

Uber die verschiedenen Mittel zur Ausschaltung des schiefen
Baderstandes bei Geschiitzen und iber deren vollstandige Theorie
vgl. man in erster Linie die Schrift von O. v. Eberhard (s. Lit.-Note).

§ 46. Abweichungen durch Wind. Einleitende Bemerkungen.

In §§ 46 bis 53 ist von Relativbewegungen die Rede, die sich
auf das Geschol3, die Waffe, die Luft und die Erde beziehen. Bisher
war erstens vorausgesetzt worden, dafl die Luft, die einen Wider-
stand auf das GeschoB ausiibt, in Beziehung auf die Waffe und
ebenso die Waffe in Beziehung auf den Erdboden in Ruhe sei,
zweitens war von der Drehung der Erde um ihre Achse abgesehen
worden. In §§46 bis 52 soll zuniichst die erste Voraussetzung fallen
gelassen werden: In Beziehung auf die festgedachte Erde kann die
Waffe und die Luft in Bewegung sein (Schieffen hei Wind, aus
einem Auto, Schiff, Flugzeug, Luftschiff). Dabei kann das Ziel selbst
eine Eigenbewegung in Beziehung auf die Erde besitzen.

Es handelt .sich vorzugsweise um zwei Fragen, die im einzelnen
Falle zu beantworten sind: Die zur Aufstellung einer SchuBtafel die-
nenden SchieBiversuche sind hiufig bei Wind angestellt. Aber die
Angaben, einer gewdéhnlichen SchuBtafel beziehen sich naturgeméif
auf Windstille, da es nicht méglich ist, far dieselbe Waffe, dieselbe
GeschoBBart und diesclbe Ladung Schufitafeln fiir alle moglichen
Windgeschwindigkeiten und Windrichtungen aufzustellen. Deshalb
mussen die bei *dem SchuBtafelschieen erhaltenen Messungsergeb-
nisse zundchst auf W indstille reduziert werden. Da ferner beim
praktischen SchieBen infolge des Winds Abweichungen nach der Seite
und nach der Linge eintreten wiirden, wenn nicht dementsprechend
(gegeniiber den Angaben der SchuBitafel, die sich auf Windstille be-
ziehen) eine geeignete Seiten- bzw. Lingenkorrektur beniitzt
wird, so fragt es sich, wie grof die Abweichungen durch den
Wind ausfallen werden-

Die betreffenden Berechnungen kénnen von sehr allgemeinen Ge-
sichtspunkten aus durchgefiihrt und sodann auf die einzelnen Falle
spezialisiert werden. Es moge jedoch hier die induktive Methode

Cranz, Ballistik. 5.Aufl,, Bd. L. 19
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vorgezogen und im folgenden eine Aufgabe nach der andern, von
der einfachsten ans beginnend, behandelt werden.

Bei sdmtlichen Berechnungen iiber den Windeinfluff ist ibrigens
darauf aufmerksam zu machen, daf8} sie als sehr unsicher betrachtet
werden missen. Denn die Messung der Windgeschwindigkeit erfolgt
meistens innerhalb eines gewissen langeren Zeitraums und erfolgte
wenigstens frither fast nur in der Niahe des Erdbodens; tatsichlich
weht aher der Wind fast immer stoBweise, ist also die Wind-
geschwindigkeit selbst innerhalb ziemlich kurzer Zeitintervalle ver-
anderlich. AuBerdem ist die Windgeschwindigkeit in den Hohen,
in die das Geschol gelangt, meist eine andere, als in der Nihe des
Erdbodens (Zahlenangaben s. in Band IH), und ein allgemeines Gesetz,
wonach die Windgeschwindigkeit mit der Hohe sich dndert, ist nicht
bekannt und lafit sich wohl niemals aufstellen. Weiter ist auch
die Windrichtung in groBeren Hohen nicht dieselbe wie am Erd-
boden, vielmehr soll sich der Wind nach oben zu im allgemeinen im
Sinne der Uhrzeigerbewegung von oben betrachtet drehen. Endlich
ist es nicht ausgeschlossen, dafB, insbesondere bei Gegenwind, eine
hebende Kraft, eine Tragflichenwirkung des Winds auf das rotierende
Langgeschofl ausgeiibt wird. Aus den angefiihrten Griinden kénnen
die Ergcbnisse der nach den aufzustellenden Formeln durchgefiihrten
Berechnungen nur als ungefihre Anhaltspunkte angesehen
werden; und die beste Regel fir das SchufBitafelschieffen wird stets
die bleiben, da ein Frazisionsschieffen bei moglichst ruhiger Luft
angestellt werden solle. Zur Messung des Bodenwinds dienen dabei
meist Schalenkreus-Anemometer, die in Hohen von einigen Metern
uber dem Erdboden aufgestellt werden; zur Messung des Hchen-
windes dienen periodische Pilotballon- und Drachenaufstiege.

Fir das Folgende diirfte es zweckmifBig sein, einiges iiber Rela-
tivhewegungen an der Hand anderweitiger Beispiele des tdglichen
Lebens vorauszuschicken.

Ein Eisenbahnwagen fahre (Abb. 64a) auf dem Geleise BO von B
nach C mit einer gleichmafigen absoluten Geschwindigkeit JBC— wa
beziiglich des Erdbodens. Innerhalb des Wagens bewege sich* ein
Mann; seine absolute Geschwindigkeit bezliglich des Erdbodens sei
nach .Grofic und Richtung A C oder ma. Dann erhilt man dic rela-
tive Geschwindigkeit mr des Mannes beziiglich des Wagens nach
GroBe und Richtung, indem man die absolute Geschwindigkeit wa
des Wagens zu — wae umkehrt und alsdann die beiden absoluten
Geschwindigkeiten ma und — wa nach dem Gesetz vom Parallelo-
gramm der Geschwindigkeiten zusammensetzt zu AB = wmr. Anders
ausgedriickt: Wenn nach GroBfe und Richtung AB die Geschwindig-
keit des Mannes beziiglich des Wagens, JBC die Geschwindigkeit des
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Wagens beziglich, des Erdbodens ist, so ist die schlieBende Seite
des Dreiecks oder die geometrische Summe A C nach «Grile und
Richtung die Geschwindigkeit des Mannes beziiglich der Erde.

Abb. 64a. Abb. 64b.

Diese Betrachtung laBt sich vervielfiltigen. Z. B. bewege' sich (Abb. 64b)
ein Mann auf dem Deck eines Schiffs, das auf gleichférmig bewegtem Wasser
fahrt. A B sei die Geschwindigkeit des Mannes beziiglich des Schiffs, B C die
Geschwindigkeit des Schiffs beziiglich des Wassers, also diejenige Geschwindig-
keit, die das Schiff hitte, wenn das Wasser in Ruhe ware, CB die Geschwin-
digkeit des Wassers beziglich der festen Erde. Dann ist die geometrische
Summe oder die schlieBende Seite AD des Vierecks die Geschwindigkeit des
Mannes beziiglich der Erde.

Wenn dabei die Bewegungen gleichformig und geradlinig sind, so stellen
die Gesohwindigkeitsciagramme gleichzeitig die Wegediagramme dar, 7. B.
fahre (Abb. 64¢) ein Schiff von A nach B iber einen FluBl, und sowohl die Stré-
mungsgeschwindigkeit, wie die Fahrtge-
schwindigkeit sei durchweg als konstant an-
genommen. Das Schiff wird nach einem ober-
halb B gelegenen Punkt C derartig gesteuert
werden, wie wenn das Wasser in Ruhe wire.

Dieser Punkt C ist so gewihlt, daBf das
Schiff in derselben Zeit, in der die Stromung
von C bis B gelangt, im ruhigen Wasser
von A nach C gelangen wiirde; in dieser
Zeit fahrt alsdann tatsichlich das Schiff von
A nach B. AC ist der Weg des Schiffs beziiglich des Wassers, CB der Weg
des Wassers beziiglich des Lands in derselben Zeit, A B ist der vom Schiff
in schriger Lage in derselben Zeit zuriickgelegte Weg beziiglich des Landes.

Falls dagegen, wie dies bei der Geschoflbewegung der Fall ist, die Ge-
schwindigkeiten verdnderlich sind, empfiehlt es sich, auBler dem Diagramm der
Anfangsgeschwindigkeiten noch das Diagramm der Wege zu zeichnen.

Zunichst mégen zwei einfache Fille besprochen werden; namlich
der Fall eines horizontalen. Winds mit der konstanten Geschwindig-
keit w parallel der SchuBiebene des (ruhenden) Geschiitzes und der
Fall eines Winds senkrecht zur SchuBebene, mit der konstanten Ge-
schwindigkeit wa Dann erst sollen die komplizierteren Fille des
Windeinflusses besprochen werden. Die Gleichungen sind in § 46 bis
52, die sich auf den WindeinfluB beziehen, durehnumeriert.

Regeln fiir die Berechnung des *Windeinflusses sind dabel nicht
nur fiir den Auffallpunkt im Miindungshorizont erforderlich, sondern,
wegen der Aufgaben fiir den Gebirgskrieg und den Luftkampf auch
fiir "einen beliebigen Fhagbahnpunkt.

19*
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§ 47. Die Waffe sei in Ruhe beziiglich des Erdbodens«
Wind wehe horizontal und parallel der Schnflebene.

Die horizontale Windgeschwindigkeit wp sel positiv etwa in
Richtung der Horizontalkomponente der Anfangsgeschwindigkeit des
Geschosses, also in der Richtung der positiven a;-Achse (,Mit-Wind4).
Bei solchem Wind mége nach ¢ sec eine horizontale Entfernung

x Meter des Geschosses, spe-
ziell nach der Gesamtflugzeit T
sec die Schufiweite X Meter be-
obachtet worden sein. Die An-
fangsgeschwindigkeit sei v0, in
der Abb. 65 dargestellt durch
OA, der Abgangswinkel AQ X
oder ¢

Die auf Windstille reduzierte Anfangsgeschwindigkeit vr ist die
geometrische Summe aus v0 und der negativ genommenen Windge-
schwindigkeit wp. hx dem Geschwindigkeitsdiagramm Abb. 65
stellt somit OB die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses beziig-
lich der Luft, BA die Geschwindigkeit der Luft beziglich des Erdbodens,
der resultierende Vektor OA die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses
beziiglich des Erdbodens dar. Aus dem so konstruierten Vektor uvr
erhilt man den aufWindstille reduzierten Abgangswinkel ¢r oder BOX.

Das Wegediagramm fiir die Horizontalprojektion der Geschof3-
wege ist in diesem Falle besonders einfach (Abb. 66). 0D ~ xr ist
die zur Flugzeit ¢ gehorige Abszisse des Geschosses beziiglich der

Luft, also die auf Windstille reduzierte

o _p £ horizontale Entfernung, D SS—=wp*t der Weg
‘3. der Luft -beziiglich der Erde oder die Wind-
Abb. 66. Versetzung, O E*=yx die tatsichliche, bei Wind

vorhandene horizontale Entfernung des Ge-
schosses beziiglich des Erdbodens, also x = xr-|~wpt, speziell fir den
Auffallpunkt im Mindungshorizont X éXr-f-w Tm
Wenn also bei dem Schiefversuch die Anfangsgeschwindigkeit vo
und der Abgangswinkel ¢