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VORWORT

Das vorliegende Buch soll die theoretischen Grundlagen der
#uBeren und inneren Ballistik vermitteln. Bei dieser Aufgabe wird
bewulit darauf verzichtet, den experimentellen Teil eingehender
zu behandeln, als es im Rahmen einer theoretischen Darstellung
unbedingt nétig ist. Dagegen wird stets darauf geachtet, die
theoretischen Entwicklungen auf die praktischen Belange abzu-
stellen, so daf} fast alles, was in diesem Buche behandelt wird,
unmittelbar auf die Aufgaben der Praxis iibertragen werden kann.

Die Entwicklung der theoretischen Ballistik liefert ein getreues
Abbild der eigentlichen Waffenentwicklung. Mit der Vervollkomm-
nung der Waffen, so z. B. mit der allméhlichen VergréBerung der
SchuBweiten, wuchs auch die Verfeinerung der im Laufe der Zeit
angegebenen Lésungsverfahren ithrer Ballistik, Es wurde in diesem
Zusammenhang manchmal die Ansicht geduBert, da ein mcdernes
Buch iiber Ballistik auf die Mitteilung der dlteren Methoden der
Ballistik verzichten kénnte und nur das modernste Lésungs-
verfahren bringen sollte. Dieser Ansicht konnte ich nicht zustimmen.
In der neuzeitlichen Artillerie gibt es nach wie vor Gerite, die in
thren Anforderungen und Leistungen durchaus den Geschiitzen
fritherer Zeit dhneln. Fiir die Aufstellung ihrer Ballistik wiirde die
Anwendung der modernsten Lésungsverfahren keine dem Auf-
wand entsprechende Steigerung der Genauigkeit bringen. In solchen
Fillen geniigen immer noch die dlteren, einfacheren Lésungsver-
fahren. Diese Griinde haben mich veranlaft, die Losungen der
ballistischen Probleme aus allen Zeitabschnitten zu behandeln,
unter dem Gesichtspunkt jedoch, dal diese élteren Losungen auch
heute noch, allerdings nur fiir bestimmte Aufgaben, verwendungs-
fahig sind. — Dariiber hinaus soll das vorliegende Buch auch einen
Einblick in die Entwicklung der theoretischen Ballistik ver-
mitteln.
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A.EINLEITUNG

I. Allgemeines

Das Gesamtgebiet der Ballistik ist im Laufe seiner Entwicklung
zu einem umfangreichen wissenschaftlichen Teilgebiet angewach-
sen, dessen volle Beherrschung ein grofles MaB von Kenntnissen
in allen Zweigen der mathematisch-physikalischen Wissenschaften
voraussetzt. Bei dieser Sachlage kann eine Behandlung ballistischer
Probleme, wenn sie nicht in den Grundlagen steckenbleiben soll,
auch kaum ohne gewisse mathematische Vorkenntnisse frucht-
bringend gestaltet werden. Im vorliegenden Buch ist trotz des Be-
miihens, die mathematische und physikalische Seite so streng wie
méglich einzuhalten, versucht worden, mit einem Mindestmafl von
Voraussetzungen auszukommen. Um jedoch dem Leser die Be-
wiiltigung des umfangreichen Stoffes zu erleichtern, ist am Schluf}
des Buches ein Verzeichnis der fiir die Ballistik wichtigsten
mathematischen Sidtze angefiigt. Im Text verweisen romische
Hochzahlen in Klammern auf den betreffenden Absatz dieses Ver-
zeichnisses (z. B.: Satz von Taylor (VD).

Die Symbolik und die Bezeichnungen der ballistischen Elemente
sind im allgemeinen so beibehalten worden, wie sie wohl haupt-
sichlich von Cranz in die deutsche Ballistik eingeftihrt wurden.

Da schlieBlich in dem engen Rahmen dieses Buches nicht alle
Probleme der Ballistik erschépfend behandelt werden konnten, ist
dem Buch ein besonderer Literaturanhang angefiigt worden.
Er soll das Eindringen in spezielle Fragen erméglichen. Im Textteil
des Buches geben arabische Hochzahlen in Klammern die Nummer
im Literaturverzeichnis an (z. B.: Cranz!®).

II. Das bhallistische Problem

Die Ballistik ist die Lehre vom Schu8. Sie behandelt die Vor-
ginge beim Schieflen an und in der Waffe und untersucht die mit
dem fliegenden GeschoB zusammenhingenden Probleme. Dazu
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kommen Fragen der Geschoflstreuung und Treffwahrscheinlich-
keit, der GeschoBgestaltung und der GeschoBwirkung im Ziel. Es
kann nicht zu den Aufgaben dieses Buches gehoren, auf Erkennt-
nisse dieser Teilgebiete einzugehen, soweit sich darauf die Geschiitz-
und GeschoBkonstruktion sowie die SchieBlehre stiitzen.

Vielmehr soll im Vordergrund der Entwicklungen als Wichtigstes
die Lehre des fliegenden Geschosses stehen (AuBere Ballistik),
ferner das Problem des GeschoBantriebs und der Bewegung des Ge-
schosses 1Im Geschiitzrohr (Innere Ballistik), Mit diesen beiden
Teilgebieten hiangen die Erfordernisse des Treffens (Wahrsehein-
lichkeitstheorie, SchuBtafelballistik) eng zusammen. Geschiitz und
GeschofB3 sollen nur ganz kurz, soweit es fiir das Verstindnis des
Buches wichtig ist, behandelt werden.

Das ballistische Problem bietet sich also in folgender Form
dar: das Geschofl wird unter der Wirkung der Pulvergase aus dem
unter bestimmter Neigung stehenden Geschiitzrohr getrieben und
erreicht infolge der Nachwirkung der Pulvergase kurz nach Ver-
lassen der Rohrmiindung seine Héchstgeschwindigkeit. Die
Weiterbewegung des Geschosses erfolgt vornehmlich unter dem
EinfluBl der Anziehungskraft der Erde und des Widerstandes der
durchflogenen Lufthiille. Es sind also vier Fragen, die beantwortet
werden miissen, nidmlich:

1. Wie erfolgt die Bewegung des Geschosses im Rohr bis zum
Erreichen der Hochstgeschwindigkeit vor der Rohrmiindung?

2. Wie 148t sich die Bewegung des Geschosses durch die Luft
mathematisch und physikalisch erfassen?

3. Welche zufilligen bzw. unkontrollierbaren Abweichungen von
den Ergebnissen der Untersuchungen an den vorangehenden
Fragen sind moglich und nach welchen Gesetzen lassen sie
sich theoretisch vorausbestimmen?

4. In welcher Weise miissen Schiefversuche angestellt werden,
um Unterlagen fiir die Beantwortung der Fragen 1 bis 3 zu
erhalten, und wie sind die Schieflbehelfe fiir den Soldaten
zweckméfig aufzubauen?

Das ist der sich in natiirlicher Reihenfolge ergebende Fragen-
komplex der Ballistik. In der Behandlung werden wir allerdings den
Fragenpunkt 2 vor den Punkt 1 setzen.
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II1. Das Geschiitz

Die wesentlichsten Bestandteile des Geschiitzes sind das Rohr mit
VerschluB und Abzugsvorrichtung, die Lafette mit Hohen- und Sei-
tenrichtwerk, Lafettenschwanz und Sporn, die Rohrwiege mit Rohr-
bremse und Vorholer, die Rider und die Zieleinrichtung. Das Rohr
nimmt das Geschofl auf und gibt ihm durch eine Anzahl von ein-
geschnittenen, von links nach rechts laufenden Ziigen eine rotie-
rende Bewegung (Rechtsdrall). Die Lafette trigt die Rohrwiege
und das Rohr, Lafettenschwanz und Sporn fangen den Riickstof3
beim Schull auf. Betrachten wir zundchst den Fall starrer Ver-
bindung zwischen Rohr
und Lafette. Im Schwer-
punkt S des Geschiitzes \‘\ /

(Abb. 1) greifen die Krifte SR

G (Gewicht des Geschiitzes
senkrecht nach unten) und
P (Pulverdruck in Rich-
tung der Rohrerhéhung ¢)
an und setzen sich zur
Resultierenden R zusam-
men, die unter dem Winkel
o gegen die Horizontale ge-
neigt ist. Die gesamte Ver-
tikalbelastung ist R-sing Abb. 1.

=P Sin(]} +— G, die sich Krifte heim Geschiitz

auf Sporn und Réder ver-

teilt. Wird nun die Erhohung des Rohres verindert, so kann bei
kleineren Erhéhungen die Resultante B durch den Sporn gehen,
womit der Raddruck verschwindet. Bet noch flacheren Erhéhun-
gen liegt R iiber dem Sporn; es tritt eine Drehbewegung des Ge-
schiitzes um den Sporn ein: das Geschiitz ,,bockt*‘. Hierdurch
konnen zusammen mit den durch die Pulverexplosion verursach-
ten, kleineren oder gréfleren Rohrschwingungen Verhiltnisse auf-
treten, die die anfinglich eingestellte Rohrerhéhung im Augenblick
des GeschoBaustritts aus der Miindung verdndern; diese Ab-
weichung nennt man ,,Abgangsfehlerwinkel®. Eine andere hinfig
vorkommende Ursache fiir Erhshungsabweichungen ist die Ver-
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kantung des Geschiitzes: Die Rohrerhohung sei ¢, und der Win-
kel zwischen der Schullebene und der Verkantungsgchse a sel a
(Abb. 2); dann ist der Win- .
kel § zwischen der Horizontal-
ebene und der Ebene durch
Verkantungsachse und Rohr-
richtung gegeben durch: dD

ctgf = sina - ctg .

Die Verkantung um den Be-
trag Af ergibt die neue Er-
héhung (¢ -+ Ap) und eine An-
derung Aa von a zu (a + Aa).
Da weiter der Bogen DM =DM
bleibt (Abb. 2), hat man zur
Bestimmung von A¢ als Erhéhungsinderung und Ag als Ande-
rung der Seitenrichtung die 3 Gleichungend®

Abb. 2. Verkantung des Geschiitzes

ctg f = sina - ctgg;

(1) {ctg(B+ AB)= sin(a+ Aa) - ctglp + Ag);

cosa - cosp = cos(a + da) - cos(p + A¢), da DM = DM,
was schlieBlich ergibt

ctgf =sina - ctgp;

(o) |50+ Ag) = sin (B + 46)- YT coPa - cortyy

ti(a+ da) = cos(§ + Af) - | Lo ey

cos?a - cos? @

Beim schiefen Riaderstand ist a~0, d.h. §=90° Ist
Ap sehr klein, so kann bei Benutzung des artill. StrichmaBes*
gesetzt werden:

sin Af ~ tg A ~0,001-AB, d. h. cos Af ~1—L (0,001.4p)2
und schlieflich
da=A4B-tgp; Ap ——0,0005-tgp - (4B)% (in Strich).

* Ein Strich (1—) = 1/6400 von 360°.
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Zur Vermeidung der hier beschriebenen Verkantungsfehler sind an
den Richtmitteln der Geschiitze entsprechende Vorrichtungen vor-
handen, die diese Fehler mechanisch ausschalten.

Eine weitere Konstruktionseigenschaft der Geschiitze soll schlie(3-
lich noch kurz besprochen werden: der Rohrriicklauf. Wir hatten
oben starre Verbindung zwischen Rohr und Lafette vorausgesetzt.
Schon bei einem 10-cm-Kaliber-Geschiitz treten auflerordentlich
groBe Druckkrifte im Schildzapfenlager* auf, denen auf die
Dauer keine Lafette gewachsen ist. Man hat daher Abhilfe dadurch
geschaffen, dafl das Rohr entgegen der Schuflrichtung bei fest-
stehender Lafette zuriicklaufen kann, durch Flissigkeitsbremsen
abgestoppt und durch einen Vorholer wieder vorgebracht wird.
Da die Rohrbremse mit ihrer Gleitbahn drehbar auf der Lafette
angebracht ist, kann der Riicklauf bei jeder beliebigen Rohr-
erhéhung ermdglicht werden. Eine kurze Néherungsberechnung
mag die Verhiltnisse noch besser beleuchten. In den folgenden
Entwicklungen bedeuten: G, = GeschoBigewicht, &, = Rohrge-
wicht, v, = Miindungsgeschwindigkeit des Geschosses, v, = Riick-
laufgeschwindigkeit des Rohres, ! = Rohrlinge, s, = Geschofiweg,
s, = Riicklaufweg des Rohres, t, = Durchlaufzeit des Geschosses
durch das Rohr und K = Bremskraft. Nach dem Impulssatz bzw.
Schwerpunktsatz gilt:

Gy v+ G,-v,=0,d h v,:—vo-%; Gy 8,4 Gp-sp =0,
T

oder, da |s,| 4 |sg| = L:**
-G
8| = 17— .
Il =76,
Die Verzogerung b der Rohrgeschwindigkeit durch die Brems-

kraft K ist b= Gi K, so daB die Geschwindigkeit &, des ge-

bremsten Rohres gegeben ist durch v, = v, — fi - K-t, wihrend
,'.'r

der gebremste Rohrweg §, = s, — % ey (]E - 2 ist. Schreibt man

* Der Rohrquerschnitt beim Kaliber 2 R ist - R?, somit die Druckkraft
im Schildzapfenlager 7z - R%- pmax, wenn pmax den Hochstdruck der
Pulvergase bedeutet.

** Nach Ablauf der GeschoBbewegung im Rohr, bezogen auf die anfing-
liche Lage des Geschosses.
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nun die Riicklauflinge r vor, so ist die von der Bremskraft K ge-
L, . .,
Jeistete Arbeit gleich K - (r—3,), die der Bewegungsenergie 5o Or

des gebremsten Rohres gleichgesetzt werden muB. Somit bestimmt
sich K aus der Gleichung*

91.(¢~,—9'K-tgl)’=If-(’—sr4~<%{~l’) u

K =
29 -(r—38,+ v, 1)

K setzt sich im allgemeinen zusammen aus dem Bremswiderstand
der Flissigkeitsbremse und der Gegendruckkraft des Vorholers,
vermindert um die in die Ricklaufrichtung fallende Komponente
des Rohrgewichts.

Ein Zahlenbeispiel moge die Beanspruchung der Lafette bei ge-
bremstemn und starr verbundenem Rohr veranschaulichen: Bei einer
17-cm-Kanone sei @, =11000kg, 1 =5m, ¢, =54¢kg, r=0,36m,
Gasdruck p = 3200at, v, = 900m/s, ¢, = 0,035s; es ist dann v, =
—4,4m/fs, s, =—0,024 m, die Druckkraft im Schildzapfenlager bei
starrem Rohr 726 000 kg, die Bremskraft K dagegen nur etwa 22000 kg,
die die Lafette bei gebremstem Rohrriicklauf auszuhalten hat.

IV. Das Geschof

Uber die mannigfachen Arten der Geschosse nihere Ausfiih-
rungen zu machen, verbietet der zur Verfiigung stehende Raum.
Das frithere Kugelgeschol ist heute abgelost durch zwei Arten von
Geschossen: das Fliigelgeschof und das rotierende Langgeseho8, Die
Verwendung der Kugelgeschosse hatte viele Nachteile zur Folge,
die sich in groflen Abweichungen der einzelnen Schiisse unterein-
ander zeigten; der Grund war schlechte Abdichtung zwischen Ge-
schofl und Robr, so daB durch seitlich vorbeistrémende Gase dem
Geschof eine von der Rohrrichtung abweichende Abgangsrichtung
erteilt wurde. Dazu kamen die durch Reibungen an der Rohrwand

* Bei dieser Naherungsrechnung ist die Nachwirkung der Pulvergase
nach dem Austritt des Geschosses aus der Miindung vernachléssigt.
Es sei aber darauf aufmerksam gemacht, daB ihre Beriicksichtigung
in der Praxis unerlaflich ist.
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verursachten Rotationen der Kugeln um ganz unkontrollierbare
Achsen, was wiederum grolle ,,Strenungen‘* der einzelnen Schiisse
zur Folge hatte, und zwar infolge des Magnus-Effektes, auf den
wir noch zu sprechen kommen. Diese Mistédnde sind bei den oben
erwiahnten beiden GeschoBarten nicht vorhanden. Abb. 3a zeigt
eine ,,Fliigelmine, die meist bei kleineren 5
Anfangsgeschwindigkeiten verschossen wird. A\

Sie hat den tropfenférmigen GeschoBkérper / N A
K und triagt an ihrem Schwanzende eine
Reihe von Fligeln F, die infolge der Pfeil-
wirkung das Geschol} in stabiler Lage in der
Flugbahntangente festhalten. Am gréfBten
GeschoBdurchmesser ist die dem Rohrkaliber
gleiche Zentrierwulst W aufgeschliffen, um
eine sichere Fithrung im Rohr zu gewihr-
leisten. Die in Abb. 3b dargestelite Form
des ,,rotierenden Langgeschosses™ besteht
aus dem nicht ganz kalibergleichen Zylin-
derkorper Z, dem konisch zugespitzten Ge-
schoBende E und der ,,ogivalen® GeschoB- App. 3. Fligelmine
spitze 8, die eine Abrundung von meist 2  und LanggeschoB
bis 5 Kalibern hat. Oft hat das Gescholl noch

eine kugelformige Abflachung A4 (0,36 Kaliber beim Kruppschen
Normalgeschof). Das Besondere an diesem Geschofl ist weiter
das miiBig fiberkalibergroBe kupferne Fithrungsband E, welches eine
doppelte Aufgabe zu erfiillen hat: einmal die Abdichtung des Ge-
schosses gegen das Rohr, zweitens aber, dem Geschof durch Ein-
pressen in die Ziige des Rohres eine rotierende Bewegung, den
Drall, zu erteilen. Dieser bewirkt, dafl das Geschof infolge seiner
Kreiseleigenschaften die Richtung seiner Léngsachse unter gleich-
zeitiger Ausfithrung von Prizessionshewegungen beizubehalten be-
strebt ist. Auf nihere Einzelheiten zu dieser Frage gehen wir an
anderer Stelle ein. — SchlieBlich erfolgt die Verwendung der
beiden GeschoBarten aus Griinden einer Luftwiderstandsverringe-
rung, auf die im entsprechenden Teil des Buches einzugehen ist.

“M

_E._



B. AUSSERE BALLISTIK

Kap. I. Die wirksamen Krifte beim Geschof3flug

und die Bewegungsgleichungen des Geschosses

§ 1. Die Krifte

a) Die Schwerkraft

Die Anziehungskraft der Erde (Sehwerkralt) bewirkt beim frei-
fallenden Kérper an der Erdoberfliche eine Beschleunigung (g) von
g~ 9,81 m/s%. Da die Erde nicht als vollkommene Kugel ange-
sehen werden kann, ist dieser Wert fiir verschiedene Breiten der Erd-
oberfliche verschieden. Befindet sich der Kérper um die Strecke £,
gemessen auf dem Erdradius R, von der Erdoberfliche entfernt,
so sinkt der Wert der Schwerkraft nach. dem Newtonschen An-
ziehungsgesetz auf

_ R?
(2) 9=g(h)=9'(R—_’_h)z

Y ab. Wir betrachten nun die Erde
als Kugel und legen auf ihr ein
Koordinatensystem (z, y, z) so fest,
p(ryz) daB z in die horizontale Schufirich-
x tung, y senkrecht dazu nach oben
und z senkrecht auf der (z, y)-
Ebene nach rechts zeigt. Fiir einen
beliebigen Punkt P (x,y,z) gilt
dann (Abb. 4):
Der Winkel a zwischen der y-
Richtung und der Richtung MP
ist gegeben durch

Abb. 4. Kompo-
nenten der

M Schwerkraft tga="73 +y°
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Ferner ist

1 72 422 (V)
W= VRt At Ry g 2

somit die Schwerkraft ¢ im Punkte P gemidl Formel (2):

- R? 2 B LA
g(ll):gzg'(R+y)2+xz+z2 t y-~1—§'(!/‘f‘?' Rﬁ—y/'_.

Die Komponenten von § fiir die Koordinatenrichtungen z, y, z be-
stimmen sich zu

Jr=4¢§ -sinag-sinff=gq- ud ~q- x ‘\g_-_a:’
WEFyP+atas Ky R
da y< R;
- - _ Rty hH 2

= (. Cco8 = — ~qg-1l——. ;

(3) gll g cosa g ]/(R—+y)2+x2+22 g \ R y}
gz=§-sina-cosﬁ=§- il Qg.__z._\u,
VB +yfta+ 2 Bty R

day <R

In diesen Formeln sind die Glieder hsherer Ordnung in —}—c fort-

gelassen worden. Die dadurch entstehenden Fehler sind zu ver-
nachléssigen.

b) Der Luftwiderstand

Neben der soeben besprochenen Schwerkraft spielt der Luft-
widerstand die grofte Rolle. Es erscheint klar, da dieser von der
Fluggeschwindigkeit » des Geschosses, seinem Querschnitt ¢ und
der Luftdichte ¢ abhingen muB. Unter Querschnitt wollen wir
hier die senkrecht zur Bewegungsrichtung liegende ebene Projek-
tion des Geschosses verstehen. Vahlen® folgert dann fiir die Form
des Gesetzes folgendes: Die Dimensionen von Lénge, Masse und
Zeit seien bezeichnet mit I, m, t; dann sind die Dimensionen des
Querschnitts, der Geschwindigkeit und der Luftdichte gegeben
durch I2,7-¢t—1 bzw. m - I—3. Der Luftwiderstand W als Kraft hat
die Dimension m - . t — 2. Bezeichnet man weiter die Potenzen, mit
denen die Dimensionen von v, ¢ und § in den Widerstand W ein-

Athen, Ballistik 2
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gehen, mit @, f§ bzw.y, so besteht die Bezichung W = F (ve, g5, 67)
oder in dimensionaler Betrachtung:

(melt=Y) =g (I-t—Na. (12)8. (m - 1-3),

wo y eine dimensionslose Zahl bedeutet. Fiir die Exponenten von
l; m; t bestehen somit die Gleichungen*

a+28—3y=1; y=1;, a=2, dh g=1.

Infolgedessen ist der Luftwiderstand proportional der ersten Potenz
des Querschnitts, der Luftdichte und dem Quadrat der Geschwin-
digkeit; er hat also die Form

(4) W=pu-q-6:-v2=c-o%

In dieser Formel soll x eine konstante, dimensionslose Zahl sein.
Die Erfahrung hat gezeigt, daB p, also fiir ein bestimmtes Geschol}
auch ¢ =« ¢- 96, nicht konstant ist. Die Voraussetzung (4) trifft
vielmehr einigermaBen genau zu nur fir Geschwindigkeiten, die
kleiner als 240 m/s sind. Je ndher die GeschoBgeschwindigkeit an
die Schallgeschwindigkeit herankommt, desto gréBer wird u; erst
nach Erreichen einer bestimmten Geschwindigkeit & (etwa 400
bis 500 m/s, je nach den betrachteten, verschiedenen Widerstands-
tabellen) wird u wieder kleiner, ohne jedoch im allgemeinen den
niedrigsten Wert von u fiir v < ¢, wieder zu erhalten. Der Wider-
stand stellt sich demnach auf Grund der vorangehenden Entwick-
lungen in der Form

(5) W=¢-v* - K()=2¢-f(v)

dar. In Abb. 5 ist die K(v)-Kurve qualitativ nach Untersuchungen
von O. v. Eberhard@V dargestellt, daneben auch eine iltere
K(v)-Kurve, die von Siacci® auf Grund umfangreicher deutscher,
russischer, englischer und holldndischer Versuche im Jahre 1896
ermittelt wurde. Siacei gab folgenden analytischen Ausdruck
fiir f(v):

* Durch Exponentenvergleich der Potenzen von I, m bzw. ¢t auf beiden
Seiten der Dimensionsgleichung.
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f(v) = 0,2002 - v — 48,05 + }9,6 + (0,1648 - v — 47,95)
(6) l 0,042 -0 (v — 300)

v 10
371 - (%)

Neuerdings ist die Funktion f(v) von den Amerikanern verbessert
worden; sie lautet

4 7
/ o — 330)8

1+ 0,0392. {2 — 3%
. (o l 500 /v — 330\)
log{ E.z) = log{0.255 -+ \v_ 33012 2O )i

! 27226-{-494-( =5 )

I _v—600

i 1000

Die letztere Funktion wurde einem umfangreichen ballistischen

10 N T . 1

g| 10 ke /
5

6~ -
5~ -
= Krup, ¢
Nor
4 ' - malge“d‘om
———
3 /, Siace;
/! \
3 - Ges
~— h,
2} —2o8 -
\
~._
[ - _
Ve -

"33 S0

Abb. 5. Widerstandsgesetze

amerikanischen Tabellenwerk (,,Exterial Ballistic Tablesbased
on Numerial Integration® 37) zugrunde gelegt. Den hier ange-
fithrten analytischen Ausdriicken fiir f(v) wurde als groBer Vorteil
nachgerithmt, daB sie sich auf eine groBe Anzahl von Versuchen

9%
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mit Geschossen verschiedensten Kalibers und Gewichtes griinden.
DaB dieser angebliche Vorteil in Wahrheit ein Mangel ist, werden
wir weiter unten sehen. — Das Kruppsche Gesetz (v. Eber-
hard V) ist nur tabuliert.

Bevor wir in der Betrachtung iiber den Charakter der Funk-
tionen f(v) und K (v) fortfahren, soll das Problem des Luftwider-
standes gegen das fliegende Geschofl noch von anderer Seite be-
leuchtet werden.

Das Gescholl mit der Lingsachse 4 B (Abb. 6) fliege in der Rich-

tung }-)v, die mit der Tangente des Meridianschnitts den Winkel &,
mit der Normalen # also den Winkel (90°—¢) bildet. Man nimmt
nun an, dafl der Widerstand W_ in der

‘U Flugrichtung Py mit dem in der Rich-

\ tung der Normalen ausgeiibten Wider-
Y ;:"rl stand W, durch die Formel

AP

(8) W.=yx(e- W,
/ﬁu verbunden ist, solange es sich um die
\ kleine Umgebung do des Punktes P han-

delt. In (8) stellt y(g) eine nicht niher
definierte Funktion des Winkels ¢ dar.
Obwohl verschiedene Annahmen iiber die
Eigenschaften von y(e) gemacht worden
sind, soll sie hier nicht weiter erortert
werden. In Ubereinstimmung mit dem
Obigen kann man nun fir den in der

—
Richtung Pv wirkenden Luftwiderstand
gegen das Fldchenelement do ansetzen

W, =6-x(e)f(v) do.

Bezeichnet man mit 7 den senkrechten Abstand des Punktes P
von der GeschoBachse und mit » den Winkel zwischen zwei Meri-
dianschnitten, so ist der in die Richtung 4 B fallende Anteil von W,

Wyp=0d-y(e)-f(0) -r-dr-dv

und der Widerstand gegen die gesamte Gescholifliche

g
!
|
l
|
|
|
!
I
|

A

Abb. 6. Bestimmung des
Luftwiderstandes

W= (Vo4 f©)-r-dr-dv.
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Dieses Integral ist beziiglich » von 0 bis 2z und beziiglich r von
0 bis R (halbes Kaliber) zu erstrecken. Die Integration ergibt

R

d 2
9) W=a-n-R2-f(v)-_fx(s)- 2;’
0

oder wenn

C ey 400

‘Z(E) R T v

0
gesetzt wird:
(10) W=mn-R6-1-f(v)

Das ist die heute noch gebriauchlichste Form des Luftwiderstandes.
Man kann aus (10) schlieflich durch Division von W durch die
Masse des Geschosses folgende Formel (11) fiir die Verzogerung des
Geschosses durch den Luftwiderstand herleiten:

(1) R=c-0-1-f(0)=c 0102 K(v)

wo ¢ =1 T4
- P

zu setzen ist; dabei ist P das GeschoBgewicht;

¢ nennt man allgemein den ,,ballistischen Beiwert<,

An die Formel (11) miissen einige wichtige Betrachtungen an-
geschlossen werden.

P
- R?
wird, desto kleiner fillt die Verzégerung des Geschosses durch den
Luftwiderstand aus. @ ist direkt proportional dem GeschoB-
gewicht. Hier liegt auch einer der Griinde, die den Ubergang von
Kugelgeschossen zu Langgeschossen bewirken. Man erkennt ohne
weiteres, dall bel einem Langgeschof die Querschnittsbelastung
viel gréBer gehalten werden kann als bei einem KugelgeschoB.

1. Je grofler die sogenannte Querschnittsbelastung @ =

So betrigt z. B. bei einem zylindrischen 10-cm-Vollgeschofl von 30 cm
Linge die Querschnittsbelastung 2250 kg/m?; bei einem kugelférmigen
Vollgescho von 10 cm Kaliber wird @ = 500 kg/m?2.

2. Die Verzégerung R ist direkt proportional einem Faktor ¢,
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den man allgemein als ,,Formfaktor< bezeichnet. Nach dem Mittel-
wertsatz der IntegralrechnungID kann man einen Mittelwert

R
&£ = g, 50 bestimmen, daf} ‘l(f) ‘1(7_) = y(&m) J ]::)_Z(8M)
o

0

wird. ¢ ist also ein im wesentlichen von dem Meridianschnitt, d. h.
von der GeschoBform abhingiger Faktor. Man hat in der Tat lange
angenommen, daf} f(v) eine universelle Funktion sei, die nur von
der Geschwindigkeit abhéngt, wihrend die die Grofie des Wider-
standes regelnden Faktoren ¢ und ¢ durch das GeschoBl bestimmt
seien. Bei 2 Geschossen mit dhnlicher duflerer Form, aber ver-
schiedenem Gewicht und Abmessungen, miiliten sich, da ¢ fiir
beide nach dem vorangehenden gleich sein muf}, die Verzégerungen
durch den Luftwiderstand umgekehrt verhalten wie die Quer-
schnittsbelastungen. Andererseits miiiten sich die Verzogerungen
bei Geschossen von gleichem Kaliber und Gewicht, aber ver-
schiedener Form verhalten wie die ¢-Werte. Beides wiirde bedeuten,
dal} die K(v)-Werte des emen Geschosses durch Multiplikation mit
einem konstanten Faktor aus denen des anderen Geschosses her-
vorgehen. Die Erfahrung hat dies nicht bestfitigt; man iiberzeugt
sich hiervon leicht durch Vergleich der in Abb. 5 dargestellten
K(v)-Kurven fir das Kruppsche Normalgescho8 und das zylin-
drische 10-cm-Gescholl oder das S-Geschofl. Aus praktischen Er-
wigungen heraus hat man aber doch lange, und zaum Teil noch
heute, bei vielen ballistischen Aufgaben daran festgehalten, ¢ einen
mittleren, konstanten Wert beizulegen. Fiir Geschosse bestimmter
Form setzt man ¢ = 1, so daf} die K(v)-Kurve fiir eben diese Ge-
schosse genau giiltig ist. Fiir Geschosse anderer Form hat ¢ einen
von 1 verschiedenen Wert. So ist z. B. bei der K(v)-Kurve von
O. v. Eberhard 7 =1 fiir das Kruppsche Normalgeschof (ogi-
vale Spitze mit 2 Kalibern Abrundungsradius und vorderer Ab-
flachung von 0,36 Kalibern). Dann wire zu setzen bei

3 Kal. Abrdg. u. 0,36 Kal. Abfl. etwa ¢ = 0,87
3 2y 3 2 0!25 3 b3 3 7; = 0’83
3 ’ ,» scharfer Spitze ,, 1=20,84

Das Gesetz von Siacel gilt fiir ¢ =1 bei Geschossen mit 1,4 bis
1,7 Kalibern Abrundungsradius der ogivalen Spitze. Beim Krupp-
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schen Normalgeschof soll nach Cranz® ¢ = 0,865 fiir die Wider-
standsfunktion f(v) von Siacci sein. Die oben schon vermutete
Verinderlichkeit des Formfaktors ¢ fand durch Versuche, die
O. v. Eberhard®d? durchfiihrte, ihre Bestdtigung. Nach O. v.
Eberhard hat man fiir Geschosse, die von der Form des Normal-
geschosses abweichen, folgende von der Geschwindigkeit abhin-
gige Formfaktoren bei Benutzung der Kruppschen K(v)-Tabelle
zu nehmen:

Fiir Geschosse mit

3 Kal. Abrdg. u. 0,36 Kal. Abfl. -
55, . 2036 , ., |, [14362— 73—4— 0,0001128 - v
3 0w 002 . . |7 |uies9— 405 + 0,0001467 - v
3 ., »  scharfer Spitze Y

Fiir Infanteriegeschosse von der Form des S-Geschosses ist

““'Gq 4+ 0,0005915 - v.

L1410 —
)
Fiir rein zylindrische Geschosse hat O. v. Eberhard keine be-
sonderen - Werte festgelegt, sondern eine nur fiir solche Geschosse
giiltige K(v)-Tabelle zusammengestellt.
3. Neben dem ballistischen Beiwert ¢ und dem Faktor ¢ tritt im
Luftwiderstandsgesetz noch die Luftdichte § auf.
Wir wollen daher schon an dieser Stelle darauf eingehen. Be-
kanntlich gilt fiir das Luftgewicht eines Kubikmeters in unseren
Breiten, bezogen auf Meereshéhe, die Formel

9939 .
12939 -py 218 _ 4 174. oder

0o = 760 213 ¢ 273+t

(12) , :
— IO s A .2
8y = 0,465 - 20 — 0,174 7

Hierin bedeuten: §, = Luftgewicht (der GréBe nach gleich dem Ge-
wicht eines Luftwiirfels von 1 m?), p,= der auf 0° C reduzierte Baro-
meterstand in mm Hg, = Temperatur in Celsius-Graden, s = rela-
tive Feuchtigkeit, £ = Spannkraft des Wasserdampfes in ge-
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sittigter Luft, T = Temperatur in absoluten Graden, e = Spann-
kraft des tatsachlich in der L_uft vorh:andenen Wasserdampfes. Das
Luftgewicht* (mithin auch die Luftdichte) ist eine mit der Hohe y
iiber Meereshéhe abnehmende Funktion. Der Verlauf dieser Funk-
tion ist schnell abgeleitet. Bezeichnen wir mit § das Luftgewicht
eines Wiirfels mit 1 m Kantenldnge, wie es in Zukunft immer ge-
schehen soll, so gilt die Zustandsgleichung

(13) Po=0, B- T,

wo p, = Luftdruck, R = Gaskonstante = 29,29 fiir Luft, T, = ab-
solute Temperatur. Fiir eine beliebige Hohe y gilt also

P _ b Ty
oly)  o(y) T(y)y

Daneben muf} die Gleichgewichtsbedingung

(13a) p(y) =6(y)-R-T(y), d h.

(14) dp=—204-dy

bestehen. Die Bedingung (14) folgt unmittelbar aus der Uber-
legung, daB die infinitesimale Abnahme des Luftdrucks (— dp)
gleich sein mufl dem Gewicht einer Luftsiule von 1 m? Grund-
fliche und einer Hohe dy. Aus (13a) und (14) folgt durch Differen-
tiation und Gleichsetzen

dp=do-R-T+6-R-dT =—5-dy,
d. h.

Integriert ergibt dieses

-

o T(y)

Yy
1 0

(15) W _ To T 3T
0, 0

und infolgedessen mit (13) und (13a), sowie mit (15):

* Unter Luftgewicht wollen wir kiinftig das Gewicht eines Luftwiirfels
von 1 m Kantenlinge verstehen; damit ist dann auch die Luftdichte
numerisch sofort angebbar.
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Y
R 1 ‘ d
(16) @) _ 8y TW _ 7 Y7
Po Jo T, 0

Fiir die Funktion T(y) nimmt man im allgemeinen eine lineare
Abnahme mit der Hohe an, solange y nicht iiber die Grenze der
Troposphére (bis ~ 12000 m Hohe) hinausgeht. In der Strato-
sphire hat I' den konstanten Wert von 213° abs. Infolgedessen
folgt aus der Beziehung

(17) T(yy=Ty—2-y (A = Temperaturgradient)

sofort 213 = 273 — 1 - 12000 oder A ~ 0,005. Bezeichnen wir mit
py bzw. T, den Luftdruck bzw. die absolute Temperatur an der
Grenze Troposphire — Stratosphire, so gilt mit Benutzung von (17)

1
273 —i-y\g.2 }
(18) O(y) = dy - (W!/-)R 2
fiir die Troposphire und
y—l20ﬂ _y——lZOOO

(19) @) =06,-¢c T F  baw. py)=p,e PF

fiir die Stratosphire; dabei sind §; und p, nach (18) zu bestimmen.
Fir viele Zwecke kommt man damit aus, fiir p(y) durchgingig
eine der Formel (19) analoge zu benutzen:

-V
R-T

(20) PY) =P ¢ L

wo T, einen mittleren Wert hat; fir 7,, = 2730 abs. gilt also die
sog. ,,barometrische Hohenformels:

_ Nogto {_Pa_
(21) y = 18400 - logto \My))

Zur Berticksichtigung der Luftgewichtsinderung mit der Hohe gibt
es iibrigens eine Reihe von Néherungsformeln, von denen wir zwei
anfiihren wollen, da sie fiir die Ballistik von einiger Bedeutung ge-
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worden sind. Nach Everling®® kann man auf Grund einer
groBen Zahl von Erfahrungswerten ansetzen

(22) S(y) = b+ o 0,000106-y 8, - 10— 0000046 -y

(Everlingsche Formel)
und nach St. Robert!4® oder Charbonnijer(10—1%
(23) 8(y) =6 (1 —k-y), wo k=0,00008 bis 0,00011.

Man iiberzeugt sich leicht, dal (22) und (23) als Niherungsaus-
driicke aus (15) ableitbar sind. §, setzt man im allgemeinen fest zu
8, = 1,22 kg/m®.

Weitere Einzelheiten, soweit sie ballistisch von Interesse sind,
werden wir an der entsprechenden Stelle behandeln.

¢) Luftwiderstandsmessungen und
Luftwiderstandsgesetze

Es sind heute mehrere Verfahren im Gebrauch, die es gestatten,
den Luftwiderstand eines fliegenden Geschosses zu messen. Das
einfachste und alteste Verfahren beruht anf der Bestimmung des
Geschwindigkeitsabfalles des Geschosses auf einer passend ge-
wihlten MeQstrecke s. Mit geeigneten Apparaten, von denen weiter
unten ausfithrlicher die Rede sein wird, werden am Anfang und am
Ende der Strecke s die GeschoBgeschwindigkeiten v, und v, ge-
messen. Ist das GeschoBgewicht gleich P, so mul der mittlere Luft-

widerstand* W,, = W (v,), [0y = Bt , auf der Strecke s die
2

Arbeit W,, - s leisten, die ihrerseits gleich der Differenz der kine-
tischen Energieen in den Endpunkten der Strecke s ist, also bei
Annahme der Geradlinigkeit der Flugbahn auf der Strecke s:

2 2
P p?—u,

(24) W= Wom) = 2o - 2

Bei diesem Verfahren mufl man natiirlich besondere Sorgfalt dar-
auf verwenden, daB auBler der Geschwindigkeit alle Gréfen, wie
* Das ist der Widerstand an derjenigen Stelle der Strecke s, wo die

Geschwindigkeit den Mittelwert v,, b B

) annimmt.
2
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Geschol3gewicht, Geschofiform, Kaliber usw., konstant gehalten
werden. Das so gewonnene empirische Widerstandsgesetz gilt ,,ein-
wandfrei” jedoch nur fiir das zum Versuch benutzte GeschoB. Soll
es In seiner Giiltigkeit auf andere Geschosse ausgedehnt werden,
so muB beziiglich des ballistischen Beiwertes, der Luftdichte und
des Formfaktors das oben Erwihnte beriicksichtigt werden. Auf
die Zulissigkeit dieser MaBnahmen wird weiter unten noch zuriick-
zukommen sein.

Ein neuzeitliches Verfahren gestattet die photogrammetrische
Festlegung der Flugbahn eines Leuchtspurgeschosses, sowohl
nach ihren Koordinaten (z, ¥, z), sowie nach dem Zeitverlauf
der Bewegung. Durch numerische Differentiation und Zuhilfe-
nahme der Differentialgleichungen der Bewegung (s. 8. 43) kann
man daraus den Luftwiderstand ableiten.

In der Praxis sieht dieses Verfahren folgendermaflen aus: Beim
Versuch, der nachts durchgefithrt werden mul}, wird das mit
Leuchtsatz versehene Gescho von 2 genau orientierten Photo-
theodoliten, deren Objektive nach dem Abfeuern in einem genau
bekannten Rhythmus getffnet und geschlossen werden, photo-
graphisch aufgenommen. Die GeschoBflugbahn stellt sich dann auf
den beiden Platten je als gestrichelte Linie dar, bei der jeder Punkt
den Ort des Geschosses nach einer Zeit von je At s bezeichnet;
At ist festgelegt durch den Rhythmus der Belichtung. Aus der Lage
der einzelnen Punkte auf den beiden Photoplatten kann mit ge-
elgneten Ableseapparaten, den sog. Stereokomparatoren, die
Lage dieser Punkte im Raum bestimmt werden (s. S. 88). Damit
sind dann die Koordinaten (z, y, 2} des Geschosses nach je einem
Zeitintervall von At s bekannt.

2
Betrachten wir zunéchst die Abszissen z. Die Ableitung ‘(llt:: ist,

absolut genommen, gleich der Horizontalkomponente 9 - cos & der
Verzogerung durch den Luftwiderstand, wenn  der Winkel
zwischen Flugbahntangente und Abszissenachse ist; die Ableitung
dx
dt
keit. Bezeichnen wir mit A’z die jeweils zum Zeitelement At ge-
horigen Abszissenstiicke, mit A”z die ersten Differenzen der A’z
und mit A"z schlieBlich die zweiten Differenzen der A’z usw.,
so ist nach den Regeln der numerischen DifferentiationdX) an der
Stelle ¢

ist gleich der Horizontalkomponente v - cos ¢ der Geschwindig-
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(Z_‘;)’= (v-cosd), = 4% . {.(A'm:c)t — % (4 @), +—-- ‘

(25) d*x 1 1 1
—_— - ”n e

(Eﬁ)‘— (‘— R- COS’L?)t— W[(A (I})‘———E (.A $)t+—'--J

Hier mufl man bei den ungeraden Differenzen A’, A””,... den

Mittelwert A,, aus der unteren und oberen zu ¢ gehérigen Zeile des

Differenzenschemas®* nehmen, fiir A7, A””, ... die \Verte der

gleichen Zeile.— Entsprechend ist fir die Ordmaten ¥ —>=r-sind

gleich der Vertlkalkomponente der Geschwmdlgkelt und
(—g—HR-sing) = 1 7
beschleunigung ¢ und der Vertikalkomponente der Verzogerung
durch den Luftwiderstand, folglich mit den gleichen Differenz-
bezeichnungen wie oben

d

(ﬁ)—(v sin ), = ‘” .(1 Y, — (.me)t »-1-—---);

glemh der Resultierenden aus der Schwere-

26),

[ A

(At) -(AUJ)__(ANIIy) _l__ l
Nach Bestimmung von v-cos @, v-sin, R - cos 9 und R - sin F sind
) und 9 ohne weiteres bestimmbar: v = J(v - sin 3)2 + (v - cos P)2,

= V(R - sin #)2 + (N - cos ). Multipliziert man schlieBlich %

noch mit L&’ so erhilt man nach (11) die Luftwiderstandsfunk-
tion ¢ - f(v) in tabellarischer Form.

Beispiel. Gemessen wurden die Punkte der folgenden Ubersicht
(Spalten 1 Dbis 3)

1] 21| 3 | 4 | 5 | 6 | 7| s 9 10 | 11

t x y Alz A’Iz AH’x lAIIIIzl A/y A/’y Allly Alllly
gJi ;Ti ;:143’415 1131 5,3 +112,5 5,5

’ ’ 107,82+ 0,4 +107,0 | 22 15703

0,6 1339,21337,6 | ———| —-4,9 |—— |+ 02— 1018 -5,2 l+ 0’21
0,8 | 442,1|439,4] #1029]1 _ 45 ][+ 0] e e

1,0 540,7(536,5| 7 986 = 9 ‘

* Siehe Beispiel auf dieser Seite, unten.
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Da At = 0,2 s, erhidlt man fir den in der Mitte stehenden Wert
t=0,6s:

Z.—:: = v cos® = 526,36 m/s; % = v-sind = 521,65 m/s;

RN cosd =1229m/s?; RN sind = 120,6 m/s2.

Dabei werden gemifl Formeln (25), (26) die eingerahmten Differenzen
des Schemas benutzt. Ferner ist

R(v) = R(741,1) = 172,2 m 52,

Da y = 337,86 m, ist é((,l) = 0,965 nach der Everlingschen Formel; da

o
ein Geschol von 15kg und 10 em Kaliber verfeuert war, erhalt man mit
_ T (2R)3Rg vk Do .
€= m = 1.083 (11 m (lll).
i f(v) = i -f (741,1) = 86,9 m/s?.

Dieses Verfahren muB fiir alle Punkte der vermessenen Bahn wiederholt
werden, damit ¢ - f(v) in tabellarischer Form erhalten wird. Unter Um-
stinden ist hieran noch eine weitere Korrektur vorzunehmen, die sich
aus der hohenveranderlichen Lufttemperatur ergibt (vgl. §1d).

Wir haben schon oben darauf hingewiesen, dafi die Praxis die
multiplikative Verbindung von ¢, ¢, é und f(v) im Luftwiderstand
nirgends bestédtigt hat. Es hat sich vielmehr gezeigt, daBl der Luft-
widerstand streng genommen fiir jedes GeschoB gesondert be-
stimmt werden muBl. Die Verbindung ¢ -4+ f(v) stellt nur eine
erste Anndherung an die tatsichlichen Verhiltnisse dar; das strenge
Luftwiderstandsgesetz miifte demnach von der allgemeinen Form

W=F(v,1,c0)
sein. Es haben sich aber bisher fiir die Annahme, da W propor-
tional von & sei, nirgends Widerspriiche erhoben®, allerdings

liegen einwandfreie Versuche in dieser Richtung auch nicht vor.
Wir koénnen vorldufig also noch an der Form

W=6-F(v,7,c)

fiir den Luftwiderstand festhalten. Wie weit diese Form auch

* Dieser ¢-Wert ist anders definiert als z. B. in Formel (11). Dadurch tritt
aber nur eine andere zahlenmiBige Normierung von f(v) ein, wihrend
die GroBe der Verzogerung c- f(v) ungedndert bleibt.
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theoretisch bestitigt werden kann, werden wir weiter unten sehen.
DaB ¢ implizit in F (v, ¢, ) enthalten sein mufl, machen auch die
bereits weiter oben angegebenen, von der Geschwindigkeit v ab-
hingigen 5-Werte von O. v. Eberhard wahrscheinlich. Die ¢-Werte
stellen nichts anderes dar, als nicht konstante Korrektionswerte,
die man freilich als nur schwach verinderlich annimm¢. Daf} auch
¢ in F(v, ¢, %) implizit eingeht, folgt aus der Tatsache, daf ¢ fiir
gleichgeformte Geschosse verschiedenen Kalibers nicht konstant
ist. Vielmehr hat man beobachtet, daB bei gréBeren Kalibern die
v. Eberhardschen ¢-Werte zu gro8 werden. Nach Kritzingerd4
mull man ¢ mit den folgenden, nur niherungsweise konstanten
s, Kaliberfaktorens multiplizieren:

Kaliber (cm) \ 6 | 10| 15 | 20 | 25 | 30 | 35
Kaliberfaktor .. | 1,04 | 1,00 | 092 | 0,82 | 0,71 | 0,66 | 045

(leichwohl hat es sich fiir die meisten ballistischen Aufgaben
als zweckmiiBig erwiesen, mit fiir alle Geschosse einheitlichen Luft-
widerstandsgesetzen zu arbeiten. Es gibt eine groBe Anzahl solcher
Luftwiderstandsgesetze. Wir fithren hier eine kleine Auswahl an,
soweit sie heute iiberhaupt noch eine Bedeutung haben.

Das ilteste, von Newton, Legendre, Bernoulli u. a. be-
nutzte Gesetz hat die in Gleichung (4) angegebene einfachste Form.

Danach ist die Verzégerung durch den Luftwiderstand gegeben
durch

. R-m-6-9-0,014-1¢
Cyr®, WO €= 51906

(27) R

Hierin ist 2 R = Kaliber in m, &= Luftgewicht in kg/m3,
g = 9,81 m/s%, P = GeschoBgewicht in kg, i = Formfaktor (=1
fir Geschosse mit 2 Kalibern Abrundungsradius der ogivalen
Spitze). K (v) ist fiir dieses Gesetz konstant [c- K (v) = c,].

Weiterhin ist mit einer Abinderung dieses Luftwiderstands-
gesetzes derart gerechnet worden, daf v nicht mehr mit der 2. Po-
tenz, sondern mit einer beliebigen Potenz n eingeht, d.h.

(28) R =c, - vm.

So hat z. B. Bashforth(8® ausfithrliche ballistische Tabellen fiir
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n = 3 berechnet. Auch Polynome sind vielfach fiir R angesetzt
worden, z. B.

R=a-vm+b.om

Das lange Zeit gebrduchlichste Gesetz war jenes von Siacei4)
[Formel (6)], oft gebraucht deswegen, weil ausgedehnte ballistische
Tabellen darauf beruhen. Hierher gehéren auch die Gesetze
Formel (7) (Amerika®?) und das Kruppsche Widerstands-
gesetz4l), die alle drei bereits erwihnt wurden. Bestimmt man aus
ihnen K (v), so erkennt man folgenden in Abb.5 dargestellten
charakteristischen Verlauf: bis etwa v = 200 m/s ist K (v) nach
Siaceci nahezu konstant, d. h. W hat die Form (4). Beim Krupyp-
schen und amerikanischen Luftwiderstandsgesetz hat K (v) bei
v~ 200 m/s einen Tiefpunkt. Dann steigt die K (v)-Kurve stark
an, hat bei etwa v = 330 m/s (Schallgeschwindigkeit) einen Wende-
punkt und erreicht bei v ~ 500 m/s (Siacel) bzw. 430 — 480 m/s
(Krupp, amerik. Gesetz) einen grofiten Wert. Von da an nihert
sich K (v) asymptotisch einer Horizontalen, die jedoch héher liegt
als der Tiefpunkt bei v = 200 m/s. Das bedeutet also, dafl bei
grofleren Geschwindigkeiten wieder anndhernd ein Gesetz der
Form (4) besteht. In den folgenden Zahlentafeln sind einige Werte
dieser verschiedenen Gesetze auszugsweise wiedergegeben.*

v Siacei Krupp Amerik. Gesetz
m/s

108-K(v) | n(v) | 105-K(v)| n(v) | 10*-K(v)| n(v)
50 121 2,002 — — 1,625 2,008
100 121 2,010 — — 1,495 1,835
150 121 2,024 1,190 — 1,391 1,836
200 123 2,073 1,195 2,039 1,363 2,104
250 128 2,355 1,243 2,475 1,514 3,025
300 172 5,875 1,551 4,650 2,133 4,906
350 273 3,875 3,174 5,519 3,453 4,495
400 323 2,757 3,843 2,448 4,228 2,760
450 342 2,307 3,981 2,181 4,378 2,154
500 348 2,061 3.998 1,986 4,436 1,865
600 342 1,768 3,852 1,674 4,215 1,613
700 326 1,501 3,647 1,674 3,944 1,557
800 306 1,488 3,502 1,734 3,720 1,692
900 287 1,413 3,400 1,763 3,564 1,671
1000 269 1,356 3,320 1,795 3,467 1,763

* Vgl. auch den Tabellenanhang
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Dabei ist die Verzégerung durch den Luftwiderstand:

R=c-6-/(v),
mit
Siacci Krupp Amerik. Gesetz
_l00-i-@Rp | a R | 1000-@R)-i
=T 1206 P T T120.P  |YT 1,250 P

Kaliber 2R in m,

GeschoBgew. P in ke Rinem, Pinkg | Rinm, Pin kg

Die Integration der ballistischen Hauptgleichungen wird, wie wir
an entsprechender Stelle sehen werden, bedeutend vereinfacht,
wenn man ein Luftwiderstandsgesetz der Form (28) zugrunde
legen kann. Fiir ein bestimmtes v miifite dann sein

c-0-f{v) =g, vm

Durch logarithmische Ableitung nach v ergibt sich:

Fiir beliebige v haben also ¢ - ¢ - f(v) und ¢,, - v eine zweipunktige
Beriithrung, wenn

@)
(29) nvy = o)
gesetzt wird; » (v) nennt man auch den ballistischen YWiderstands-
grad, Er ist, soweit er bekannt war, in die obige Tabelle eingetragen.
Man erkennt, dafi # (v) mit v stellenweise stark verédnderlich ist.
In der Tat haben daher mehrere Ballistiker versucht, die Luft-
widerstandsfunktion durch sog. ,,Zonenpotenzgesetzes anzunihern.
So geben Mayewski ) (® und Sabudski (7 ® ¢ (Rufiland) fol-
gendes Gesetz an:

__R*.m-d.i-g

= @ Y. . pt
% L206.p MU
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Dabei ist fiir m und » zu setzen:

v

(m/s)

0— 240 0,0140 2
240— 295 0,5834-10—4% | 3
295— 375 0,6709-10—9° | 5
375— 419 0,9404 -10—* | 3

419— 550 0,0394 2
550— 800 0,2616 1,7
800—1000 0,7130 1,55

Chapel — Vallier — Scheve — Hojel geben an:

0<v<300 m/s: R=rc-0,33814- ¢25.10-5
300 <9< 330 m/s: R=c-0,21962 .¢5.10—12
330 <0< 1000 m/s : | = c¢-0,125- (v—263) (Chapelsche Gerade);

dabei ist zu setzen:

10t R2.5-4-g
~ 1,206 P 9,81

d) Luftwiderstand und Lufttemperatur

In den vorangehenden Entwicklungen war die Temperatur der
vom fliegenden GeschoB durcheilten Lufthiille nur insofern be-
riicksichtigt worden, als sie in das Luftgewicht oder die Luftdichte
eingeht. Tatsichlich wirkt sich aber die Lufttemperatur auch noch
in anderer Weise auf den Luftwiderstand aus. Statt von der Luft-
temperatur zu sprechen, kénnen wir auch die jeweilige Schall-
geschwindigkeit in der das Gescho umgebenden Lufthiille heran-
ziehen, da die Schallgeschwindigkeiten s, und s, in zwei Luftmedien
mit den absoluten Temperaturen 7, und 7, in der Beziehung

(30) §1: 8, = VZ‘I : VTz
zueinander stehen.
Athen, Ballistik 3
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Eine qualitative Betrachtung mége zur Erlduterung dienen:
Denkt man sich einen Stempel in einer Réhre stolweise vorwirts-
bewegt, so entsteht bel jedem Stofl eine Luftverdichtungswelle,
die jhren Ursprung am Stempel hat und sich mit der Schallge-
schwindigkeit s fortbewegt. Ahnlich ist es beim bewegten Geschof;
von der GeschoBspitze gehen kontinuierlich Luftverdichtungs-
wellen aus, wihrend sich am GeschoBende Luftverdiinnungswellen
bilden. Ist die GeschoBgeschwindigkeit kleiner als die Schall-
geschwindigkeit, so eilen die Verdichtungswellen dem Geschol}
voraus, ist sie gréBer, so staut sich, da nunmehr das Geschof den
Verdichtungswellen vorauseilt, an der Gescholispitze die Luft: eine
Widerstandsvergroflerung ist die Folge. Dies erklirt auch quali-
tativ die beiden oben besprochenen GeschoBarten: bei Geschwin-
digkeiten, die kleiner als die Schallgeschwindigkeit sind, verwendet
man oft die tropfenférmige Fliigelmine, da sich die am Geschol3
vorbeistromende Luft dieser Form am besten anschmiegt; bei Uber-
schallgeschwindigkeiten dagegen ist zum besseren Durchdringen
der gestauten Luft die spitze GeschoBform die giinstigste. Schon
Mach®® hat darauf hingewiesen, daf} die ,, Kopiwelles des Ge-
schosses zur Geschwindig-
keitsmessung herangezo-
gen werden konnte. Denn
befand sich das Geschof}
mit der Geschwindigkeit
vvor 0,1,2,3,...Sekun-
den nacheinander in I,
II, III, ... (Abb. 7), so
hatte es jeweils die Strek-
ken z, (x—w), (x—2v),...
zuriickgelegt; die von I,
I1, 111, ... ausgehenden

Abb. 7. Einhillende der Schallwellen ~ Verdichtungswellen ha-

ben dann in derselben
Zeit die Wege 0, s, 2s, ... zuriickgelegt. Infolgedessen ist der
halbe Offnungswinkel a der Wellenenveloppe gegeben durch

, d.h. |v =5s.coseca

Jedenfalls erkennt man, daB bei der Betrachtung des Luft-
widerstandes die Fille v</s und v>>s auseinanderzuhalten

(31) sing =

2| @
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sind*; wegen (30) muB dann auch die Lufttemperatur eine be-
stimmte Rolle spielen.

Es hat sich in der Praxis mit der Verfeinerung der MeBmethoden
gezeigt, dafl die theoretisch berechneten Flugbahnen eines Ge-
schosses selbst bei Beriicksichtigung der Luftgewichtsabnahme mit
der Héhe nicht mit den photogrammetrisch aufgenommenen, tat-
sichlichen Flugbahnen iibereinstimmten, selbst dann nicht, wenn
vorher mit den genauesten Mitteln die fiir dieses GeschoB giiltige
K (v)-Kurve bestimmt wurde. Die durch Geschofrotation be-
wirkten Pendelungen konnten zur Erkldrung nicht dienen. Erklér-
lich wurden die Abweichungen nur durch die Annahme eines
anderen Widerstandes in héheren Luftschichten, als nach der
Formel f =¢-d(y) - f(v) erwartet werden miilite. Die einzigen
hohenverdnderlichen Elemente sind aber Luftgewicht und Luft-
temperatur. Dal mit letzterer die geschilderten Abweichungen er-
klsrt werden koénnen, wurde von verschiedenen Ballistikern ver-
mutet und bestitigt. Danach mufl der Luftwiderstand die Form (32)
haben:

H'=é-(5(y)-v‘-’-A’o(%)zbé(y)-vz-lx'(v-s—:)

(32) ‘
=E-0(y).v2.K(v. _T_T(_oy_))

Die Abhingigksit des Widerstandes von der Schallgeschwindigkeit
und damit von der Temperatur war ibrigens nach den voran-
gehenden qualitativen Betrachtungen zu erwarten. — Schon 1883
soll Sarrau (Frankreich) darauf aufmerksam gemacht haben. In
Deutschland hat wohl Prandt1®® als erster diese Verhiltnisse
festgestellt. Auf Grund der Weltkriegserfahrungen gab Darrieus®?
(Frankreich) eine einleuchtende Erklirung fiir Formel (32). Er
schlieBt folgendermaBen: Man denke sich das gleiche GeschoB in
zwei Luftschichten L, und L, fliegend, die beide gleiche Luftdichte,
aber verschiedene Temperaturen (und Schallgeschwindigkeiten)
T, und T, bzw. ¢, und s, haben. Nach der kinetischen Gas-
theorie ist in beiden Medien die mittlere freie Weglinge der
Luftmolekeln gleich, wihrend die mittleren Molekulargeschwindig-

. . - . . . IR A _
keiten w, bzw. w, im Verhiltnis w,: w,=s;: 5, = | I} :} T, zu

* Fiir v < s wird sina > 1; a hat dann also keinen reellen Wert mehr.
g%
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einander stehen. In beiden Luftschichten werden gleichviel Luft-
molekeln von dem fliegenden GeschoB getroffen, wenn die ent-
sprechenden Geschof3geschwindigkeiten », und v, im Verhiltnis
wy Wy =0y v, d. h. #1902 = T,: T, stehen; diese Forderung ist
nétig, da bei konstanter Temperatur offenbar die gleiche Anzahl
getroffener Molekiile gleichen Widerstand bedeutet. Die von den
fliegenden Geschossen an die getroffenen Molekiile abgegebenen
Energiemengen verhalten sich wie v,2: »,2; das ist dann aber auch
das Verhiltnis der in L, und L, auf das Gescho8 ausgeiibten Wider-
stinde W, bzw. W,. Die Beziechung W,: W, = v,2: v,? besteht je-
doch dann, und nur dann, wenn W die allgemeine Form (32) hat.
Eine strengere Ableitung der Form (32) hat Langevin®® mit
Hilfe von Ahnhchkeltsbetrachtungen aus den aerodynamischen
Grundgleichungen durchgefiihrt.

Ubrigens 148t sich (32) auch durch Dimensionsbetrachtungen
gewinnen, wie es Vahlen!® gezeigt hat. Hat man nimlich aufler
v, ¢, 0 (vgl. 8. 17) noch s zur Verfiigung, so lassen sich aus diesen
4 Faktoren nur der durch (4) bestimmte dimensionslose Quotient

g o & Hn

und auBlerdem das dimensionslose Verhiltnis % bilden. Das wirk-

liche Gesetz fiir W kann also nur zwischen diesen beiden Fillen
liegen, d. h. es muB} gelten

W=q-(5-v2-,u(%),

womit wieder die in (32) gegebene Form erscheint.

Es soll an dieser Stelle noch vermerkt werden, da man fiir 7, im all-
gemeinen den Wert 7'y = 283° abs. (d. h. --10° C) festzulegen pflegt.

e) Zentrifugalkraft und Corioliskraft

Wird die Gescholbewegung bei rotierender Erde betrachtet, so
treten zwei weitere Krifte in Erscheinung, die bei Fernbahnen
nicht vernachlissigt werden diirfen. Die eine ist die Zentrifugal-
kraft, die sich mit der Schwerkraft zu einer Resultierenden, der
»scheinbaren® Schwerkraft zusammensetzt. Befindet sich der
Nullpunkt des bereits eingefiihrten Koordinatensystems (z, y, 2),
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(§ 12), an einem Ort O der Erdoberfliche, und ist der senkrechte

Abstand E eines Punktes P(z,y,z) von der Umdrehungs-

achse der Erde E = E (z, ¥y, 2), so greift im Punkte P daher

die Zentrifugalbeschleunigung E (z, y, 2) - #2 an, wo n die
2

T 21.60-60

= 0,000073 s~ |, so dafl als Korrektur fiir die ,scheinbare®

Schwerkraft die Komponente von 2 - E(x, y, 2) verbleibt. Die
Zerlegung von E in die Komponenten E,, E,, E, fiir die Achsen-
richtungen «, y, z fiihren wir hier nicht durch (vgl. dazu Vahlen®),
— Die Corioliskraft ist die zweite infolge der Erdumdrehung zu be-
riicksichtigende Kraft. Betrachtet man nédmlich einen Punkt P mit
der ,,Relativgeschwindigkeit® v, in einem System S, das seinerseits
irgendeine Bewegung mit der , Fiithrungsgeschwindigkeit v, aus-
fithrt, dann ist zwar immer die Absolutgeschwindigkeit dieses Punk-
tes P die Resultierende aus v, und vy, dagegen ist die Absolut-
beschleunigung von P die Resultierende aus der Fithrungsbeschleu-
nigung des Systems S, der Relativbeschleunigung von P in S und
einer weiteren Beschleunigung: der Coriolisbeschleunigung. Diese
ist gleich dem doppelten Produkt aus der Winkelgeschwindigkeit
des Systems S und der zur momentanen Drehachse von S senkrech-
ten Komponente von »,. Die Coriolisbeschleunigung steht senkrecht
auf v, und der monentanen Drehachse; sie wirkt ablenkend auf »
im Sinne der Drehung. Hat man also ein Koordinatensystem
(X,Y,Z), dessen Z-Achse mit der Erdachse zusammenfillt, so
lauten die Flugbahngleichungen bei ruhender Erde als Funktionen
der Flugzeit t: X = X (1), Y = Y (), Z = Z(t). Die Komponenten
der Corioliskraft sind nach dem Obigen (— 2% - Y, + 2% - X, 0), so
dafl die Flugbahn bei rotierender Erde ndherungsweise gegeben
ist durch

Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde bedeutet [n

X_'(t) =—2n.-YO)+ X(@t); Y=20-X@0)+Y@); Z@t)=Z0).

Zunichst ist Z(t) = Z (1), d. h. in Richtung der Erdachse wird die
Bewegung des Geschosses durch die Corioliskraft nicht verdndert.

Die Integration der Gleichungen fiir X und ¥ bietet keine Schwie-
rigkeiten. Wir kommen darauf spéter zuriick.
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f) Poissoneffekt und Magnuseffekt

Die beiden hier zu besprechenden Erscheinungen, die als Folge
der Geschofirotation auftreten, sind auBerordentlich verwickelter
Art und sollen an dieser Stelle nur der Vollstindigkeit halber ohne
lange theoretische Erorterung genannt werden. Auf manche mit
ihnen zusammenhéngende Fragen wird spiter zuriickzukommen
sein. Bei den folgenden Ausfithrungen nehmen wir an, daf} die Ge-
schoBspitze stets oberhalb der Flughahntangente liege.

Der Poissoneffckt, auch Polsterwirkung genannt, beruht
darauf, daB sich auf der Vorderseite des Geschosses eine Art
Kissen von zusammengepreBter Luft bildet, wihrend auf der
Riickseite eine Luftverdiinnung eintritt. Durch die unterschied-
liche Reibung auf beiden Seiten rollt das Gescho8 also gleichsam
wie auf einem Polster im allgemeinen nach rechts ab, wenn es
Rechtsdrall hat.

Der Magnuseffekt53) 4 entsteht dadurch, daBl das Geschol} die
vorbeistreichenden Luftteilchen im Sinne seiner Rechtsrotation
mitreift. Die GeschofBlachse liegt oberhalb der Flughahntangente
(Stromungsrichtung der Luft). In Richtung des fliegenden Ge-
schosses gesehen, wird sich also auf dessen linker Seite ein luft-
verdiinnter, auf der rechten Seite jedoch em luftverdichteter
Raum bilden. Der so entstehende Druckunterschied auf beiden
Seiten muf} im allgemeinen in einer Linksabweichung des Geschos-
ses in KErscheinung treten.

Es kann jedoch auch der Fall eintreten, dal die geschilderten
Abweichungen nach der entgegengesetzten Seite erfolgen, ndmlich
dann, wenn die GeschoBspitze unterhalb der Bahntangente liegt.

§ 2. Theoretische Ableitung cines Widerstandsgesetzes

Wenn es bisher auch noch nicht gelungen ist, eine befriedigende
Theorie fiir den Luftwiderstand zu erbringen, so wollen wir trotz-
dem an dieser Stelle noch eine theoretische Betrachtung anstellen,
die eine mathematische Formulierung des Luftwiderstandsgesetzes
ermdéglicht. Die folgende Ableitung beruht auf den Entwicklungen,
die H. Lorenz®® fiir Schiffskérper angestellt und spater auf Ge-
schosse ausgedehnt hat. Es ist klar, daB beim GeschoBflug Energie
abgegeben wird einerseits bei Entstehung der Luftverdichtungs-
wellen, andererseits aber auch zur Uberwindung der Zihigkeit der
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am Geschol vorbeistreichenden Luft. Entsprechend besteht der
Luftwiderstand W aus 2 Teilen: einem Anteil W, der seine Ursache
in der Wellenbildung hat und einem Anteil W,, der durch die
Reibung und Wirbelbildung entsteht.

Den vom fliegenden GeschoB getroffenen und in Schwingung ver-
setzten Luftteilchen wird eine Geschwindigkeit aufgezwungen, die
am GeschoBkorper etwa mit der Geschofgeschwindigkeit v iber-
einstimmt, nach auflen aber nach einem exponentiellen Gesetz

(33) v* = 0. e @—r") (r=sgenkr. Abstand von der GeschoBachse)

abnimmt; hierin bedeutet » einen vom Luftmedium abhingigen
Faktor, wihrend a gleich dem halben GeschoBkaliber ist. Bei der
Vorwirtsbewegung um die Strecke d# wird beil einem spezifischen
Luftgewicht 6 die Arbeit

d(dLl)zziy.v*z.r.dr.d¢.dz

geleistet, wo 7 - dr - dg das Flidchenelement der Normalebene zur
GeschoBachse ist. Integration iber die Normalebene auflerhalb des
GeschoBquerschnitts ergibt, da Kraft = Arbeit: Weg ist:

27 o
(34 W, = %:%-52.”’r.dr.ex-mﬂ—m.d(pz,ﬁ.q.ﬁz,
o a

wo #? einen Mittelwert bedeutet, auf dessen Bestimmung noch zu-
riickzukommen ist. Andererseits wird auf dem Wege dz zur Uber-
windung der Zihigkeit durch das Gescholl nidherungsweise die
Arbeit
!
d(dL)=p-v-dz-dl, dh dLy=p- (v-dz-dl
0

geleistet, so dal W, = 'fi—[;’ =~ p-v-! wird. Hierin ist x ein kon-

stanter Faktor, der die Zihigkeit charakterisiert, wihrend ! die

GeschoBlinge bedeutet. Der gesamte Widerstand ist also gegeben
durch

(35) W=W,+W,=%,-q-9*+pu-l-v.
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Hierin ist %2 noch niher zu bestimmen: % setzt sich zusammen aus
der Axialgeschwindigkeit v, der durch den Drall hervorgerufenen
Rotationsgeschwindigkeit v - tg{ (¢ = Drallwinkel) und dem Mit-
telwert « der infolge der Luftverdichtungswellen periodisch ver-
dnderlichen Radialkomponente in Richtung von r. Somit gilt

(36) o2 =% (1 + tg?0) + u?,

wo u sich folgendermafen bestimmt: Ist £ der radiale Ausschlag
eines Luftteilchens aus der Ruhelage, so gehorcht £ einer Differen-
tialgleichung fiir die erzwungene, gedimpfte Schwingung

(37) Et+e-Etat b=y,

in der ¢ einen Ddmpfungsfaktor, a die Frequenz der freien Schwin-
gung (y = 0) und y die durch Gleiten auf der gekriimmten GeschoB-
fliche verursachte radiale Zwangsbeschleunigung* der Luftteilchen
bedeuten. Ist s die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen mit

271 -8

der Wellenldnge A, so gilt bekanntlich 4 ==

. Wegen der an-

nahernd kreisférmigen, d. h. relativ zum fliegenden GeschoB sinus-
féormigen Bewegung der Luftteilchen gilt also

27 -v

(38) y =02 (4 coswt+ B-sinwit), wo offenbar w = T

wihrend damit & die allgemeine Form
(39) &= yla, w,v) - coswt + y(a, w, v) - sinwt

annimmt. Fithrt man (38) und (39) in (37) ein, so folgt durch Ver-
gleich der Faktoren von sin bzw. cos

_ v.:'A-(aZ—w2)—B~e~w.

Y= (@ — ' f&-0f '

I =1-2'B-(a2—w2)+A-e-w
X (@ —? L & a?

(40)

Die Radialgeschwindigkeit der schwingenden Luftteilchen ist nach

(39) gegeben durch die Ableitung & = ¢ - [x - coswt— - sinwt],
so daBl das Mittel

* Die Luftteilchen fithren niaherungsweise eine Kreisbewegung aus, so
3
t

daB y als Zentrifugalbeschleunigung "y = ?) gedeutet werden kann.

f
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u2= EZ =w2'w2+12=w2.v4. A,+Bz
> Mittel P} 2 (a2 — w?)? |- &2 o2
2. 72
wird. Mit den Abkiirzungen s, = ——; ot —=° ~ und
cos4( 4n
2 2
y= AS%B - A% cos?{ nimmt schlieBlich der Widerstand W, wenn
2x-v 27.8 . o .
noch w = und a = == eingefiihrt werden, die Form
7 g
L R S | IE AL oS
W=p-l-vi-q-t ll (8,_’&)3+c,.t‘,|
- " -
w e
_/"l'”+x2"1'7"2' 1 4 iz PRV
B R

an. Diese allgemeine Form bleibt auch bestehen, wenn ¢ = 0, d. h.
wenn das Geschof} keine Drallbewegung ausfiihrt. Natiirlich &ndern
sich dann die Konstanten x, und »; von » weill man aber, daf} es
von der GeschoBform abhiingig ist, da 4 und B durch die Kriim-
mung des Geschosses bestimmt sind.

Stellt man TT‘ graphisch dar, so nimmt diese Kurve die in Abb. 8

dargestellten Formen an, je nach der Wahl der Konstanten x,, »
und ¢2. Man erkennt aber ohne weiteres den charakteristischen

o Iq.v?

snde1

0
0 1 2 3
Abb. 8. Abhingigkeit des Widerstandes von der Gescho3form (Lorenz)



42 Kap. 1. Die wirksamen Krifte. Die Bewegungsgleichungen

Verlauf der bereits oben besprochenen K (v)-Kurve. — Durch

I:zl nach » stellt man unschwer fest, da8

Differentiation von

diese Kurve die horizontale Gerade % = 2,9 bel v =0 be-
rithrt, daB sie sich fiir v = co asymptotisch der Horizontalge-
raden Wy #9 - ¢ - (1 4 ») ndhert und daB sie schlieBlich fiir

vz
4
v2= T,jsTcz , (0,2 > s?), einen Hochstwert erreicht, wihrend die
N . s 2 . :
obere Asymptote im Punkt v,2 —gE—a = v—; geschnitten wird.
Beispiel: In der K(v)-Funktion von Siacci ist niherungsweise
9
K(0) = (%‘) —xp-q=120.10—6, d.h. % —220.10—6. Femer
o
2
ist 2% == 5182, somit ¢?=2s?-]1— ('Fj—g) ‘ . SchlieBlich ist
(% ~ 220-10—6 =2, q- (1--), d.h. » — 0,8333. Aus v, bestimmt
[+ >

man v, = 366 m/s.

Lorenz geht nun weiter und zeigt, dal bei Spitzgeschossen mit
dem halben Offnungswinkel # an der kegelférmigen Spitze an-
gesetzt werden kann

(42) y=2sin®; c2=s?. (sind | sin29) | (Abb. 8).

Das 1. Glied in (41) zeigt an, daB bei kleinen Geschwindigkeiten W
merklich linear mit » verlduft.

Es kam uns darauf an, in den vorangehenden Entwicklungen zu
zeigen, dal} der Teil K(v) der Widerstandsfunktion durch die
Schallgeschwindigkeit s maf3gebend bestimmt wird. Aus Formel (41)

erkennt man in der Tat, daB fiir K (v) richtig Ko(g) gesetzt werden

muB, wie es schon in (32) auf anderem Wege gezeigt war. Dariiber
hinaus sollte aber gezeigt werden, dal es einen Formfaktor, der
rein multiplikativ in den Widerstand eingeht, nicht geben kann.
In (41) ist p eine durch die GeschoBform bestimmte Konstante, die

in K, (%) implizit enthalten ist*.

* Dariiber hinaus enthalt v auch den GeschoBquerschnitt ¢, d. h. das
Kaliber 2 R, womit der Kritzingersche Kaliberfaktor eine gewisse Berech-
tigung erhalt.
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Die hier theoretisch abgeleitete Widerstandsfunktion ist ein
aussichtsreicher Ausgangspunkt fiir genauere Entwicklungen, die
noch besser, als es bei dieser Form auf Grund einschneidender
Niherungsannahmen der Fall sein kann, die tatsichlichen Luft-
widerstandsverhiltnisse wiedergeben. — Wie man auf Grund
von Versuchen die in (41) enthaltenen Konstanten numerisch
bestimmen kann, hat Falkenhagen®?® gezeigt. — Es gibt noch
eine Reihe weiterer theoretisch entwickelter Widerstandsfunk-
tionen; ohne ndher darauf einzugehen selen genannt die dies-
beziiglichen Arbeiten von Prandtl®®, Sommerfeld®®, La-
mothe®D, Ferrari®2a) u, a,

§ 3. Dic Differentialgleichungen der Bewegung

Nach der Darlegung der beim GeschoBflug wirksamen Kréifte
sind wir nunmehr in der Lage, die Differentialgleichungen der Be-
wegung aufzustellen. Wir betrachten die Geschofbahn in dem be-
reits definierten Koordinatensystem (z, ¥, 2), wo z in die horizon-
tale Schufirichtung und y senkrecht nach oben zeigt, wihrend 2
auf der (z, y)-Ebene senkrecht steht und, in Schufirichtung geseben,
nach rechts positiv gezéhlt wird. Beziiglich der wirkenden Krifte
nehmen wir zunéchst folgende vereinfachten Verhiltnisse an:
1. Die Erde befinde sich in Ruhe; dadurch fallen Einfliisse der
Zentrifugalkraft und Corioliskraft fort. 2. Die Erde werde als eben
angesehen; fiir die meisten Aufgaben der Ballistik ist das gestattet.
Die Richtung der Schwerkraft wird dadurch konstant, und die
Komponente g, fillt weg, so daB nur g, mit y verinderlich ist.

Beispiel. Bei einer Schufiweite von 15 km betrigt der Winkel zwischen
den Richtungen der Schwerkraft im Anfangs- und Endpunkt der Bahn
~ 8. Die 2-Komponente der Beschleunigung durch die Schwerkraft ist
dann an der Erdoberflache 0,02 m/s?; das ist aber gegeniiber der Ver-
zogerung durch den Luftwiderstand ($t ~ 8,3 m/s2 bei einem Geschol3
von 15 kg Gewicht) noch zu vernachlissigen.

3. Magnus- und Poissoneffekt werden als verschwindend an-
gesehen. 4. Schlieilich werde noch von der weiter unten be-
sprochenen Drallbewegung des Geschosses abgesehen. Die Ver-
anderungen der Flughahn durch die hier besprochenen 4 Einfliisse
werden wir spiter gesondert betrachten, da sie fiir einen sehr
groflen Teil der Flugbahnaufgaben zu vernachldssigen sind.

Unter den gemachten Voraussetzungen verliuft also die Be-
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wegung des Geschosses in einer auf der Erdoberfliche senkrecht
stehenden Ebene (z, y). Wir bezeichnen hier und im folgenden
die Flugbahnelemente mit den nachstehenden Abkiirzungen
(Abb. 9): z und y = Koordinaten eines beliebigen Bahnpunktes P;

y
J

| SN

‘io - Yy y5 \,\
e N

0 X £
Abb. 9. Flugbahn und Flugbahnelemente

¢ = arc tg (Z—Z) = gegen den Uhrzeiger positiv gezihlter Neigungs-

winkel zwischen Flughahntangente und Horizontale; ¢ = Flugzeit
vom Anfangspunkt O der Bahn bis P; » = Bahngeschwindigkeit
im Punkte P; ¢ = Abgangswinkel; w= spitzer Neigungswinkel der
Bahntangente im Endpunkt E der Bahn*, fiir den y zum zweiten
Male Null wird; X = SchuBweite = Entfernung OF; T = Tlug-
zeit von O bis E; v, = Anfangsgeschwindigkeit.

Die in die 2- bzw. y-Richtung fallenden Komponenten der Ver-
zogerung R durch den Luftwiderstand W sind $i-cos ¢ bzw.
R - sin &. Als weitere Beschleunigung tritt fiir die y-Richtung noch
die Schwerebeschleunigung ¢ (y) hinzu, so daB die Beschleuni-

2
gungskomponenten & = d da:Z(t) bzw. ¢= dzdytgt) den Differen-
tialgleichungen
= —H-cosd =—-:ic-ﬁ;
(43) ? .
|?7=—9(y)—§R-sin0 =—9W—y
geniigen miissen, wobei %—; =z =v-cos?d und % =gy=v-snd

* Die Waagerechte durch £ (und 0) heil3t allgemein ,,Mindungswaage-
rechte*’.
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zu setzen sind. Die Anfangsbedingungen dieser Differential-
gleichungen sind fiir ¢t = 0:2(0) = v,- cos ¢; y(0) = v, - sin g;
z(0) = y(0) = 0. Fiir die Verzogerung R kann im allgemeinsten
Falle ein Ausdruck der Form (32) geschrieben werden, so daf3 die
1. Form der Bewegungsgleichungen in der Gestalt

}=—j'~¢*-b(!j)'v-1\'(v-l T) dz 7

T(y))’ dt—

) 1=yl L.Form
. . Y 1_‘ dy j
j=—g—gee-dl)eKle| es)s Fr =i

erscheint. In diesem System von Differentialgleichungen nennt man
¢ den ballistischen Beiwert. Er ist je nach der Form des verwen-
deten Luftwiderstandsgesetzes verschieden definiert.
1000-i-(2R)? . .
—1206. P ° (2 R = Kali-
berin m, P = GeschoBgewicht in kg). Fiir y =0, B = 5cm, P = 15kg,
t=1, »= 500m/s wird also ¢ = 0,5528 und somit

R =c-d - v2 K(v)= 58,67 m/s?, J, = 1,22 kg/m?.

Beispiel. Im Gesetz von Siacci ist ¢ =

ﬂ'Rz"L.'_f]

Das Kruppsche Gesetz schreibt ¢ = (2 Rinem, Pinkg) vor;

1,22- P
fiir dieselben GréBen g, P, ¢, v, R wird ¢ = 42,10 und somit
R = 51,34 m/s2.

Mit dem Tangentenneigungswinkel # als der unabhéngigen Vari-
ablen in den Differentialgleichungen entsteht die 2. Form der Be-
wegungsgleichungen

dlveosd) ¢ a 1l T )
5 =g o K]
145 dv _ _ 2 0. de ¢ IL. Form
(49) = vt P
a_ e
49—~ g-cosd

Diese Form entsteht dadurch, daffi man die 1. Gleichung von
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(44) mit y, die 2. mit (— &) multipliziert und dann beide addiert.

. . o diny - ., d . a9 1
Daged—i-y () =stpagh) = 2
ist, folgt unschwer

dd g-cos P
(45 a) TR

und damit (45).

In (45) stellen die erste und zweite Gleichung ein gekoppeltes
System von Differentialgleichungen fiir v und y als Funktionen
der unabhingigen Verdnderlichen ¢ dar. Nach Lésung dieses
Systems sind x und ¢, wie (45) zeigt, durch Quadraturen 15sbar.

Die oft besonders fiir numerisch-graphische Rechnungen sehr
geeignete 3. Form der Bewegungsgleichungen nimmt (45) durch die
Substitutionen sin ¢ = Fangz, v = e* an:

du c R T
— = z 4 —. cedu, w, | 9
Iz Tangz + 7 oy) € I\(e } ’1'(y))
- dy et ~ dxr Fu 1 IILF
[} —_— = ——— . X —_— e e e . 2oTMm
(4 H) Iz 7 Langz; e 7 Golz y
dt et
dx~ g

In vielen Féllen begniigt man sich mit vereinfachten Formen dieser
drei Abarten der Bewegungsgleichungen. Fiir nicht zu groBe
Hohenbereiche kann die Temperatur T (y) als konstant angesehen
bzw. durch einen konstanten Mittelwert ersetzt werden. Dasselbe
gilt fiir das Luftgewicht d(y). Wenn man beide als konstant vor-
aussetzt, entsteht aus (45) die folgende Sonderform, die auch als
ballistische Hauptgleichung bezeichnet wird:

d(w-cosd) _ c* Ballistische

i Shnds ¥ — .
(47) d o e v o) | (e*=c-0n) Hauptgleichung.

In dieser Differentialgleichung treten nur » und 9 auf. Deutet man
v und ¢ als die Polarkoordinaten einer Kurve v = v(##), so stellt
diese nichts anderes als den Hodographen der Flugbahn dar,
weshalb (47) auch die ,,Hodographengleichung der #uBeren Bal-
listikés genannt wird.
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Allgemein ist zu den vorstehend aufgefiithrten Formen der Diffe-
rentialgleichungen der Bewegung zu sagen, da8 ihre Integration
groe mathematische Schwierigkeiten bereitet. Selbst die so einfach
erscheinende Hodographengleichung (47) ist nur unter ganz be-
stimmten Voraussetzungen iiber die Widerstandsfunktion f(v)
integrabel®*. Man ist daher bis heute auf Naherungsmethoden, die
im folgenden eingehender zu beschreiben sein werden, angewiesen.

Eine allgemeingiiltige Beziehung fir den Kritmmungsradius
einer Flugbahn folgt aus der Beziehung (45a). Bekanntlich ist bei
der Kreisbewegung Radius - Winkelgeschwindigkeit — Bahnge-
schwindigkeit. Infolgedessen gilt fiir den Kriimmungsradius p einer
Flugbahn

d. h. wegen (4Ha)

(47 a) = —g.cos

'elena

Alle Flugbahnen haben in Punkten mit gleicher Geschwindigkeit
und Tangentenneigung gleiche Krimmung; d.h. sie haben un-
abhingig von der Annahme eines speziellen Widerstandsgesetzes
drei unendlich nahe Punkte gememsam.

§ 4. Erste Zusammenfassung (Krifte und Bewegungsgleichungen)

1. Die Bahn des fliegenden Geschosses wird in erster Linie durch die
Schwerebeschleunigung und die Luftwiderstandsverzogerung bestimmt.

2. Die Schwerebeschleunigung hat in unseren Breiten an der Erdober-
flache den Wert

g = 9,81 m/s?

* Dagegen kann man die Orthogonaltrajektorien zum Hodographen
durch Quadratur bestimmen: Die Tangentenneigung des Hodographen ist
v-dd g - cos &
dv ~ c¢* . f(v) +g-sind’
v-dd = c*.f(v)4g-sind o e
i = 4 -c0s & oder d\zomnﬂ)——? S(vy-de.
Dies ist durch Quadratur losbar.

Somit gilt fiir die Orthogonaltrajektorien:
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und nimmt mit der Hoéhe nach der Naherungsformel

1w =90 (1—3)

ab.

3. Die Luftwiderstandsverzégerung ¢ - f(v) ist eine Funktion der Ge-
schofgeschwindigkeit und des ballistischen Koeffizienten ¢, der durch
Form, Gewicht und Ausmafle des Geschosses bestimmt ist. In erster
N aherunu ist ¢ « f(v) dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional; bei
Geschwmdlgkelten bis zu etwa 200 m/s gilt das quadratische Wider-
standsgesetz als geniigend genau. Allgemeiner gilt

¢ f() = c-v? . K(v),

wobei K (v) charakteristisch fiir den Verlauf des Luftwiderstandes ist.
Besondere Bedeutung haben das Kruppsche Widerstandsgesetz, das
einheitliche Gesetz von Siacci, die Potenzgesetze in der Form ¢, - v,
sowie die Zonenpotenzgesetze, die in verschiedenen Geschwindig-
keitszonen mit von Zone zu Zone verinderlichen Geschwindigkeits-
potenzen und Beiwerten gelten. Fiir strengere Rechnungen muf} der Ver-
anderlichkeit von Luftdichte, Luftdruck und Lufttemperatur mit der
Hoéhe Rechnung getragen werden. Die Luftdichte geht multiplikativ in
den Beiwert ¢ ein, wahrend K(v) durch

("' I/T(J))

ersetzt werden muB. Bei Annahme einer konstanten mittleren Tem-
peratur braucht nur die Hohenveranderlichkeit des Luftgewichts be-
riicksichtigt zu werden. Bei FlughShen bis zu 10000 m gilt die Ever-
lingsche Formel

8(y) = O, - e—0,000106-¥ _ 5 1(—0,000046-

dann als gute Naherung. Als Normalwerte fir 7y bzw. §, pflegt man
283° abs., bzw. 1,22 kg/m?® zu nehmen.

4. Bei Fernbahnen miissen auch die Einfliisse der Zentrifugal- und
Corioliskraft, sowie bei Drallgeschossen der Magnus- und Poisson-
effekt beriicksichtigt werden.

5. Die Differentialgleichungen der Bewegung haben die Form

t=—2z-c-d(y)-v- K( l T(y))

T, )

j=—9@)—yc:30)-v-Kv- | 75
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Als ballistische Hauptgleichung bezeichnet man die Differentialgleichung
des Flugbahnhodographen v = v(#):

. cos & *
o) &y g,

der bei Voraussetzung konstanter Temperatur und Luftdichte nach
Losung der Hauptgleichung die Flugbahnelemente durch blofe Quadra-
turen zu bestimmen gestattet.

6. Der Kriimmungsradius einer Flugbahn bestimmt sich aus

2

IQl:g-cosﬂ'

Er ist unabhingig von der Wahl des Luftwiderstandsgesetzes, so daf3
Bahnen mit gleichen v und & drei unendlich nahe Punkte gemeinsam
haben.

Kap. II. Der luftleere Raum. Allgemeine
Flugbahneigenschaften. Ballistische Ahnlichkeit

§ 5. Ballistik im luftleeren Raum

a) Die Flugbahngleichungen und Flugbahnelemente

Einen ersten Einblick in den Mechanismus der Flugbahnbewe-
gung erhalten wir, wenn wir zunéchst den Luftwiderstand ver-
nachlissigen. In Wirklichkeit darf man das natiirlich nicht tun;
denn die Verzégerung durch den Widerstand betrigt schon sehr
bald ein Vielfaches der Schwerebeschleunigung, wie wir es in dem
Beispiel auf 8. 45sahen.

Im luftleeren Raume ist eine Verzogerung R durch den Luft-
widerstand nicht vorhanden. Infolgedessen geht (43) iiber in

z=0; mit den Anfangsbedingungen fir ¢{=0:
(48) ! §=—g(y); z(0)=y(0)=0; % (0) = vy - cos @;
y(0) = v, - sin¢.

Der Einfachheit halber nehmen wir zunichst auch ¢ als konstant
an. Dann hat (48) die Integrale

Athen, Ballistik 4
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E=wvy,=v-cosT=1vy-cos@; z=1y-co8@-t;

(49) , y=v,=v-sind =v,-sing—g-1;

y=vo-sin<p-t-—%g.¢2.

Diese Gleichungen besagen, dafl die GeschoBflugbahn als Resul-
tierende dreier Bewegungen aufgefat werden kann: 1. Aus einer
gleichférmigen Horizontalbewegung mit der Geschwindigkeit
¥, - €08 @; 2. aus einer gleichférmigen Vertikalbewegung nach oben
mit der Geschwindigkeit v;-sin ¢ und 3. aus einer gleichférmig
beschleunigten Vertikalbewegung nach unten mit der konstanten
Beschleunigung ¢g. — Andererseits kann die GeschoBbahn daher
auch als Resultierende aus einer gleichférmigen Bewegung mit der
Geschwindigkeit v, in Richtung der Anfangstangente der Flugbahn
und aus einer gleichférmig beschleunigten Vertikalbewegung nach
unten gedeutet werden. Die in Richtung der Anfangstangente ver-
laufende Bewegung ist gekennzeichnet durch

(503.) § (t) =" t,

wo £ den nach ¢ Sekunden erreichten Abstand des Punktes @
(Abb. 10) auf der Anfangstangente vom Nullpunkt O bezeichnuet.

o,

- /

Abb. 10. Schwenken (Angelrutenprinzip)

In der gleichen Zeit wandert infolge der gleichformig beschleunigten
Bewegung @ senkrecht nach unten bis P. Mit QP = ¢ gilt dann

(50D) pt)y =35

1=
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Nach Elimination von ¢ aus (50a) und (50b) folgt die Bahn-
gleichung des Geschosses P im (&, #)-System zu

(50¢) N =5

Elimination von ¢ aus den Gleichungen (49) ergibt die Bahn-
gleichung in (z, y) als Parabelgleichung:

g-a*

(51) i T

Der Zusammenhang der schiefwinkligen Koordinaten (£, 5) mit
den rechtwinkligen (z, y) kann aus (49) und (50a u. b) leicht ab-
geleitet werden; man erhilt

(E2) §=C0:!P; n=r-tgp—y oder

z==E§.cosp; y=E&-sing—.

Das schiefwinklige Koordinatensystem 1d8t eine wichtige Eigen-
schaft der Flugbahnparabel des Vakuums erkennen: man denke
sich & als starre Schiene drehbar in O befestigt; weiter sei @ auf &
beweglich und halte die drehbar in @ angeordnete starre Schiene 1,
auf der P durch eine verschiebbare Kugel markiert werden kann.
Legt man auf den beiden Schienen nun ¢ und P fiir eine bestimmte
Flugzeit ¢ gemaB (50a u. b) fest und bringt die Schiene & in eine
solche Lage, daB £ und x den Winkel ¢ einschlieflen, so nimmt P
infolge der durch die eigene Schwere nach unten hingenden
Schiene 5 die Lage ein, die das Gescholl bei der gegebenen An-
fangsgeschwindigkeit v, und der Erhshung ¢ nach ¢ Sekunden er-
reicht haben wiirde. Mit Hilfe des geschilderten Mechanismus
kann P also in jede Lage gebracht werden, die einer beliebigen
Erhéhung ¢ entspricht. Schliefilich kann man sich vorstellen, daB
die ,,Verschwenkung< gleichzeitig fiir jeden Punkt der Flughahn-
parabel durchgefiihrt wird; danhn entstehen bei der Drehung von &
um 0 nacheinander alle Flugbahnen mit allen Erhshungen, die
mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit v, abgefeuert werden, d. h.
alle ,,Flugbahnen der Schar (v))“. Man nennt diese Art der
Flugbahnschwenkung auch ,,Schwenken nach dem Angelruten-

4"
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prinzip+, wobel dieser Name in Anlehnung an das Bild der Angel-
rute gewihlt wurde. Diese Flugbahnschwenkung hat praktische
Bedeutung; bei nicht zu grofen Erhshungs- und Schwenkwinkeln
gilt sie auch im lufterfillten Raume ndherungsweise.
Beispiel. Ein Ziel liegt in # = 2000 m Entfernung in Miindungshéhe
(y = 0). Die erforderliche Erhohung sei 25°. Ein neues Ziel erscheint
in derselben Horizontalentfernung, aber 200 m iiber dem alten. Nach
sin q

(52) ist, da F=¢ und ij=mn: 2000 - tg 25° = 2000 - — 200,
d. h. ¢ = 30,88°;andererseits ist _,%0_?_6 =_= -. Daraus folgt wegen
cos 25 cos @

¢=13088°:2=1894m; da £ um [£— x| — 106 m zu kurz ist, muB
z um -} 106 m verbessert werden, um das letztere Ziel bekimpfen zu
koénnen. Die Korrektur fiir -}- 106 m wird nach der SchuBtafel*
zu 1,83° bestimmt; die gesamte Erhéhungsverbesserung ist demnach
Ap=¢ — ¢+ 1,83 =771° Die einzustellende Erhéhung ist somit
@y = 32,71°. — Kontrolle der Rechnung: In der Miindungswaage-
rechten gehoren zu 2000 bzw. 2200 m Entfernung dle Erhéhungen
25° bzw. 28,70°. Man bestimmt wie oben ¢, = 30,88°, z; = 1894 m
und ¢, = 34,05°, &, = 2078 m. Durch Interpolation fiir 2= 2000
findet man ¢, = 32,71° wie oben.

Aus den Gleichungen (49) lassen sich nun einige wichtige Folge-
rungen fiir die Flugbahnparabel des luftleeren Raumes ziehen. Der
Endpunkt der Bahn, der in der ,Mindungswaagerechten®,
d. h. der waagerechten Ebene durch die Miindung liegt, hat die
Koordinaten z= X, y =0. X wird die Schullweite genannt.
Fiir y = 0 erhdlt man aus (49) die Flugzeit T

2v,-8in @

(53) T=

Damit ergibt sich aus X = vy-cos ¢ - T die SchuBweite zu

vl sin2 g

(54) X =2

Im besonderen wird die groBte SchuBiweite X, fiir sin 2¢ =1,
d. h. p = 45°, erhalten:

(55) Xmax = ’%‘ s @Pmax — 45¢.

* Niheres dariiber § 33a.
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Da ferner sin 2 = sin (180 — 2¢) ist, gehort zu jeder Schulweite
X ein Winkel @,, der kleiner als 45°, und ein Winkel g,, der gréBer
als 45 ° ist. ¢, und @, ergéinzen einander zu 90°. Im Endpunkt der
Bahn ist die Endgeschwindigkeit v, gleich der Anfangs-
geschwindigkeit v, Der Neigungswinkel im Endpunkt ist
entgegengesetzt gleich dem Abgangswinkel ¢; das erkennt man

leicht, wenn man in die Gleichung (49 fir ) t = T = 20, -sin g

einfiihrt. — Da der Anfangspunkt willkiirlich auf der Flugqbahn
festgelegt werden kann, gilt der Satz: In gleichen Héhen hat
das GeschoB auf dem aufsteigenden Ast dieselbe Ge-
schwindigkeit und die entgegengesetzt gleiche Flug-
bahnneigung wie auf dem absteigenden Ast. Das letztere
erkennt man auch so: Die Gleichung (49) fiir y ergibt, nach ¢
aufgelost:

(56) g-t=1y-singp 4 Jv,2-sin%p — 2y - g.

Dies, in die Gleichung fiir y eingesetat, liefert mit tg ¢ = -g- und
v? = 4% 4 y? sofort

(57) tgo= T ETO—207 und 2= —2y.g.

¥ - COS @

Im Gipfelpunkt der Flugbahn ist die Tangente waagerecht; da
dann wegen & = 0 auch y = 0 wird, folgt aus (49) die Flugzeit ¢,
bis zum Gipfel:

__Y%-sing 1
(58) l,—T— 2T.

Die Horizontalentfernung z, zum Gipfel ist

1 ve? - 8in 2¢ 1
(59) zs=vo-cos¢-ts=?vo-cos<p-T=O_T_=?X.

Die Gipfelhshe y, ergibt sich durch Einsetzen des Wertes ¢, aus (58)
in (49) fir y

__ v®-sin?e _ 9 7 (Hauptsche
(60) ys = — 35 oder | yp=2-T Formel)

Die letzte Gleichung fiir y,, die sog. Hauptsche Formel, gilt mit
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sehr guter Naherung auch fir den lufterfiillten Raum. Wir
werden spiter sehen, dal dieser Umstand bei der Beriicksichtigung
der atmosphirischen Tageseinfliisse auBerordentlich niitzlich ist.

Beispiele. Anwendung der Hauptschen Formel auf ein Gescho8 von
6,9 kg Gewicht, v, = 400 m/s (Cranzsche Normalbahnen).*

T=2234s 42,185 s 55,75 s

@ =20° 45° 70°

Y, = 628,1 m 2304,1 m 3849,3 m
nach (60): y, = 623,9m 22245 m 3885,1 m

Bei diesen Beispielen wurde y, = 1,25 . T'* gesetzt.

b) Zusammenhédnge zwischen den Bahnen einer ganzen
Schar

Unter einer Flugbahnsehar versteht man erstens die Gesamtheit
der Flugbahnen, die zu einer festen v, gehéren und alle Er-
hshungen von — 90° bis + 90° durchlaufen ; zuweilen teilt man diese
Flugbahnschar auch noch in die ,,Schar der unteren Winkel-
gruppe” (0° <@ <45°)undindie ,,Scharderoberen Winkel-
gruppe’ (45° <@ < 90°). Zweitens gibt es noch eine Flugbahn-
schar, bei der die Erhéhung ¢ konstant bleibt, wihrend die
Anfangsgeschwindigkeit v, alle Werte von 0 bis oo durchlduft.

Wir betrachten zunichst die Schar mit gleichbleibender An-
fangsgeschwindigkeit v,, aber veridnderlichem Abgangswinkel ¢
und beweisen den Satz: Die Gipfelpunkte der Flugbahn-

y 2
schar liegen auf einer Ellipse, deren Halbachsen ;—"g— und

% ) 02
%— sindund deren Mittelpunkt vom Nullpunkt um—i—“— auf

der y-Achse nach oben verschoben ist. — Eliminiert man
ndmlich ¢ aus (59) und (60), so entsteht sofort die Gleichung der
Gipfellinie

. 2 -~ 2
T
Yo 37

LR R T R
2q 4g y

* Cranz(1) hat eine ganze Reihe von ,,Normalbahnen‘* unter einheitlichen
Voraussetzungen genau berechnet, um an Hand solcher Normalwerte
die verschiedenen ballistischen Rechenverfahren zu priifen.




§ 5b. Zusammenhinge zwischen den Bahnen einer ganzen Schar 55

Ein weiterer Satz lautet: Die Kurven gleicher Flugzeiten

sind Kreise, deren Mittelpunkte vom Nullpunkt um—g—-t2

auf der y-Achse nach unten verschoben sind und deren
Radien die Gréfie (v, - t) haben. — Der Beweis ergibt sich so-
fort durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen

T =10y-Cco8Q-t; y:vo-sinqa-t—%-tz;

die Kreisgleichung wird dann
2
2 (y—[——g-tz) = (v, - 1)2.

Dieser Satz hitte iibrigens auch aus dem oben geschilderten Ver-
schwenken der Flugbahn nach dem Angelrutenprinzip geschlossen
werden kénnen, das demnach gerade auf dieser Figenschaft beruht.

Der letzte hier zu beweisende Satz lautet: Die Flugbahnschar
mit gleichbleibender v, hat eine Einhiillende. Jeder
Punkt auf der Einhiillenden wird von einer Flughbahn,
alle Punkte innerhalb der Einhiillenden jedoch von zwei
und alle Punkte auBerhalb von tiberhaupt keiner Flug-
bahn getroffen.

Beweis: Aus Gleichung (51) ergibt sich, wenn man die Schrig-
entfernung OP (Abb. 11) mit R und den Winkel POE mit y (auch

4

Abb. 11. Schielen auf geneigtem Boden

Gelindewinkel genannt) bezeichnet, da @ = R-.cosy und
y=R-.siny:

2r,? 1
g cos?y

(61) R=

- cos @ - sin (p — ¥)
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R wird zu einem Maximum fiir g—g =0,dh cos(2¢ —y) =0
oder
1 /(=n
(62) = (g -+ }’)-
Somit wird
2y E \ 2,2 cos?@
Fnax = oy 10000 SR T T 0~ T ey
2 |2y ] D
_2'”0"(‘0@ 4T2‘_
(62a) g cos® ¥ ’
_ 2y 1 o T 2\ .
Tiax = — con 7 ' Co8 (74——%‘?),
2,2 1 E ¥
Ymax = . cos 7 'tg‘y- cos? (—4——}—-:-."-)

Fir alle Punkte auf der Geraden mit der Neigung y, bei denen

R =72+ 42> Ry, ist, gibt es keine Erhshung @, mit der
diese Punkte erreicht werden kénnten. Bei allen Punkten mit
R = R, gibt es eine durch (62) definierte Erhchung. SchlieBlich
werden alle Punkte mit B < R, von 2 Flugbahnen getroffen,

deren Erhéhungen ¢; und @, sich zu (g-}—'y) erginzen, d. h.

(63) o1+ g.=75 +7

Denn: €08 @; = €O8 (% — @y + )’)

und sin (@, — ) = sin (g——f-‘}’—%—?’)’
oder cos ¢; = sin (@, — )

und sin (@ — ) = 08 @y,

d. h. cos@, - sin (g, — ) = cos @, - sin (g, — )

und somit R(p,) = R(gp,).
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Die Gleichung der Einhiillenden ist die Kurve der R, fiir
alle y; nach (62a) ist also

(T Y
2v4° o8 (4 + ‘))

Runax =}112+ye2 = 7 '—cosz‘y—“
an o, 7y _ l—siny L 2
oder da cos (4 - 2/\ 3 © oty 1+ tg2y und
__y_ . .

tgy =<, folgt schlieBlich
.2 . 2\2

62 b 219 .'L,:(”L)’

(62 b) 20+ 2y p

also eine Parabel, die aus leicht verstindlichen Griinden auch
Sicherheitsparabel genannt wird.

Fiir die Bahnen mit gleichbleibendem Abgangswinkel, aber ver-
schiedenen Anfangsgeschwindigkeiten v, ergeben sich &hnliche
Siitze. Wir beweisen die folgenden beiden: 1. Der geometrische
Ort aller Gipfelpunkte ist eine Gerade. 2. Die Kurven
gleicher Flugzeiten sind Geraden.

zu 1: Gleichung (59) und (60) liefern %: % tg @, wenn v,?

eliminiert wird. Das ist eine Gerade durch den Nullpunkt
mit dem Neigungswinkel arctg (4 tg ).
zu 2: Durch Elimination von v, aus den Gleichungen

T=1v,-cosQ-t, =’vo-sin(,v-t—%t2 folgt

y==zx-tgp— % -2, Das ist eine gerade Linie, die
parallel der AbschuBlrichtung ¢ ist und die y-Achse
unterhalb 0 in%- t? schneidet.

¢) EinfluB kleiner Anderungen der Anfangsgeschwindig-
keit und des Abgangswinkels

Wenn es sich darum handelt, den EinfluB kleiner Ande-
rungen von v, und ¢ zu berechnen, so fithrt folgende Methode
leicht zum Ziel.

2.g] .81 . .
Aus X = v_o___sgmﬁ) und T = ﬁo——;ﬂ folgt, wenn die Dif-
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ferentiale in d X = b_z} Uy + d(p usw. durch die Differenzen
AX, Av,, . .. ersetzt werden, unschwer

AX 24w, AT 4w,
(64) %~ = o 4 2cotg2¢- - Agp; —TZT‘,"—COtg(p'A'p'

Ahnliche Formeln ergeben sich fiir Ziele auBerhalb der Miindungs-
waagerechten mit Hilfe der Formel (61):

AR 24y, | cos(2p—y)
(65) BT Ty coqu-sin(q;——y)'A(p

+ [2tgy — cotg (p — )]~ Ay.

Die Formeln (64) und (65) kénnen mit einer gewissen Naherung auch
fiir Uberschlagsrechnungen im lufterfiilllten Raum Verwendung finden.

Beispiel. Ein Ziel in der Miindungswaagerechten hat die Entfernung
2000 m. Die urspriingliche v, = 220 m/s werde durch Warmebestrahlung
des Pulvers um -} 5,5 m/s vergréBert. Damit ergibt sich zunéchst bei
Ag=0:4X = -}100m. Dieser Entfernungsunterschied mufl durch
Erhshungsédnderung ausgeschaltet werden. Bei dvy = 0 liefert daher
(64), wenn das Geschiitz mit ¢ = 15° eingeschossen war, 4 ¢ = —50’, die
nunmehr von der urspriinglich eingestellten Erhthung abzubrechen sind.
Bei v, = 225,5 m/s wird also eine SchuBlweite von 2000 m bei der Er-
hohung ¢ = 14°10" erreicht.

d) Flugbahnen des luftleeren Raumes bel Beriicksich-
tigung aller Krifte

Zum AbschluBl der Betrachtungen iiber die Ballistik des luft-
leeren Raumes behandeln wir die Bewegung eines Geschosses im
Vakuum, wobei alle auftretenden Kréfte beriicksichtigt werden
sollen, also die Schwerkraft mit Riicksicht auf ihre Verkleinerung
bei wachsendem Abstand von der Erdoberflache, weiter die Zen-
trifugalkraft und die Corioliskraft, die beide ihre Ursache in der
Erdrotation haben.

Das Geschiitz befinde sich an einem Ort der Erdoberfliche,
dessen Erdradius mit der Aquatorebene den Winkel 8 bildet. Zur
Vereinfachung der zu bewiltigenden Differentialgleichungen
fiithren wir ein Koordinatensystem (X, Y, Z) mit dem Ursprung im
Erdmittelpunkt ein, dessen Z-Achse mit der Drehachse der als
kugelférmig angesehenen Erde zusammenfalle; die (X, Y)-Ebene
sel so festgelegt, dafl Z auf ihr senkrecht steht und X, Y bzw. Z
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an der Erdoberfliche die Koordinaten O, R« cos § bzw. R -sin 8
haben, wenn R den Erdradius (~ 6375 km) bedeutet. Im iibrigen
sei(X,Y, Z) gleichsinnig mit dem bisher betrachteten Koordinaten-
system (x, y, z). Die Komponenten der Zentrifugalkraft fiir die
drei Achsen sind, wenn n die Winkelgeschwindigkeit der Erd-
drehung ist: #%- X, n?.-Y, 0, wihrend andererseits die ent-
sprechenden Komponenten der Corioliskraft —22Y, 22X, O
sind. — Wir wollen die Ableitung hier so durchfithren, dafl die
entstehenden Gleichungen auch im lufterfiillten Raume verwendet
werden kénnen. Dazu nehmen wir an, dafl die Bewegung des
Geschosses bereits unter der vereinfachten Annahme ruhender
Erde, d.h. verschwindenden Einflusses von Zentrifugal- und
Corioliskraft bekannt sei. Die Koordinaten (X*, Y*, Z*) des
Ortes, an dem das GeschoB sich bei ruhender Erde zur Zeit ¢ be-
finden wiirde, seien
X*=5(); Y*=n(); Z*=1L().

Dann kann man offenbar fir die Bewegung des Geschosses bei
rotierender Erde das folgende Differentialgleichungssystem (66)
anschreiben:

X:é—}—nz-X—on-Y
(66) V=sj4n-Y 420 X
7 -t

Auf die Integration dieses Systems werden wir zum SchluB dieser
Betrachtungen eingehen. —

Zunichst interessiert noch die Frage, welche Bewegung das
GeschoB ausfiihren wiirde, wenn die Erde als ruhend vorausgesetzt
und Abnahme der Schwerebeschleunigung mit wachsendem Ab-
stand von der Erdoberfliche angenommen wird. Die Beantwortung
dieser Frage schlieBt also die Bestimmung der &(¢), (¢), £ (¢) ein. —
Nach den Keplerschen Gesetzen ist bekannt, daB das Geschof sich
unter den gemachten Voraussetzungen auf dem Bogen einer
Ellipse (oder Parabel bzw. Hyperbel) bewegen muf}, von der ein
Brennpunkt im Erdmittelpunkt liegt. Die Gleichung dieser El-
lipse in Polarkoordinaten kénnte leicht hingeschrieben werden.
Wir werden aber hier einen anderen Weg gehen und &, 7, ¢ als
Funktionen der Zeit bestimmen.
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Ist B der Winkel zwischgn Aquatorebene und dem Erdradius
Zum Geschiitzort, _und bezeichnet man weiter mit a den Winkel
gwischen der Siidrichtung und der horizontalen AbschuBirichtung
g. positiv von 8 nach 80 gezéhlt, so ist der Zusammenhang der
Koordinaten (@, y, z) mit den Koordinaten (X, Y, Z) durch folgen-
des System gegeben:

X=—z-sina4 2-cosa;
(67) 1Y =R-cosff+ z-cosa-sinff+ y-cosf+z- sin ¢ - sin f;
Z=R-sinfl—z-cosa-cosff+ y-sin f—2-sina-cosf.
Kennt man also (2, ¥, 2), so lassen sich daraus (X, Y, Z) bestimmen
und umgekehrt. — Der Einfachheit halber betrachten wir die Ge-
schoBbewegung bei hohenverinderlicher Schwerebeschleunigung
im Koordinatensystem (z, y, z). Die Komponenten der Schwerkrait

fiir diese Achsen sind in Formel (3) gegeben; die Bewegungs-
gleichungen lauten daher

f=—% . a; 17=——g-(1—%); i=—%.2
mit den Anfangsbedingungen fiir { =0:
z(0)=y(0)=0; a(0)=v,-cos@; F(0)=10,-sing.
[Hier ist wegen z(0) = %(0) =0 dauernd z =0.]

(68)

Das allgemeine Integral der Gleichung fiir z lautetX):

z=A,-cos (I%I) + B, - sin (l %-’);

& =— l/—g}; <4, - sin (l %1) + ‘,'/%.B‘ . cos(l‘ -t).

Da auf Grund der Anfangsbedingungen 4, und B, die Werte

=]

A4, =0; B, = l//ﬁ.-’vo-COS(p
g
annehmen, folgen fiir # die Gleichungen

x = l?-vo-comp-sin(l %-1);

(68 a) —
» .’i=vo-COS(p-COS(I %l)
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Mit der Substitution v =g - (\l — % - y| liefert die 2. Gleichung (68)

die neue

(68b) =20

’

deren allgemeines Integral!X)

ist. Wegen der Anfangsbedingungen
§(0) =0, §(0) = vy - sing, d. b u(0) =g; %(0) = — 2L - v - sin g
haben 4, und B, die Werte

2A2=g—]/27§!-vo-sin¢; 2Bz=g+]/2—§’-vo-sin¢-

Damit wird

@t _120.¢ gét 29 ¢
R 5 Nt
=49 2 LR 0 (P 2
oderIID

—

y=§-—§-@01(l 2%-15)—}— 'V‘%-vo-sinq;-ein(l%}-t).

Nach einigen Umformungen erhalten wir, wenn (68a) noch einmal
hingeschrieben wird, fiir die Flugbahngleichungen bei Einfiihrung
der halben Argumente in Epj und Sind*

* Bei der numerischen Rechnung benutze man z. B. die Tabellen von
Hayashi(38) fir Sin, €of, Tang (vgl. auch die Zablentafel im Anhang).
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T .07
a':ro-cosq:-l —-sm(l -E-t)

(69) ¥y = Zin (l _:——]1;1) 0" SN g l — (,U](

;"Q l 501‘" l

| 2
— Rz |}

Man iiberzeugt sich leicht, daf fiir g — konst. und R = co die
Gleichungen (49) entstehen; man braucht nur

() ) i)/ wma @) )

in Taylorsche ReihentVD entwickeln und R — oo gehen zu lassenIV).
— Von Wichtigkeit ist hier noch die Bestimmung des Endpunktes

der Bahn. Dieser hegt auf der Erd-
Y oberfliche, deren Meridianschnitt
ein Kreis mit dem Radius R ist.
Infolgedessen bestimmt sich der End-
punkt der Bahn als Schnittpunkt
des Kreises

2?4 (y + R)?= R

mit der durch (69) dargestellten
Flugbahnkurve. — Einfacher ist der
folgende Weg (Abb. 12): Das Ge-
Abb. 12. Beriicksichtigung der S‘?hOB erreicht in P . (z2=X, y=0)
Kugelgestalt der Erde die z-Achse praktisch genau mit
der Neigung — ¢ (= Abgangs-

winkel) und der Endgeschwmdlgkelt vy (= Anfangsgeschwin-

digkeit). Nun ist tgy = tg (OMA) = -l also MP = i , Bogen

0A="R. y. Da das Gescholl aber erst in E aufschlagt 1st die
wirkliche SchuBweite X = 04 + A K. Der Bogen AE kann als
geradlinig angesehen werden; wenn man auch den Flugbahnend-
bogen PE als gerade ansieht, so ist in dem Dreieck AEP der
Winkel bei E gleich (¢ — ). Folglich also
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AE:AX:AP-ctg(q)—y)z( __R).ctg(q)_y),

cos y

Die Vergréerung der ; wahren Flugzeit T bis E ist die Summe der
Flugzeit T' (Bogen OP) und der Flugzeit AT (Bogen PE). Es
ist PE= 2 — (o — R)- m— und schlieBlich
AT = LE

Yo

Beispiel: Anfangsgeschwindigkeit 2, = 1000 m/s, ¢ = 45°, Erdradius
R = 6375 km, g(0) = 9,81 m/s%
Fir y = 0 folgt aus (69)

(0 | () 1) | 5

Dann ist zunichst 7' = 144,935 s, somit X — 101,932 km. Weiter ist
~~

¥ = 0,015989 (Bogenmalfl), somit 04 = 101,932 km; AP = 0,830 km,
AX = 0,857 km und somit X = 102,981km. Ebenso findet man
PE=1,192km, d. h. AT = 1,192 5, also T = 146,127 s. — Bei waage-
recht angenommener Erdoberfliche und konstant angenommener
Schwerkraft g = 9,81 m/s? erhalt man nach (49): X* = 101,937 kin;
T* = 144,161 8; demnach bewirken die Erdkriimmung und die Ver-
anderlichkeit der Schwerebeschleunigung einen SchuBweitenzuwachs
von 0,852 km und eine FlugzeitvergréBerung von 1,966 s.

Man kann die Formeln (69) auch fiir beliebige Flugbahnen,
also speziell fiir den lufterfiillten Raum verallgemeinern. Denkt
man sich némlich die Flugbahn zunichst berechnet fiir eine mit
der Héhe unverdnderliche Schwerkraft, und hat diese Flughahn
die Koordinaten == g(t), y=1(t), z=3(), so kénnen die
Differentialgleichungen der Bewegung mit Beriicksichtigung der
veridnderlichen Schwerkraft auch geschrieben werden:

. " . " 2 o e
i=f—goa j=G+ro—g-(1—F9)s i=j—%-=

Daraus ergibt sich also, daf} die oben fiir das Vakuum abgeleiteten
allgemeinen Integrale fiir diese Differentialgleichungen die all-
gemeinen Integrale threr homogenen Gleichung darstellen. Thnen
braucht also nur noch je ein partikuldres Integral der inhomo-
genen Differentialgleichung hinzugefiigt werden.!X} Diese parti-
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kuldren Integrale sind leicht zu bestimmen, da nach einem Satz
aus der Theorie der Differentialgleichungen fiir die Konstanten
A und B in der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung
eine einfache ,,Variation der Konstanten durchzufiihren,
d.h. 4 = A4(t), B= B(t) anzusetzen ist. Demnach sind die Inte-
grale J, die der Losung der homogenen Gleichung noch anzufiigen
sind‘X):

!

fir z: J, = /g- sin (l/.v%-t)-‘]cos(l/%. t).i.dt
0
— ¢ _
— l-r-J:' Ay "dl;,
cos(l 7 )0 sm(l = ) i
ST
fir y: J,=%-‘g. el;’:—‘.Je-'.Ta'.ﬁ.,u
W, (&
—e_lTl-Je'Tl b dll,
0
—_ — ¢ _
fir z: JZ=V-§- sm(l'% t) Jcos(‘/%-l)-ﬁ-d(
0
— 4
— cos (‘ % . t) J sin (l/% . t) <3 dt} .

0

Wir kénnen nunmehr an die Ermittlung der Loésungen des
Systems (66) herantreten; diese Losungen liefern dann die Bahn-
punkte, die unter dem Einflul} aller im Vakuum méglichen Kréifte
vom fliegenden Geschofl eingenommen werden. Mit (69) sind die
Koordinaten der Flugbahn in (2, y, z) bekannt, die unter Vernach-
lissigung der Zentrifugal- und Coricliskraft erhalten wurden. Nach
Anwendung der Transformationsformeln (67) ergeben sich dann
ohne Schwierigkeit auch die Koordinaten (X*, Y*, Z*), die wir in
(66) mit &, 9, { bezeichnet haben und infolgedessen in (66) als be-
kannt angenommen werden diirfen. Dabei machen wir ausdriick-
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lich darauf aufmerksam, dafl &, #, { nicht notwendig Koordi-
naten des Vakuums zu sein brauchen, sondern &, %, { kdnnen
auch die Flugbahnkoordinaten einer im lufterfiillten Raum
bei ruhender Erde berechneten Bahn sein.

Zuniichst erkennt man in (66), daB Z = & = Z*, also auch Z = Z*
wird, oder: in Richtung der Erdachse wird durch Coriolis-
und Zentrifugalkraft keine Verdnderung herbeigefiihrt.
— Fihren wir in (66) in komplexer Schreibweise die neue Ver-
anderliche W ein:

W=X+4:.7,

so ergibt sich durch Addition der beiden ersten Gleichungen eine
inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten:

(71) W—2n-i-W—n2 W=5()

wo p=&+i-np, W=X44-Y.

in-t

Die Integration dieser Gleichung ist einfach; da e~ und

t-e ™" zwei partikulire Integrale der homogenen Gleichung

sind, lautet das allgemeine Integral der Differentialgleichung (71)(X?

| W=e+1»n~t-

o ———

¢ ¢
t-Se'I'"‘t -vﬁ-dl-—Sl-e-"'""-z)}-dt
0 0

]
(72) id. h, +B-t+Ai

W= fione Wetimt,

t
Se‘*"*-¢-dt+-B'

]

Die Integrationskonstanten 4 und B bestimmen sich ohne weiteres
aus den Anfangsbedingungen

W(©0)=X(0)+1i-Y(0); W(0)=X(0)+i-Y(0)
zu

A=W(0O0)=X(©0)+i-Y(0); B—W(@O) —si-n-4, d.h
B=[X(0) +n-Y(0)]+i-[Y(0)—n-X(0)].

Athen, Ballistik 5
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Unter Beriicksichtigung, daB allgemein ¢'“ = cosw -+ 7-sinw
istD, erhidlt man nach Aufspaltung der Gleichung (72) in Real-
und Imaginarteil

t

' ..
X=cosm-{t- { (&-cosnt) 4 7j - sinnt) dt

~ o

——ft-(é-cosnt—}—ﬁ-sinm)dt
0

+ [X(0) +n-Y(0)]-t+ X((»}

| t .
(13) — sinnt . { t-S(—E-sinnt - % - cosnt) - dt
0

t ..
—St-(—f-sinnt—i— 7j-cosnt) - dt
i)

+[Y(0)—n-X(0)]-t+Y(0)”

Y=cosnt-“---}I—l—sinnt-{---}

(in den Klammern die bei X stehenden Ausdriicke)

Die weitere Behandlung dieser Gleichungen, also die Riicktrans-
formation auf die Koordinaten z, y, z nach (67) und die Quadra-
turen der auftretenden Integrale, bieten keine Schwierigkeit mehr.
Die Ausfiihrung mége dem Leser iiberlassen bleiben. Nimmt man
fiir &, 9, £ die aus (49) folgenden Werte des Vakuums, so erhélt man
schlieBlich Korrekturformeln, die CranzW® unter Vernach-
lissigung bestimmter Glieder angegeben hat.

Die Entstehung seiner Formeln beruht auf einer teilweisen Ver-
nachlissigung der Zentrifugalkraft. Die Schwerkraft wirkt be-
kanntlich nicht genau in Richtung des Erdradius, sondern infolge
der Wirkung der Zentrifugalkraft in einer um den Winkel ¢ ab-
weichenden Richtung. Den Winkel zwischen der tatsdchlichen
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Richtung der Schwerkraft und der Aquatorebene nennt man die
geographische Breite f,. Dabei ist

n2.-R-sin2f

Bo=p+3d, wo d~ 5

(9o = 9,83 m/s2 = Beschleunigung am Pol)

¢ ist demnach maximal 5,9 fir § = % Ersetzt man in den voran-

gehenden Entwicklungen § durch f,, so wird in gewissem Umfange
die Wirkung der Zentrifugalkraft ausgeschaltet, so dal in der
Differentialgleichung (71) n2 - W vernachlissigt werden kann. Das
Integral der dann entstehenden Differentialgleichung

W—2n.¢. W= P
ist leicht zu bilden; es ist gegeben'X) durch
t
W — W0=e+2””.se—2nit - dt.
0

Die Komponentenzerlegung wird wie oben durchgefiihrt und fithrt
schlieBlich auf die Cranzsche Losung (74). Sie lautet:

Korrekturen:
fir Schulweite:

AX_4n-vO3-cos/30-sintp

-[4cos?p—1]-sina;

R
(74) | fir Flugzeit:
AT = 2sin2¢@ - cosfy-sina - n ;]:"2;
Rechtsabweichung:
Az =300 sin?@-[3 cos @-sinf, + sing-cosf, - cosa).

3g?

Beispiel. v, = 1000 m/s; ¢ = a = §, = 45°. Nach den Formeln von
Cranz erhalt man: 4X = 0,358 km, A7 = 0,759 s, Az = 0,937 km.

Iis sei darauf hingewiesen, daB in den abgeleiteten Formeln a durch
(— a) zu ersetzen ist, wenn das Geschiitz sich auf der siidlichen Erd-
halbkugel befindet,

5*
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SchlieBlich erkennt man, da Rechts- oder Linksabweichung
eintritt, je nachdem [vgl. (74)]

3cosq - sin fiy+sing-cos f,-cosa>0 oder <0

ist. Wird z. B. am Aquator nach Norden geschossen, so tritt nach
(74) Linksabweichung ein.

§ 6. Allgemeine Eigenschaften jeder Flugbahn

im lufterfiillten Raum

a) Geometrische und dynamische Verhéltnisse

Ohne die Losung der Differentialgleichungen (44) bis (47) in
endlicher Form zu kennen, liBt sich aus ihnen eine Reihe von
allgemeinen Satzen ablesen, die das geometrische und dyna-
mische Verhalten der Flugbahnkurve betreffen. Zunichst er-
geben die Differentialgleichungen, dafl die ballistische Kurve durch
Verformung aus der Flugbahnparabel des luftleeren Raumes
entstanden zu denken ist. Dann schreibt man das System (44) in
der Form

(75) E=—a-p(,y); §=—9—y-p ),

wo v, y)=c-6(y)-v-K (v . l %‘;)) stets positiv ist, so er-

gibt zweimalige Integration der Differentialgleichungen (75):
'

@ = v,-cos g— {2 -y - di;
0

t
y‘=vo-sinq)—g-t-—gy-y)-(lt;
0
(76) 1t
z:vo-cosqv-t—s‘\z'-ip-dt-dt;
00

¢
y:vo-sintp-l—?—,-lg— ‘ ‘_li-yv-d(-:l(.
00
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Man erkennt hier sofort, daB die Flugbahnelemente z, y und die
Geschwindigkeitskomponenten & und y gleich denen des luftleeren
Raumes, vermindert um die in (76) rechts stehenden Integralaus-
driicke, sind. Fiir die Praxis heiBt das, daB eine Flugbahnkurve
des lufterfiillten Raumes oft mit Vorteil durch Bogenstiicke der
Flugbahnparabel des Vakuums ersetzt werden kann unter nach-
triglicher Beriicksichtigung der als Korrekturen anzusehenden
Integralausdriicke. Wir werden hierauf noch zuriickkommen. —
Die folgenden Sitze gelten allgemein fiir jede Flughahn. Zur
Veranschaulichung geben wir auf 8. 75 eine Flugbahn tabellarisch
wieder, an der die angegebenen Satze nachgepriift werden konnen.
1. Die 1. Gleichung (75) ergibt

d(ln z
(;tz) =—wy(v,y), dh

T =1-Ccosp-e SW'dt:v-cosﬁ.
Das bedeutet: Die Horizontalkomponente der Geschwindig-
keit ist stets positiv und bestindig abnehmend.

2. In gleichen Flughthen ist der spitze Winkel 4, bzw. J, der
Tangente mit der Horizontalen auf dem aufsteigenden Ast kleiner
als auf dem absteigenden Ast. Insbesondere ist der spitze Auftreff-
winkel (= Fallwinkel) @ in der Miindungswaagerechten gré8er

als der Abgangswinkel ¢.

. . . du’ v? . dd
Beweis: Die Gleichung @y -tgd liefert tgd- i
9y 3 dttezoy— 97 Y , ,
oo B oder 3 d(tg?d) = — ol Integriert man dies von y

bis zum Gipfel in der Hohe y,, so ergibt sich fiir den auf- bzw. ab-
steigenden Ast

v .

“ g-d yJ

L4 z.z )

¥ 2

Da nach Satz 12 endlich und stets abnehmend ist, ergibt sich in der
Tat #, < 9,, speziell ¢ < fitr y = 0.

Vs

J‘g-dy
x’Z

y

1 1
?‘2101=

o
2

bzw.

fg’ﬂ, =

1

3. In gleichen Flughthen ist die Bahngeschwindigkeit ¢, des
aufsteigenden Astes gréBer als die Bahngeschwindigkeit v, des
absteigenden Astes.
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Beweis: Der Unterschied der lebendigen Krafte ist g-(vf—'ulz);
dieser muB gleich der Arbeit der Schwere -}- Arbeit des Widerstandes
sein. Erstere ist Null, da beide Punkte in gleicher Hohe liegen. Letztere
ist — (W - ds und stets negativ. Infolgedessen ist #,2 — v,2<C0, d.h.
v; >> v,. Insbesondere ist also die Anfangsgeschwindigkeit v, stets gréBer
als die Endgeschwindigkeit v, (in der Miindungswaagerechten).

4. Die Flugbahngeschwindigkeit kann ein Minimum nur auf dem
absteigenden Ast der Flugbahn annehmen. — Unter bestimmten
Voraussetzungen strebt die Flugbahngeschwindigkeit asymptotisch
einem endlichen Grenzwert zu, der entweder von Null verschieden
oder gleich Null ist.

5. Der absteigende Flugbahnast hat eine vertikale Asymptote.
Beweis fiir beide Satze: Die Gleichungen (75)

i=—z pv,y); §=—g—y-p©, ¥y
ergeben mit v? = 22 - y2:

v dv o de o di sofort: dv _ l—b 1 (v, y)
= At P T Ty vk

Im Falle eines Extremums oder einer asymptotischen Anndherung von »

3

dr
an einen endlichen Grenzwert giltT:—= 0. Diese Bedingung ist also

erfiillt, wenn
vPeylo,y)=—g-y.

Die linke Seite dieser Gleichung ist stets positiv; da andererseits y nur
auf dem absteigenden Ast negativ wird, ist der erste Teil von Satz 4 be-
reits bewiesen.

DafB dieser Punkt ein Geschwindigkeitsminimum ist, erkennt man
leicht: v-sin ¢ und v-cos® nehmen bis zum Gipfel sicher ab (vgl.
Satz 1 und Satz 7, S. 74); infolgedessen wird auch v kleiner und kann

., dr wpe s .
an der ersten Stelle mit T 0 nur ein Minimum » = vpin erreichen.

Wir betrachten nunmehr noch das Verhalten der Flugbahngeschwin-
digkeit in der Umgebung ¢ = + oo.
Aus der Bezichung (45a)

v dd

7w b =TT
¥

dt =—
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folgt, dafB die Bedingung ¢ = + oo notwendig cos? # = 0,d.h. % = — 1)
nach sich zieht, da nach Satz 1 ¢ - cos & stets endlich bleibt. Damit ist
auch Satz 5 bewiesen. Nun ist aber

dd g-dv

cosd N g.sin19+c-é(y)-vz-K(v']f’l?(,o;\)}

dd
wie Gleichung (45) sofort ergibt. Aus dieser Beziehung fiir Py folgt,

daB derIntegrand der linken Seite an der Stelle # = — —; singular wird.

Das ist auch fiir die rechte Seite zu fordern; somit » = 0 oder

5
—_ ¢ .Uz,K(,,. “_")‘20_
|[—o-+c-50) ra

Diese Bedingungen betrachten wir fiir verschiedene Fille.

a) Die Verinderlichkeit der Atmosphire mit der Héhe werde vernach-
lissigt, d. h. es sei

c-6(y)-*-K (v. l %) =c* . f(v) (¢* = const).

Dann geht die obige Bedingung iiber in
v=0 oder c*-f(»)=g.

Die Bedingung » = 0 ist in diesem Falle unméglich. Denn v = 0 heifBt

auch y =0 fir t = + oo oder 9 = —% . Andererseits ist aber
%—:——g—sinﬁ-c*‘f(v).

Unter der Voraussetzung f(v) = 0 fiir v = 0 wire also

(d_'/) _-—
A imim

Da also in diesem Falle die Kurve g(¢) eine geneigte Asymptote hitte,
konnte y = 0 und damit v = 0, wie die Voraussetzung verlangt, nicht
eintreten. — Es gilt somit

c*-flv)y=y,

d. h. fiir ¢ = + oo strebt die Flugbahngeschwindigkeit einem Grenzwert
vy zu, der sich aus der Beziehung
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(77) flog) =%

ergibt. — Es leuchtet ohne weiteres ein, dall die Grenzgeschwindigkeit
vy, aus (77) zur Charakterisierung des Geschosses, d. h. des c*-Wertes
herangezogen werden kann.

b) Die Temperaturabnahme mit der Héhe werde vernachlassigt, da-
gegen erfolge die Luftgewichtsabnahme gemi8 der Everlingschen Formel.
Dann gilt

v=0 oder c-d-e F V. fv)=g.

Wir wollen zeigen, daf} beide Bedingungen dquivalent sind. Angenom-
men, v sei endlich fiir { = + oo; dann ist wegen

-k g

(9 = —0

¢ 0y f10)

auch y endlich. Das ist physikalisch sinnlos, da y bei noch daunernd
wirksamer Geschwindigkeitskomponente nicht endlich bleiben kann.
Es bleibt also nur die Méglichkeit y = — oo; die Beziehung

—-ky __ g
=T

ergibt dann, daB3 » = 0 wird. Dabei mufl wie oben vorausgesetzt werden,
daB f(v) = 0 fir v=0 gilt.

¢) Im Falle verinderlicher Temperaturen und Luftgewichte lassen
sich keine allgemeingiiltigen Aussagen machen, da in diesem Falle der
Grenzwert von o ganz vom Verhalten der Temperatur- und Luftge-
wichtsfunktion abhingt. Wir beschrinken uns daher auf den Fall

1
—_—1

p R-1
T(y) = To—A-y und 8y) = 50.(1__.?,)

TO
Dann gilt
L L
v = 0 oder c-zﬁo~(l——;:—0 y)R g -vz-K{v-(%—Tjﬂj)z =g,
d. h.
A : -
v =0 oder 0-60-(1—-;—'0 y)R.A<f t'~———l-— =9-.
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An der Stelle v sei f[v---] durch eine Potenz (v--.-)® darstellbar*.
Dann ist

1 a
T i) RiTE

v = 0 oder c-é.,-( 7 :
. °

-l‘k =g.

Der Erfahrung gemiaB liegt L etwa bei 7, wihrend 1 < a < 7. Der

R-2
Fall, daB y und v gleichzeitig endlich sind, ist wie oben unméglich. Somit
ergibt sich auch hier y = — oo und = 0. —

Die Flugbahngeschwindigkeit hat also einen Verlauf, wie er in Abb. 13
qualitativ dargestellt ist. Dabei stellt die Kurve I den Verlauf fiir kon-

\4
s

Abb. 13. Geschwindigkeitsverlauf

stantes 6(y) und 7T'(y) dar, wiahrend II den Verlauf fiir variables Luft-
gewicht veranschaulicht. Daneben kann diese Kurve je nach dem Aus-
sehen der Funktion 7 (y) noch manche andere Gestalt annehmen.

6. In gleichen Flughthen ist die horizontale Entfernung x, des
Gipfelpunktes vom Anfangspunkt gréfer als seine Entfernung
z— z, vom Endpunkt der Bahn in dieser Hohe.

-

T ,a *
Beweis: Es gilt: 2, = ‘-_1)9_ d¥; x— x5 = s' 1;— -d?d. Beide Inte-

0
grale sind endlich, da »? stets endlich bleibt. Infolgedessen miissen

Ve v,
auch die Integrale z, = i—’/— s X— = 1y endlich sein. Nun
& s tegd/, s tgd/,
v y

* Das Widerstandsgesetz von Siacci und die Zonenpotenzgesetze legen
a = 2 nahe. In diesen Gesetzen ist iiberdies stets a < 7. Das theoretische
Widerstandsgesetz von Lorenz ergibt a = 1.
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ist aber | tg @ | fir gleiche y auf dem aufsteigenden Ast kleiner als auf
dem absteigenden (Satz 2), d. h. es gilt z, >z — =z,

7. In gleichen Flughthen ist die Flugzeit {, vom Anfangspunkt
bis zum Gipfel kiirzer als die Flugzeit (¢ — ¢,) vom Gipfel bis zum
Endpunkt in dieser Hohe.

Beweis: Aus ;—1’;:-—_90%&
v-dd 3 v-dd
t ty = —_t, =
folg ‘ g -cosd * t=t, j.g-cosﬁ )

0

Beide Integrale sind endlich, also auch die Integrale

")Zm")' t—t, —)(m)

Nun ist aber auf dem aufsteigenden Ast in gleichen Héhen - sin @
gréfler als auf dem absteigenden. Man erkennt das so: Es ist

d{vsind)
dt

-sind

=—g—c iy v K(”IT_/))

und v-sind = d . Also ist

-dy.

Yg o
%(vz-sinw) = ﬂg—}—c-a(y)-w“-i((r-l %)minﬂ
4

Da auf dem aufsteigenden Ast sin ¢ positiv, auf dem absteigenden aber
negativ ist, werden die Werte des Integranden im ersten Falle gréBer;
das gleiche gilt dann auch fir das Integral selber, womit die Behauptung
bewiesen ist.

Zur Veranschaulichung der angefithrten Sitze wird nachstehend

eine Flugbahn wiedergegeben. Diese gilt fiir ein Geschof} von etwa
10 cm Kaliber, das unter einem Abgangswinkel ¢ = 41,4° mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v, = 381,6 m/s verfeuert wird. Sie
wurde berechnet mit dem amerikanischen Widerstandsge-
setz, bei dem log(c:d,) = — 0,4 gesetzt, Luftgewichtsab-
nahme mit der Hohe gemi einer Everlingschen Formel
O(y) = 8y -~ 20901036 ¥ ynd konstante Temperatur angenommen
wurden,
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75

Hohe

(m)

Aufsteigender Ast

Absteigender Ast

(m)

¢
(s)

z

(m/s)

¥

(m/s)

v

(m/s)

P
(Grad)

X
(m)

t
(s)

z
(m/s)

y
(m/s)

v
(m/s)

—3
(Grad)

2222
2217
2202
2178
2144
2111
2000
1889
1667
1444
1111

556

4578
4377
4175
3972
3768
3612
3203
2885
2377
1958
1419

662

20.24
19.24
18,24
17.25
16,26
15.51
13,57
12.09
9.77
7,89
5.58
2,48
0

200,0
201,7
203.5
205.3
207.2
208,7
212.6
215.9
221,7
227.2
236.1
254.8
286,0

0
9.8
19.7
29.7
39,6
473
67.4
83.0
108.6
129.5
157.8
291.8
252.6

200.0
201.9
2045
207 4
211,0
214,0
223.0
231.3
246.9
261,5
2840
325.0
381.6

0
2.8
5,5
8,2
10,8
12.8
17,6
21.0
26.1
29,7
33.8
38.4
41,4

4578
4777
4976
5173
5368
5516
5899
6188
6642
7006
7460
8070
8571

20,24
21,24
22,24
23,25
24.26
25.04
27,04
28.58
31.05
33,08
35.65
39.24
42,32

200.0
198.3
196,7
1950
193.2
192.1
188,8
186.2
181.9
178.3
173.6
166.2
159.3

0
9,8
19,5
29,1
38,7
46.0
64.8
78.9
101,1
118.6
140.3
168.,9
191,5

200,0
198,5
197,7
197,2
197.0
197,5
199,6
202,2
208,1
214.1
223,2
237.0
219.1

0
2.8
5,7
8,5
11.3
13.5
18.9
23,0
29.1
33.6
38.9
454
50,2

Wir wollen spiter gelegentlich auf diese Bahn zuriickgreifen und
werden sie daher kurz als ,,Musterbahné bezeichnen.

b) Gendherte Bestimmung des Flugbahnverlaufs

1. Wir wollen die Flugbahn in ein solches Paar von Flugbahnen
einordnen, deren Verlauf bekannt ist und in bestimmter Weise mit
der zu betrachtenden Flugbahn zusammenhéngt.

Jede Flugbahn lalt sich stiickweise beliebig eng einschachteln
zwischen zwei Flughahnen, deren Verlauf mathematisch in end-
licher Form angegeben werden kann. Denn in den Differential-
gleichungen (75) kann man auf dem betrachteten Bogen y (v, y)
einmal durch einen gréBten Wert y,,, = const. und einmal durch
einen kleinsten Wert y,;, = const. ersetzen. Die Differential-
gleichungen werden dann integrabel. Fiir g, = const (v = max
oder min) erhélt man unschwer

. oy ot
Z=1wy-cosp-e ',

.ri=—-y——i— (ro csing b -g—)-c“"' ot

-y -y V‘l‘ W'
(TH7T8) ! (1 vt
I = rgeconq-|l—e
v, o T
g . q 1 —e ¥yt
y=——=-=>-1 g €1 —_——
¥ ¥ 4_( 0 7 Vv) ¥
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Fiir w, = Ppax und 9, = yp;, ergibt sich dann das Paar der Ex-
tremalbahnen. g, und p;, bestimmt man leicht so: Wenn es
sich z. B. nur um das Bahnstiick zwischen Anfangspunkt und End-
punkt der Flugbahn in der Miindungswaagerechten handelt, dann
hat im allgemeinen 9 (v, ) im Nullpunkt seinen grélten Wert.
Auf der Bahn (78) mit ¢, = 9, kann man ein §jy,;, bestimmen, das
sicher kleiner ist als der tatsichliche Wert y,,;, der wahren Bahn.
Es gilt also entlang der ganzen Flugbahn bis zum Endpunkt stets
Ymax = ¥ (¥, ¥) > Ppin, d. h. die Bahn mit g, ist mit einem durch-
weg zu groflen Widerstand berechnet, muBl also dauernd unter
der wirklichen Bahn verlaufen; das umgekehrte ist der Fall bei der
Bahn mit ¢;,. Diese Methode kann von Nutzen sein, wenn es
darauf ankommt, schnell eine ungefihre Abschitzung der zu er-
wartenden Werte vorzunehmen. Sie kann sogar zur genauen Inte-
gration der ballistischen Differentialgleichungen dienen, wenn man
die Grenzpunkte nahe genug aneinanderriicken li8t. Darauf be-
rubt z. B. der Vorschlag von de Jong®®, der FlakschuBtafeln
auf diese Weise berechnen will (vgl. S. 112).

Beispiel. Das Verfahren werde geprift an unserer Musterbahn auf dem
Bogenstiick zwischen Anfangspunkt und Gipfelpunkt. (v, y) ist im An-

fang der Bahn ymax = ¢+ & - f—(ll) = 0,06131, wie man mit Hilfe der auf
S. 31 angegebenen Tabelle leicht feststellt. Im Gipfelpunkt ist y = 0,

Wm'l‘{

d.h. nach (78) ymax-¢, — In v - 8ingp + 1). Somit wird

t, = 15,461 s, also 2, = v, = 110,84 m/s. AuBerdem erhalt man noch

z, = 2857 m, y, = 1649 m*. Zur Bildung von ymin dient v, das auf dem
betrachteten Bogenstuck den kleinsten Geschwindigkeitswert darstellt:

Pmin = ¢ 6(y,) * f(l

oben: t, = 24, 118 s vy = 250,71 m/s, x, = 6461 m, y, = 2969 m.
Eine Gegenuberstellung gibt die auf 8. 77 folgende Zahlentafel.
Der in dieser Tafel noch aufgefithrte Wert u stellt den Faktor dar, mit
dem das betreffende wahre Element multipliziert werden muf}, um die
halbe Summe der Werte des gleichen Elements fiir ymax und ymin zu er-

= 0,005462. Damit erhalten wir nacheinander wie

halten J zB.u-z= L {x(zp,mx) + a:(wmm)}' . — Fiir verhéltnismaBig

rohe Rechnungen kann man allgemein, wie auch dieses Beispiel zeigt, die
wirkliche Flugbahn als den Ort der Punkte betrachten, die auf der
Halbierungslinie der beiden entsprcchenden Elemente der Bahnen mit
Ymax und ymin liegen.

* Die numerischen Werte der Exponentialfunktionen sind z. B. in der
Tabellensammlung von Hayashi(38) angegeben (vgl. dazu auch die
Zahlentafeln im Anhang).




§ 6b. Genaherte Bestimmung des Flugbahnverlaufs 77

Ele- Benutztes y Mittel-

ment Ymax v (v, y) Pmin H werte
z 2857 4578 6461 1,018 4659
y 1649 2222 2969 1,039 2309
t 15,461 20,24 24,118 0,978 19,79
Vg 110,84 200,0 250,71 0,904 180,8

2. Die soeben beschriebene Naherungsbestimmung des Flugbahn-
verlaufs trug im gewissen Umfange auch dem dynamischen Ver-
halten der Flugbahn Rechnung, indem nur der genaue Luftwider-
stand verindert und durch eine lineare Funktion der Ge-
schwindigkeit ersetzt wurde. Die Folge war verhéltnismiBig gute
Annaherung nicht nur der geometrischen Elemente (z, ) der Flug-
bahn, sondern auch (in freilich ungenauerem Male) der dyna-
mischen Elemente (v, ¢). Man kann nun daran denken, die Resul-
tierende der gesamten auf das fliegende Gescholl wirkenden Krifte,
also der Schwerkraft und des Luftwiderstandes vorzugsweise,
durch Mittelwerte zu ersetzen. In der Tat ist dieser Weg verschie-
dentlich beschritten worden. Dabei ist selbstverstindlich nur
brauchbare Annaherung fir die geometrischen Elemente zu er-
warten. — So versucht z. B. Rothe!8), die Resultante aus Schwer-
kraft und Luftwiderstand durch eine Konstante nach GréBe und
Richtung fiir die gesamte Flugbahn zu ersetzen. Nennen wir diese
Resultante y und ihren Winkel mit der Horinzontalen g, so gelten
die Differentialgleichungen

F=—19-cosp; §=—y-sing.
Integriert ergibt dieses
1z=v0-cos¢-t—y-cosg-—
(79)
|y='vo-sin<p- t——y.sing.‘_).

Die Gesamtflugzeit 7 und die Schulweite X werden dann
fiir y = 0:
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T_21)0-sinq7' Y_voz-sin2<p__ 21,2 - sing - cosp

.sing - sin - sin®
(79&) e Q Y -smp e Q
2% in sin (p — @)
~ 7 sinfp sm @ Q—Q
und die Gipfelwerte
_ 1y-sing 1 . y -sing ;
g, = Lo 8 —_T y, = LS50 12,
-sing 2 77 $ 5 ’
(79D) o
vy

r,= - (sin2¢ - sing — sin?g - cos ).

2y -sin?p

Diese Formeln stimmen in 7', {; und y, formal mit den bereits be-
kannten des luftleeren Raumes iiberein. Man erkennt unschwer,
dafl durch (79) eine schiefliegende Parabel definiert wird, deren
Symmetrieachse um den Winkel o gegen die Horizontale geneigt
ist; falt man also (90 — g) als Gelindewinkel auf, dann folgt auch
fir X formale Ubereinstimmung mit der Formel (61) fiir die
Schragentfernung eines Flugbahnpunktes.

3. Eine praktische Anwendung dieser schiefliegenden Parabel hat
neuerdings R. Schmidt(5930) gegeben. Er gibt die Schulweite
und die Flugzeit vor, so daBl y, nach der Formel (60), also zu
Yy~ 1,25 . T2, bestimmt werden kann*. Die Parabeleigenschaft,
dal die Verbindungslinie der Mitten zweier Parabeltangenten
zwischen Berithrungspunkt und Schnittpunkt eine neue Parabel-
tangente ergibt, filhrt dann zu folgender Konstruktion: Bekannt

5 sind @, X, y, (wegen T);

AN\ der eine Schenkel des

v Winkels ¢ wird gleich
der SchuBlweite OF

(Abb. 14) gemacht, der

C g andere in 4 von einer

~
/ ~\ im Abstande y, zu OF

A M, M2 parallel  verlaufenden

Y, \CZ Geraden ¢ geschnitten.

0 @ 180 w E Man verlidngert O 4 iiber

sich selbst hinaus bis B,

D .
Abb. 14. Schmidtsche Konstruktion der 50 daB04=4B er.d'
Flugbahnparabel Der Winkel OEB ist

* Diese Werte konnen aus jeder Schufltafel entnommen werden.
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dann der Fallwinkel w. E B schneidet die Parallele g in C. Die Mitte
von AC ist der Gipfelpunkt G der Flugbahn. Die Halbierungs-
punkte von 04, AG, GC, CE seien bzw. 4,, 4,, C,, C,. Die Ge-
raden 4; 4, und C, C, sind neue Parabeltangenten, deren Mitten M,
und M, die Berithrungspunkte der Parabel sind. Durch fortgesetzte
Anwendung dieses Verfahrens kann man beliebig viele Flug-
bahnpunkte mit den zugehdrigen Flugbahntangenten bestimmen.
— Man bestimmt die Richtung der Parabelachse, d. h. der oben
erwihnten Resultierenden ohne weiteres aus

4y,

tg9=4ys-cotg(p—X;

ferner: zsz—EX—l— Yy ctg @; ctgw:%——ctg(p.

Der Leser priife an diesem Verfahren etwa den Verlauf unserer Muster-
bahn. Beispielsweise ergibt sich w = 52,1°, wihrend der richtige Wert
w = 50,2° ist; x, = 4683 m, richtig z, = 4578 m.

§ 7. Ahnlichkeitsgesetze fiir Flughahnen

a) Einfachster Fall fiir Potenzgesetze

Zwei Flugbahnen werden #hnlich genannt, wenn in Punkten
gleicher Tangentenneigung entlang der ganzen Flugbahn jedes
Bahnelement der einen Bahn in einem konstanten Verhiltnis
zum gleichen Element der anderen Bahn steht. Dieses Verhiltnis
kann fiir verschiedene Elemente von verschiedener GréBe sein.

Wir betrachten zunichst den einfachsten Fall, daB der Wider-
stand proportional einem konstanten Beiwert ¢, und der n*® Po-

tenz der Geschwindigkeit sei®”, Die Differentialgleichungen der
Bewegung lauten dann

d{v-cos®#) en  n+1 . dx __ *
d'L‘) - g ? d'l.9_ g ’

dy_ v? a. dt — v 1

d—‘——?‘tgv’ 4%~ g cosd

n—
In diese Gleichungen fithren wir eine neue Verinderliche w = J¢, + v
ein, so daf} die Hodographengleichung lautet
d{w - cos ) w
—— — — s,

do g
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Bei vorgegebenen Anfangswerten 4 = ¢, w(p) = w, usw. ist die
Losung w = w(d, wy, ). Wenn also

n,__
(80) wy = Ve, cvg=const, d.h. o g " =2é,:¢,

bleibt, ist stets dieselbe Losung w vorhanden, wie auch v, und %,
sein mogen. — Werden weiter die neuen Verdnderlichen

n__ n ___. [
E=Yel-z, n=l)ci-y und T=Vc, !
eingefithrt, so erkennt man, daB wegen

d§f w | dnp _ w? q. - w
A g as T g B T Ty

auch besteht:

';/c_f, z = const; JcZ - y = const,
- - — nf 9
(81) d. h. =y =0,k v02=}/én sl

n__ n,
und Ve, -t =const, d.h. t:i=rvy:0,=7Ve,: Ve,

und schliefBlich ViD= vy 7.

Somit gilt fiir Potenzgesetze der Form ¢, - v" der Satz: Verhalten

sich die n'" Potenzen der Anfangsgeschwindigkeiten umgekehrt

wie die ballistischen Beiwerte und sind die Abgangswinkel gleich,
so werden die Flugbahnen dhnlich. Die Horizontalentfernungen
und die Flughthen verhalten sich wie die Quadrate der Anfangs-
geschwindigkeiten, die Flugzeiten wie die Anfangsgeschwindig-
keiten selber.

Eine Anwendung dieses Satzes hat Roggla®? fir Morser und
Minenwerfer gemacht, die bekanntlich mit kleineren Anfangs-
geschwindigkeiten schieBen und fiir die daher das quadratische
Widerstandsgesetz niherungsweise gilt. In diesem Falle wird also
wegen n = 2

(82) TIT=y:f=1ClC=0q:¢; v:q‘;:t:t:voziﬂ

wenn mit ¢ die Querschnittsbelastung bezeichnet wird und Luft-
gewicht und Formfaktorin ¢, und ¢, als gleich angenommen werden.
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Beispiel. Ein 8-cm-Minenwerfer habe bei elner Anfangsgeschwindig-
keit v, = 200 m/s und einer Erhéhung ¢ = 43° bei einem GeschoS-
gewicht von 6 kg eine SchuBweite von 3000 m. Welche Werte sind dann
bei einem 10-cm-Werfer mit dhnlichem GeschoB von 10 kg Gewicht zu
erwarten ?

Zunichst ist g = 1194kg/m? und ¢ = 1273kg/m?. X = L.X

= 3200 m. Weiter erhélt man ¥, = 206,5 m/s. — Wiirde man beim
8-cm-GeschoB die vy um 6,5 m/s erhéhen, so ergibe sich aus der (aller-
dings genau nur fiir den luftleeren Raum gitltigen) Formel (64) eine
SchuBweite von hochstens 3195 m (nach genauer Rechnung mit den
Formeln von § 14c¢ wiirde sich in diesem Falle als tatsichliche SchuB-
weite ergeben: 3150 m). Beim 10-cm-GeschoB8 macht sich daher bereits
die gréBlere Querschnittsbelastung giinstig bemerkbar.

)

b) Der Ahnlichkeitssatz von Langevin

Der soeben abgeleitete Ahnlichkeitssatz bezog sich auf den ein-
fachsten Fall des Luftwiderstandes. Wir wollen daher jetzt die
Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen bei dem all-
gemeinen Widerstandsgesetz

W proportional ¢-d(y) - v%- K|v ]/ ol ))
Flugbahnen einander #hnlich werden. Da, wie vorhin ausein-
andergesetzt wurde, Flugbahnpunkte mit gleicher Tangenten-
neigung verglichen werden miissen, gehen wir auch hier von der
Differentialgleichung (45) (II. Form der Bewegungsgleichungen) aus.
— Da nun

o /‘Tf;» el Al )

_ Ty . -
=7, 2.K(w) |mitw=rv- T(y)
und der Luftdruck p(y) proportional é(y) - T (y) ist, konnen wir

unter Einfithrung eines neuen konstanten Beiwertes ¢ i Po |

0
der zuweilen als ,,Flugwert® bezeichnet wird, fiir (45) schreiben

dfv-cosd) _ ply) . .4y .
5 = v )y gm = p tg
-1y
py) =pp-e " F T [vgl (16)] (R = Gaskonstante).
Athen, Ballistik 6
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¢ ist, wie man erkennt, der Querschnittsbelastung propor-
tional.

In diesen Formeln ist T, die Temperatur, fiir die die K (v)-Kurve
ein- fiir allemal normiert wurde, wihrend die mit dem Index &
versehenen Werte die der Rechnung zugrunde gelegten tatsich-
lichen Bodenwerte bezeichnen.

Nun ist aber

1 T,
-—— - d R
pY)=p-e *T Srw - e,

rdy

und dy = % 7

1
wenn e = 5 T

( )

gesetzt wird. Mit v = w - l/ T erhillt man dann schlieBlich

dw-cosd) w'-gind 1 dT Dy _gm,
2¢g T, dy c

(83)

Hier erkennt man nun folgendes: Ist % eine gegebene Funktion

von 7, so ist die Lésung von (83) eindeutig in (w, %, ¢#) unabhingig
von T} bestimmt, wenn die Anfangswerte @, wg, 7, und der Para-

meter % gegeben sind. Es fragt sich zunichst, wie Hund da-

mit 7' (y) beschaffen sein miissen, um diese 1. Bedingung zu erfiillen.
Es sei

1 dT
T, dy D(n),
wie die Voraussetzung verlangt. Wegendn = Lo, d y folgt dann
BTN = Ty)
aber
dT(y
(84a) T'( =®@)-dyg, dbh T(y) =T, P).

Damit wird aber

T /4
(84b) dy=TLi’)-d1;=Tb--—T(—:7—)d17, dh y=Ty -y,
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und schlieBlich durch Verbindung von (84a) und (84b)

(85) TT(Z )=z (7'»)

In dieser Form muB also der Temperaturverlauf darstellbar sein.
Wir fiihren nun fiir « bzw. ¢ noch die neuen Verinderlichen

84 [¢} d d o, d =
(Bc) é= T( y e e | ()
. . o e . dy _dnq
ein. Das hat zwei Vorteile: Einmal ist dann Iz a3 tgd, und
zweitens w1rd -— = l/ (‘dig) in formaler Ubereinstimmung

mit den entsprechenden Ausdrucken in (z, y, t). Dadurch ergeben
sich auch eindeutige Losungen fiir £ und 7 in (&, w, %); ihre Diffe-
rentialgleichungen lauten dann

df w dr w
(86) dd~ g’ 4% g cosd

Entsprechend der Ableitung (84a) erhdlt man
T 4

= [ ae= V- [} 5La

Hier erkennt man leicht, dafBl die Differentialgleichungen (83) und
(86) die Bewegung im System (E, 7, T, w, ¥, ’:—f’) vollstindig und

eindeutig fiir beliebiges T} festlegen, wenn nur der Temperatur-
verlauf die Form (85) hat, und die Anfangswerte fiir ¢ = ¢ fest-
gelegt sind.

Wir betrachten nun 2 Flugbahnen, deren Differentialgleichungen
der Bewegung beide die gleichen Formen (83) und (86) und die

beide den gleichen Abgangswinkel ¢ haben. Da & = const und

=,,0.V_T_;=%.

(87)

759- = const bleiben miissen, gilt
b

6*
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® s 1/ Ty
und S S el |
Yo L1 ' Tb

(884)

=

< o
I

all o

Folglich bestehen dann wegen (84b) und (87) die weiteren Be-
ziehungen

b__ S

|

(881)

Cny

und L:l/
4 Y

@
I
&l w
I
S

N

b

Das Gesamtergebnis der vorstehenden Entwicklungen lafit sich in
dem Satz von Langevin!8® zusammenfassen:
Wenn das Verhiltnis der Hohentemperatur T'(y) zur Boden-

temperatur T’ eine beliebige Funktion des Quotienten 1—,’,{- ist, so

sind Flugbahnen mit gleichem Abgangswinkel g bei verschiedenen
Bodentemperaturen 7T, #hnlich, wenn sich die Querschnitts-
belastungen wie die Bodenluftdriicke und die Anfangsgeschwindig-
keiten sich wie die Schallgeschwindigkeiten am Boden verhalten. —
Dann verhalten sich in beliebigen Bahnpunkten die Abszissen und
Ordinaten wie die Temperaturen am Boden, die GeschoBgeschwin-
digkeiten und Flugzeiten wie die Schallgeschwindigkeiten am
Boden. Insbesondere verhalten sich die SchuBweiten (y = 0) wie
die Bodentemperaturen.
Ein Temperaturverlauf z. B. der Form

T(y=Tp—4 y,

wie wir ihn bisher betrachtet haben, geniigt offenbar der Lange-
vinschen Bedingung, da hier

wird.

Beispiel. Ein 8,8-cm-GeschoB mit der Anfangsgeschwindigkeit
vy = 800 m/s und einer Querschnittsbelastung von 1360 kg/m? erreiche
bei einer Bodentemperatur von +10° C = 283 ° abs. und einem Boden-
luftdruck von 760 mm Hg eine SchuBweite von 20 km. — Wann wird bei
ahnlicher GeschoBform und 1530 kg/m? Querschnittsbelastung die neue
Flugbahn der ersten &hnlich, wenn die Bodentemperatur auf +1°C



§ 8. Zweite Zusammenfassung 8b

= 274° abs. absinkt? Antwort: Bei einem Bodenluftdruck von
Ppp=760-1,125 = 855 mm Hg und einer Anfangsgeschwindigkeit

) 274 . . L. 274
7o =800 - 283 — 774,6 m/s. Die SchuBweiten verhalten sich wie 533"
d.-h. X= -27—‘; - 20 = 19,36 km.

&0

§ 8. Zweite Zusammenfassung (Luftleerer Raum; Flughahn-
eigenschaften; Ahnlichkeit)

1. Die Formeln des luftleeren Raumes sind ein Spezialfall derjenigen

des lufterfiillten mit verschwindendem Widerstand. — Gleichungen des
luftleeren Raumes:

=1, -co8Q- ; y=v0-sin<p-t—-g—-t2;

—rtgp—— I iebi :
y=uz- tgo gt oot g [Beliebiger Bahnpunkt];
2. 8j . 81
x =" sm2¢p; T=2v,_. smtp; V=t 0=
g g

[Endpunkt der Bahn (y = 0)];

x __ % -sin2¢ X ; v -sing T

*T 29 T 2% ¢ g 2’
2, qin2
Yy = Yo 2s;n P %— T?;, vy=1v, cos@p [Gipfelpunkt (# = 0)];
2,2 1 . .

R= 7 ooy cos@-sin(¢p — ) [Entfernung eines Bahnpunktes

vom Anfangspunkt; y = Gelindewinkel].

Bei kleinen Anderungen der Anfangsgeschwindigkeit und des Ab-
gangswinkels gelten die Differenzenformeln

AX 240, AT Ay, i
X = a +2ctg2¢-dp; — = % +ctgp-do;

AR  24v, ,  cos(290—v)
R~ v, " cosp-sin(p—y

y Ao+ Rty —ctglp—y)]- Ay
2. Bei Beriicksichtigung der Schwerkraftabnahme mit der Hohe
gelten allgemein fiir die berichtigte Bahn die Formeln

_ ., - 2 v e
x=z—%-x; y=(t)+y)—y-(1—§-y); 2=a—%-z.
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wo (r,1, 3 die Koordinaten der unberichtigten Bahn (auch im Iuft-
erfilllten Raum) sind. Speziell fiir den luftleeren Raum ist

i - 6 +g= 5 = 0.
Es ergibt sich die Schu3weite

R 9
X=vo-cos<p-l/?-sm (V% T),
1/ 2R 2
i i = _ e . sl S ——
wo die Flugzeit T ‘/ 7 Ar Tang (Lo sing l 7 R) .

X und T miissen noch um die Differenzen A X und A T verbessert werden,
die sich aus der Kugelgestalt der Erde ergeben. — Soll die in (2, ¥, 2)
erhaltene Bahn auflerdem noch fiir den EinfluBl der Zentrifugalkraft und
Corioliskraft berichtigt werden, so gelten im Koordinatensystem
(X, Y, Z) die Differentialgleichungen

X=.§+n’-X—2n-Y; Y=ﬁ+nz-Y+2n-X; zZ=1i,

wo (&, 1, {) die Koordinaten der unberichtigten Flugbahn sind (auch im
lufterfiillten Raum). Es wird Z = {, d. h. in Richtung der Erdachse
findet eine Verdnderung nicht statt. Mit

X+i-Y=W, &+i-n=y
ergibt sich die Differentialgleichung im Komplexen

W—2n.i-W—n? W=4.

Nach Integration und Trennung in Real- und Imaginérteil ergeben sich
X und Y. Fithrt man in die Formeln die durch die Richtung der Schwer-
kraft bestimmte geographische Breite §, ein, so kann n? - W vernach-
lassigt werden. Fir den luftleeren Raum folgen damit die Formeln

4n-v% - cosfy - sing

4X= 35 -[4cos?¢p — 1] -sina
[SchuBweitenvergriBerung],
4n-vd ., . .
4Z = 3 -sinZ¢ - [3 cos @ - 8in By -+ sing - cos f, - cos a]

[Rechtsabweichung],

-« Y

AT = 2T -cosep-cosf-sina -

[FlugzeitvergroBerung],

die auch mit gewisser Naherung im lufterfiilllen Raum gelten.
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3. Bei jeder Flugbahn des lufterfilllten Raumes gelten fiir Punkte,
die in gleicher Hohe liegen, die Ungleichungen
Ty— 1y > 2y — T3 b — b lg—1; | O | <|B]; v, >y
vy - cosd > v, - cosly; | vy sindy | > | v, sind, |
[Beliebiger Punkt];

2, > X — 2 8, < T —1tg; ¢ < w; 19> 0,5 vy COBP >> v« COBW;
o« 8inp >> v, « sinw [Endpunkt].

Der Index 1 bezeichnet Punkte des aufsteigenden, der Index 2 Punkte
des absteigenden Flugbahnastes.

Das Geschwindigkeitsminimum wird erst auf dem absteigenden
Ast erreicht. Bei Bahnen mit konstanter Temperatur und Luftdichte
strebt die Geschwindigkeit einem endlichen Grenzwert zu. Bei Beriick-
sichtigung veranderlicher Héhentemperaturen und Luftgewichte geht die
Geschwindigkeit mdoglicherweise nach Erreichen eines 2. Extremums
(Maximum) gegen O bei Annahme der iiblichen Temperatur- und Luft-
gewichtsformeln.

4. Ersetzt man in den Differentialgleichungen der Bewegung
T, )
Ty

einmal durch seinen groBten, das andere Mal durch seinen kleinsten Wert
und betrachtet man diese als konstant fiir die ganze Bahn, so er-
geben sich damit 2 Flugbahnen, in deren Mitte die tatsichliche an-
nihernd verlauft.

Ersetzt man die Resultierende aus Schwerkraft und Luftwiderstand
durch eine Konstante nach GréBe und Richtung, so ergibt sich eine
schiefliegende Parabel; dies kann nach einem Verfahren von Schmidt zur
naherungsweisen Bestimmung der Flugbahngestalt dienen.

5. L Im einfachsten Falle, also bei konstanten Temperaturen und Luft-
gewichten, gilt fiir Potenzgesetze ein Ahnlichkeitsgesetz der Flugbahnen:

tp=c-6(y)-v-K(v-

Wenn (:—°)ﬂ=—:- und ¢ =g, dann gilt fir gleiche Neigungswin-
)
— 7 y o \3
kel # der Flugbahntangenten, d. h. fir 4 =9: % = %— = (?) und
13 _% °
II. Bei Beriicksichtigung hoéhenverinderlicher Temperaturen und
Luftgewichte gilt der Ahnlichkeitssatz von Langevin: Wenn

\
T(y)=Tal(-—,§{:), ¢=‘P, pb:pb=q:QJ 60:vo=éb:8bv

dann ist gix=gy:y="Ty: Ty, und i:t=34,:8,
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Kap.1II. Photogrammetrische Flughahnvermessung

§ 9. Definitionen

Wir haben schon bei der Behandlung des Luftwiderstandes dar-
auf hingewiesen, dal man in neuerer Zeit photogrammetrische
Flugbahnvermessungen durchfithrt, um auf dieser Grundlage den
Luftwiderstand zu bestimmen.

Bei der Schilderung der Luftwiderstandsbestimmung [§1¢]
aus der photographischen Flugbahnaufnahme war die Voraus-
setzung gemacht worden, da8 y und z als Funktionen der Zeit ¢
bekannt waren. Das ist nicht gerade nétig. Aus den Bewegungs-
gleichungen [§ 3] leitet man unschwer die folgenden Beziehungen
nacheinander ab:

4y '=tgd; v-cosd= l/—%;

dz
c-é(y)-v’-K(v- T(y))_—‘_.g_..-’/__%_-’_/_;
dt:dz-V—%.

(Striche bedeuten Ableitungen nach z)

In der gleichen Weise wie fiir ¢ als unabhingige Verdnderliche
kann man auch aus den Differenzen A"y, A"y, . . . fiir &quidistante
Az die Ableitungen y’, %", ... und somit » und K (v) bestimmen.
Besonders bei der Aufstellung der SchieBbehelfe fiir Flugabwehr-
geschiitze, ferner zur Bestimmung von Sprengpunkten im
Raum, die mittels einstellbarer Zeitziinder vom explodierenden
Gescho3 hervorgerufen werden, ist weiterhin photogramme-
trische Flugbahnvermessung erforderlich. Wir wollen daher
an dieser Stelle das Wichtigste der ballistischen Photogrammetrie
darstellen. Die folgende Darstellung lehnt sich an eine allgemeine
Untersuchung von W. Lohmann'® an, der die Gebrauchsformeln
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und Fehlerbetrachtungen in einfachster Weise auf der Grundlage
der Vektorrechnung abgeleitet hat*.

Zur photographischen Bestimmung der Flugbahn ¥ (Abb. 15)
befinden sich in L (linke Station) und R (rechte Station) je ein

Abb. 15. Photogrammetrische Flugbahnvermessung

Phototheodolit mit den Brennweiten f; bzw. f,. Die Horizontal-
entfernung der beiden Stationen sei b (Basis), ihr Hohen-
unterschied Ak. Die an sich hinter den Objektiven L und R
auf den Platten PB; und B, entstehenden Bilder der Punkte P
der Flugbahn F denkt man sich als Diapositive im Brenn-
weitenabstand f; bzw. f, vor den Objektiven L und R in den
optischen Strahlengang richtig eingepafit. Zur Definition der Lage
von P fithren wir folgende Koordinatensysteme und Einheits-
vektoren ein:

* Vgl. dazu auch: Sutor, Mitt. d. dtsch. Gesellsch. f. Photogrammetrie,
H. 5 (Marz), 1940, S. 203. .
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Linke Rechte Einheits-
Systeme Station | Station vektoren
Raum- t — horizontal
Basis- koordinaten Xp ¥, 2,| X, Y, 2, nach vorn
systeme i — vertikal
(fest in L Bild f — horizontal
bzw. R 11d- L zum Kar-
zw. ) koordinaten | ¥1* Y Wi | ¥rs Vps Wr Z;;lpunzktmvon R
(89) i; bzw. i,: Og-
Raum- . o =-1ls o | tische Achseder
koor?llilr?;ten XpY,Z,1X,,Y,,Z,| Kamera in R
Kamera- bzw. L
systeme i; bzw. {,: Bild-
(fest auf B, ordinate auf P,
bzw. B,) Bild- o | bz B,
koordinaten | I % B | Jr fr % | {) baw. £,: Bild-
abzisse auf B,
bzw. R,

Damit sind folgende Vektoren gegeben
a) Bildvektor vom Objektiv zum Bildpunkt:
,=iu+j-v+tb-w=1-/
+1,6,+ 1, b,
p) Ortsvektor vom Objektiv zum
Raumpunkt:

(90) 13, =i-X,+i{-Y, +1-2,=14,.X, (v =1 oder 7)
+1,-¥,+14,-2,
y) Vektor von der linken zur rechten Sta-
tion:
—j-Ah+E-b=1i-dg+ §i- by
+ §i- dy
In diesen und den folgenden Gleichungen bezeichnet der Index »

stets: linke oder rechte Station. Man bezeichnet nun als Ver-
schwenkung des Theodoliten seine Drehung um die senkrechte
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Achse (j). Der rechts herum positiv gezihlte Verschwenkungs-
winkel sei p,. Als Kippung wird die Drehung des Theodoliten um
die waagerechte Achse (t,) bezeichnet; w, sei der nach oben positiv

gezéhlte Kippwinkel.
Somit gelten folgende Transformationsformeln

1

il

i,-cosy,-cosw,—j, - cosy,-sinew,—¥, - siny,;
i=1i,-sinw, + i, cosw,;

1) f=1i,:siny,-cosw, —1{, siny, -sinw, 4 ¥, - cosy,;
f,=1i-cosy,-cosw, + j-sinw, + f-ginyp, - cosw,;

i, =—i-cosy, sinw,+ j-cosw, —¥f - siny, - sinw,;

f,=—i-siny, 4+ f-cosyp,.

§ 10. Die Auswerteformeln
Nach Abb. 15 ist nun in dem Dreieck LRP
(92) B=a+3,
ferner gilt
(93) =kt =A 1,

weil 8, und 1, gleiche Richtung haben; dabei ist 4, ein Propor-
tionalitidtsfaktor, der nicht konstant ist, sondern von dem Durch-
stoBpunkt des Vektors 38, durch die Platte 9,, also von den Bild-
punktkoordinaten abhingt. Durch Kombination von (92) und
(93) erbilt man die Grundgleichung der Raumbildmessung

(94) | n=ath o

Zur Elimination von A, multiplizieren wir diese Gleichung beider-
seits vektoriell mit t,:

(94a) r A - [, = [ax,] I

Aus dieser letzteren Gleichung laBt sich nun das System der Aus-
werteformeln gewinnen. Da die Aussage (94a) fiir die Vektoren
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[t;t,] und [at,], also auch fiir jede ihrer Komponenten gilt, er-
halten wir drei Typen von Auswerteformeln.

Zunichst ergeben sich aus (90, a und o) mit (91) sofort die Zu-
sammenhinge der Bildkoordinaten f,, 4,, 4, im Kamerasystem mit
den Bildkoordinaten u,, v,, w, im Basissystem, indem man die

Gleichung (90a) fiir ¢, nacheinander skalar mit i, {, ¥ multipliziert:

u,=f,-cosy, - cosw,
— &, cosy,  sinw,— 10, siny,
v,=f sinw
(95) v ! (¥ =1 oder 7)
+ 4, cos w,
w,={[,siny,cosw,

—4, sy, -smw, + &, -cosy,

Entsprechend folgt aus der Gleichung (90 'y) mit (91) fiir den Vek-
tor q beziiglich des Zusammenhanges seiner Komponenten im
Kamerasystem mit denen des Basissystems*

dyy=Ah-sinw; + b-sin y; - cos wy;
(96) dyy =A%k cos w;— b - sin ;- sin wy;
4, = -+ b - cos ;.

Der allgemeinste Fall bei der ballistischen Photogrammetrie be-
steht nun darin, daB die optischen Achsen der beiden Photo-
theodolite windschief zueinander liegen, d.h. w; 3 w,, v, 3y,
und daB die Objektive L und R verschiedene Brennweite haben,
d. h. f, & f,. Fiir diesen allgemeinsten Fall sollen die Auswerte-
formeln formuliert werden. Die in (94a) vorkommenden Vektor-
produkte konnen bei Beriicksichtigung von (89) und (90) in folgen-
der Form hingeschrieben werden

i i f i i f
07 jlutl={w v w|; [at,J=|0 A4hb
| Ur Uy U, Us Uy W,

* Es ist iblich, die linke Station als Hauptstation festzusetzen.
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Diese Formulierung ist zweckmifBig, da beide Stationen nur das
Einheitsvektorentripel (i, j, f) gemeinsam haben. Durch skalare
Multiplikation der Gleichungen (97) nacheinander mit i, {, f er-
hilt man drei Formeln

A= Abw —b-v, | g A= — 0¥
V- W, — Uy - Wy Wy Uy — Wy - Uy
(98)
bzw. | A= ——AR U
U -V — Uy~ U,

Hiervon wird man zweckmiflig die doppelt eingerahmte Form
auswihlen, da sie A% nicht enthilt. Nur fiir Kontrollzwecke
wird man auch die beiden iibrigen Formeln fiir 4; benutzen. —
Aus Gleichung (93) folgt durch skalare Multiplikation nachein-
ander mit i, j, f, wenn man (90a und f) beriicksichtigt

(99) Xi=A-u; Yi=A-v; Zi=24 w

Damit sind die Auswerteformeln fiir die photogrammetrische
Flugbahnaufnahme gefunden. Die Koordinaten (3,, #,) werden
durch Ausmessung auf den Platten P, bestimmt; /, sind die be-
kannten Brennweiten der Theodolitobjektive. Die Verwendung
der doppelt eingerahmten Formeln (95), (98), (99) liefert dann die
Raumkoordinaten des Flugbahnpunktes P(X, Y, Z). Aus diesen
Formeln ergeben sich alle Sonderfélle durch Vereinfachung.
Insbesondere ist z. B.

bei parallelen optischen Achsen: w; =w, =w; v, =y, =1vy;
im ,,gekippten Normalfall*: Y=y, =0; 0;=w,=w;

im ,ungekippten Normalfall“: y, =y, =0; w;=w,=0.

§ 11. MeBfehler

Durch ungenaues Einrichten der Phototheodolite, d. h. Fehler
iny, und @, kénnen leicht fehlerhafte Werte fiir X, Y, Z berechnet
werden. AuBerdem konnen weitere Fehler durch Verkantung der
Theodolite (Drehung um die optische Achse {,) entstehen. Traut
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man also einer Messung nicht, so setzt die Kontrolle der A; aus (98)
ein. Stimmen diese Werte nicht geniigend iiberein, dann miissen
die Richtfehler bestimmt und beriicksichtigt werden. Man stellt
daher zwei Kontrollpunkte K, und K, auf (Abb. 15), deren Koordi-
naten genau vermessen sind. Vor der eigentlichen Flugbahn-
auswertung werden die Abbildungen der K, und K, ausgemessen
und in Raumkoordinaten umgerechnet. Stimmen die so erhaltenen
Werte mit den tatsdchlichen nicht iiberein, so werden die Ju-
stierfehler bestimmt. Hier konnen wir den Weg nur im Prinzip
andeuten; die Ausfiihrung der Rechnung muB dem Leser iiber-
lassen bleiben*. — Die Verkantung wirkt sich in einer Drehung
des Plattensystems (4,, %,) um seinen Nullpunkt (in der Photo-
grammetrie Hauptpunkt genannt) von der Gréfle » aus,
positiv gegen den Uhrzeiger gezihlt. In den Gleichungen (95) sind
daher bei Verkantung die Koordinaten 4, bzw. 4%, zu ersetzen durch
(6. cosx, 4w, - sinx,) bzw. (—0, - sinx, + % - cosx,). — Durch
Einsetzen von (95) in (98) und dies in (99) entstehen die sechs
Gleichungen

1Yll = f;.l) (wl’ Wy, %y, Py, Wy, xr); Y f(z)

(100) Z, =§D(..)
und die entsprechenden X; = ..., ., «.- fiir K,.
Differenziert man dies, so entsteht

(1) (1)

2 0 9
Xml__fA dwl‘l'_f“—d'lpr O e afxl‘ dx,
und die entsprechenden fir ¥,;, Z; und X;,Y,, Z; . Ersetzt man
hierin die Differentiale dX,,..., dy,, - - - durch die Differenzen
AX,, ..., Ay,..., so entstehen bei 2 Kontrollpunkten sechs
Gleichungen fiir die sechs Unbekannten Ay, Ay,,...4dx,. Da
die %, «++ aus (100) bestimmt werden kénnen und durch Ein-
setzen der auf den Platten gemessenen Werte 4,, %, numerisch
bekannt sind, da ferner 4X,, ... die Differenzen der berechneten
Werte gegen die wahren Werte der Kontrollpunkte sind, sind so-

mit die Ay, Ay, . .. A%, bekannt und miissen in der Rechnung

* Zudem machen wir ausdriicklich darauf aufmerksam, daB die an
gedeutete Methode nur fiir sehr kleine Winkelfehler gilt.
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dann durchgehend zu y,, . .. zugeschlagen werden. Bei der Auf-
stellung der Bestimmungsgleichungen der Ay, . . . sind aber weit-
gehende Vereinfachungen mdglich.

§ 12. Beispiel

Gekippter Normalfall: w = 4 30°, v = 0. Basislinge b = 215,23 m;
Objektivbrennweiten f; = f, = 375,81 mm; Theodolite beide in gleicher
Hohe (4h = 0). Auf der linken Platte sind durch Stereokomparator be-
stimmt die Koordinaten @, = 22,10 mm, 4, = 88,84 mm; auf der rechten

Platte %, = — 29,23 mm, ¥, = 88,84 mm. Man erhalt damit:
u; = u, = 281,043 mm; v, = v, = 264,843 mm;
wy; = 22,10 mm; w, = — 29,23 mm.

Somit ist nach der mittleren Formel (98) 4,= 4193,064; das gleiche ergibt
sich nach der ersten Formel (98), wihrend die dritte unbestimmt (%)
wird. Fir die Raumkoordinaten ergibt sich also

X;,=11784m; Y,=1110,6m; Z;= 92,7m.

Diese Koordinaten miissen noch auf die Geschiitzmiindung umgerechnet
werden. In bezug auf die linke Station befinde sich die Geschatzmiindung
um 1 m hoher, 19 m zuriick und 115 m rechts; dann sind die Koordinaten
des Flugbahnpunktes, bezogen auf die Miindungswaagerechte:

z=11974m; y=1109,5m; z=—22,3m.

Kap. IV. Analytische Methoden zur Lésung der
ballistischen Differentialgleichungen

§ 13. Allgemeine Einteilung der Lisungen

Die geschlossene Integration der ballistischen Differential-
gleichungen der Bewegung bietet groBe mathematische Schwierig-
keiten. Selbst wenn die Widerstandsfunktion f(v) durch einen ein-
fachen mathematischen Ausdruck gegeben ist, wird die Integra-
tion nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen méglich. In den
iibrigen Fillen ist man darauf angewiesen, die Integration nume-
risch, etwa mit Hilfe eines Iterationsverfahrens oder graphisch
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durchzufiihren. Eine andere Moglichkeit ist die Integration durch
Reihenentwicklung, die jedoch, wie wir ohne weiteres ein-
sehen kénnen, nur dann zu brauchbaren Ergebnissen fithren kann,
wenn die entstehenden Reihen so schnell konvergieren, daf die
Verwendung nur weniger Reihenglieder moglich ist. Die dritte
Moglichkeit besteht in einer kiinstlichen Umformung der
Bewegungsgleichungen durch Néherungsannahmen, die zu ge-
schlossenen oder doch wenigstens quadrierbaren Integralen fithrt.
Dieser letzte Weg ist in der Tat von sehr vielen Ballistikern
gegangen worden. Mit der zuerst erwiihnten numerischen oder
graphischen Integration hingt eng zusammen die Ausfiihrung
des Integrationsprozesses durch mechanische Apparaturen;
diese Art der Losung ist aber nur in wenigen Fillen versucht
worden. SchlieBlich ist eine oft und mit Erfolg angewandte
Methode durch Kombination der ersten drei Méglichkeiten ge-
schaffen worden dadurch, daf} die Flugbahn in eine bestimmte An-
zahl von Einzelstiicken, in sogenannte ,,Teilbégen®, zerlegt
wird; fiir jeden dieser Teilbégen wird die Integration gesondert
und nach einem passenden Niherungsverfahren durchgefiihrt.

Wenn wir im folgenden eine Auswahl der bekanntgewordenen
Integrationsverfahren herausgreifen und beschreiben, dann wollen
wir uns stets darauf beschrinken, nur solche anzufiihren, die fiir
den praktischen Ballistiker von Bedeutung geworden sind oder die
Aussicht bieten, fiir die praktische Ballistik nutzbar gemacht zu
werden. Welche der aufgefithrten Methoden im einzelnen Falle in
Frage kommt, kann hier héchstens angedeutet werden. Dafiir gibt
es im tibrigen auch keine allgemeinen Regeln, sondern hier muf
die Entscheidung dem praktischen Ballistiker {iberlassen bleiben,
der die geeignete Methode nach mancherlei verschiedenen Ge-
sichtspunkten auswihlen wird: Art der Aufgabe, Umfang der zur
Verfiigung stehenden Zeit, Grad der geforderten Genauigkeit, Zu-
verldssigkeit und Umfang der zur Verfiigung stehenden Hilfs-
mittel, Méglichkeit des Vergleichs der Rechenergebnisse mit Ver-
suchsergebnissen und vieles andere mehr,

Die Darstellung der Integrationsverfahren wird entsprechend
dem Vorangehenden in folgender Aufteilung durchgefithrt:

1. Nach einer allgemeinen Integrationstheorie der Hodo-
graphengleichung unter den vereinfachenden Annahmen kon-
stanter Temperatur und konstanten Luftgewichts folgt die Dar-
stellung einiger der einfachsten integrablen Fille.



§ 14 a. Allgemeine Theorie aller Integrale 97

2. Betrachtung der integrablen Fille bei verénderlicher Luft-
dichte, aber konstanter Temperatur.

3. Integration durch angeniherte Differentialgleichungen der
Bewegung. Die verschiedenen Verfahren werden als Sonderfille
einer allgemeinen Entwicklung herausgestellt.

4. Integration durch Reihenentwicklung. Teilbogenverfahren.

5. Numerische, graphische und mechanische Lésung der Diffe-
rentialgleichungen.

§ 14. Die Integrabilitit
der ballistischen Differentialgleichungen der Bewegung

a) Allgemeine Theorie aller Integrale der
Hodographengleichung

Die einfachsten Fille der Differentialgleichungen der &ufleren
Ballistik liegen unter der Annahme konstanter Luftdichte und
konstanter Temperatur vor. Nach (47) erhdlt man die Hodo-
graphengleichung

d(v-cosd) _ c*

75 = —g—-v-/(v) (g = const)

Wir fithren hier zunichst neue Verinderliche durch die Bezie-
hungen

ein und erhalten damit und mit der Abkiirzung ‘;—‘ < fle¥) = o (w)

d 11—+
(101) %:T_i_g'(”u):A(r,u) oder |dt—A-du=0

Zweifellos gibt es eine grofle Anzahl von Funktionen g(u), die
diese Gleichung integrabel machen. Um das einzusehen, brauchen
wir nur irgendeine Beziehung v = ¢ (u) willkiirlich anzunehmen,
in (101) einzusetzen und daraus mit @ (u) riickwirts ¢ = g (%) zu
bestimmen. Sei etwa t=1—Fk-e % so folgt ohne weiteres
o(u) =1. Allgemein wird

Athen, Ballistik 7
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1—¢*(u)

e =—5p)

p(u).

In der Tat haben viele Ballistiker nach solchen Funktionen g (u),
d. h. f(v) gesucht, die eine Integration der Gleichung (101) ermég-
lichen. Ein solches Beginnen ist aber nur dann sinnvoll, wenn die
bestimmten Funktionen den wirklichen Widerstandsverhiltnissen
gerecht werden.

So gelang es Bernoulli‘®®, die Integration der Hodographen-
gleichung auf Quadraturen zuriickzufiihren unter der Annahme

g(u):cg—”-v". d’Alembert!$? fand die Losung fir p(u) =

a-v*4+ b und gp(u) = @ Inv 4+ b. Weitere integrable Fille haben
Legendre'8), Siaccil®®, Ouivet? u. a. angegeben. Eine allge-
meine Behandlung und Losung bekam diese Frage jedoch erst durch
die Arbeiten von Drach™ und Denjoy®3. Wir wollen diese Ent-
wicklungen in ithren Grundziigen kurz andeuten.

Die Integrale der Differentialgleichung (101) lassen sich auf die
Losung einer partiellen Differentialgleichung zuriickfiihren. Denn
nimmt man irgendeine Funktion z(7, ) an, so gilt

0z dz .
dz = a—T'dT+ ﬁ-du,
mit dz=0 ist infolgedessen (101) der partiellen Differential-
gleichung
0z 9z
(102) 4- > + e 0 (z = const)
aquivalent. Man erkennt weiter, daf jede Losung z(r,u) die

Eulerschen Multiplikatoren g—i und 207 fir die Differential-

ot
olnz s Multiplikator geht (101)

gleichung (101) hatX), Denn mit

o7
itber in
Iz e 02 fidu=0 oder 2Z.dv—2.4.du=o.
ot ot oT ot
Wegen (102) erhilt man unmittelbar
E-d‘t—P—k-du=dz=O, wenn z == const.

ot 1
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Infolgedessen ist jede Funktion 7= g(u), die, in z(r, u) ein-
gesetzt, 2 zu einer Konstanten macht, eine Lésung der Hodo-
graphengleichung (101). Ist nun M (7, u) irgendein MultiplikatorX
der Gleichung (101), so muf} die Bedingung

oM __aM-4) . oM 24
du r & + FX3 —-‘M'_B_‘t_—

erfiillt sein. Diese letzte Gleichung geht fiir jede Wurzel 7 = @ (u)

von M und % , die 24 endlich JaBt, also von (—g) verschieden ist,

0t
und somit M [u,@(u)] =0 oder co macht, iiber in
1 1
0= 0|
oM oM (M) (M)
Gu T4 Gy =0 b oA =0

@ (u) ist somit wegen (102) eine Losung der Hodographengleichung
(101). Im weiteren Verlauf seiner Untersuchungen weist Drach
nach, daf nur solche z(u, 7) die Lésung der Hodographengleichung
durch Quadraturen gestatten, bei denen einer der Ausdriicke

(103)  z(u, 7); g—:; ( ) (n = ganze Zahl); 2 .ln( )

rational In 7 ist. Das bedeutet aber, daBl z. B. z die Form
—a ()] -[T—ay{%)]...[z —anlu)]
— b ()] [T —ba(u)]...[v—bu(y)]

haben muf}. Man erkennt in der Tat, daB alle a (u) und b, (u)
Losungen der Differentialgleichung (101) sind, da nach dem

2(u, 1) =0 (u) -

obigen a, und b, als Pole des Multiplikators b;%z auftreten.

Man braucht also nur alle méglichen rationalen Formen der
Invarianten (103) abzuzéhlen, um alle Formen von p (u) zu er-
halten, die (101) quadrierbar machen. Umgekehrt ergibt nachher
die Einfithrung der Werte von z fiir die entsprechenden Ausdriicke
(103) in die Gleichung (102) die notige Anzahl von Bestimmungs-
gleichungen, welche alle in den Invarianten (103) auftretenden
GroBen durch Quadraturen ergeben.

Man habe z. B. den einfachsten Fall

(r—a)-(r—ay)--- (v —aj;)
(104) 2=0- — T4

3 (ay = a,(u) usw.)

7*
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Nach Gleichung (102) erbélt man, wenn man von In z ausgeht,
6’ — a" b‘,
cro| g - 22+ ]
—m.l E 1 _
+(1 =1 | T —a,

Die a; und b; geniigen der Gleichung (101), da sie simtlich Pole
des Multiplikators 22 ihd. Somit geht die vorstehende Gleichung

ot
mit
, 1—a; ’_ 1—b,;
a = a o und b/ = 5T o
iiber in
o cas — (1 — 12
—Zr+o=— (r+9),a‘_a'.( =
A (r+o)-b/+(1—17%
T—b;
V(arl-e) a; —(1—al)4(?—a?)+-a, - 1—a; - q;
T—a;
(it 0)- b7 — (1 —b2) F (2 —b2) — b/ - T— b/ b,
+2 1—b.
__E(T—I-th) (t—ay)+a/ -(r—a,)
T—a,

TE4by) - (r—=b)+ b/ - (=0
/ T—b;

+
und schlieBlich
4L ~Z+a))+ Zb+b) =

Diese Gleichung muf identisch fiir alle v und « gelten; folglich ist
¢’ =0, d.h. ¢ = const und

2 b+ b)) =2(a;+ ), d. bh. Z(a;—b)= X (a/—b/)
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Durch Eimnfithrung der Ausdriicke fiir ¢,/ und &, gemilB (101) ent-
steht

14a¢-0_ 145-¢ *
2= A o
1 1 ]
1—pt [ 2 ' — ’=0.
(t—ed e T
Die Annahme g2 =1 werde ausgeschlossen. Folglich ist
2 1 2 'l _o.
a; + o b+ e

Demnach ist (—g) eine Nullstelle des Multiplikstors 2%, die 24

unendlich macht, also auszuschlieBen ist. Die Wurzeln des Multi-

plikators % sind Lésungen von (101). Infolgedessen erhalten wir
aus der Gleichung (27 — 2)ten Grades

1 1
2 A=

im ganzen (2¢— 2) Wurzeln, die Lésungen von (101) sind und
mit ¢; bezeichnet werden mégen. Dazu kommen noch die trivialen
Losungen 7=+4+1 und v=-—1 von (101). Von den (2¢— 2)

* Fir irgendeinen Index » ist:

oo l4ee o 1400
' aw+e+ + byt e T
d. h .___!_(l‘f'av'e)'(bv-*'e);“_=.___;_(1+bv'9)‘(av+9)_,_”_
T (@t by to T @t Gyte
e L. b (—eh _ Gy (1—eh) .
somiti -+ + Tt T T amto Gre
aleo: Tt tre T
l l _— s .
oder: 1= (T — ) =

Durch Summation iiber alle » folgt die obige Beziehung.
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Wurzeln sollte die Wurzel (—g), da sie g—‘: unendlich macht, aus-

geschlossen werden. Schlieilich findet man noch eine letzte Losung
aus

27 (ai + a’i’) = 27 (bt + bi’); d- h- E(G(I —_ b,") == — Z (ai —_ b,)
oder 2a,—b)=yp.e"

Somit bestehen die folgenden 2% Gleichungen zur Bestimmung der
a; und b;, da die ¢; als Losung von (101) z zu einer Konstanten
machen:

(es—a)-lei—ag) ... (ci—ay) _
(Ci— b (6= B) - (6B V¥
1 —a)-(1 —a5)...(1 —ay) ¢t=12,...,2k—3)

(T — by (1 —bg)... (I —by,)  r2k-2

(1 +a)-(1 +a)...(1 +ak)=
(1 4B -(1 4 bg) ... (1 Byl Yer-2

2 —by) = yer-e "

(alle y = const)

Mit diesen 2k Gleichungen erhélt man die 2% Lésungen a; und b;
als Funktionen von w. Darauf bestimmt sich p als Funktion von
% aus der Gleichung

1 1
2“¢+9 _2"(-{-9 =0

Man erkennt, daB g (u) algebraisch in ¢~ * wird. Wir erinnern uns,

dall e* = v gesetzt und g(u) = ;—‘ f(v) war. Infolgedessen kann

z. B. f(v) als Summe von Potenzen von v, also in der Form
c* fo)y=a; vt fag-vkLa, "4

dargestellt werden. Diese Form umfaBt die einfachsten Fille der
ballistischen Widerstandsfunktion und soll daher zuerst einer
niheren Untersuchung unterzogen werden.

Wir bemerken zum Vorstehenden noch folgendes: Nachdem man
die a; und b; bestimmt hat, ist auch allgemein 2z und damit ein
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Multiplikator von (101) bekannt, womit letztere also auf Quadra-
turen zuriickgefiihrt ist. — Die bisher gemachte Annahme, dal} die
Anzahl der Nullstellen und Pole von 2, also der a; und b,, gleich ist
und daB diese nur einfach sind, ist keine beschrinkende fiir die
vorstehenden Entwicklungen. Denn ist z in 7 rational, so ist auch
- _a-z4 B
ey z+ e
Konstanten a, 8, ¢, 6 kann z immer auf die Form (104) gebracht
werden.

rational und eine Lésung. Durch geeignete Wahl! der

b) Widerstandsgesetze in rationaler Form

Bei den vorangehenden Entwicklungen haben wir darauf hin-
gewiesen, dal der Fall z(w,7) als rationaler Ausdruck in 7 der
einfachste ist, der es bei ¢:d(y) = const und 7'(y) = const er-
moglicht, die Integration der Hodographengleichung und damit der
Gleichungen fiir z, y, ¢ auf Quadraturen zuriickzufithren. Wir
wollen nunmehr diesen Fall noch néher untersuchen und dann
durch Spezialisierung zu den praktisch wichtigen Formen iiber-
gehen.

Bei der gemachten Voraussetzung schreiben wir die Verzégerung
durch den Luftwiderstand in der speziellen Form

(105) *fe) =g Dy om

=g'[a_n- Q)_n—f' a_(n_l). U-(n_1)+ e _|_ @, +— cee(@

n~-1
. R
et v -|— QU ]

Dann lautet die Hodographengleichung

d(v-cosd) _ ¢*

) =+Z',l‘a,,, LMt

do g
oder
dv cos? . R
£r. — = . pm
~ ) sin ¢ _Z; A+ ¥
. . . . o ad
Fiihren wir die neuen Verinderlichen v =v™" dz2=—n- pv

ein, so geht diese Gleichung iiber in die folgende
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2n—1
-‘(il—:—u-[k(z)+ao]=a_n-u2+a_(n_1)-u "
(106) ntl n-1
+...+a_1-u n -+-a1-u n +...+an;

h(z) = sin ¢

Fiir diese verinderte Hodographengleichung lassen sich Sonder-
falle angeben, die zu quadrierbaren Lésungen fithren; wir wollen
einige davon auswihlen:

1. Sind von den Koeffizienten a, nur a_,, a, und a, von Null
verschieden, so entsteht eine Riccatische Differentialgleichung

v =a_,- u? —+ u[k(z) + ao] + ()

die unter gewissen Bedingungen (gegenseitige Abhingigkeit
zwischen a_,, a,, a,) integrabel wird (Legendre(s®),

2. Verschwinden alle a, auller a, und a,, so entsteht die lineare
Differentialgleichung 1. Ordnung

(106a) B — e [h(2) + 0] + g,

deren Lisung sofort angegeben werden kann. Sie lautet'X)

u(2) — u(z) oS +aldz |, Se—Slh(z) 0142, 72+ const.) .

Diese Losung ist bereits 1744 von d’Alembert? gefunden worden.
Das Widerstandsgesetz hat hier die allgemeine Form

(105a) ;—'-f(v)=a0+a,,.vn.

n__ 1

Dalnv = lim (" ]} ist, ergibt sich die von d’Alembert vor-
n->0

geschlagene Form

ay + a, < Inv

als Grenzfall der eben betrachteten. Sie fiihrt gleichfalls zu inte-
grierbaren Formen (Vahlen®),
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3. Das Integral der Differentialgleichung (106a) ist im all-
gemeinen fiir praktische Rechnungen unzweckmiBig, da es fiir
praktische Anwendungen zu umstindlich ist. Man 1i8t daher
auch meist noch @, verschwinden, so daBl die Verzégerung in
der Form der bereits erwihnten Potenzgesetze

c* fv)=¢, v

erscheint. — In diesem Falle ist die Differentialgleichung fiir die
letztgenannte Widerstandsform einfacher als (106a):

d(v-cos?) Cn

{ I=n
| 70 7 cp . n
(106b) ]
oder _Hvcos®) _ on  dd
(v-cos )1 9 cos”tly

Also lautet die Loésung

1 _ 1 __mcn j‘ dd
(v-cosd)n — (v cosg)n g cos™ T 19
¢

(107)
1
= (vy - cos p)n o [Enl(@)—E&p(P)].
D' ’ do 1 . . .
ie Integrale &,(d) = J 71 sind auswerthar; fiir sie gilt

die Rekursionsformel

ind m-—2 dd
108 j‘ sin . .
(108) cosmd (m—1)-cos™ 18 + m—1 cos™— 29

Mit Benutzung von (107) und den Formeln (45) finden wir also
allgemein
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. sec”™ 9§
T c s
p 0 —§&, (9)]
1 : d(tg®)
— tg .
z——?-/ X
n-e, n
[0 =&, (9)]
? g
(109) ’
1 tgd - d(tg®) )
=Ty 2
/ "'c".C_E(ﬁ)]in
v g L e
»
1 d (bg?)
== 5
g L
J ln'c"'[C—e on]"
@ g n I
wobel
C= 2 + & (@)

n-c, - (vo-cosp)”

Aus diesen Gleichungen erkennt man einige wichtige Eigen-
schaften der Integrale fiir Potenzgesetze: a) Die weiter oben ab-
geleiteten Ahnlichkeitssitze hitten auch, wie der Leser leicht nach-
weisen wird, aus dem Ldsungssystem (109) abgeleitet werden

kénnen. — b) LéBt man ¢ gegen (— 3:—) gehen, erhilt man die

Elemente fiir £ =00, d. h. im besonderen z_,, das nach den all-
gemeinen Betrachtungen in (§ 6a) den Abstand der senkrechten
Asymptote vom Nullpunkt als endlich angibt. Andererseits hat
aber auch die riickwértige Verlingerung des aufsteigenden
Astes eine Asymptote. — Denn es gibt sicher einen endlichen
Winkel g derart, daB £, (8) = C, fiir den somit die Integranden in
, ¥, t, v unendlich werden. — ¢) Eine aus den Ahnlichkeitsgesetzen
direkt folgende wichtige Eigenschaft ist noch aus (109) abzulesen:
2 2 1

Die GroBlen (n-c,)" -z; (n-¢ )-" -y und (n- cn)g-t sind auBer
. n Y
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vong nur von C, d. h. von f§ abhingig; fiir & %" _ const ergeben

2
sich fiir dasselbe @ stets die gleichen (n -¢,)” - usw. Das ist fiir

tabellarisches Arbeiten besonders wichtig, wie wir gleich sehen
werden.

¢) Das quadratische und kubische Widerstandsgesetz.
Vorschlag von de Jong

1. Machen wir in den Entwicklungen des vorigen Abschnittes
n =2, so wird

I sin ¢ B
(110) L) =5 | +In tg( + 7)‘
Da hier fiir die Lé’.nge s des Flugbahnbogens
2¢y+ds = 2¢,- gxa
__ 4% 1 —d&#) _
cos?d C —§(8) —&(B)+C d [ID{C 52(19)}]
wird, erhilt man
C — &, (9)
111 2¢y08 = 2 ~2\7J .
(i ¢ C—E(p)

Diese Eigenschaft ist von Bedeutung zur Auswertung der Inte-
grale fiir z und y. Euler!?? schlug vor, die Integrale durch Sum-
mation* auszuwerten und dabei die Abszissen- bzw. Ordinaten-
zuwachse zu ersetzen durch

AY
Aw-cos(ﬂ—[— ) As—cos(0+ ) 21—62-ln0—_c,i;1)1);

entspr. Ay = sin (19+—2-)-As.

* Danach wire z. B. méglich:

z+n-h
[ 1@ -da= Y s@) az=f{z +5) 5+ 1z + 58) 5
z

+...+f(z+ 2’"«-2—1’.)"‘-
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Die Abszissen und Ordinaten sind dann bestimmt als die Summen
z= YAz bzw. y=2Ay. Das entsprechende liBt sich auch
fiir ¢ herleiten. Nach diesen Grundsitzen wurden Tabellen be-
rechnet von J. C. F. Otto!35). Wegen der oben bereits angedeuteten
Ahnlichkeitseigenschaften sind 2¢,- , 26, y, Y2 ¢+ ¢ fiir eine be-

stimmte Erhéhung ¢ nur noch von C, d. h. von LIl abhingig; in

den Tabellen wurde die folgende Anordnung gewihlst, die wir den
Ottoschen Tabellen im Auszug entnommen haben.

=]

bl |
b

i €y - Yyt V2 Vg
2¢,- X | x w w |7 l

0,55 0,346 0,629 50°46¢’ | 0,810 1,486 0,276
0,60 0,386 0,643 51°18’ | 0,794 1,492 0,279
0,65 0,428 0,657 51°50’ | 0,779 1,498 0,282
0,70 0,471 0,673 52°20' | 0,764 1,505 0,285

vp® v,
29- X' v’
T. ‘/% und —i]f- enthalten c, nicht mehr, da der Faktor ¢y bei
der Bildung dieser Quotienten aus den Ausdriicken 2¢, - =,

TR | —_—
25+ y, 2 gv° und 2¢, - ¢ herausfillt.
Diese Tabellen sind noch heute im Gebrauch fiir Geschwindig-
keiten bis 240 m/s, also vorzugsweise bei Minenwerfern. Die Er-
hohungen sind bei diesen Tabellen von 5° zu 5° gestaffelt in dem

Bereich (1° <@ < 75°). Der ballistische Beiwert ¢, ist definiert
durch

Die in diesen Tabellen enthaltenen Quotienten

2 R = Kaliber in m;
g = 9,81 m/az; hbin
P = (eschoBgewicht in kg;
B z-g 0014 o 5 = Luftgowoht in kg/ms,
P .1,206 ¢ = Formfaktor (= 1 fir
Ogivalgeschosse von
2 Kal. Abrdg.).

(112) =
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Die Benutzung der Tabellen werde an folgenden Beispielen
erldutert:

Beispiel 1. Fiir einen Minenwerfer seien folgende Daten bekannt:
2R=8cm; P=17,288kg; ¢ =1; 6 =1,206; v,= 200m/s, ¢ = 45°.

2t Vo'

Gesucht werden X, T, o, v, y,. Es ist ¢, = 0,00009467, d. h. = -
= 0,386 und 2c, - X = 0,60, also X = 3169 m. Ferner w = 51°18';
—::i = 0,794, also v, = 158,8m/s; T . l/ %: 1,492, d.h. 7 = 26,81s.

(]
SchlieBlich 2 = 0,279, also y, = 884 m.

Beispiel 2: Bei einer Erhohung von 45° wurde mit einem leichten

Geschiitz bei einer vy = 220 m/s die SchuBiweite X = 3755 m bestimmt,.
2

2;" %= 0,657 und damit
2¢,+ X = 0,65, d. h. ¢, = 0,00008655. Weiter bestimmt man: T’ = 29,30 s;
w=51°50'; v,=171,4m/s; y,= 1059 m.

Die Otto-Tabellen fiihren leider die Gipfelabszisse x, nicht
auf; daher ist die Bestim- ¢

mung des Flugbahnverlaufes
nicht moglich. Man kann ﬂ
aber zur gut angeniherten ‘p B

3
Berechnung des Verlaufes
der Flugbahn folgenden Weg "
einschlagen: 0. 9\ WN\E
[

Wir ziehen die Schmidé- F G
sche Parabelniherung aus Abb. 16. Bestimmung der Gipfelweite
(§ 6b) heran und bestim-
men daraus angenihert z, durch die Beziehung (Abb. 16):

Gesucht ¢;, T, @, v, Y, Man findet

X tg ¢ — ct,
(113) z,= 5 +y, BESTED
Denn: Im Dreieck OCE ist <L COE=¢, <L OEC =w;0M =
OF =z, FS=y,.
Es werde bezeichnet <t MSF =< MCG = f. Aus

X
‘?)

. ﬂ_OG—OM_“-"“g"’_z
8P=—"7Cg =~ 29,

und X=0G+GE=2y,- (ctgp + ctgw)
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folgt dann durch Elimination von 2%:
$

ctgp —ctgw
tgp="EL L2,

SchlieBlich ist &, — OM + MF == ?X 4y, tg(w—@). — Somit

ergibt sich folgende Flugbahnbestimmung mit Hilfe der Otto-
schen33) Tafeln: In der Miindungswaagerechten sind ¢, v,, X,
s und w bekannt, nach (113) also auch z,. Aus der Beziehung (109),
1. Gleichung, findet man fiir beliebige Tangentenneigungen ¢, der

Flugbahn die GroBe <2 gv, . Wihlt man ¢, so, daB} es die Bedin-

gungen 0 <&, <pund §, =n-5° (n = ganze Zahl) erfiillt, dann
konnen ¢, und v, als Ausgangswerte einer neuen Bahn betrachtet

s werden; ausdenOtto-

A Yo schen Tabellen be-
/‘9’\)‘5'[ ‘XS'/("\ stimmt man X,, w,,
Ys ¥, und nach (113) x,

Die neue Bahn Iieglt
alsto um (y, — g,)

Y Xs X-Xs W ,,hoher als die Aus-
Abb. 17. Naherungskonstruktion der Flug- gangsbahn. Durch
bahnkurve Wiederholung fiir neue

?, ¢ ¢ erhils
man so eine Reihe von Flugbahnpunkten, durch die die Flug-
bahnkurve gut angendhert wird (Abb. 17).

2. Im Falle n = 3 stellt sich die Verzégerung durch den Luft-
widerstand in der Form

— o .8
R = C3+ ¥
dar. Dann wird

(114) £(0) = tg + Lg%,

Dieses Widerstandsgesetz, das von Bashforth® zur Berech-
nung des gesamten Flugbahnverlaufs in geeigneter Form ver-
wendet wurde, hat in England besondere Bedeutung erlangt;
wir werden es kurz schildern.

Bestimmt man in (109) die Integrationskonstante aus den
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Gipfelbedingungen (# = 0; v - cos® = v,), so ergibt sich fir das
kubische Widerstandsgesetz das folgende System von Losungen:

U'COSI(}:US'.%;-;‘[L:-S'%.Q—'U?;
11— &)
¥+ COS @ )
BZ= 3 :
V1+3w.53(¢)
z=_.viz. —8T d(tg?d) =_UL’.[X%_X‘(’,];
(115) 7 Tn—w-eor
J _tgd.d(tgd) ﬂ_[yw_r’]
T Vit — - &0
b— 3 [ d(tg®) LY O Ly
' = ¢ T
'Vl —u&H® 7

Die Bedeutung der X” Y, T“; ist ohne weiteres ersichtlich; diese
Funktionen sind von Bashforth in Tabellenform mit dem dop-
pelten Eingang (u. ¢) niedergelegt worden. Die Einrichtung der
Tabellen wurde dadurch erleichtert, daf die Integrale fiir z, y, ¢
auf elliptische Integrale fithrten, fiir die bereits die Legendre-
schen Tafeln vorlagen(7374),

In diesem Gesetz ist der Beiwert ¢y definiert durch

Rz.n.é.i.g

= —Pp.1,206

- %
Hierin ist % ein mit der Geschwindigkeit verinderlicher Zahlen-
faktor, der folgende Werte hat:

50<v<330m/s x=6 -10-5
3B0<v<3Bm/s x=284.10-5
3B <v<4l9m/s x=94.10-8
419 <v<460m/s x=9 .10-5 usw.
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Der Gebrauch der Tafeln von Bashforth®8 vollzieht sich
folgendermaBlen: Nach Berechnung von ¢; bestimmt sich », und
damit . Dann findet man in den Tabellen X? usw., aus denen sich
z, y, t ergeben. Will man insbesondere die Schuflweite bestimmen,
so mufl zunéchst aus der Beziehung

P
S

der Endneigungswinkel (—#) bestimmt werden. Fiir die Gipfel-
elemente speziell ist & = 0.

Schwieriger gestaltet sich die Bestimmung der Bahn, wenn nur
g, X und ¢ bekannt sind. Man muf dann zunichst c, schitzen und
so durch Probieren den richtigen c,-Wert ermitteln. Ist auch die
Flugzeit T' gemessen, dann hat man einen guten Anhalt an der

Beziehung v, = %, die mit guter Anndherung aus dem luftleeren

Raum iibertragen werden kann.

. X 8571
[In der Musterbahn ist T = 123

Auf ein numerisches Beispiel zu diesem Verfahren verzichten
wir, da die Tafeln von Basforth meist doch nicht zur Hand sein
werden. Die ausfiihrliche Darstellung dieses Verfahrens erfolgte
auch hauptsiichlich als Beispiel einer rationellen Tabellen-
form, die nicht nur Endelemente, sondern auch Zwischenpunkte
der Bahn zu berechnen gestattet. Diese Forderung war bei den
Ottoschen Tafeln nicht erfiillt.

3. In neuerer Zeit ist von J. de Jong®® vorgeschlagen worden,
auch das lineare Widerstandsgesetz zu benutzen, das wir schon
in Abschnitt (§ 6b) in den Formeln (78) dargestellt haben. Da die
Verzogerung durch den Luftwiderstand hier die Form

= 202,5 (richtig ist v, = 200)].

R=c0

hat, ist in (78) y, durch ¢, zu ersetzen. Die Berechnung der Bahn
denkt sich de Jong in kleinen Bogenstiicken durchgefiihrt, bei
denen sich ¢, von Bogen zu Bogen éndert. Nach einer vorliufigen
Rechnung mit den Anfangswerten, d. h.

N

' c1=c"5o'”o'K(”o'V'T_b)’
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wird ungefihr die Stelle bestimmt, an der v, um etwa 20 m/s ge-

sunken ist. Dann wird die Rechnung wiederholt mit einem neuen
Wert

c1=c'6(ym)'vm'K(vm' /TL':)y

wo die mit dem Index m versehenen GréBen die Mittelwerte aus
Anfangs- und Endwert auf dem betreffenden Bogenstiick bedeuten.
Die Endwerte des ersten Bogens werden dann als Anfangswerte
des zweiten betrachtet, fiir den die Rechnung in der entsprechenden
Weise durchgefiihrt wird. Durch Summation iiber die einzelnen
Intervalle kommt man so zum Gesamtverlauf der Flugbahn. Bei
der Unterteilung der Bahn in die einzelnen Bogenstiicke kann nach
de Jong verhiltnismifBig groBziigig verfahren werden, wie es ja
auch das im Anschlufl an die Formeln (78) durchgerechnete Bei-
spiel zeigte.

d) Integrable Fille bei Beriicksichtigung der
Luftgewichtsabnahme

Die bisher betrachteten Fille bezogen sich nur auf konstantes
Luftgewicht und konstante Temperatur. Es ist nun bisher noch
nicht gelungen, fiir den Fall verdnderlicher Atmosphire eine
allgemeine, der bereits besprochenen Drachschen Integrations-
theorie dhnliche zu entwickeln. Es zeigt sich, daBl schon die An-
nahme

R=c-6(y)-{(v)

fiir die Verzogerung durch den Luftwiderstand auf erheblich
groBere mathematische Schwierigkeiten stoBt. Es ist zwar ver-
sucht worden, dies Problem einer allgemeinen Behandlung zu-
ginglich zu machen. Hier sind besonders zu nennen die Arbeiten
von Stefano!™, der zwei gleich zu behandelnde Spezialfille unter
einheitlichen Gesichtspunkten betrachtet, und ein Vorschlag von
Cavalli”®, auf den wir an anderer Stelle zuriickkommen.

Stefano ist es gelungen, die folgenden beiden Formen fiir die
Verzogerung durch den Luftwiderstand auf Quadraturen zuriick-
zufiihren:

L R=c-0(y) - f@)=cy- (L +k-y) 7" 0%
2. R=c-0(y)-fW)=c,- e ¥7?. 0.

Athen, Ballistik 8
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Wir wollen fiir beide die allgemeinen Ableitungen durchfiihren.

1. Fall: R=cy- (L+ k-9~ 0
Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten hier
dv-oosd) o 1 5 dy 2
a6 g T1ky "’ @8- g tgd  usw.

Es liegt also ein simultanes System in (v, y, 9) vor. Es ergibt sich

dv . q _ [ 3.
T -cosP—u sm'ﬁ—m_—y)-v,
v dy o dy jdv 1 1
V=g =l |y T
also
’r 1 v
(116) y sin 24 + g- (1—|—k y) cosd|’
r_ dy
e
Die Substitution 7 = Y fihrt auf die folgenden Entwick-
lungen:
Aus y'—% = k—l—r] ergibt sich
» »
(a2 1 _g"_"
k-y=ey " —1 oder TTEy %o "
s
C fe
1 Eef = —.e¥ 1= 1 k
also Y p (34 77[ y]
>
1 §%
key’=5rep " -(l—7)= 5 (L+k-9)-1—7)
=2 ' g !
Aus ¢ = 7 tg ¥ folgt T ATy —  F nemd



§ 14d. Integrable Fille bei Luftgewichtsabnahme 115

Somit erhdlt man schlieBlich mit (116)

dn

(117) ﬁ=_277 tg & + m20 +2cg+k -gind

k- sind

Das ist eine lineare Differentialgleichung in % und #, deren Integral
sofort angegeben werden kannX); wir werden diese Differential-
gleichung aber noch umformen, da in dieser Gleichung sin # im
Nenner vorkommt, was im Gipfel ( =0) den Integranden oo
macht. Vorher leiten wir die Beziehung fiir v ab. Aus

dv . cy v?
=Y l,tg’”; ATk g) csd

folgt unmittelbar

v _y. Itgﬁ—

[ ]
ad k7 -sind

Auch hier tritt sin & im Nenner auf. — Man erkennt leicht, daB das
Produkt

1+%k-y . o  (14k-y)-cosd.g
T R sin ¥ = o

E=n-sinP=—

auch im Gipfel endlich bleibt. Fiihren wir daher & =1 - sin & als
neue Verdnderliche ein, so erhalten wir

(118) ‘_i%=___3§_tgﬂ+2cz+:-sinﬁ; _d_v__v [tg‘l? 02‘5]

Das sind lineare Differentialgleichungen'X?, deren Integrale be-
kannt sind. Hat man zuniichst & gefunden, dann ergibt sich
damit durch eine zweite Quadratur » als Funktion von ¥:

£ =6_35',“.40.{:J‘2c,+]:c-sin0'esstgﬂ.ao.dﬂ

»

(1183/) + Int.-Konst.

lo= [Int.-Konst.]- e ﬂ"g" - t%)'“

8*
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Die Auswertung dieser Integrale ist geschlossen méglich. Da-
gegen werden die nunmehr quadrierbaren Funktionen

o )
1 2 1.

_— . -dd; = 2.tgd . d;
’ g .’lv Y g J"E v
L4 L4

L)
y__ 1 [, _db
g cosd
L4

nur numerisch auswertbar. Es ist aber nicht ausgeschlossen, da8
die beschriebene Methode einmal fiir Teilbdgenberechnungen von
Wert werden kann, wenn die auftretenden Integrale in Tabellen-
form niedergelegt werden.

2. Fall: R=c,-e ¥ .0

Wir schreiben hier die Differentialgleichungen der Bewegung in der
Form

[N

2 . —k- . a2
_=z=—clneky.z; y

x k-y
de

g4 =—9—cpre " Ty

Hier 1a8t die zweite Gleichung sofort eine erste Integration zu,
wenn wir schreiben

d . d, i
T =—g+ L )

oder integriert
J— vy sing=—gqg-t+ % (e %Y — 1).

Dies kann umgeformt werden in

i(ek-u)

at =ek"'-(kovo-sintp——cl—-k-g-i)—f—cl.

Das ist eine lineare Differentialgleichung (X) fiir % ¥; thre Losung
lautet

ek-y = ef(k-vu-slnq:—c,-—k cget)-di

(119)
| _‘cl_eS(c,+k-a-t—l--v.-slnw)-dt.dt_i_const}
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Damit ist e ¥ ¥ als Funktion von ¢ bekannt und kann in die Diffe-
rentialgleichung fiir z eingesetzt werden. Folglich bestimmt sich
z durch eine zweimalige Quadratur. Die auftretenden Integrale
sind geschlossen nicht auswertbar; vielmehr kénnen sie nur
numerisch berechnet werden. Das beeintrichtigt allerdings die
Verwendbarkeit dieses Gesetzes; es ist aber auch hier durchaus
moglich, daB eine tabellarische Darstellung der Integrale von
Nutzen sein kann fiir Teilbdgenberechnungen in der Art des
Vorschlages von de Jong fiir das lineare Widerstandsgesetz ohne
Beriicksichtigung der kontinuierlichen Luftgewichtsabnahme; bei
dem Verfahren von de Jong kinnte auf diese Weise die Wieder-
holung der Rechnung erspart werden.

§ 15. Bestimmung der ballistischen Integrale
aus einer angeniiherten Hauptgleichung

a) Allgemeiner Fall

Wie wir schon des ofteren gesehen haben, reduziert sich die
Liosung des auenballistischen Problems auf die Lésung der Hodo-
graphengleichung, vorausgesetzt, dall konstante Temperatur und
konstantes Luftgewicht angenommen werden. Es ist daher nicht
verwunderlich, daB das Hauptbestreben der Ballistiker darauf ge-
richtet war, diese Gleichung einer Losung zugidnglich zu machen.
Die im vorhergehenden behandelten Fille von Potenzgesetzen fiir
den Luftwiderstand waren nur Sonderfdlle dieses allgemeinen
Problems, das in dieser Form fiir »(¢) geschlossen integrierbar
war und fiir die iibrigen Elemente auf Quadraturen fiihrte. Das ist
fiir ein Widerstandsgesetz in allgemeiner Form nicht mehr méglich.
Die Ballistiker waren daher schon zufrieden mit einer angeniherten
Losung, die wenigstens auf Quadraturen fiithrte. Da nun die Hodo-
graphengleichung auch in der bereits vereinfachten Gestalt (47)
nicht allgemein auf Quadraturen fiihrt, war es das Bestreben der
mathematischen Ballistik, diese Gleichung durch Néaherungs-
annahmen so zu verdndern, daf sie auf Quadraturen zuriickgefiihrt
werden kann. Allgemein bekannt wurden die Methoden von
Siaceci, Didion, Charbonnier u. a. Wir wollen ihre Lésungen
vom allgemeinen Standpunkt aus untersuchen und durch Speziali-
sierung darstellen.
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Die Hodographengleichung kann mit der neuen Bezeichnung
w = v - cos & geschrieben werden, wenn noch zur Vereinfachung
¢+ 0 durch c* ersetzt wird:

af _ g 1 g 1
(120) To = efm o w)
Fi1 2
\cosﬁ‘)
w w w
wo F(cosﬂ)*a)s_é.f(c—@)'

Wir fiihren hier die neuen, vorerst nicht niher definierten Ver-
dnderlichen und Bezeichnungen

£@0) = [p(®)- d; cosd =y [p(D)]
ein; damit geht die Hodographengleichung iiber in

a& g w
(1202) v = qwy”
4

Mit dieser Differentialgleichung nehmen wir folgende verallgemei-
pnernde Verdnderung vor: Aus rein formalen Griinden werden
dret Konstanten a, b, A2 eingefithrt; die Hodographengleichung
werde dann so geschrieben:

4 _ g atip—a)
(121) dw  o¥ )

w
*lrpre=n

Man erkennt zunichst, daB fiir A2=1 wieder die alte Hodo-
graphengleichung (120a) entsteht. Fir a, b, A2 werden nun die
einschrinkenden Bestimmungen gefordert, daB erstens A2 <1
bleibt und zweitens, daB a und b so gewihlt werden, dafl (y — a)
und (y — b) durchweg ihrem Betrage nach méglichst klein wer-
den; das ist z. B. schon erfiillt, wenn ¢ und b Mittelwerte von y
bzw. y im betrachteten Gebiet sind. Beziiglich ¢ und y nehmen
wir noch an, daB sie so gewdhlt seien, dal (p —a) und (y —b)
als Potenzen von £ darstellbar sind. Wenn also diese Bedingungen
erfiillt sind, dann ist die rechte Seite von (121) eine holomorphe
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Funktion von w, & A? und nach dem Satz von Poincaré(VIID
kann folglich die Losung in der Form

E=Ey(w) + A2 £ (w) + -0 = DA% £, (w)

geschrieben werden. Setzt man in dieser Entwicklung A2=1, so
entsteht die Losung der Hodographengleichung als eine unendliche
Summe von Funktionen. Die Konvergenzfrage solcher und &hn-
licher Reihen ist eingehend von Popoff?” untersucht worden;
wir wollen die Konvergenz der Entwicklung (122) als gegeben hin-
nehmen; niheres lese man bei Popoff? nach. — Wir gehen jetzt
zur Ermittlung der Funktionen @, (w) iiber. Nach dem Satz von
Poincaré diirfen wir den Ansatz machen

E=C+ 22 &+ MG+ = X2 £, (0)
und infolgedessen
p=po+ Ay 4= Ay, (w)
und x=xu+12-x1+---=Z'12"-xn(W)-
Dies in (121) cingefiihrt, ergibt

d&

+zz.ﬁ+...=i. ELUSINRLIRER
dw dw c*

b+}*2 ('—b+Xo+}*2 L1t )l
g At R (pe—a) Ay
c* F 1

ad
b

1+1=.(_7§)_°_1)+;_4.;%L+...)

Den Bruch in F "—:— . —’ entwickeln wir:

Weiter kann man auch F —tbg . 22} nach dem Taylorschen Satz(VD

in eine Reihe entwickeln; man erhilt
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Flp-fr—a(f—1)—2. 2.
R
’ _d
we F (%) - d(‘zi) [F (%)]
w F5)_
Fiihrt man schlieBlich noch die Abkiirzung 5 =N (?)

ein, so folgt fiir die entwickelte verallgemeinerte Hodographen-
gleichung

aé d&
s
_ 9. a+12-(wo—a)+z‘ L ES
c* e X\ (@), wy’
1—w. {21 N\ ) F(b)

Multipliziert man beide Seiten mit dem Nenner des die Potenzen
von A% enthaltenden Bruches der rechten Seite, so folgen fiir

&y &1, « - . bel Trennung nach gleichen Potenzen von A2 die Diffe-
rentialgleichungen

dé ¢ a

dw  c* w\’

*(5)

dé, _ dé& | v w) [x
(22)| Go= g [ 2= 1+ ¥ (5) - (3 —1)]:

... usW

1% — Hy(w,a,b buby

dw — Hn(0,0,0,90,91 91,601 o En10 X0 X1r o X n1)-

In diesem System findet man zundchst &; als Funktion von w
durch Quadratur; dann ergeben sich aus &, sofort 1y, und y,, wo-
mit auch &, als Funktion von w durch Quadratur bestimmt ist.
Man erkennt, daB allgemein £, nur von w, a, b, 1, bis y,_;, ¥, bis
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Zn—1» &0 bis &,_; und den ersten n-Ableitungen von F(%) ab-

hingt, also ebenfalls durch Quadraturen bestimmbar ist.
Nun ist

de __f_ __ w . 1
de g g cosd ’
oder, da
_ ¥ o Y(w) .
cosP=y(w), dh d¥= vy dw= T——xTw)dw-
w’ ’
doe =2 .__ % .
("1239,) x PR R dw
Abhnlich findet man
2 ’ ’
dy=2_. 2 . du; di=2 ._ X ___.dw
(123b) @y =g S - o PR R e i

In den Gleichungen (123a und b) kann man nun y (w) durch seine
Entwicklung y (w) = y,(w) + A% ;(w) 4 - - - und entsprechend
z, y und ¢ durch ithre Entwicklungen

T =7, (w) + 4% -'51("”)“‘"':2}*2"' oy (w);

Y=o (0) + 22 yy (w) +- -+ = 222" g, (w);

=ty (W) + 22ty (@) + -0 = 227" 1, (0)
ersetzen. Trennt man auch hier wieder durch Koeffizientenver-
gleich nach gleichen Potenzen von 42, so folgt

dzg _ W o .
dw g xoz_yl__xoz’
d‘”l_[ 1',____ X1 Xo'xll dzy
dw~ilo' 2lo+1"‘lozl dw’
i W %
3 !
(124) o B
dy _ 1o _gul 4%
dw 2 Xoi dw’
diy _ w Xo' .
R N
dtl_{l1’__2 %N Xo* X1 dty
w 7% Xo + 1—x* | dw




122 Kap. IV. Analytische Methoden

Die z,, x,, * * * , sind also nacheinander quadrierbar. Das gleiche
gilt fiir die y, und t,. Das gesamte auBenballistische Problem ist
somit auf Quadraturen zuriickgefiihrt. Die Entwicklungen fiihren
zu unendlichen Potenzreihen in 42, die fiir A2 =1 die Losung des
Problems darstellen. Es ist natiirlich an sich nicht nétig, auch
z, y, t in die Entwicklungen

g=2A"2, y=XA".y,; t=X1".,

zu zerlegen, da ja die y,, %y, - - - bereits bekannt sind und folglich

x = 2. ¥n direktin (123a) und (123 b) eingesetzt werden kann.—
Es ist eine Frage der Konvergenz dieser Reithen und weiter auch
eine Frage der Praxis, mit wieviel Gliedern der Entwicklung man
auskommt. Damit die Operationen bei praktischen Berechnungen
nicht zu umfangreich werden, miissen die ersten oder héchstens
die ersten beiden Glieder dieser Reihen gentigen. Die verschiedenen
Verfahren, die im Nachstehenden besprochen werden, unter-
scheiden sich grundsdtzlich nicht mehr voneinander; ihre
Verschiedenheiten liegen vielmehr in der Wahl der Funktion &(9)
und der Konstanten a und b.

b) Die Lésung von Siacei

Die von Siacei!”™ durchgefiihrte Lésung des auBenballistischen
Hauptproblems beschrinkt sich auf die Verwendung des ersten
Gliedes der im vorstehenden aufgefithrten Reihenentwicklungen.
Die Integration des Hodographen wird also mittels der Differen-
tialgleichung

d

o

(125)

=9 a
= —wr

*(5)
durchgefiihrt. Siacci trat erstmalig mit dieser Losung 1880 vor
die Offentlichkeit; das zugrunde gelegte Widerstandsgesetz war das
Zonenpotengesetz von Mayewski (s. 8. 32/33); die Konstanten a
und b wurden in dem verbesserten Lésungsverfahren Siacci II
(1888) zweckmiBiger festgelegt, und im Niherungsverfahren
Siacci III (1896) wurde statt der Zonenpotenzgesetze das ein-

heitliche Luftwiderstandsgesetz von Siacci (s. 8. 19 u. 31, sowie
im Tabellenanhang) benutzt. Eine Verschirfung dieser letzten

w

a
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Methoden ist von Vallier™® beziiglich der Bestimmung der
Konstanten @ und b vorgenommen worden.

Wir werden hier das Losungsverfahren Siacci III darstellen, da
es im Prinzip den ersten beiden Verfahren gleich ist und fiir die
Praxis die groBere Bedeutung gewonnen hat. — Siacci wihlt in
seinem Verfahren

1 1
E=tgd, dh p= ;o—sz—ﬁ=1+§2 und y=cos® = B
Weiter nimmt er fiix b den Wert b= cos @ und schreibt
w _ v-cos?d —u
T cosp

Damit geht die Hodographengleichung dann iiber in

ditg®) _ g a-cosp ¢ 1 1

du c*  u-flu) c* "B.costy w-flu)’
wo = —s

B spielt hier die Rolle eines Ausgleichfaktors, der die Vernach-
lassigung der Reihenglieder hoherer Ordnung kompensieren soll.
Ein Vergleich von (125) mit (120a) 148t in der Tat erkennen, daf}

a und b als Mittelwerte von v = co—sl’v_9 bzw. y = cos ¥ zu deuten

sind. Man iiberzeugt sich andererseits leicht, daB die Hodographen-
gleichung in der Form von Siacci dadurch entstanden zu denken
ist, daB nacheinander folgende N#herungsannahmen gemacht
werden

. _ Cy{v-cosBy 4] cosd)
cos & - f(v) = cos & ]‘\ v cos & fl\ cosp j
~ B - costqp. 128

\ cosp

Hier wird die Ausgleichsrolle von § vielleicht noch deutlicher.
Fiir 8 wird nun eine Abschétzung gemacht, die einen Mittelwert

Bm von f, das ja theoretisch fiir die gesamte Bahn nicht konstant

sein kann, zu berechnen gestattet. Ist ndmlich das Luftgewicht



124 Kap. IV. Analytische Methoden

eine Funktion der Héhe [d(y)], so ist in der Hodographengleichung
von Siacci gesetzt

c-0{y) - f(v)-cosP =c*-f(u):B-cos?p=c-dy-f(u):p-coste.
Das gibt fiir § die Gleichung

6_6(__1/) J(v) - cos®
T 8 f(u)-cos?e

In dieser Formel wird zundchst §(y) durch einen konstanten
Mittelwert 6,, = 6(ym) ersetzt, wo y,, etwa I bis  der Gipfelhche
der Flugbahn betrigt. §, kann dann durch die Forderung be-
stimmt werden, daB etwa die , Fehlersumme*

Om f(v)-cosd® ] . _
3 .:r (Fl)-corg P e0) 48 =0

wird. Hierin bedeutet (1) eine geeignete ,, Gewichtsfunktion®, die
die Aufgabe hat, die Fehler der vom Anfangspunkt entfernteren
Flugbahnpunkte stérker ins Gewicht fallen zu lassen. Das ist z. B.
der Fall, wenn nach einem Vorschlag von Vahlent)

(tgp — tgd)
e(d) = cos?d
gewdhlt wird. Ersetzt man schlieBlich noch v durch einen kon-
stanten Mittelwert v, so wird das Fehlerintegral quadrierbar. Was
die Grofe von v; anbetrifft, so wihlt Siacei sie so, daf} sich im
luftleeren Raum mit der gleichen Erhéhung ¢ dieselbe SchuBweite
X wie im lufterfiillten Raum ergibt, d. h. so, daB

—
=V g-X
1 gin2¢
wird. Die Ausfithrung des Fehlerintegrals iibergehen wir. —
Siacecl wahlte eine etwas andere Gewichtsfunktion, nimlich

F(d) = (tw-i-tgﬂ)”

cos &

bei welcher also die Punkte in der Umgebung & = — @ am
wenigsten ins Gewicht fallen. Es ergibt sich damit schlieBlich
fir # eine Tabelle mit dem doppelten Eingang ¢ und X; diese
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p-Werte miissen nach dem obigen dann noch mit dem Mittelwert

%’1 des Luftgewichts multipliziert werden. Die f-Tafeln von
(]

Siacci werden im folgenden im Auszug wiedergegeben. Man er-
kennt, daB sich 8 nur wenig von 1 unterscheidet. Um den Ein-
gangswert X der f§-Tabellen zu bestimmen, kann also in 1. An-
niberung f = 1 gewidhlt werden. Mit dem so berechneten X kann
dann 8 genauer aus den Tabellen bestimmt werden.

Tafel der B-Werte von Siacci

X

¢ 1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000

10° | 1,00 | 1,00 | 0,98 | 0,98 | 0,99
20° { 1,03 | 1,02 | 1,01 | 1,01 | 0,98
30° | 1,06 | 1,06 | 1,06 | 1,06 | 1,05
40° | 1,13 | 1,12 | 1,12 | 1,11 | 1,11

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Flugbahnelemente iiber.
Das Integral der Hodographengleichung lautet

w

- g . du
tg—tgp = c*. - costyp u-fu)’
U,
Ferner ist

Lo S Ll NP S ooy G B
do=—1g-d9 g W) =— g Ty

dy=—§-tgﬁ-dﬁ=tgﬁ-dx

u
(126)] =tgg-do + g du { 1  u-duj,

N T §

c*.f-costog ’ u - f(u)

dt—_Y. 9 _ “";“‘p-d(tgﬁ)

_ ; du
R B-cosp f(u)’
z, y, ¢t konnen nunmehr durch Quadratur bestimmt werden. Fiir
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die tabellarisch festzulegenden Integrale fiihrt Siacci die folgenden
Abkiirzungen ein:

° -du
J —2 —_ | rau .
'==29- {75 D fw
(127) ; ,
tJ(n)-u-du
T(w)=— 22, Adw) = — (12 -2 %%
=" )1 ) =~ § "
Die untere Integrationsgrenze kann willkiirlich festgelegt werden;
Siacciz.B. wihlt uy=1200. Damit erhilt man, da uy= v°c(f:;(p =4

ist, das folgende Losungssystem

=c¢ - [D(u) — D(v,);
-z A(u)— A(v,)

y=z.tg¢_2cos’cp' D(u)—D(vo)ﬁJ(vo) ;
(128) _ T )

¢ cos — T(v)];

tgd = tgp — * [J(u) — J (%5)].

2(08’

0

die auf 8. 32 gegebene Definition.

Die Funktionen J(u), D(u), T (u), 4(u) hat Siacei berechnet
und in Tabellenform niedergelegt. Spater hat Fasellat®® balli-
stische Tafeln mit doppeltem Eingang herausgebracht, in denen

-:—, und v, als Eingangswerte und folgende Bezeichnungen eingefiihrt

sind:
D) — Do) = foi oy —potd—T () = f;
L T W) — T (v9) = fs;
J ) — WA _ J () — J (o) = I

D( ) D(‘U)_I I2s
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Dann ist:

z e . ¢

?—/o, y=2z- tgp— 2cos’ f(X)
(129a) .

L= ol B =tev—g 5o e

und speziell in der Miindungswaagerechten (y = 0):

X _ .. sin2¢ . sm2(p tgow _ .
(129b) g _’0’ c; _.fr /1) -tgq’ 72

Mit Hilfe der Fasella-Tafeln lassen sich alle Flugbahnaufgaben
schnell erledigen.

Funktionen von Siacci*
D (u) J (u) Aw) | T(w)| =

4500 | 0,18395 | 551,602 | 4,728 580,1
5000 | 0,21878 | 651,784 | 5,669| 487,6
5500 | 0,26799 | 772,78 | 6,788| 411.3
6000 | 0,33606 | 922,92 | 8,104| 353,1
6500 | 0,42552 | 111242 | 9,613| 313,1
7000 | 0,53517 [ 1351,81 |11,285( 287,3
7500 | 0,66264 | 1650,53 (13,087} 268,1
8000 | 0,80835 | 201749 |15,015| 251.,3
9000 | 1,16171 | 2995,12 }19,256| 221,5

Beispiel 1. Gegeben ¢’ = 0,8; p = 45°; v, = 363,1 m/s. Man findet fiir
u=268,1: ®=236,45° x=1200m; ¢= 5,64s; y= 1057 m;
_ u-Co8 @
cos
Beispiel 2. (Fasella-Tafeln): Gegeben X = 4000 m; v, = 250 m/s;
@ = 45°. Man erhalt: f, = s"?"’ — 0,00025; daraus §= 5080, also

¢’ = 0,7874. Weiter f, = 28,27, d.h. T = 31,48s; f, = 1,607, also
o = 56,43°.

= 235,7 m/s.

* Vgl. dazu auch die Zahlentafeln im Anhang.
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Zwischenpunkte der Bahn kénnen, wie in Beispiel 1 geschildert,
bestimmt werden.

Es leuchtet ein, da die Losung von Siaceci nur fiir Flugbahnen
mit geringen Erhohungen, d. h. fiir ,,Flachbahnen” (p < 45°)
Verwendung finden kann. Bei steileren Bahnen (¢ > 45°) wird die
Bestimmung von § als Mittelwert hauptsiichlich der Bahnneigung
¥ zu ungenau. DaB das Verfahren von Siacei trotzdem eine so
weite Verbreitung gefunden hat, liegt einmal an der bequemen
Benutzung der tabulierten Funktionen J(u), D(u) usw. bzw. der
Fasella-Tafeln, zum anderen aber auch an seiner guten Brauch-
barkeit bei ausgesprochenen Flachbahnen mit sehr geringen Flug-
héhen, also heutzutage etwa zur Bestimmung der rasanten Flug-
bahnen fiir Panzerabwehrwaffen, deren Erhéhungen im allgemeinen
iiber 5° nicht hinausgehen.

c) Die Mittelwertbestimmung von Vallier

In etwas anderer Weise als Siacci hat Vallier die Bestimmung
des f-Wertes vorgenommen. Die grundsitzlichen Entwicklungen
beziiglich des Hodographen unterscheiden sich nicht von den
vorangehenden. Allerdings benutzt Vallier'”® nicht das einheit-
liche Luftwiderstandsgesetz von Siacci, sondern das in (§1¢)
angegebene Gesetz von Chapel-Vallier-Scheve-Hojel. Die
Bestimmung von § fiihrt er so durch:

Entwickelt man eine Funktion y = f(z) in eine Taylorreihe,
so ergibt sich, wenn das Restglied in Integralform geschrieben wird,

y=H0)+ 10 2+ 31'(0) - 22+ ;- f(z— )2 - 7'(£) - dE,
0

wobei y und z wie immer die Bedeutung der Flugbahnordinate
bzw. -abszisse haben. Mit Benutzung der zu Anfang des § 9
gegebenen Formeln erhdlt man also

. . .8(y) -
(130) y= - tgp— 55 2o —g- flar— o (LRI e
0

Fiir d(y) wahlt Vallier é(y) = d,- (1 —0,00011y). Wird unter

dem Integral ¢ - d(y) - f(v) durch ¢+ ;- f(u)« f - cos® @ ersetzt, so
erhélt man als Fehler in y
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= g~_f(z— £)*- (c'é(y)'f(‘v)_c"6°.f(u))e s

v - cos? P

0
wo ¢, =c-f-costg.

Fiir die Miindungswaagerechte speziell soll = X und y =0,
d.h. £¢=0 sein. Vallier nimmt nun ndherungsweise an, dal

c-6(y)-f(v) —ey- - flu)

vi. cos?P

z
X

=ay -+ a;-

ist, also linear mit z verlduft; dabei sind a, und a, Konstanten,
die aus den Bedingungen z = 0 und x = z, ermittelt werden. g,
ist also fiir x = O gegeben durch

¢ 8- (%)

- 21030 1] 8. cosd
%= YT oostg [1 — g-cosig],

wibrend a, erst nach einer vorliufigen Rechnung, etwa mit
B =1, aus den Gipfelwerten bestimmt werden kann. Dabei macht
iibrigens Vallier die nicht unbedingt nétige Annahme,

daB 2o = 0,55 als geniigend genau bestimmt sei. Fiihrt man also

ag+ a, —%— in das Fehlerintegral ein, so folgt nach Ausfithrung
der Integration

. O

(13) @) =g-X% |2+ 3],

d.bh. 4ay,+4a,=0,

da ja e =0 werden soll.
Da nun a, und a, durch

— ¢ 8- f(ve) — 1+ & - f(%)
vt - cos® @
. ¢ - 3(ys) - f(vg) — 01+ By - flug)

:
Yy

und Ay = X
1= 7]

bestimmt sind, erhdlt man aus (131) sofort eine Beziehung fiir §;
diese lautet ausfithrlich hingeschrieben
f ('”o) / (ua) 1
B 6 +9 " coslg
__ o f(w) f (‘l a)
=6 Cos,‘p + 5 + (1—0,00011 y,).

vt
Athen, Ballistik 9

(132)
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Vahlen® hat mit Recht darauf hingewiesen, da dieses Ver-
fahren nicht unbedingt zu konvergieren braucht, d. h. daBl nach
jeder neuen Bestimmung der Gipfelwerte zwecks Berechnung von
ay und @, das Endergebnis nicht notwendig verbessert werden muf3.
Im iibrigen hat auch eine genaue Bestimmung der Schuweite X
nicht auch die gleich genaue Bestimmung der iibrigen Flugbahn-
elemente zur Folge. Vielmehr miite eigentlich 8 fiir jeden Bahn-
punkt und daneben noch fiir jedes Bahnelement gesondert be-
rechnet werden. Man erkennt das leicht, indem man die gleiche
Entwicklung, die soeben fiir X durchgefiihrt wurde, etwa fiir die
Flugzeit T anstellt. CranzV hat itbrigens dieses Verfahren nume-
risth an genau festgelegten ,,Normalbahnen® gepriift und teilweise
erhebliche Abweichungen von den wahren Werten festgestellt™.

d) Die Lésungen Charbonniers

1. In dem System (122) setzen wir b =1, i. = ¢ und zur Er-
P

reichung einheitlicher Bezeichnungen mit den Entwicklungen zum
Verfahren von Siacci w=1wu. Dann ist mit &=tgd wegen

N(w) = g =w- Ll 41— nw +1:

d(tgdy) __ 1
duo =g u - f(u)

d(tgdy) _ dtgd) [wo . _
dul = duo .._a". 1+ (n+1)-(cosdy—1)].

u j(u) du [u

% ist bei kleinen ¢ nicht wesentlich von : g verschieden, da a

ein Mittelwert von g, = sein muB, wie der Vergleich von

cos®d,

(120a) mit (125) zeigt. In den aﬁgemeinen Entwicklungen war dar-
gelegt worden, daB wir fiir das ballistische Problem A2=1 zu
setzen haben. Beschrianken wir uns mit Charbonnier also auf die
ersten beiden Glieder der Reihenentwickiung, setzen wir also

tg & = tg 9, + tg ¥, so folgt

d(tgd L1 1 '
(133) %zg-c aFm e @ D st — 1)),

* Immerhin liefert dieses Verfahren gegeniiber vielen anderen noch die
genauesten Werte.
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Charbonnier0-13 getzt nun voraus, daBl n(u) vom Abgangs-
punkt bis zum Endpunkt durch einen konstanten Wert zu er-
setzen sei, was natiirlich allgemein nur fiir die Potenzgesetze gilt;
auBlerdem wird cos? durch die ersten Glieder seiner Reihen-
entwicklung

cos?P=1—19%+ —
ersetzt. Dann entsteht
atgd) _ . o n—l .
(133a) %) —ge . f(u) ‘1 0J.
Am Anfang der Bahn hat die eckige Klammer den Wert
’1 _ n—l 992' ’

im Gipfel den Wert 1; ein mittlerer Wert fiir den aufsteigenden

Ast ist also |1— M‘l_—l . (p2| ; entsprechend ist der Mittelwert

w?|. Nun war ¢ ——c;,

p gesetzt werden kann. Ein Vergleich mit den Formeln

fiir den absteigenden Ast ‘1 —_ WT——I .

1
WO Q@ =~ 3
cos

von Siacci zeigh also, daB Charbonnier fiir den auf- und ab-
steigenden Ast getrennte -Werte benutzt, ndmlich

b= _____l_l_.__ ~1+ ﬁ’%l—- @? fiir denaufsteigenden Ast;
P
1L
Bo= ! c14™=l e tirden absteigenden Ast.
1— 2 :— 1 ot 4

Es wird dem Leser inzwischen aufgefallen sein, daf der
wesentliche Punkt der besprochenen Niherungsmethoden die
Bestimmung des S-Wertes ist. Weiter zeigt sich, daB je nach der
Art der willkiirlich getroffenen Naherungsannahmen Ausdriicke
fiir § entstehen, die untereinander qualitativ und quantitativ
auBerordentlich verschieden sind. Gliicklicherweise spielt der fS-
Wert insofern fiir die Praxis keine so grofle Rolle, als der praktische
Ballistiker seine f-Werte meist riickwirts aus einigen SchieB-

9*



132 Kap. IV. Analytische Methoden

versuchsergebnissen bestimmt und fiir dazwischenliegende Er-
héhungen interpoliert.

2. Eine weitere Verschirfung seines Verfahrensg erhofft Char-
bonnier!10-!3 durch Verwendung der Formel (133) ohne die im
AnschluB daran beschriebenen wéitgehenden Vernachlidssigungen.
Den in (133) vorkommenden Ausdruck

g () + 1]+ (cos D — 1)

kann man auch schreiben

sin2$

14 tg2d —[n(u) + l].m.

Fiir kleine 9 ist sin?J = tg2 9 und cos J ~ 1; infolgedessen erhilt
man die angeniherte Hodographengleichung

ditgd) __ . s, 1 [, nw-—1
2w =9 ogm ! g '

Hierin kann man schliefilich auf der rechten Seite fiir tg# noch
niherungsweise tg d, einsetzen, d. h. es entsteht

ditgd) _ ., 1
du =g u-f(u)

{1 n(u) ltgtp ( (w) — J(vo))’z} .

(134) |

Diese Gleichung ist quadrierbar. Bei der Quadratur erscheint zu-
néchst die Funktion ven Siacci

I =—29- [0 fw

Ferner treten noch die Funktionen

Jow) = §Q) - du;  Jo(u) = [Q(u) - T () - du

Ja(u) = [Q(u) - J2(w) - du, Wo Q(u) = n(u)z_l 'u-}(u) '

auf. Entsprechend ist leicht zu zeigen, daB fiir z, y und ¢ auller
den Funktionen von Siacci D(u), 4(u) bzw. T'(u) noch weitere
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Funktionen d4,(u), Ay(u), Az(u), Dy(u), Dy{u), Dy(u), T;(u),
T,(u), T3(u) auftreten, wo z. B.

Tyw) = fu-Q () - du;  Ty(u) = fu-J(w)-Q (u)- du;
Ty(w) = (u-J2(u) - Q () - du

wird. — Erst wenn diese Funktionen berechnet vorliegen, wire
dieser Vorschlag von Charbonnier fir die Praxis nutzbar zu
machen, obgleich auch dann noch erheblich mehr Arbeit bei der
Flugbahnberechnung zu leisten ist als etwa bei dem Verfahren von
Siacci. Charbonnier soll entsprechende Tabellen aufgestellt
haben. Auf weitere Einzelheiten zu diesem Verfahren gehen wir
nicht ein.

e) Verschirfung der Konvergenz durch Popoff

Was Siacci, Vallier und Charbonnier durch geeignete Wahl
der Mittelwerte @ und b in (122) zu erreichen suchten, will Popof{1?
durch andere Funktionen £ (#) herbeifithren, die bei den erst-
genannten Ballistikern durchweg tg? war. Popoff hat verschie-
dene Formeln in dieser Richtung entwickelt. Die vielleicht wich-
tigsten sind die folgenden.

1. Es sel §=tg%; %:u; %-a-b:-zgg, b=1
Dann erhidlt man nach (122)
o)~ o
oder
(135) tg T =tg L — L [ ) — T ()]

Hier ist J(u) =—g-j‘u_;dfu(;) und nur halb so groB wie bel
Siacci.

Entsprechend erhilt man nach (124), wenn die rechten Seiten
der Differentialgleichungen nach Potenzen von A2 entwickelt
werden:
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Il

- [D(%) — D (up)] + - - -

T

v o[u—- o|n—-

[T (u) — T(ug)] + -
J("‘o)

tg &+ [D(u)~D(uo)]—-gl?'[A(u)—A(uo)]+'"

y=<-

D'iese 'Ausdrucke entsprechen in erster Niherung denen von
Siacci. Man kann aber ihre Genauigkeit leicht noch folgender-

maBen verschirfen. Da & = tg % ist, folgt

dz __w? 1 dr 2wt 14£

v 7 omg Oder dE- ¢ a—&p’
entsprechend

2w 148 . dy 4wt 148,

dE g (T—Fp’ dg~ " g a—@y

Setzt man fiir (1 + £2) und (1 — &2) Mittelwerte ein, so erhilt man
nach Einfithrung von (135)

* = Ay 5 D) — D)
_1+—’m2_.l. 3. ¥ J(uo)
(136) YT =y {c‘ ‘,tgz + - [D (%) — D(up)]
— g+ [A(0) — A(w)]
= g e T — T}

Als Mittelwert m ist in erster Ndherung m = tg % zu setzen, da &
im Anfang der Bahn tg }21 , im Gipfel Oist; das Mittel der Argumente

ist % . Im iibrigen weist auch Popoff ausdriicklich darauf hin,

daB3 die Wahl von m immer mit einer gewissen Willkiir verkniipft
ist. Den besten Anhalt diirften auch hier numerische Berechnungen
geben. Jedenfalls lassen die Tangensformeln von Popoff auf einen
groBeren Konvergenzbereich hoffen.
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2. Popoff schligt noch weitere Funktionen vor; so
L
t=(3).

wobel n eine ganze Zahl bedeutet. Durch Verwendung dieser
Funktion soll eine weitere Steigerung der Konvergenz herbei-
gefiithrt werden.

Die Substitutionen

£ =sin (%) (n=1 oder 2 oder 3 usw.)

fithren zu den Popoffschen Sinusformeln. Es wird dem
Leser nach den vorangehenden Entwicklungen nicht schwer fallen,
diese Fille allgemein herzuleiten.

Obgleich es noch eine ganze Reihe von Integrationsmethoden
gibt, die in den Bereich der behandelten Fille gehoren, wollen
wir diesen Punkt der Niherungslésungen abschlieBen mit einem
Ausblick auf die Hauptgleichung von Cavalli, in der die
Luftgewichtsabnahme mit der Héhe implizit enthalten ist.

f) Die Hauptgleichung von Cavalli fiir verinderliches
Luftgewicht

Die in diesem Kapitel zu Anfang behandelten allgemeinen Ent-
wicklungen lassen sich sinngemif fiir verinderliches Luftgewicht
verallgemeinern. Wir verzichten auf die allgemeine Ableitung
dieser Zusammenhénge, da bisher noch keine Entwicklungen be-
kanntgeworden sind, die den Gleichungen von Cavallit?® als
Parallele zugeordnet werden kénnten. Daher beschriinken wir uns
auf die Darstellung der neuen Hauptgleichung von Cavalli.

Die Abnahme der Luftdichte mit der Hohe folge dem Everling-
schen Exponentialgesetz. Konstante mittlere Temperatur voraus-
gesetzt, mul also das folgende System von Differentialgleichungen
simultan integriert werden:

{ do g:COSO L.y 1 v-cosd
— e . =, WO U =
(137) du c: 0, v-f(v) cos @
dy _dy a0 __ oty g v twh
du ~ 48 du ¢+ 8 f(v) cosd "

Wird die erste dieser Gleichungen noch einmal differenziert und
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wird dem System (137) Rechnung getragen, so lassen sich y und
seine Ableitungen eliminieren. Wir erhalten die Differential-
gleichung 2. Ordnung

PO, (dBe , tgd
| duf (dul " Tcos™d
(138) ip
+—- [ngv) + 17 +Lg1? HzO.
Hierin bedeuten
_k-cos?e N v 4 — . L), __ v-cosd
=7y "= m U=y s

Cavalli macht nun die (allerdings nur niherungsweise richtige)
Annahme, da} »(v) stets durch n(u) ersetzt werden kénne. Werden
dann die neuen Variablen

. _ du
E=tgd; J=—2 O]
eingefiihrt, so geht (138) iiber in
dE\2
(138a) dJ,+[x ut. (1 + &%) + n(w) —1]- l+£’ (45) =0

Fiir die Potenzgesetze ist n(u) = const. Speziell fiir das lineare
Widerstandsgesetz, also n = 1, wird diese Gleichung integrabel.

Wir miissen noch einmal darauf aufmerksam machen, dafl (138a)
nicht streng, sondern nur niherungsweise richtig ist. Besonders
wenn v in der Nihe der Schallgeschwindigkeit liegt, kann n(v) erheblich
von n{u) abweichen. Andererseits ist [n(%) — 1] nicht unbedingt klein
gegenﬁber von %« 42+ (1 -} £2). Letzteres kann auch geschrieben werden

i + v2 ~ 0,00001 - v2; firr Geschwindigkeiten von etwa 300 m/s hat dies

den Wert 0,9, wihrend [n(u)-— 1] dort den Wert 4 annehmen kann.
Infolgedessen machen geringe Abweichungen im letzten Ausdruck schon
groBe Bruchteile von 0,00001 - »2 aus. Anders ist es allerdings bei gréferen
Geschwindigkeiten, z. B. » = 800m/s. Dort ist 0,00001 .22 = 6,4,
wiahrend [n(u) — 1] etwa bei 0,6 liegen diirfte. — Praktische Rechnungen
und Ergebnisse fiir die neue Hauptgleichung von Cavalli liegen noch
nicht vor.
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§ 16. Reihenentwicklungen in der HuBeren Ballistik

a) Potenzreihen nach der Zeit mit ihren Umkehrungen
und Niherungen

Ist eine Funktion A(f) samt ihren ersten, als existierend voraus-
gesetzten (n - 1) Ableitungen im Intervall (0, ?) stetig, so ist die
Entwicklung ¢n eine Mac-Laurinsche Rethe!VD' moglich; diese
lautet

B(0) = h(0) + h(0) - £ + 5+ B(O) - 2 4 -+ W (0) -t + R,
wobei das Restglied gegeben ist durch

|3
=n+1 1 n
B, = (n+1)f:‘k‘"“’(@-t)=m'f(t—r)"-h‘ () - dv

1}

0<B<l)

Entsprechend lauten die Potenzreihen fiir die Elemente z, y einer
Flugbahn

z(t) = z(0) + &(0) - t + L £(0) - 2 4+ -+
y(t) = y(0) + 5(0) - t + L 5(0) - 2+ - - -

Die in diesen Entwicklungen auftretenden Koeffizienten z(0),
Z(0), ... lassen sich mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (43),
(44), (45) leicht angeben; es ist:

(139)

2(0) = 0; §(0)=0;
%(0) = v, * cos @; Ey‘(O):vo-sinq);
5(0) = —(0)-8,° 0-vp- K(vg) | §(0) =
=—c¢-0, f(2v,) - cOSP; —g—c- 0y f(vy) - sing
(1392); 7(0) = (55 =<8 L2 70 =08, T2 (n(vg)-singy
- {n(v,) - cosp [e+8y f(vg) + g-sing]
-[c-éo'f(vo)—{—g-sin(p]é + g-cos?e};
—g-sing-cospl;
usw. S usw.
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Dabei haben wir uns der Einfachheit halber auf konstantes Luft-

gewicht und konstante Temperatur beschriankt. Sind letztere mit

der Héhe verénderlich, so gehen in #(0), ¥(0) und den hoheren

Ableitungen noch die Ableitungen von é(y) und T'(y) ein.
Bezeichnet man

— () .

" )
2.0 0" (w) e Om) .,
™=t c-flv) 7 7T = ¢ f(ro) "% ’

so erkennt man, daB in 2 (0) und y® (0) stets nur v, ¢ - f(v,) und
diese Verbindungen vorkommen; nun kann die Verzégerung durch
den Luftwiderstand immer in die Taylorreihe!(VD

e = =)+ )

L./i_1)"“

teoterorl )T
entwickelt werden. Ferner ist im allgemeinen¢- f(v)=c- f(V:tz + %)
nur durch eine numerische Tabelle gegeben, etwa fiir v =0, 1,
2,...1200 m/s. Infolgedessen ist ¢ f(v) durch ein Polynom vom
Grade N < 1200 in v =z? 4 32 genau darstellbar. Da die Differen-
tialgleichungen der Bewegung als solche 1. Ordnung in 2 und y

I
v

konvergente Potenzreihe in 2 und y entwickelt werden kann, sind
% und y nach dem Existenzsatz von Cauchy durch Potenzreihen
integrierbar in dem Gebiet (0 < » < 1200). Dort sind dann auch
die Potenzreihen (139) konvergent (Vahlen'®),

Aus den Potenzreihen (139) lassen sich durch Reihenum-
kehrungViD neue Potenzreihen ableiten, die nach Potenzen be-
liebiger Elemente geordnet sind. Der Vorgang ist folgender: Die
Potenzreihen (139) sind vom Typus

n=~&6+a-+ag- 8+ o, &+

Will man hier die Umkehrung
E=n+pen*+hn*+-+B -1+

haben, so muszn-}—Zﬂv-n”, (v=2),inn=§&+ 2a,-&,»=2),

gelten konnen, wobei ¢ - nach dem eben Gesagten in eine
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eingefiihrt werden; durch Koeffizientenvergleich gleicher Potenzen
von 7 folgen dann sofort die Formeln:
=—dy; Py = 20,2 —ag;
oy B b=t
I Bi=—5a,® 4+ bay-az;— a,; -+ - usw.

Wendet man dieses Verfahren auf die erste der Potenzreihen (139)
an, so ergibt sich

z .[];c'ao'f("o)_z+l§.‘ EM)'

= - cosp ' 2¢41 - cosp

141)
( 1 Je-dy f(‘o)J [c-89-f(ve) +9- smcp]i (v cow) t ]

2

Diese Reihe fiir ¢ ergibt, in die zweite der Potenzreihen (139) ein-
gefiihrt:

— . gz g b firy) [ = ¥
y==z-tg¢ 3 (vo~cos¢p) 3 vy (vo-coscp)

c 8o - f(t'o)) (c.éo';f(l'o) [y f(rg)+g- sxntp]]

T2 ‘ Yo
x 4
(sl +

Diese letzte Potenzreihe gestattet schlieBlich noch eine Umkehrung,
aus der die horizontale SchuBweite X bestimmt werden kann.

(142)

Setzt man hierin ndmlich y = 0 und dividiert durch E%cp , dann

entsteht eine Reihe fiir sin ¢, aus der nach dem obigen Umkehrungs-
verfahren die SchuBweite

wfsinZe (1 4 c-d-f(v)
X = . Il 3 7 s @
8 ¢-0o-f(vy) |c:8y-f(vo)
(143) + - el o fl
3 | i
+T._:_’°_.[c-6o-1'(vo)] -sinf .-

bestimmt wird.
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Die wichtige Potenzreihe (142) 148t eine ganze Reihe von Folge-
rungen zu, von denen die wichtigsten hier angefiihrt werden
sollen:

1. Vernachlissigt man die Glieder mit 23 und den héheren Poten-
zen von z, so ergeben sich die Formeln des luftleeren Raumes.

2. Bricht man die Reihe nach dem zweiten Gliede ab und er-
setzt das Restglied durch z®. const:

R, = %’; <y (0 x) = 23 const,
was allerdings nur nidherungsweise zutrifft, so entstehen die
Formeln von Piton-Bressant oder Hélie, auch Formeln der
»Commission de Gavre' genannt. Dadurch kann die Flugbahn-
gleichung in der Form
gz

2,2 - cos? @

(144) y=2z-tgp— +(14+ K-z) (K= const)

geschrieben werden. Fir die Mindungswaagerechte ist wegen
y = 0 somit

2. qi
(145) I+ K- X="20 =t — 7,

= (1 + K - X) ist also das Verhéltnis der Schufiweite X, des
luftleeren Raumes zu der des lufterfiillten Raumes (X). Man er-
hilt weiter

—_ dy __ . g-z
tgd=2"=tgg ok oty (2+3K-u=);
(146) v-cosﬁ:]'/—i,,=;___-vn-cosm:
y M1+3K-= i
vV _ .. 2  VIF3E-ap—1
‘.—'JV—? dz_Qvo-costp K
Speziell fir die Miindungswaagerechte hat man die Formeln
Z—1 Xy 1
X="— % g‘c; tgw=tge-£,(2); f1(Z)=2—7

(1468) | v,-cosw=1,-cosg-fo(Z);  folZ) = (3Z—2)‘%

T=_ 2 12 (2)=% “"—Z;%‘l‘—'

Vg - COS P
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Die Funktionen f,(Z), f,(Z), f;(Z) kénnen, wie es auch geschehen
ist®, leicht tabuliert werden.

Man erkennt durch Vergleich mit (142), dal K =

Erhéhung ¢ abhingig sein muB, also nicht konstant fiir alle Er-
hohungen ist. Naherungsweise ist aber, wie man durch Vergleich

Z—1 von der

b

von (144) mit (142) erkennt, K proportional C—OISE. Hat man also

aus einem SchieBversuch K gewonnen, so kénnen fiir Uberschlags-
rechnungen die K-Werte fiir andere Erh6hungen aus der Beziehung
K(p,) : K(py) = cos @,: cos ¢, bestimmt werden.

Beispiel. In unserer Musterbahn (8.75) ist X = 8571 m; ¢ = 737—;*
v, = 381,6 m/s. Somit Xyac = 14730 m und Z = 1,7185, d. h.
K — 0,00008383. Also f,(Z) = 1,4180; fy(Z) = 0,5631; f,(Z) = 1,4243
und damit @ = 51,4°; T = 42,68 s; v, = 258,1 m/s. Die Abweichungen
von den wahren Werten sind Adw = -+ 1,2° AT = 4 0,36 s;
Av, = + 9,0 m/s. Fir die FErhohung ¢, = 20° erhdlt man

2. ai
K, = 0,00006686 d. b. aus 1 + K, - X, = 20281 . x _ 6616 m.

.Al
Entsprechend lassen sich auch hierfiir w, v,, T usw. bestimmen.

3. Man bricht die Potenzreihe (139) schon nach dem ersten

Gliede ab und schreibt fiir den Rest }—"Z:T'%)]. Dann lautet die
Flugbahngleichung V

f(=z @)

cos2 g °

y=z-tgp—

Handelt es sich nur um kleine Erhshungsunterschiede, so kann
f(z, @) anndhernd durch f (z) ersetzt, also als von ¢ unabhiingig
betrachtet werden. Es mogen jetzt zwei Bahnen vorliegen, von
denen die eine bei der Erhohung ¢, die Schubweite X = 7, die
andere bei der Erhohung ¢ den Punkt (z, y), also die gleiche
horizontale Entfernung « erreicht. Dann gelten die beiden
Gleichungen

a:-tg(px—c({::;zs 0
ztggp— L =y

* Artilleristisches Winkelmaf: 360° = 6400—; (1~ = 1 Strich).
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Durch Elimination von f(z) erhidlt man daraus die allgemeine
Flugbahngleichung

(147) y==z-(tgp—

Ahnlich erhilt man aus der Gleichung fiir den Fallwinkel w,
bei der Schullweite X und der Gleichung fiir die Tangenten-
neigung ¢ in (z, ¥):

cos? @z - tg %)
cos?@ :

—wl) — _ fi=)
tg(—wy) =tg @, costy; ’
—tgp — L2)
g =tgp — o
d. h. durch Elimination von f (z):
_ Y tgws-cosfo,
(147a) tgd = T colg
Wegen "’ = — (v.—g)m erhilt manschlieBlich durch Elimination
von f”(z) aus den entsprechenden beiden Gleichungen:
COBQ
(147b) v- cosﬂ:vez-coswz-cowz .
Im luftleeren Raum gilt t = ~ (':)S 3 ; infolgedessen wird ndherungs-
weise geschrieben: ¢ = r = d , 2089z
1 N v -cosd Vpg - COSWg COSQ
und somit:
(147c) b=t 5Pz

cosp

Die Formeln (147) bis (147¢) haben folgende wichtige Bedeutung:
Fiir ein bestimmtes Geschiitz mit einem bestimmten Geschol ist
oft nur die SchuBtafel, also nur die Angabe der Flugbahnelemente
fiir die Miindungswaagerechte vorhanden. Daraus kénnen die Bahn-
elemente fiir irgendeinen Punkt auBlerhalb der Miindungswaage-
rechten mit den angegebenen Formeln berechnet werden. Das ge-
schilderte Verfahren ist die sog. ,,Methode aus dem Aide-Mémoires
(franz. Zeitschrift der Artillerieoffiziere).

Beispiel. Musterbahn: X = 8571 m; 7, = 42,32s; ;= 50,2°;
Yoy = 249,1 m/s; p, = 41,4°. Mit welcher Erhohung wird ein Ziel in der-
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selben Entfernung, aber einer Héhe von y = + 50 m getroffen? Nach
(147) ist

1 71 Yy . |
147d = 122 ] cos? —oZL.
( ) tge o 1 l cos? 2@, —2 7 Sin29z(,
d. h. ¢ =43,3°. Man erhilt weiter & = —51,8° [nach (147a)];

v = 250,2m/s [nach (147b)] und ¢ = 43,61s [nach (147¢)].

4. Die Potenzreihenentwicklung (142) fiihrt schlieBlich noch auf
eine Art der Flugbahndarstellung, die unter dem Namen Didion-
Bernoullische Lésung fiir die Potenzgesetze bekannt ist.
Letztere ergibt sich durch eine vereinfachende Abwandlung der
nachfolgenden genaueren Ableitungen.

Aus der Potenzreihe (142) bilden wir fiir ein Widerstandsgesetz
in Potenzform c-d,- f(v) = ¢, + v» den Ausdruck

. — pn=1
w-voz-cosztp=Lm2+c” ) =
(148) g 2 3 ¥p - COSQ
2 Yo " a1y g-sin¢p\|‘ xt
T+ n 12 IJ (r—1) (1 T Cn - ”o";i v}-cos’p +

Wir verlangen nun, um die Berechnung zu vereinfachen, daf die
rechte Seite dieser Potenzreihe méglichst genau mit dem Ausdruck

(149) l4a-af —vaaxz—1

vy —1)-a®

in Ubereinstimmung gebracht werde; dabei sind a und » noch zu
bestimmende Konstanten. Die Wahl der Form (149) ist zwar
willkiirlich; aber sie gewihrleistet, daf} bei zunichst noch ganz
beliebigen a und » die Potenzreihe (148) immer als Anfangs-
glied dasjenige des luftleeren Raumes, also 3 22, liefert. Entwickeln
wir nun (149) und setzen die Koeffizienten gleicher Potenzen von
z in (149) und (148) gleich, so folgen die beiden Gleichungen

v—2 R
2 T wyrcosg
(v—2)é(v—3) s cni-vozn’_2. (a_ (n— 1)_(n —1)-g-sing]
vol-cosfe | en - v

Setzt man zur Abkiirzung

4 — (n—1)-g-sing

und z=gaqa-z,
cn 1"
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so erhilt man

—9. 4 +n—1,
=2 g9’
(150) )
a=cy-(vg-cos@)" 2 (A4+n—2)  —
cos” g

und die Flugbahngleichung in der Gestalt
g-x .2(1 +z)y—v-z2—1

T 2¢7 - costg v.(v—1).2%

y=z-tggp
(151)
g.z

= o tgg— g B(2).

24,2 - cos? p

Differenziert man dies nach z, so folgt

g-xz (142 '—1

tgd =tgep —
(151a) g g9 ve? - cos? r—1)-z
= _ 9%
=tgy ok - cort g J(2).
Eine weitere Differentiation nach « liefert wegen v-cosd =V— 3,,
sofort
. G _Y-COSP _ Tp-COSQ
(151b) V- eosy > . V@
(1+2)°
Wegen ¢ = j‘r‘i_:s_v erhilt man schlieBlich
(5le) ;—_2 (Q4a*—1_ =  p.
V5 COS @ Y, Uy COSQ
2

Beispiel. Fir das quadratische Widerstandsgesetz ist n = 2. Bei
@ = 45°, ¢, = 0,0001, v, = 200 m/s erhidlt man 4 = 1,7342; » = 3,1533;
a = 0,0002453. In der Miindungswaagerechten ist ¥ = 0, d. h.

2-8in2 ¢

2. g
v’ -8in2¢ _ Xvac oder u-—g_zzt'B(z’)‘

Y
(151d) Blag) == % <

Hier ist also 2z, B(z,) = 1,000204, somit 2z, = 0,769 und daher
X = 3135 m. Ferner erhilt man 7 = 26,66 s. Nach den Otto-Tabellen
erhilt man: X = 3129 m, 7 = 26,70 s.
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Wir machen noch darauf aufmerksam, daB a fiir n = 2 von v,
unabhingig wird. —
In der sog. Didion-Bernoullischen Losung wird der in

unseren Formeln auftretende Ausdruck 4 vernachlissigt. Dadurch

erhilt man v = 2:

—2 ; zum Ausgleich wird in a die Grée
— 2 cos™ g

durch einen Ausgleichfaktor fn—2 ersetzt, so da8

a=cp+(B-vy-cosg)” 2. (n—2)

wird. Fiir n = 2 miissen fiir B(z) usw. GrenzbetrachtungenTV an-
gestellt werden; fiir z wird in diesem Falle 2¢,« f - = gesetzt. All-
gemein wird f = i’L;’;) oder = %E%a angenommen¥*,
Der Leser tiberzeugt sich leicht, da8 fiir n = 4 die Losung von Pi-
ton-Bressant aus der Didion-Bernoullischen Lésung ent-
steht. Weiter erkennt man, daf unsere Formeln genauer sein
miissen als die Didion-Bernoullischen, die ein Glied der Reihen-
entwicklung weniger genau wiedergeben als die unsrigen**,

Fir # = 1 miissen unsere Formeln, da sie von der Form &
werden, in bekannter Weise durch GrenzbetrachtungendV) ab-
gewandelt werden. Man bildet z. B., da hier fir n = 1, vy = 0 wird:

d »
P P
29,2 - cos?e I

y=z-tgp— y
pa CICES VEE R D

wobel v =w(n), z=z(n), 4 = A(n) zu beriicksichtigen ist.

b) Parameterentwicklungen

In der Losung der Differentialgleichungen der Bewegung (44)
des auBenballistischen Problems treten auBer den Verdnderlichen
(2, y, t) verschiedene Parameter auf: neben dem ballistischen
Beiwert ¢ und den Anfangswerten v, und @ noch die Normal- und
Bodenwerte des Luftgewichts und der Temperatur, also §, und 7|,

* Hierbei hat &;(¢) die in Formel (110) gegebene Bedeutung.
** Ahnliche Formeln kénnen auch fiir die ballistische Kurve bei Beriick-

sichtigung der Luftgewichtsabnahme mit der Hohe usw. abgeleitet
werden.

Athen, Ballistik 10
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bzw. 8z und Ty auf. Die Lésung ist im allgemeinsten Fall von
der Form

(152) y=v( % 4 ¢ v, @, 6y Ty 05, Tp)

Da hierin 6, und dp vermittels der Gaskonstanten R mit T, und
Tp verbunden sind, konnen in (152) §, und 65 auch durch R und
Po und pp ersetzt werden; daneben kénnten ferner die Schwere-
beschleunigung ¢ und evtl. der Erdradius Ry als weitere Para-
meter aufgefaBt werden.

1. Wir werden zunichst den einfachsten Fall behandeln, daf
das Luftgewicht und die Temperatur mit der Héhe konstant seien.
Nun kommt es meist darauf an, fiir eine bestimmtes Gescho8, d. b.
einen bestimmten Beiwert ¢ und eine bestimmte Anfangsgeschwin-
digkeit v, die gesamte Flugbahnschar fiir alle Erhthungen ¢ zu
berechnen. In der Lésung (152) ist dann nur noch ¢ als veridnder-
licher Parameter zu betrachten, d. h. sie kann in der Form

(152a) y=vp( 279 )

geschrieben werden. Es liegt nun die Frage nahe, ob es méglich
ist, die Losung nach Potenzen dieses verinderlichen Parameters
zu entwickeln und durch Verwendung nur der ersten Glieder dieser
Entwicklungen anzunihern. Wir werden gleich sehen, dafl das in
der Tat méglich ist, und daB es weiterhin méglich ist, die Para-
meterentwicklungen analog fiir beliebige andere Parameter durch-
zufithren. Die Parameterentwicklungen nach ¢ sind eingehend von
Popofil?” untersucht

worden.
: Wir gehen aus von
/ i\,, dem System (44). Hier
e filhren wir ein neues
e Koordinatensystem (&,
g : 7)) ein (Abb. 18), dessen
] . &-Achse in die AbschuB3-
N/ X richtung zeigt und des-
\ sen n-Achse unter dem
v Winkel a gegen die
N\ Horizontale = geneigt
? ist; @ ist positiv, solange
Abb. 18. Schiefwinklige Kcordinaten 7 unterhalb z liegt. Der
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Zusammenhang zwischen dem (£, #)-System und dem (z, y)-
System wird durch folgende Transformation vermittelt, die aus
Abb. 18 unmittelbar abgelesen werden kann:

(153) z=~E-cosp+n-cosa; y=§&-sing—y-sina,

Fiihrt man dies in die Differentialgleichungen (44) ein, ersetzt man
darin weiter formal ¢ - §, durch ¢* und beriicksichtigt die Konstanz
der Lufttemperatur und des Luftgewichts, so erhilt man die Diffe-
rentialgleichungen

. Co8 @ . c*. f(v) mit den Anfangs-
sy | emEte T T T bedingungen:
(154) £=_ . cosa '—E" c* - f(v) t=0: E=9=0

9 sin(a -+ @) v i 0; E—u,

Darin gilt fir v:

v=J+ 84 25 £ cos(p + a)
=V +Ep—4q-£-2;

(154a) d h

e A1yt — sin2(2F°
”—-(77+§)l1 Eap A, WO }.—sm’( 3 )

Hierin 1st 4 dauernd kleiner als 1, ebenso isf auf einem Teil der
Flugbahn:

20t

(11 +¢)
Denn wegen (153) ist, wenn wie bisher # der Winkel zwischen der
Flugbahntangente und der Waagerechten ist,

sin(p— &) i h no_ sin(p — &)
sinfe4-8)’ E+1 sin(a 4 #) 4 sin(p— &)

£ _ sin(a+4)
E4 4 sin(a 4 #) 4 sin(p—*8)

A
é

und

10"
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und somit

47-& gin(a - 9) - sin(p — 9)
= =4 :
A0) o=~ Fn@ 9 s — T

Am Anfang der Bewegung ist ¢ =+, d. h. ¢ = 0; fiir 9 = ‘P;a

wird ¢ =1 und fiir ¥ = —a ist wieder ¢ = 0. Fiir t = oo wird

dieser Ausdruck, da ¥ = — % wird:

cos @

. "“cosa
|£I - 1 cosq |2
. " cosa

Hier wird | ¢ | nur fiir sehr groBe a kleiner als 1. — Jedenfalls er-
kennt man zunichst, daB » nach Potenzen von A entwickelt werden
kann, und zwar sicher in dem Gebiet || < 1. Dasselbe gilt dann
auch fiir die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen (154), wo-
mit die Moglichkeit der Entwicklung der Losung nach Potenzen
von A nachgewiesen istVIID; dabei muB allerdings vorausgesetzt

werden, dafl f_(v'il eine auf der ganzen Flugbahn holomorphe

Funktion von v ist.

Somit diirfen wir nach dem Satz von Poincaré!VID die Lo-
sungen £(4, t) und (4, t) von (154) als Potenzreihen in 4 ansetzen:

EA)=Cg+ A E 2 byt =22 £ E= T An. £

(156) . .
NAt)=1ng+A eyt oo = 2 A0t =2 A0

Wir fithren nun noch folgende Abkiirzungen ein:

*-f(v) . _ ) _
(157) _U—ZC* * G(U)’ "S(}H t) +77(}-: t)—’l,l)(z, t): En-l_”/'n—w'm

d. h. w=22"-w,,.

Damit erhalten wir nach dem Satz von Taylor fiir ¢*-G(v) die
Reihenentwicklung



(158)

Ersetzt man nun
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Vl 47 & j
(& +

=c*-G|_u’7-( _%ﬂl_))

c*-G)=c*-G|w

— ¢*. G W) — 2” ok @) A
wobei c* . G (w) =E [c*: G(w)]

a :;f(v)=c*' G(v) in (154) durch seine Ent-

wicklung (158) und fiihrt in diese Gleichungen den Ansatz (156)
fiir £ und # ein, so ergibt sich nach Vergleich der Koeffizienten
gleicher Potenzen von A:

(159)

d 7, cos @

W=g'§ﬁm_’70'c*'G(%);
'L?Z“g'sinc&fﬁ—éo-c*-mwo)
%2“7]1 c* « G (1) — 7o - C* » G (1) -
g % i) 25.,07;,,
l%étl_ = — & - o* - G () — &y + ¢* G (o) - by
—}—5.0-0*6"’(11;0).?%;5.0
usw

mit den Anfangsbedingungen
t=0; &(0) =vp; £(0)=£(0) =" £,(0)=0;
70(0) = 731 (0) = - - - 71, (0) = 0;
£0(0) = 71g(0) = £4(0) = y(0) =+ = £,,(0) = 7, (0) = 0.
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Dieses System ist durch Quadraturen 16sbar: Addiert man nimlich
die ersten beiden Gleichungen des Systems (159), so entsteht

dwy, —g. cosSQ — cosa —C*-f(wo) ,d. h.

(
’ dt sin(g 4 a)
(160)
. l‘  dwy _ g  cosg—cosa
l’_ ) aTiw YO YT Tempra
{

Vo

Durch Umkehrung erhilt man somit w4, als Funktion von ¢; eine
weitere Quadratur liefert dann w; als Funktion von ¢. Nunmehr ist
man in der Lage, auch &,, 7, und weiter &;, 77, zu bestimmen, die
aus den linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung!X) (159) her-
vorgehen:

wo 1t

¢ Sl
(‘M .)[a—f(wu)]‘wn
Mo =S gy € o T [ e duy;
c*  si ¢ —J ’
(160a) (e o oI
t 1 L. du
. "o * 410
o= fin- at = - fE 00
[i] To

In dieser Gleichung haben wir d¢ durch den aus (160) folgenden

Ausdruck L* . —ﬂ".— ersetzt. SchlieBlich ist
4 a — f(u,)
(160b) éo= Wy — 7o &g = Wy — 1.

Nach der Berechnung von éo’ 7)o erhilt man durch Addition der
letzten beiden Gleichungen von (159) zunichst
day

(161)  S2b = — o*- f (abg) - iy + 20 - &y - * - @ (ay).

Das ist eine einfache lineare Differentialgleichung 1. OrdnungX),
deren Losung
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Wy W,y
@, . 4 (‘f’(w“)-dwn
_ gf’('l‘.)'fzwo Ja—f(,)
w1=€ o a—f(1,) 2170 ’EO G(’ll}o) Cvo f(w .dwo;
(161a) .
l le du,
w,
J @ — f ()

lautet. Fir £, und 7, sind nach Bestimmung von 4, wieder lineare
Differentialgleichungen 1. Ordnung vorhanden, deren Lésung eben-
falls durch Quadraturen mdglich ist. Das entsprechende kann
allgemein auch fiir die hoheren Glieder £,,7, gezeigt werden.

Die Entwicklungen zeigen also nicht nur die Moglichkeit der
Aufspaltung in Produkte aus einer reinen Funktion des Abgangs-
winkels und einer gemischten Funktion der Zeit, sondern dariiber
hinaus auch vor allem die Zuriickfiihrung des ballistischen Pro-
blems auf Quadraturen.

Wir fithren nach dem Vorbild von Popoff? noch folgende
ballistische Funktionen ein, die dem Beispiel der Siaccischen
Funktionen entsprechen:

z 2z ¥4
d -d y
e =[S A== @)z dz;
k % k
__(t@d (e 5 g,
A(a,z)——' W— kj‘ 2 — (a,z) dz,
—Ala,2) | .
(162) Je a_f(z)
— | pAlm2) | dz |
I(a,z) —kj‘ a—f)’
. y Ala,2) . dz
M (a,z) —-kj.e K(a,z) pyy Tl

Hierin ist % eine beliebige Konstante. Diese Funktionen finden
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sich zum Teil bei Bianchi®® berechnet. Damit haben wir die
Losung des Systems (159) in folgender Gestalt

t = L* [ 2 (a,10) — X (a,95)];

o = ﬁ%&}'eﬂw“)- [ K (a,1%9) — K (a, vy)];

éo= g — o3

1}0 = %.{[M(a7wo) - M(a,,'vo)]

(163)

- K(a: ”o) * [I(a" wo) _I(a’ ”o)] };

woz%-[d(a,wo)‘A(G,vo)]; wo=§0+7]0'

2. Die allgemeine Losung (163) gibt in Verbindung mit (155) zu
einigen wichtigen Bemerkungen Anla8:

a) Nach dem oben Gesagten ist die Entwicklung nach Potenzen
von A nur solange moglich, wie |&] < 1 [vgl. (155)] ist. Daraus folgt,
daB das nicht unter allen Umsténden auf der ganzen Flugbahn der
Fall ist. Man hat aber ¢ = O fiir # = — a. Inshesondere muf} zur
Gewdhrleistung der Entwicklung auf der gesamten Flugbahn fiir

beliebige Erhohungen ¢ < % stets |e| <1 sein, also auch fiir £ = oo,

d. h. fir § = — 12'- Wihlt man nun a = %, 8o ist nach den obigen

Ausfithrungen zum zweiten Male ¢ = 0, wenn § = —a = — %; die
Entwicklung ist hier folglich fiir die gesamte Flugbahn méglich.
Nun bedeutet aber a = % ein Koordinatensystem, wie wir es be-

reits beim Schwenkverfahren nach dem Angelrutenprinzip ein-
gefiihrt hatten: & zeigt in die AbschuBrichtung, » zeigt vertikal
nach unten in Richtung der Schwerkraft. Die Entwicklung wird

weiterhin fiir die gesamte Flugbahn méglich, wenn ¢ = — —"2—, d. h.
wenn 7 vertikal nach oben zeigt. Die Losungen (163) vereinfachen
sich nun erheblich, wie man durch Einfithrung von e = + % leicht
feststellt; es folgt:
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Fira = + —’21:
l dui —j‘cn- “Gwo)-dt
(164) - J'g——c* F) fo= e

l o = Wo— §0 usw.

Die Lésungen fiir w;, é.-'l, 7, usw. bleiben formal ungefindert. —
24

Fiir a=—:

de Sc‘ *G (o) dt .
o ); Eo =Vy-e

g+ c* - fli,

N = Wo— & UsSW.

(164a)] t=—

Auflerdem tritt in beiden Fillen ¢ in der Lésung iberhaupt
nicht mehr auf. Man wird also zweckmifBig immer eines dieser
beiden Koordinatensysteme benutzen, je nachdem ¢ klein oder
groB ist: ist ¢ klein, so nimmt man das erste, da dann A klein
wird; ist @ groB}, so nimmt man das zweite, da in diesem Falle
A ebenfalls klein wird. In den Parameterentwicklungen (156)
sind dann & (4,¢) und % (4,¢) in unendliche Summen von Pro-
dukten aufgespalten, bei denen ein Faktor nur von der Erhéhung
At = sinz"(goo-;——w) , der andere nur von der unabhingigen
Variabeln ¢t [&, = £,(f)] abhéngt. Sind also die Funktionen &, ()
und 7,(¢) fir eine feststehende Anfangsgeschwindigkeit vy, und
einen festen Beiwert c* ermittelt, so lassen sich £ (4, t) und 7 (4, 1)
fiir beliebige A4, d. h. beliebige Abgangswinkel ¢ ermitteln. Den
Vorteil dieses Verfahrens werden wir weiter unten erkennen.
Bevor wir jedoch auf die Anwendungen dieser Formeln eingehen,
beschiftigen wir uns noch mit einem anderen Spezialfall der
Gleichungen (163).

b) Man erkennt schnell, daB die mit (162) eingefithrten balli-
stischen Funktionen zum Teil in die Funktionen von Siacci iiber-
gehen, wenn @ — 0 strebt, d. h. wenn ¢ = a wird. Gleichung (160)
zeigt, daB dann @ auch in %, und w, nicht mehr auftritt. Die
Losungen (163) nehmen mit den Bezeichnungen von Siacci
die Gestalt an:
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t= 2+ [T (i) — T (vy)];
o= m Wy - [ (18g) — J (vg)];
5.0 = thg— jo;
Mo = ey L4 () — 4 (1)
— J (vy) * {D (o) — D (”o)}]?
£0 = =5+ [D(2ig) — D(ve)]—o.

Wy, Ei, 77, usw. bleiben formal ungeéindert. — Wird auf diese Glei-

chungen die Koordinatentransformation (153) angewandt, so er-

hélt man die Flugbahngleichungen in kartesischen Koordinaten:
= (D (i) — D(vo)];

c

(165)

=

A (o) — A (vo)

1 .
(166) 1y = 2-tgp— 5 [D()— D) |5 =T

—dJ ()

t=ci_.[T(wo)— T ()]

An diesen Beziehungen miissen noch die durch die héheren Glieder
der Entwicklungen (156) verursachten Anderungen &,, 7, (n > 0),
angebracht werden. Man kann aber deren EinfluBl fir Flach-
bahnen bzw. fiir kurze Teile beliebiger Bahnen in gewisser Weise
47-&
Tt

Rechnung tragen, indem fiir V 1— - A ein passender Mittel-

wert eingefithrt wird, dhnlich wie es schon bei dem Verfahren von
Siacei fiir § gemacht wurde. Der Mittelwert ist zu bilden aus
= Y1—¢-4; wegen ¢ =0 ist am Anfang der Bahn u =1;
im Gipfel ist e=1, d.h. g = cosg; am Ende der Bahn ist
~—@g=—a, d.h u~1.

_1_—{»—c_0&’1=0052£'

Als Mittelwert kénnte man also nehmen y,, = 5 3

Somit soll sein
c* - f(uy - 1—e¢ “A) ~c*. /(wo - cos? %): c*- f(\wo—wo- sin? %\)

\

~ c* .« f () - |1—sin2%-n(wo).
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Um unsere Formeln (165) ohne die durch #,, &, .. . verursachten
Korrekturen anwenden zu konnen, miilte also ¢* durch ¢* - § er-
setzt werden, wo néherungsweise f=1— n(u,) - sin® -;—J ist. In

erster Anndherung ist n(w,) ~ n(v,). Somit haben wir den fol-
genden f-Wert:

n{%)
(167) ﬂzl—T"-[l—cosq;].
¢) Wir wenden uns nunmehr wieder dem Fall zu, daB o = + %
ist. Dabei geniigt die Beschrankung auf a = —g— , da die ent-

stehenden Formeln nur Vorzeichenunterschiede haben, sonst aber
keine formalen Verschiedenheiten aufweisen. Die Entwicklung (156)
liBt eine wichtige praktische Verwendung zu, wie der Ver-
fasser!?8D nachweisen konnte. Die Reihen bestehen in diesem
Falle, worauf bereits hingewiesen wurde, aus einer Summe von
Produkten aus einem nur vom Abgangswinkel abhingigen, kon-
stanten Faktor und einer nur von der Zeit abhingigen Funktion.
Beschrinkt man sich auf die ersten beiden Glieder der Reihen-
entwicklung*, entstehen die Naherungslosungen

(168) &A1) =& () +A-&1(1); (A 8) =no(t) + A2 ()
oder in kartesischen Koordinaten vermittelst (153) und der Be-

. — a2 (T P\ _ l4-sing |
ziehung A = sin (4~|—2) —

2, 1) = L&+ S&] cosp + & - T2

y(p, 1) = - tgp— 3y - sing — [y + 41

Die Funktionen &,(t), &, (2), no(t), 0, (f) lieBen sich ohne weiteres
nach den obigen Formeln berechnen. Der Rechenaufwand wiirde
allerdings verhiltnismifBlig gro werden, besonders bei langen
Bahnen. Da es sich bei der Hauptaufgabe der praktischen Ballistik
aber meist darum handelt, fiir ein bestimmtes GeschoB3 bei einer
bestimmten Anfangsgeschwindigkeit die Gesamtheit der Flug-
bahnen der Schar, d. h. die Flugbahnen bei allen Erhohungen zu
bestimmen, schligt man zweckmiBiger folgenden Weg ein: Nach

* Bereits Weilmann(79a) wies darauf hin, daf8 schon die Beschriankung
auf das 1. Glied bei kleinen Bégen der Bahn brauchbare Néaherungs-
ergebnisse liefern kann.

(168a)
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einem hinreichend genauen graphischen oder numerischen Ver-
fahren (s. w. u.) werden 2 Flugbahnen der Schar bestimmt. Dann
entstehen zur Bestimmung der &, &, 7,, %, je zwei lineare Glei-
chungen

E(, 1) =&p() + 4, - &) 77(11, ) =mn(t) + /11(t) -1 (2);
Ep, ) =& (0) +22-5:(0); 1Ay 8) = 1o () + A () - mu (8),
worin 1;, A, die beiden Bahnen der Schar charakterisieren. Fiir
jedes t kann man daher &,(t) und &, (¢) aus dem ersten (leichungs-

paar bestimmen.
Man erhélt

(169) 50(1) — )'I ¢ 5(;‘1' t)_;'l " E(}'S' t) . El (t) — 5(}1' ‘)_E(;‘l t)

Ta—Ty ; T Ay

Fiir 5, %, gilt genau das gleiche; wir lassen sie daher auch im folgen-
den ohne Erwihnung (vgl. zum Vorstehenden auch: Sauer(?#e)), —
Diese Art der Bestimmung der von ¢ unabhingigen Funktionen &,
und & hat den groflen Vorteil, daB auf diese Weise auch die mit
héheren Potenzen von 4 vorkommenden Glieder in gewissem MaBe
beriicksichtigt werden. Es fragt sich nun noch, welche Ausgangs-
bahnen man am zweckméBigsten wihlt, um mit diesem Verfahren
in einem bestimmten Gebiet (1, <1 < 4,) zu ,interpolieren®.
Schreiben wir die Losung in der Form

(A0 =& +4-60) + 2250 +4- @0+
=&W +A-650) + 420,

wo g also ein Restglied darstellt und als von A fast unabhiingig an-

gesehen werde. Wendet man auf den Ausdruck (170) die Formel

(169) an, so folgt

(170a) &) =&o() — A1+ Ao-0; &) =&(0) + (A +2) - 0.

Wird mit diesen Funktionen eine Bahn bei beliebigem A inter-

poliert, so erkennt man, daB bei linearer Interpolation mit £, und

£, iiber A gegeniiber der Form (170) der Fehler

A7) AE=E( ) — &) =—@A—h) - A—2) -0

gemacht wird. Dieser wird absolut am gréBten fiir A =%'Zz,

d. h. es wird

(170)
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(171a) At =DM,

Falls nun A, und 4, die duBersten Erhshungen der gesuchten Schar
charakterisieren, so werden in diesem Intervall die Absolutfehler
am Kkleinsten, wenn A& am Anfang, in der Mitte und am Ende
dieses Intervalls absolut gleich groB ist. In der Mitte ist A& gemiB
(171a) bestimmbar, am Anfang und am Ende gemiB (171). Somit
hat man zur Bestimmung der giinstigsten Erhohungen die quadra-
tische Gleichung

23— Ag\2
(A—A)- (A—2) = (23]
Die Wurzeln dieser Gleichung sind 4, und A,; folglich hat man

;—-_ /5 = Gy

V2 1-}..+]2+_1-10; 12=12+1.}_‘ +V2 -1 5
2¥2 2Y2 2¥2 2V2
Beispiel. Soll in dem Intervall 0° <C ¢ < 90° interpoliert werden, so

ist Ay=0,5; 2,=1 und nach (172): 4, = 0,57323; A, = 0,92677, d. h.

@1 = 8,4°%; @, = 58,6°. Stange(80) hat gezeigt, daB bei dieser Wahl von

2y und A4 der Ausgangsbahnen wirklich im Intervall (4o, 4,) der maximale

Absolutfehler kleiner wird als bei jeder anderen Wahl von 4;, 2,.%

(172) 4, =

0-

Wir hatten uns bisher auf konstantes Luftgewicht und konstante
Temperatur beschrinks. Das ist aber nicht nétig fiir die Zuldssig-
keit der Parameterentwicklungen. Ist z. B. § = d(y), so kann man
1+4sing |
—
y=~&.sing—n=21-—((+n)=24-E—w
=—wy+4-(25—w)+ .-

nach dem Taylorschen Satz ist also
0y)=0[—wo+2-2&—w)+--]
=08 (—wp) +24-(2&—w) -8 (—wy)

Das Entsprechende gilt fiir 7'(y), was ebenfalls nach Potenzen von
/A entwickelt werden kann. Nimmt man hierauf Riicksicht, so

zunéchst schreiben, da A =

* Dariiber hinaus zeigt Stange, wie 4; und ; zu wihlen sind, wenn es
sich nur darum handelt, die Elemente in der Miindungswaagerechten mit
moglichst kleinen Fehlern zu bestimmen.
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treten an die Stelle der Differentialgleichungen (159) bzw. (164)

unter der Voraussetzung a = -+ %

Fiir konstante Temperatur, aber héhenverinderliches Luftgewicht

gemiB der Everlingschen Formel 8(y) = d,-e ¥

Mo = wo—sto;

(173)

wozg"‘c*ekwo - [ (4d); éo = — 5.0 cc¥ete. G (i) ;

Wy + 0y - c* eV f (ag) + w0y - - c*eF 0 f(1ig)
= 209+ &g+ *eF - @ (i) - Bk - &y - ¥ - €5 f(aiy)
51 + él Lo* et G (1) + é:o co*efe. G’ () - 1y
+k- éo' c*ette. G (tho) + wy = 2-{:)-;—%' éo'c*ekwu G’ (vo)

+ 2k & - £y o*e Guiy);
Anfangsbedingungen wie in (159).

Fiir héhenveranderliche Temperatur T'(y) = T, — A - y (A=~ 0,005):

wo=g—c*-1e-wo-G(u);

N =w —&;
Es sei
f ATy 1
- T, T,’ -
_1
w=1p-T >
Dann ist:

1.
E‘;

T=b+a-w;

By =—c*- £y T Glu);

(1738)| 7, = w, — &3
iy o7 £ () o fe— 2
- 1
ca-c*.7 P cflu)y=2& -7 c*1 2 LG ()
1
-t
—|—2a-§-‘0-(£—"—2_l)-c*-r L)
usw. Anfangsbedingungen wie in (159).
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Beispiel. (Aus einer Veroffentlichung des
Verfassers(79) entnommen.) v, = 400 m/s,
amerikanisches Widerstandsgesetz (s. S. 31),
¢* = 0,1. Ausgangsbahnen ¢, = 0° (1, = 0,5);
@a = 30° (A, = 0,75). Die Elemente dieser
Bahnen sind nebenstehend in den Spalten
1 —4 angegeben. Spalten 5—12 enthalten die
Funktionen &; usw. Spalten 13—16 geben die
daraus berechneten Elemente einer Bahn
mit 15° Erhshung mit den Abweichungen
gegen die wahren Werte an (Abweichungen
in Klammern).

Man kann aus den Funktionen &t), ...,

. auch die Erhohung bestimmen, bei der
in der Miindungswaagerechten die Flugzeit ¢
erreicht wird. Denn es ist fir y = 0:

n(4,4) No+A-m_ 5,
q70) d. h. 50_“.51_2/1 1.

Das ist eine quadratische Gleichung fir A.
Fir t= 24s erhdlt man z. B. daraus
A= 0,65612 oder ¢ = 18,19° (richtig ist
18,21°). Damit findet man dann weiter
X = 7955 m (Fehler= - 8m) und w = 20,98°
(Fehler = — 0,03°), v, = 318,4 m/s (richtig
ist 319,6 mfs).

Mit diesen Beispielen ist die Anwendungs-
moglichkeit der Parameterentwicklungen
noch keineswegs erschopft. Wir werden wei-
ter unten bei der Behandlung der Flug-
bahnstérungen noch einmal auf dieses Ver-
fahren zuriickgreifen*.

==gsin ¢,

¢) Teilbogenberechnung der
Flugbahnen

Bisher haben wir die Integration der
ballistischen Differentialgleichungen der
Bewegung unter beschrinkenden Annah-
men iiber die Form des Widerstands-
gesetzes, idber die Hohenverdnderlich-

* An Arbeiten, die ebenfalls auf der Grund-
lage der Popoffschen Parameterentwicklun-
gen stehen, sind noch zu nennen die von
Weillmann(79a) (numerische Prifung) und
die von Eggers(79b) (Verwendung in einem
Teilbogenverfahren; s. § 16¢).
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keit der Luftdichte und der Lufttemperatur und iiber den Ab-
gangswinkel vorgenommen. Diese Einschrdnkungen sind aber nur
fiir einen kleinen Teil der in der Praxis vorkommenden Fille még-
lich. Zudem kénnen durch die beschriebenen Niherungsannahmen
immer nur bestimmte Elemente einigermafen genau mit der
Wirklichkeit in Einklang gebracht werden. Die moderne Artillerie
arbeitet mit Anfangsgeschwindigkeiten, die 1000 m/s erreichen und
dariiber hinausgehen koénnen; dadurch werden Steighshen der
Flugbahn erreicht, bei denen Luftdichte und Lufttemperatur
auf Bruchteile ihrer Bodenwerte absinken und damit den Luft-
widerstand erheblich verringern. Dazu kommt, daB auch Flug-
bahnpunkte auBerhalb der Miindungswaagerechten genau bekannt
sein miissen, um Luftziele wirkungsvoll bekimpfen zu konnen.
Um allen diesen Forderungen rechnerisch gerecht zu werden, zer-
legt man die Flugbahn in eine gréBere Anzahl geniigend kleiner
Teilbégen, statt den gesamten Flugbahnbogen in einem Zuge
zu berechnen, und bestimmt die Endelemente jedes kleinen Teil-
bogens als Funktion der Anfangselemente dieses Bogens. Es ist
klar, dal} die Genauigkeit praktisch beliebig weit getrieben wer-
den kann, wenn nur die Teilbégen entsprechend klein gewihlt
werden. Wir werden im folgenden drei Methoden untersuchen,
die das Prinzip einiger in Deutschland, Frankreich und
Amerika entwickelten Integrationsverfahren dieser Art veran-
schaulichen. Zu den in die Reihe solcher Teilbogenverfahren ge-
hérigen Methoden rechnen wir nicht die Verfahren der numeri-
schen Integration von Differentialgleichungen (z. B. Runge —
Kutta u. 4.); diese werden wir weiter unten gesondert behandeln.

1. Besonders O.v. Eberhard®? hat darauf hingewiesen, dafl
die fiir genaue Flugbahnrechnungen nicht in allen Fillen geeignete
Methode von Siacci fiir die Teilbogenberechnung nutzbar gemacht
werden miisse, da die dafiir vorhandenen ballistischen Tabellen-
werke unter Umstinden mit grofem Vorteil herangezogen werden
konnten. Er hat dafiir auch geeignete Formeln angegeben. Wir
wollen hier eine im Prinzip dhnliche Methode beschreiben, die je-
doch von den Eberhardschen Entwicklungen in manchen Punk-
ten recht erheblich abweicht,.

Wirschreibendie Hodographengleichung zuniichst in der Form(46)

du __ dv c-% (), s, Y To)
dz_v-dz_iangz—l— g -5; ¢ K(v /T(y) ’
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Dazu kommt die Differentialgleichung fiir y

dy 2
dz ——7-¢angz

Fiihren wir hier zun#chst die neuen Verdnderlichen w = v- ly/ Tq(';/)

dn = %- dy ein, so erhalten wir zuniichst, wenn wir beriick-
sichtigen, daQ
P(i’/) Hy) T(y) _ —awn, —_ 1 . — —A.
Ay S ;o a= T, Tyy=To—A-y
[vgl. (13) bis (19)]
ist:
dn 2
T = g Rang
(174) T
2% .S =2 . LV, 8% ., L~
el Tang z (1 37 T g w-f(w)-e .

Aus den Formeln dz = dy-% und T'(y) = Ty— A -y er-

gibt sich folgender Zusammenhang zwischen y und #:

——y

.z, T,
175) ¢ Tv = 1-i y b y=1T%

Ta

Das System (174) soll nun zur Berechnung der Flugbahnelemente
so umgeformt werden, dafl die von Siaceci eingefiihrte Funktion

J(v) = 29; Nk

die bekanntlich fiir das Widerstandsgesetz von Siaceci tabuliert
vorliegt, benutzt werden kann. Die von Siacci zugrunde gelegten
Werte in J(u) seien mit g, bzw. f,(u) bezeichnet; hierbei ist
g, = 9,8047 m/s%. Fiir ein beliebiges Widerstandsgesetz f(w) kann
man nun immer schreiben

(176) Hw) = k(w) - fy(w),

Athen, Ballistik 11
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wo h(w) aus h(w) = ; (( ) bestimmt wird. Somit geht die 2. Glei-
chung in (174) iber 11‘1
‘ 4 5.
_2g.ﬂ_=_|$angz_ 298 To g w!
T we fy(w) | Js(w)

(174a)

+ 2c-60-%-h(w)-e‘°'"!-dz.

In dieser Gleichung kann g, das von der geographischen Breite und
von der Hohe tiber dem Erdboden abhingt, von g, verschieden
sein. Zum Zwecke der Integration auf einem Teilbogen der Flug-
bahn machen wir nun die Annahme, daB

298 _‘li . is. w2
1T, g =4 und
(174b) fs(w)

’ 2. 2%.&.];(10).6—“'" =B
g g

im Intervall 4z = z, — 7, konstant seien und Mittelwerte dieser
an sich verdnderlichen Funktionen darstellen. Dann ergibt die
Integration von (174a):

Cofz,
04343 8 Gofz

J(wy) = J (o) + e +c-B- (20— 21)

(177a)

= J(w) —l—A-loggz;:’—B-Az

Die Zeiger O bzw. 1 sollen andeuten, dal fiir das betreffende
Element sein Wert am Anfang bzw. am Ende des Teilbogens zu
nehmen ist. — Nachdem also J(w;) numerisch bekannt ist, kann
mit Hilfe der J(u)-Tabelle von Siacci das Argument w, bestimmt
werden (fiir J («) vgl. auch den Tabellenanhang). Um hieraus die

(3/1)

Geschwindigkeit v, = w, - am Ende des Teilbogens zu

berechnen, mufl y, oder, was dasselbe ist, 7, bekannt sein; in
der Gleichung

d1]=—3;—2-3:ang2-dz
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ersetzen wir % Tang z durch den konstanten Mittelwert

p= %- VTang z - Tang 2, ,

womit durch Integration dann sofort

Q77b) | pp—my =2 . YFangz - Tangz -Az

g

erhalten wird.*

Mit Hilfe der nunmehr entwickelten Formeln stellt sich der
Gang der Berechnung fiir einen Teilbogen folgendermaBen dar:
Die Werte 7y, w,, 2, am Anfang des Teilbogens sind bekannt, ent-
weder als Anfangsbedingungen der Flughahn oder als Endelemente
des vorhergehenden Teilbogens. Die Werte #,, w, am Ende des zu
berechnenden Teilbogens werden geschiitzt bzw. aus den voran-
gehenden Teilbégen extrapoliert. Sodann bildet man die Aus-
driicke 4 bzw. B am Anfang und am Ende des Teilbogens und
nimmt die geometrischen Mittel

4, = VZTI bzw. B, = VEO - B,

als konstante Mittelwerte auf dem betrachteten Teilbogen. Mit den
Formeln

wy = axg{J (10y) ) = arg {J (wg) + Ap-log S22 B Az)

Cofz,
(178) | M =1n— Do T, Viang 7 - Tangz - Az;
P
Am—m, B,=r¢c-R,

findet man verbesserte Endwerte w,, 7,, mit denen die Rechnung
wiederholt wird. Diesen Prozef wiederholt man so lange, bis wy, 1,
sich nicht mehr indern. Fiir die Rechnung ist es zweckmifig, die

* Der Wert von (7, — 7,) kann dariiber hinaus noch genauer bestimmt
werden, wenn man von der Reihenentwicklung (7, — 7,) Gebrauch
macht, wie es z. B. bei der ,,Methode G-H.M.** fiir ¢ geschieht (vgl.
Formel (180a), S. 167).

11*
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Funktionen 4 und B-e®'”, sowie ¢~ *'" vorher zu tabulieren, was
keine Schwierigkeiten macht. — Nachdem die endgiiltigen Werte
w,, Ny, 2; festliegen, bestimmen sich v, y;, ¥, aus den Formeln

T _%")1
v = w,- —-—7(,’:‘); 1=———-l—°A ; 19,=2arctge"—g—.
T,

Auf diese Weise ergeben sich alle Werte », y auf der ganzen Flug-
bahn als Funktionen von z. Die Elemente z und ¢ findet man zum
Schluf durch eine numerische Quadratur (s. §19).

Beim Rechnen selbst wird zweckmiiBig ein festes Rechen-
schema benutzt, das etwa die Form des nachstehend gerechneten
Beispiels hat.

Beispiel. Es sei: c;}é,,: 2,436; f(w) aus der Kruppschen Tabelle;

A= 0,006 G‘:‘:C ; To=283° abs.; d,= 1,22kg/m?® v, = 850 m/s;
g, = 9,8047 m/s%; @ = 22°19' 50", d. h. z,= 0,40; ¢ =9,8m/s2. In
diesem Beispie] werde der erste Teilbogen mit Az = z; — 2, = — 0,08
berechnet.

Die genaue Integration dieser Bahn, die von Stanke(100) durchgefiihrt
wurde, liefert z; = 0,32; y, = 1414; w, = 605,9. Die Fehler unserer
Integrationsmethode sind also verhiltnismafBig gering. Sie wiiren noch
herabzudriicken durch Verkleinerung der Teilbogen; gerade in unse-
rem Beispiel haben wir den ersten Teilbogen im Verhaltnis zur Anfangs-
geschwindigkeit sebr groB gewihlt (die Geschwindigkeitsabnahme be-
tragt auf diesem Teilbogen iiber 250 m/s!).

2. Eine in Frankreich vorzugsweise angewandte Teilbogen-
methode besteht darin, auf jedem Teilbogen mit einem konstanten
Mittelwert der Luftwiderstandsverzégerung zu rechnen. Dies ist
die sog. ,,Methode G.H.M.« (Garnier-Haag-Marcus'®), die
wihrend des Weltkrieges entstand. Wir schreiben die Hodo-

graphengleichung in der Form

div-cosd) _  dé
v-c0s® ¢ Gosd

=g-dz; z=lntg(%+%).

Dabei ist, wenn konstante Temperatur und mit der Hohe verinder-
liche Luftdichte gemédl der Everlingschen Verteilung angenommen

werden,

e=%-e‘“’-1‘(v)-
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Somit wird

| .?:cosﬂ -g—;—-—-p (n-o+m-sind),
(179) ,
wo n= J}((v)) —n-{—u

Die ganze Flugbahn wird in Einzelbogen aufgeteilt, deren Anfangs-
und Endneigung durch das konstante Intervall Az = 2z, — 2, ge-
geben sind. Ersetzen wir nun in (179) die Differentiale dp und dz
durch die endlichen Differenzen Ap und Az, so gilt niherungsweise

Ap = —py- (n-py+ my-sindy) - Az
und fiir den Mittelwert g, auf dem Teilbogen: g,, =1 (g, +,), d. h.

4
om =00+ 5.

Schlieflich wird nach Integration der Hodographengleichung

(2 42

vy -co8; 3 \¢ T2

(180) v, - o8, = @m-In By
tg( + 2)

Damit ist also, da &, durch Az festgelegt war, der Endwert », der
Geschwindigkeit bekannt. Aus den bekannten Differentialgleichun-
gen leitet man ohne Schwierigkeit fiir die librigen Elemente die
Néberungsgleichungen ab:

Az =— (v cos ) - (v, - costy) - 4y;

Ay =— (vy- cosBg) - (v - cosd,) - 4,3

At =— V(vy + cos ) - (vy - cosPy) « Az

(181)
Az=A(§ﬂ)=M;
g g
— A 12t _ tg?% —tg’d,
4y =4 _29)— 2g )

Die nunmehr erhaltenen Elemente lassen sich noch verbessern;
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entwickelt man namlich den Hodographen in eine Taylorreihe, so
folgt

In(v, - cos &) — In(v, « cos &)

d Az)2
=0 Az+(d:) (22) +(:i—;?£:) (4z )3-}- -Restglied,
d. h.
v-cosfy
vo-cosﬁlo =0+ 4z,

wo Qi:Qo“l'on Azt P (A2) +
somit
0i— (90 + AQ) ~ 8. (A2,
Andererseits ist nun fir den Hodographen
doe=er—e~ oAzt - (42) +
Niherungsweise ist bei Vernachlissigung hoherer Glieder
(180a) £ = %”-(Az)2=6g—Ag, d. h. also g,-:go-i—%-i—%

Nachdem man also zunichst g, und Ag, d. h. g,,, dann v, aus (180)
und schlieBlich %, aus (181) bestimmt hat, ergibt sich ein genaueres
g1; man kennt dann dpo =p;, —p, und damit & d.h. die an

In(v; « cos §,) anzubringende Korrektur (Az —) Ahnlich lassen

sich auch fiir Az, Ay, At solche Korrekturwerte berechnen, die
von ¢ und Az, bzw. z, und z, abhingen. Alle in diesem Verfahren
vorkommenden allgemeinen Ausdriicke sind tabuliert, so daB die
ganze Rechnung neben der Anwendung dieser Tabellen auf den
bloBen Gebrauch einer Logarithmentafel abgestellt ist. — Der
Leser wird leicht erkennen, daB das beschriebene Verfahren auch
auf den Fall veréinderlicher Temperatur ausgedehnt werden kann.

3. Eine in Amerika®32% entwickelte Methode geht von den
Bewegungsgleichungen (43; 44) aus, die wir fiir den Fall der
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soeben betrachteten Everlingschen Luftverteilung schreiben
konnen:
du
dit
(lsz)idw——— — R-w; R=cx.o— kv [V
T ; e

=—R-u; wo u=g=v-co8¥; w=y=w-snd;

Hierin kann R in eine Taylorreihe entwickelt werden:
R=R,+a,-t+ay-t2+--., wo al=(%),usw.
°
R, .
T+b-4¢0
In der ersten Berechnung werden alle a, = 0 gesetzt. Dann erhilt

man die Formeln (78) im § 6 b. Mit den Endelementen des Teil-
bogens in ¢, kann man somit R, und daraus

R, —R, 1 R,—R,
at

(Dafiir setzt man auch zuweilen R = At=1t,—1, )

. b= .
bzw T 7

~

a4 =~

bestimmen. Mit diesen verbesserten Koeffizienten R(f) wird die
Rechnung so lange wiederholt, bis keine Anderung der Endelemente
mehr erfolgt.

Man erkennt, daB die kleine Anderung da, = fstﬁ die Ver-

besserungen
u w z 2 Uy

nach sich zieht.

Nachdem auf diese Weise die ersten Teilbdgen berechnet sind,
kann man die einzelnen Elemente durch Extrapolation iiber die
hoheren Differenzen recht genau im voraus abschitzen. Die Be-
rechnung des Bogens dient dann zur Kontrolle und Verbesserung der
geschitzten Werte. Selbstverstindlich 148t sich auch das amerika-
nische Verfahren auf den Fall veranderlicher Temperatur ausdehnen.

4. Es gibt noch eine ganze Reihe weiterer Methoden, die fiir
die Teilbogenberechnung bekannt geworden sind. So lieflen sich
z. B. die Tabellen von Otto fir das quadratische Widerstands-
gesetz, ferner die Tafeln von Basforth fiir das kubische Wider-
standsgesetz usw. nutzbar machen. Wir konnen auf die in grofer
Anzahl vorhandenen Vorschlige nicht naher eingehen.
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§ 17. Zusammenfassende Ubersicht der Integrationsmethoden
fiir die ballistischen Bewegungsgleichungen

1. Mit v = e%, sin® = 7 lautet die Hodographengleichung
dr 1—12
du " T o)
Fiir jede Losung 7 = ¢(u) wird
c* 1—g¢?(u)
—fv)=po(u) = ———" — @(u).
g [ =e® (@) P(u)

— 1
Wird zur Abkiirzung A(u,T) = T—lq_——rm gesetzt, so ist die Hodo-

graphengleichung der partiellen Differentialgleichung
0z 0z
A7) ot 5y =0

gleichwertig; jede Losung z(u,z) stellt eine Flache dar, auf der jede
Flachenkurve 7 = ¢(u), die z = const. zur Folge hat, eine Losung der
Hodographengleichung ist. Alle Losungen z(u,7) der partiellen Diffe-
rentialgleichung, fiir die einer der Ausdriicke

n 22, {bz) 2 1n(2z_)'

P 8T ' ar ot /,

rational in 7 wird, fithren die Integration der Hodographengleichung auf
Quadraturen zuriick (Drach).

2. Die Potenzgesetze gestatten, den Hodographen in geschlossener

Form, die iibrigen Flugbahnelemente durch Quadraturen darzustellen.
Man erhilt

)
on = secn & i —grx= d(te9) T
®)] e (o—g\|®
1. g (C E")
8 .d(tgd d{tgd
—gy= tg (tgd) _2-; —gt—= (tg ) T
|” ek { = e
dabei ist: &p(8) = f—" ; C——— = En(p)-

Jeosm i’ N Cn (v COS@R)
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Besondere Bedeutung haben diese Formeln fiir n = 2 (Otto-Tabellen)
und n = 3 (Tafeln von Bashforth) erreicht. Weiterhin sind diese
Formeln fiirr die Zonenpotenzgesetze wichtig, die mit von Zone zu Zone
der Geschwindigkeit wechselnden Exponenten n [¢: f(v) = ¢+ m - vn]
benutzt werden. — Fiir n = 1 ergeben sich die geschlossenen Glei-
chungen des linearen Widerstandsgesetzes.

3. Bei Beriicksichtigung der Luftgewichtsabnahme mit der Hohe ist
die Zuriickfithrung der Integration auf Quadraturen im allgemeinen
nicht méglich. Die Losung ist durch Quadraturen darstellbar, wenn die
Widerstandsverzégerung die Form

6-e ¥ Y.y oder cge(1+k-y)-o?
annimmt, Im ersten Falle ergibt sich die lineare Differentialgleichung

d(e*?) . .
— = & Vo(k-vy-sing—c,—k-g-t)-}c,,
deren Integral sofort angegeben werden kann. Die iibrigen Elemente sind
dann ebenfalls durch Quadraturen darstellbar. — Im zweiten Falle er-
geben sich die linearen Differentialgleichungen

d& _ 2c,+k-sim9_ dv .
a5 =36 o SIS, S (100 — ),
wobei &=17.8ind; ns_lm,
k.29
dd

die nacheinander durch Quadraturen zu lésen sind.

4. Im Falle eines allgemeinen Widerstandsgesetzes von der Form
c*. f(v) mit konstanter Temperatur und konstantem Luftgewicht er-
halt man verhaltnismiBig einfache Losungen durch Integration ange-
niherter Differentialgleichungen. Es 1aBt sich eine verallgemeinerte
Hodographengleichung

d e (f)—
di E%‘“Fa-*- [‘Puf ) a]] ={y(®)-d¥; w=v-cosd
b A (B

angeben, die fiir 22=1 in die Hodographengleichung iibergeht. Die
Losung dieser verallgemeinerten Gleichung laft sich nach Potenzen von
A? entwickeln. Durch Verwendung nur weniger Glieder dieser Reihe und
geeignete Wahl der Konstanten ¢ und b ergeben sich angendherte
Losungen des Hodographen; z. B. die Lésung Siacci II: Es werden
die Abkiirzungen

v-cos?

c —_—
cos @

* ﬁ (8 = Ausgleichsfaktor); u =
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T = —2¢- [T D) = — 225
- iii — J(u)-u-du
Tt o Afw = — [

eingefithrt; die Losung lautet dann

g0 =tgp— 5oog (@) —J () =0 D) — Dl
c-x l A(u) — A(v,)

y==-tg9— 2 cos?e (D('u,) D(vo)—J(%) I;

=
€08

c’
[T () — T ()]

@

Die primaren Funktionen J(u) usw. sind von Siacci berechnet und
tabuliert worden. Darauf beruhen die fiir praktische Rechnungen ge-
eigneten Fasella-Tafeln. Fir 8 ist eine Tabelle mit den Eingéngen
X (SchuBweite) und ¢ (Erhohung) vorhanden. Auf andere Weise, durch
vorldufige Rechnung mit f = 1 und Verwendung der vorlaufigen Er-
gebnisse, ist die §-Bestimmung von Vallier durchgefiihrt; es gilt danach

6f(v0) | 5f(ug)| 1 6f(v) 1 |5f(vs)
vt

B ut cosztp vt cos"zp' vt +(1—0,00011-y,)

+

Charbonnier erhalt

B=

2 fir den aufsteigenden Ast und

ﬂ_

fiir den absteigenden Ast der Flugbahn.

In den allgemeinen Fall lassen sich auch die Formeln von Popoff
[£ = tg(n-®) oder &= sin(n+?)] und eine verschirfte Losung von
Charbonnier einordnen.

5. Cavalli hat gezeigt, daB bei Beriicksichtigung exponentiell ab-
nehmender Luftdichte (Everlingsche Formel) die angenaherte Haupt-
gleichung

TRt w4+ 8 2@ 1 g (55) =0
gilt, wo

_kecoslp  w.cosd
E=1tgd; J=— 2gj‘ j(u) # = PR u= osg
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172
6. Die Entwicklung der Losung in Potenzreihen von z ergibt
- 9.2 V9 s [ [ = ¥
y=z-t%89 2 \v,-cosg 3¢ % o \vg- cosq;)
' [c-Op-F(ve)\2  [C-Oy-f(v 4
P () et o
-_= .‘l;c-ﬁo-f(vot z Ly(c 8- f(vo))
vy - COB QP ! 29, vg-cosp ' 3 l'.,
1 ¢:"so'.f('*'o)) )’
— 5 (F2 T -0 f00 4 g-sing1 |- (2 + .

Fir y = 0 und Reihenumkehrung erhilt man fiir die SchuBweite:
4 ¢ 8- f(v) sintp—}-i-c.ao.f(vo-)

3 g 9 g
'Eiﬂzlp—i—"'}-

X = 1,2 -8in2p .

¢ 0y F(v 3 v .
|ttt L 2 B e by gy

a) Bricht man die Potenzreihe fiir ¥ nach dem 3. Gliede ab, entstehen
die Naherungsformeln von Piton-Bressant

g-z* .
y=x-tg¢—m-(l+K-x),

b2 Vif3KaF—1
" 90, cosg K ?

g-z
tg'ﬂ=tglp—ms—a&'(2+3K'l);

1
v.cos®=uvy-cosp-{(143K.-z) ? .

Fir die Mandungswaagerechte gelten die Formeln

Z—1 _ Xvac .

Tz ! tgw = tge - f1(2);

X —

Vg - COBW = ¥ - COS QP - f5(Z); TZ,DO cosg < J3(Z);

1
hZ)=2—27% f(Z)=3Z2—2) *;

3
Mo =2lez—2)* —1].z -1~

Die Funktionen f;(Z), fa(Z), f5(Z) werden zweckmiaBig tabuliert.
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b) Wird der Reihenrest der Potenzreihe fiir y als nur von z abhingig
betrachtet, entstehen die Formeln des ,,Aide-Mémoire*

_ cos?@s - tg @y | _ Yy  tgwg-coslps
y== (tgtp coslgp o tgd— z costyp *
V-co8Y = V4 - COSW, :::; H t=tz-%.(;%.

z

¢) Eine der Didion-Bernoullischen Naherungslésung fiir die

Potenzgesetze dhnliche Entwicklung entsteht durch die Forderung,
z-tgp—y '

daB die Potenzreihe fiir - 92 - cos®p| moglichst genau

g
iibereinstimmen soll mit dem Ausdruck

B = Ba-z) = SEEm =2

Die Losung lautet dann

A4+n—1 , (n—1).g-sing

p=92.— A=
A+n—2 ? Cn + o ’
a_—_c".(vo.cos(p)n‘g._A'_—I—_nTJ.; z2=a-x;
cos™ g
—atgp—~—2F __Bl); t=——ou .
y==-tgy 29,2 - cos? g B@; Vg - COSQ (=)s
—teg——L T . Jz); w- =Y 08¢,
tgd =tgo vt - costp J(z); v-cosd 7w
X
2 r—1
D=0 =1, g QD =1,
v (r—1)-2
52

Vo =14+297

7. Fithrt man das schiefwinklige Koordinatensystem (£, #) ein, so
lauten die Differentialgleichungen der Bewegung, wenn

E=ux.secp; n==x-tgp—y:
'§'=—c*-é-G(v); 7j =g —c* -7 - G(v);

1__i_’7_.z],

St |1
E+9 & +
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l—%‘ﬂ = gin? %—{— -E-) . Die Losung laBt sich nach Po-

tenzen von A entwickeln. Bricht man die Reihen nach dem 2. Gliede
ab, so ergeben sich die Interpolationsgleichungen

wo A= L4

§A, ) =&(t) +A- 5t n(d, 1) =no(t) +A- m(2).

Aus 2 genau berechneten Bahnen einer Schar lassen sich damit beliebige
Bahnen interpolieren. Der Interpolationsfehler wird

Ay =—(A—24) (A—2A) 0y, (p=& oder p),

wenn g, den Reihenrest bedeutet. Soll im Intervall (4, ,4,) interpoliert
werden, geht man zweckméafig von den Ausgangsbahnen (4,, 4,) aus, die
sich durch die Gleichungen

2—1 . V241, V241, 21
2y2 ' o2y U TP ayz T a2y2

Ay

)

bestimmen. Die Funktionen &, §,, ... sind vom Abgangswinkel unab-
hangig.

8.Das Teilbogenverfahren ermittelt die Lésung durch Annéherung
bestimmter Funktionen durch konstante Mittelwerte auf kleinen Teilen
der Bahn.

a) So kann die Funktion J (u) von Siaceci herangezogen werden, wenn

293_%.28_.,02

1 g

4=cas T (w)

; B=z2e-eg, ) e,

(=7

durch konstante Mittelwerte ersetzt werden. Dabei sind g, und f, (w) die

To:4Y  Dann gilt fir

von Siacci verwendeten Grofien und dy = To—A-y
o —

einen Teilbogen A4z = z; — zg:

Cofz,

w0y = arg (J (109)) = arg | J (1)) + App - JoB o "

— B, -Az};

W W
Ny =1 — ng ' - VZangz, - Tangz, - 42-
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*
b) Setzt man bogenweise ek, f(v) = p,, = const., so entstehen
die Formeln der Methode G.H.M.:

x B
v, - cosd te (T_*-?)
nl ——~=g9, - h———;
vy - c0s Ty e (2 fg)
& (4 +3
tg o
Az = —(vy-cosy) (v, -cosdy) -4 (?),

Ay = —(vy-cosdy) « (v, cosBy) - A (tg gﬁ) ;

At = —}(vg-cosdy) - (vy - cosdy) - 4 (tiﬂ)

An diesen einfach zu berechnenden Ausdriicken miissen noch gewisse
Korrekturen angebracht werden.

Kap.V. Graphische, numerische und mechanische

Losung der auBlenballistischen Gleichungen

§18. Graphische Methoden

Der im vorangehenden beschriebenen Teilbogenmethode ist im
grundsétzlichen Aufbau die graphische Integration der bal-
listischen Differentialgleichungen &hnlich. Es gibt eine Reihe von
Verfahren, von denen der eine Teil schnell zum Ziele fiihren soll,
also schon von vornherein mit verhéltnisméf8ig groben Néaherungen
behaftet ist, wihrend andere wiederum, mit entsprechend gréerem
Arbeitsaufwand natiirlich, sehr genaue Ergebnisse liefern. Alle
aber beruhen darauf, in den Reihenentwicklungen fiir die Elemente
der Flugbahn eine mehr oder weniger groBe Anzahl der Reihen-
glieder durch die zeichnerische Darstellung zu erfassen. Wir
wollen einige Methoden herausgreifen: Die eine gibt eine Néhe-
rungslésung des Problems (Verfahren von Vahlen(®); die andere
gestattet, durch aufeinanderfolgende Wiederholung des Verfahrens
und Verbesserung die Losung mit grofiter Genauigkeit zu erhal-
ten, wobei die Genauigkeit allerdings durch die Zeichenfehler
und die Zeichengenauigkeit begrenzt wird.
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a) Das Verfahren von Vahlen

Ein sehr einfaches Verfahren ist von Th. Vahlen!® entwickelt
worden. Die Flugbahn wird ohne Integration durch Aneinander-
reihung kleiner Tangentenstiicke konstruiert. Sei in Abb. 19 die
Strecke P, @, nach Grofie und
Richtung gleich der Geschwin-
digkeit v, in Py. Von ¢, aus
werde die Verzogerung durch
den Luftwiderstand bis R ab-
getragen; in R greift die Schwer-
kraft g an, die senkrecht nach
unten gerichtet ist und in Abb.
19 durch RS dargestellt ist.

Abb. 19. Flugbahnkonstruktion ~Dann ist PoS=wv, die Ge-

nach Vahlen schwindigkeit , des Geschosses

nach Ablauf der betreffenden

Sekunde. Die mittlere Geschwindigkeit in diesem Zeitintervall ist

gegeben durch Py Py, wo P, der Mittelpunkt der Verbindungs-

strecke S, ist. Trigt man nun in P, die Strecke P,S nach

GroBle und Richtung an, so 1Bt sich die Konstruktion wieder-

holen. Man zeigt leicht, daB diese Konstruktion die Taylorent-

wicklung intervallweise bis zum 2. Gliede annihert: Vektoriell
geschrieben hat man

(183a) Ar=i-At—|—%£-(At)2+---,

wo t die Komponenten (, y), t die Komponenten (v - cos®, v - sind)
und § die Komponenten [— ¢+ - f(v)- cos?, — g—c¢-8-f(v) - sind]
bhat usw. Weiter gilt

(183b) Adi=—(w+g)-At+---

wo tp und g die Vektoren der Verzdgerung durch den Luftwider-
stand bzw. der Schwerebeschleunigung bedeuten. Bricht man die
Reihe fiir 4 ¢ nach dem 2. Gliede ab, so folgt mit § - (A#)2 ~At - At:

dr =~ (i + 1 41) - At

Wendet man diese Vektorgleichungen auf die Konstruktion
(Abb.19) an, so ist fir At =1: t = PyQ,; t + A1t = P, 8, d. h.
also Py P, =t 4 1 A¢.
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b) Graphisches Integrationsverfahren
von Cranz und Rothe

Die Integration der ballistischen Differentialgleichungen kann,
wie Cranz® und Rothe!®® gezeigt haben, auf graphischem
Wege ausgefiihrt werden. Man mufl sich das Verfahren so vor-
stellen, daB zunidchst eine Niherungslésung graphisch ermittelt
wird, die durch Wiederholung der Konstruktion zu einer ver-
besserten Naherungslosung fithrt usw. Dieses Verfahren ergibt
theoretisch erst nach unendlich vielen Wiederholungen die genaue
Losung; praktisch dagegen ist sie meist schon nach wenigen
Schritten genau genug, wenn das Gebiet der ersten Niherung
nicht allzu grofl gewihlt wird. Bevor wir jedoch niher auf diese
Zusammenhinge eingehen, wollen wir das Verfahren schildern.

Wir verwenden die auflenballistischen Differentialgleichungen
(46), III. Form, und schreiben sie in der Gestalt

24

du dy
— = Tangz + F(y, u); —==——-Tangs;
(184) dz dz g

u Ta
wo F(y,u)=%-5(y)"’2 .K(e"- T(y))'

Die Anfangswerte fiir die Losung dieses Systems sind

zo=lntg(%+%), Uy =1Invy, 9yo=0.

In zwei Koordinatensystemen (2, u), (2, y) mit gemeinsamer z-
Achse kann man also zuniichst die Richtungen der Anfangstangen-
ten in den Punkten (z,, %,) und (2, y,), (Abb. 20), einzeichnen.

4
U y . 1 |p°

R B =%
! ]
l{Zz;U:)I | Z,;U.)} :
R
| : zﬁYv)} :

Qz:(zziyt):\a‘?g!\E
, | .
A 2 P2

Abb. 20. Graphische Losung der Bewegungsgleichungen
Athen, Ballistik 12
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Der Schnitt dieser beiden Geraden mit der Senkrechten durch z;
gibt die Néherungslosung in den Punkten (z, u,) bzw. (2, #);
setzt man also diese Werte in (184) ein, so ergeben sich die neuen
Tangentenrichtungen tga,; und tgp,; diese neuen Tangenten
tragen wir nun in den Halbierungspunkten der Anfangstangenten
zwischen den Senkrechten z, und 2z, an und erhalten mit z; die
Schnittpunkte P; und @;. Man erhilt durch Fortsetzung der
Konstruktion so zundchst eine Reihe von Punkten P, P,
Py, ... bzw. @y @), @, ..., die je ein kurzes Stiick der
1. Néherungslosung darstellen. Nachdem somit ein kurzer
Teil der Losung angendhert bekannt ist, liest man in den Punk-

ten Py, Py, Py, ..., @, Q) @ ... die Werte (2, u, y) ab,
trigt sie in (184) ein und kann somit die Kurven (z, ‘;—Z) bzw.
A

( 2, %) wiederum iiber gemeinsamer z-Achse zeichnen. Integriert
\

man diese graphisch, so entstehen verbesserte Losungen fir y
und «. Aus den Integralkurven, auf deren Gewinnung wir gleich

eingehen, liest man wiederum die Werte (v, y, z) ab, trigt sie

abermals in (184) ein und kann die verbesserten Kurven (z, "il_':) ,

(z, %) erneut zeichnen und graphisch integrieren; mit dieser aber-

mals verbesserten Losung wird das geschilderte Verfahren so oft
wiederholt, bis im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit keine
Anderung der Lésung mehr eintritt. — Wir haben nunmehr ein
kurzes Stuck der Losung ermittelt. Der Fortgang der Integration
vollzieht sich nun so, daB man die Integralkurve nach Augen-
mafl um ein Stiick verlingert und dieses als 1. Niherungslosung
fir das nunmehr zu bestimmende Stiick der Losung betrachtet.
Die beschriebenen Konstruktionen fithren dann auch hierfiir zur
genauen Loésung. So fihrt man fort, bis (y, 4, 2) in dem ge-
wiinschten Gebiet bestimmt sind. z und ¢ finden sich durch ein-
fache graphische Quadraturen der Differentialgleichungen

dz €% 1 dt_ e
dz g Gofz’ dz = g’

wo ja u als Funktion von z bereits bekannt ist. —
Wir betrachten nun noch die graphische Quadratur(33)(34)*; Be-

* Diese beiden Literaturangaben zur angewandten Mathematik sind eine
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. kanntlich ist das Integral einer Konstanten a gegeben durch die
Gerade
fa-dz=0a-2+0,

wo die Integrationskonstante b durch Vorgabe des Anfangs-
punktes A, bestimmt ist. Hat man nun eine beliebige Kurve
y = f(x) zu integrieren (Abb. 21), so ersetze man sie zunichst

Abb. 21. Graphische Quadratur

durch eine Treppenkurve, die teils unterhalb, teils oberhalb von
f(z) verlduft, aber so, dal} die in Abb. 21 gleichartig schraffierten
Flachenstiicke inhaltsgleich werden. Die Waagerechten dieser
Treppenkurve haben als Integral somit Geraden mit der durch
die Ordinaten vorgegebenen Neigung a,. Markiert man die Werte
dieser Ordinaten auf der y-Achse und verbindet sie mit einem
Punkt E, fiir den £ O = 1 ist, so haben diese Verbindungslinien die
Neigung a, der Integralgeraden (a,- = + b,). Diese kinnen also in
der aus Abb. 21 ersichtlichen Weise, im Anfangspunkt 4, be-
ginnend, gezeichnet werden. Durch Aneinanderreihung dieser Ge-
raden erhélt man ein Tangentenpolygon der Integralkurve, in das
diese leicht eingezeichnet werden kann.

Wir wollen uns nun noch ein Bild iiber die Konvergenz der auf-
einanderfolgenden Naherungen machen. Vorgelegt sei die Diffe-
rentialgleichung

dy _
qz (=, ).

Auswahl aus einer grofen Zahl von Werken auf diesem Gebiet; sie wur-
den angegeben, da sie in Zusammenstellungen die gebrauchlichen
Methoden der angewandten Mathematik enthalten.

12°
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Das Integral lautet also
x
y="yo+ [{(z,y)- dz.
Ty

Ersetzen wir unter dem Integral y in erster Néherung durch y,,
so entsteht die 2. Niherung

1= Y%+ Sf(x, Yo) - dz

usw., d. h. schlieBlich fiir einen beliebigen Index n:

z
Yn+1 =Y+ Sf(-’l?, Yn) - dz.
Zy
Folglich ist die Abweichung von der genauen Losung y gegeben
durch
Y—Ynr1= SU(Z’ 3/) _'f(ws T/n)] cdz.
Bezeichnen wir nun mit ¢, , ;, &, ... die Abweichungen
Y= Yn+1=8€nt15 Y— Yn=En;
und mit M das Maximum des Ausdruckes

f(xa ?/) _'f(xv yn)

Y—Yn
fiir alle (z, ¥, y,) im Intervall (z,, z), so ist nach dem Mittelwert-
satz der IntegralrechnungX1D

Ent1SM ey |z—3 | S MP b,y |2— 3 |
<...§M".l$_zoln.gl,

(185)

d. h. wahlt man das Integrationsintervall (z,, z) klein genug, so
wird M - |z — z4| < 1; fiir geniigend grofles n, d. h. fiir geniigend
oft wiederholte Integration wird also £, ., beliebig klein und
konvergiert fiir n — oo gegen die genaue Losung. — Dieselben Be-
trachtungen lassen sich sinngemiB auf Systeme von Differential-
gleichungen ausdehnen. — Man erkennt also, daBl das oben ge-
schilderte Verfahren die gewiinschte Losung mit beliebiger Ge-
nauigkeit ergibt, wenn man die Integration nur geniigend oft
wiederholt und die Teilintervalle der Lésungen nicht zu gro3 wihlt.
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§ 19. Numerische Integration
der ballistischen Differentialgleichungen

Das im Vorangehenden beschriebene Verfahren der schritt-
weisen Niherungen liBt sich auch numerisch bequem durch-
tithren, vor allem dann, wenn eine Rechenmaschine zur Verfiigung
steht. Bevor wir das entsprechende Verfahren schildern, zeigen
wir eine Methode auf, die nach einem Vorschlag von Veithen(s
aus dem numerischen Integrationsverfahren von Runge-Kuttat3¥
entwickelt wurde. :

a) Das Verfahren von Runge-Kutta
Ist das Gleichungssystem

186) () SL=Fewy () L =6ewy

vorgelegt, so ergeben sich bei einem Zuwachs % bei 2 fiir w bzw.
y die Zuwachse &k bzw. I:

(a) k= gk + 5 (ks + k) (b) l=%l1+';-(l2+l3)
+T!5‘k4’ +%l4,

wobei wobel

ky=F(z,w, y) - k; L =Gz, w, y)h;
asny| l=Fe+h, =G+ hwt ik,
wt Tk, y+ 1)k y+ah) b
ky=F(z+ $h l,=G@e+ +hw+t Sk,
w Lhy y+ L)k y+ 5h) - b

ky=F@e+h wthk,  L,=GCz+h wtk,

y+1)-h y+ly)-h

Durch diese Formeln wird die Taylorreihe bis zu Gliedern 4. Ord-
nung wiedergegeben; Niheres lese man in der einschldgigen Lite-
ratur nach 33/39), In den ballistischen Anwendungen kann man
irgendein beliebiges System der Differentialgleichungen [(43) bis
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- & 47)] heranziehen; als Beispiel nehmen wir
] i <H OO <H oC . . P .
E I REE%g| das beim Teilbogenverfahren in (§ 16¢) be-
£ |asaH . .
@ - = nutzte (174), dessen KErgebnisse auf diese
AN : 8
B |am~ = w. Weise nachgepriift werden kinnen.
SES
o p Beispiel. Daten wie in (§ 16 ¢), also vo= 850m/s;
k) )
2 (JE8E €
&N = — 2 = 0,40; 2z, = 0,32; = 2,436. Das Rechen-
SRe schema ist nebenstehend wiedergegeben. In den
o6 o6 o 1< obigen Gleichungen ist somit
i~ N D
-~ O3 N
o dN w' .
S LR G(z,w, n) = —— - Tangz;
~ S el 1= g
~ e
%E%% F(w,z,n) =
w: A c-6
MO w-Tan z.(]_._.__._) 0.7 4. f(w).
[F=l el o l=]
a0 W 0
i Ein Vergleich dieses Ergebnisses mit demjenigen
SEI8 aus (§ 16c) zeigt folgendes: Die Anndherung in
e | R y ist von gleicher Genauigkeitsordnung; dagegen
AN D0 wird w, wesentlich schiechter wiedergegeben, eine
Folge des zu groBen Intervalls Az. Jedenfalls
T IRIER erkennt man, daBl bei gréBeren Az-Schritten
S-S i) die Teilbogenmethode vorzuziehen ist. Die Be-
s |moBe rechnung von z und ¢ erfolgt sinngemaf. Wir
wollen die Berechnung hier nicht numerisch durch-
= 1 2ERR fiihren, sondern nur darauf hinweisen, dafl « und
® SRS ¢t reine Funktionen von z sind, da y und w als
© 2—2 g gi Funktionen von z auf Grund der vorhergehenden
- Integration bekannt sind. Man kommt also fiir
l& b=t~ & 1 diese Elemente mit den Formeln (a) der Gleichun-
-éim §§§% gen (186/187) aus.
;N SR
SosSS
— b) Das Verfahren
:" xR der wiederholten Integration
3358
R Fjgs Wir wollen nunmehr daran gehen, das im
Abschnitt (§ 18b) geschilderte graphische Ver-
2RR fahren als numerische Methode darzustel-
3 §§§ % len. — Zunichst ergibt sich fiir das Integral
der Differentialgleichung
SRR
SSSS y':f(a;,y)
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aus der integrierten Besselschen
InterpolationsformeldX) die
Beziehung

Tr+1

yv+1—?/u=jlf(x:?/)d$=
zl’

UB) . (futfors 1 A%, 44%s4
T2 12 2
I A difors
720 2 |

Hierin bedeuten: z,= zy4 v A;
y, ist der dazugehérige Wert der
Losung. Weiter ist f, = f(z,, 4,)
wihrend A2f, usw. die Differenzen
2. Ordnung usw. an der entspre-
chenden Stelle darstellen. Die Be-
deutung der Bezeichnungen geht
auch aus dem nebenstehenden
Differenzen- und Rechenschema
hervor,

Fir die Anwendung der Formel
(188) muB die Kenntnis der f,
d. h. der y, vorausgesetzt werden.
— Das ist aber zunéchst nicht der
Fall; wir kénnen jedoch die y,
durch Néherungswerte yil) erset-
zen, die wir in f(z, y) eintragen,
womit dann f, = f(xv, yil)) ent-
steht. Aus diesen Nidherungsfunk-
tionen ergeben sich die Differenzen
A, A%f,, ..., die, in Formel
(188) eingetragen, die zweiten Néihe-
rungswerte yiz’ ergeben. Wieder-

holt man mit diesen yf?) denselben

ProzeB, so konvergieren die weite-
ren Niherungen gegen die wahre
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Lésung, wie wir oben gezeigt haben. Fiir p=0 erhalten
wir den bekannten Anfangswert y, Die ersten Ndherungswerte

yil) werden zweckmiBig aus der Rekursionsformel

(189) vl =+ Ha yD)- R

gebildet, die aus der Taylorreihe durch Vernachlédssigung der héheren
Glieder entsteht. Nachdem die ersten y, genau bekannt sind, kann
man bei Fortfilhrung der Rechnung die weiteren y, iiber die
Differenzen 44, A3, A% A durch Extrapolation bestimmen, z. B.:
Es sei A4f, ~ Af,; dann wird A3f,, = A%}, 4 A3f,,; A2}, = A3/,,
+ A2fy; Aoy =A%, 4 Ay fo=AYs + f,. Bei der prak-
tischen Durchfiihrung der Rechnung wird man das Differenzen-
und Rechenschema mit Bleistift ausfiillen und die endgiiltigen
Werte erst dann mit Tinte eintragen, wenn das Ergebnis bei
Wiederholung der Rechnung nicht mehr geindert wird. Handelt
es sich um die Integration eines Systems von 2 Differentialglei-
chungen, wie es ja in der Ballistik der Fall ist, so muB} natiirlich
mit zwei getrennten Differenzenschemata gearbeitet werden, in
Analogie zum oben beschriebenen graphischen Verfahren von
Cranz und Rothe. Die Integrationsformeln usw. dndern sich da-
durch jedoch nicht.

An dieser Stelle sei auf einen neuartigen Losungsansatz hingewiesen,
den in allerletzter Zeit Bucerius(60) gegeben hat. Statt als Anfangswert-
problem formuliert er das auBenballistische Problem als Randwert-

aufgabe, bei dem Schufweite X und Flugzeit T vorgegeben werden. Das
fithrt auf Integralgleichungen fiir x(f) und y(f) von folgender Form

f() 'dtl;

't=t’

y(t) = _fG1<t, t')-[ J) g+, _,
(V]

wo G4(t,t’) die bekannte Greensche Funktion

1—-’T—) fir t< ¢
G (t, ') =

’ v - > ¢
!t (l T) fir t=¢
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ist. Die Lésung der vorstehenden Integralgleichungen erfolgt nach der
Methode der unendlich vielen Variablen mittels des Ansatzes

o o2
z(t) t . t t . t
%2——;— a,,-sm(v-n-—q—,—); gy.(qzz= E c,,-sm(v-n--q,—)
1 1

und der Bilinearrelation des Kernes

1

o . ( 8) . ( t’)
N Vsin|y-we—=| sin|y. -7 —
7 Gt 1) = ' ‘

T T

yi.

Auf Einzelheiten kénnen wir hier nicht eingehen; dazu lese man den
Originalaufsatz nach. — Eine praktische Verwertung dieses Gedankens
scheint allerdings bisher noch recht schwierig, einmal wegen des erheb-
lichen Rechenaufwandes, zum andern aber wegen der Tatsache, daB die
Anfangswerte erst aus den Losungen bestimmt werden konnen.

§ 20. Mechanische Integration
der ballistischen Bewegungsgleichungen

Im Laufe der Zeit ist eine Reihe von Apparaturen beschrieben
worden, die die Integrationen der ballistischen Differential-
gleichungen auf mechanischem Wege durchfiihren sollen. Soweit
es sich nur um die Hodographengleichung mit konstantem Luft-
gewicht und konstanter Temperatur handelt, konnen die Vor-
richtungen verhiltnismiBig einfach gehalten werden, wie Fil-
loux®, Pascal®” und Vahlen'# gezeigt haben. Schon die Be-
riicksichtigung auch der iibrigen Flugbahnelemente kompliziert die
Apparate (Perrin®, Jakob!®® u.a.). In neuerer Zeit sollen in
Deutschland, Belgien und Amerika ballistische Integraphen
entwickelt worden sein, die auch der Héhenverinderlichkeit der
Atmosphire Rechnung tragen; ein ballistischer Integraph, der das
Luftgewicht gemid der Everlingschen Formel beriicksichtigt,
ist von Fiisgen(®® beschrieben worden; iiber eine praktische Aus-
filhrung dieses Gerits ist nichts bekannt. Auf jeden Fall sind
solche fiir die moderne Ballistik geeigneten ,,Ballistographen‘ sehr
kompliziert, umfangreich und entsprechend kostspielig.

In neuester Zeit ist von O. M. Salih'¢% eine Priifung der wich-
tigsten Methoden der duBieren Ballistik zur Ermittlung der Geschof3-
bahnen hinsichtlich Genauigkeit und Zeitaufwand vorgenommen
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worden. Wir kénnen hier auf seine Ergebnisse nicht niher ein-
gehen. Diese ausfithrliche Arbeit kommt zu dem Schluf, da die
graphische Methode von Cranz und Rothe in jeder Bezichung die
vorteilhafteste sein soll. Neben dem Verfahren Runge-Kutta
ist ein numerisches Iterationsverfahren leider nicht untersucht
worden; die Praxis hat aber ergeben, da§ z. B. das in
(§ 19b) beschriebene Verfahren der wiederholten numerischen
Integration der graphischen Methode von Cranz und Rothe
beziiglich Arbeitsaufwand, wenn eine gute Rechenmaschine zur
Verfiigung steht, und beziiglich Genauigkeit durchaus gleich-
wertig sein dirfte*.

Kap. VI. Der Drall.
EinfluB} der Kreiselwirkung auf die Flughahn

§ 21. Allgemeine Gesichtspunkte

Bei der Berechnung der Flugbahn eines Geschosses haben wir
bisher stillschweigend von der Annahme Gebrauch gemacht, dafl
das Geschofl als Massenpunkt betrachtet werden kénne, in dem
Schwerkraft und Luftwiderstand angreifen. Bei den modernen
Langgeschossen der Artillerie stellt diese Annahme aber nur eine
Annidherung an die Wirklichkeit dar, die zwar fast immer aus-
reicht, bei theoretischen Untersuchungen jedoch nicht iibergangen
werden darf. Die Form dieser Langgeschosse hat, wie schon oben
angedeutet wurde, mehrere Griinde: einmal VergroBerung der
Masse und damit der Querschnittsbelastung, was nach obigem zur
Verminderung der Luftwiderstandsverzogerung fiihrt, zum anderen
aber die Moglichkeit zur Stabilisierung des Geschosses durch Ro-
tation um die Langsachse. Diese Rotation wird dem Gescho8 durch
die von links nach rechts im Geschiitzrohr verlaufenden Ziige ver-
mittelst des sich in diese Vertiefungen einpressenden kupfernen
Fithrungsbandes des Geschosses aufgezwungen. Sie bewirkt,
dall das Geschofl die Eigenschaften eines Kreisels annimmt und,

* Wahrend der Drucklegung dieses Buches erschien eine Schrift von
K. Stange(31), welche die ausfithrliche Darstellung eines Iterations-
verfahrens enthalt.
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wie unten noch niher auseinanderzusetzen sein wird, eine Pri-
zessions- und Nutationsbewegung um die Flugbahntangente aus-
fithrt. Dadurch fallen GeschoBachse und Flugbahntangente nicht
mehr zusammen; das GeschoB bietet der vorbeistreichenden Luft
nicht mehr seine Spitze dar, sondern es wird seitlich von ihr ge-
troffen. Durch diese Querstellung des Geschosses wird infolge der
VergroBerung der Angriffsfliche auch der Luftwiderstand ver-
groBert, zum anderen aber starke Einfliisse der Kreiselwirkungen
erst ausgelost.*

Die Querstellung des Geschosses wird bewirkt durch das Aus-
einanderfallen der Angriffspunkte von Schwerkraft und Luft”
widerstand: die Schwerkraft greift im Massenmittelpunkt des
Geschosses an, wihrend der Luftwiderstand in einem Zentrum
zwischen Schwerpunkt und GeschoBspitze einsetzt. Nach Ver-
suchen, die der deutsche Mathematiker Kummer®® 1876 durch-
fiihrte, liegt der Angriffspunkt des Luftwiderstandes auf der Liangs-
achse des Geschosses, aber um so niher zur GeschoBspitze hin,
je kleiner der ,,Anstellwinkel® a des Geschosses gegen die Flug-
bahntangente ist; in Abb. 22 sind diese
Verhiltnisse schematisch fiir verschiedene
Anstellwinkel dargestellt. Der auBerhalb
des Geschofschwerpunktes angreifende
Luftwiderstand verursacht ein Dreh-
moment um den Schwerpunkt, welches
das GeschoB um eine zur Léngsachse
senkrechte Querachse nach hinten zu kip-
pen bestrebt ist. Die Lingsachse des Ge-
schosses, die wegen der Rotation des Ge-
schosses in diesem Falle die Figurenachse
eines symmetrischen Kreisels darstellt,
weicht aber dem Drehmoment senkrecht
im Sinne der GeschoBrotation aus: das
Geschof3 fiihrt eine Prizessionsbewe-
gung aus. Dieser iiberlagert sich noch
die aus der Kreisellehre bekannte schnel- .
lere Nutationsbewegung der Geschol3- Agléfg{lfévniﬁ;f::ﬂl;;te
achse um die Impulsachse. nach Kummer

* Waihrend der Drucklegung dieses Buches verdffentlichte Th.
Schunck(98a) eine sehr ausfiihrliche Zusammenfassung aller bekannten
Arbeiten zum Problem des rotierenden Langgeschosses.
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Durch geeignete Wahl der GeschoBform und des GeschoB-
gewichts miissen nun die Kreiselwirkungen so auf den Flugbahn-
verlauf abgestimmt werden, daB einerseits die Nutationswirkungen
moglichst ausgeschaltet werden, um ein ,,Flattern® des Ge-
schosses zu verhindern, d. h. um die ,,Stabilitat“ der Ge-
schoBrotation zu gewihrleisten; zum anderen muf} die Prizessions-
wirkung dazu ausgenutzt werden, daB die GeschoBachse stets
moglichst nahe in die Flugbahntangente gezwungen wird, um
»Folgsamkeit” des Geschosses zu erreichen, damit es mit der
.Spitze im Ziel auftrifft.

§ 22. Folgsamkeit und Stabilitit

Die Ausfithrungen dieses Abschnitts sollen nunmehr in Anleh-
nung an die Darstellung von Hinert® ein qualitatives Bild
der Verhiltnisse beim rotierenden Geschofl geben, um eine passende
Abgrenzung bei der mathematischen Be-
handlung des Problems zu erméglichen. —
In Abb. 23 ist die Meridianebene eines Ge-
schosses herausgezeichnet, in der die Ge-
schoBachse und die Richtung des unter dem
Winkel a im Punkt P der Achse angreifen-
den Luftwiderstandes W liegen; diese Ebene
fithrt daher auch den Namen Wider-
standsebene. Auf dieser Ebene steht der

Vektor Ef des durch den Luftwiderstand
verursachten Drehmoments senkrecht*, in
Abb. 23 nach vorn gerichtet. Mit der Ge-
schoBachse gleichgerichtet sind anfangs die

Vektoren & und é der Rotationswinkel-
geschwindigkeit bzw. des Drehimpulses

->
Abb. 23. Verlagerun ®=C-&, wo C das Triigheitsmoment um
der K}eis‘ialajlcghsen & die Lingsachse des Geschosses ist. Das
beim Geschof rotierende Geschofl verhilt sich dem Dreh-

* In den Entwicklungen zur Theorie des Dralls sollen die mit einem
dariibergesetzten Pfeil versehenen Elemente Vektoren darstellen, deren

Skalare ohne Pfeil geschrieben werden; z. B. JI? = Vektor des Dreh-
moments, M = skalare Gré8e von ﬁ
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moment M gegeniiber wie ein Kreisel: seine Impulsachse, die
zu Beginn mit GeschoBachse und Drehachse zusammenfillt,

weicht senkrecht zu M und C-& im Sinne der Rechtsrotation
aus. Wirkt das Drehmoment, das zunichst als konstant ange-
nommen werde, withrend der kurzen Zeit Af, so ist nach dem
Flichensatz die Anderung des Drehimpulses gegeben durch

-> -
A0 =M - At.
Diese Komponente steht senkrecht auf der Kreiselachse und ist

parallel M. Dieser Vorgang wiederholt sich in jedem Zeitabschnitt
At, so daB der Impulsvektor einen Kegel mit dem halben Offnungs-
winkel a beschreibt, dessen Spitze im Schwerpunkt S des Ge-

schosses liegt; dabei bewegt sich also die Spitze des Vektors 6 mit
der Bahngeschwindigkeit Ad—? = M auf einem Kreise, dessen

Radius gleich ® - sina = C - w - sin a ist. Die Winkelgeschwindig-
keit u dieser sog. ,,Prizessionsbewegung® ist mithin gegeben

durch
(190) =

M= C o sina’
wihrend der Winkel zwischen zwei benachbarten Lagen der
Drehimpulsachse bestimmt wird aus der Beziehung

(191a) ay=22=2 4.

Bezeichnen wir nun noch mit 4 das Tridgheitsmoment um eine
zur Lingsachse des Geschosses senkrechte Achse in S, so ist
wiederum nach dem Fléchensatz

M-At=4-43

und somit der Winkel zwischen zwei benachbarten Lagen der
Drehachse

do M
Man erkennt nunmehr, daB nach Ablauf eines Zeitelementes A¢
die GeschoBachse, Impulsachse und Drehachse nicht mehr
zusammenfallen, da Ay und Ay wegen C 3= 4 verschieden sind.



190 Kap. VI. Der Drall. Einflu der Kreiselwirkung auf die Flugbahn

Wir nehmen nun voriibergehend an, daBl die Einwirkung des
Luftwiderstandes und damit des Drehmomentes M nach Ablauf
der Zeit At aufhére; dann behilt die Impulsachse ihre neue Rich-
tung bei, wihrend die GeschoBachse und die Drehachse um die
Impulsachse eine Bewegung ausfijhren, die wir folgendermaBen
beschreiben kénnen: Mit dem Geschofl
ist ein spitzer Kegel mit dem halben
Offnungswinkel Ay verbunden, des-
sen Achse mit der GeschoBachse zu-
sammenfillt und dessen Spitze im
Schwerpunkt des Geschosses liegt.
Dieser Kegel rollt auf einem anderen
spitzen Kegel, der mit der Spitze im
GeschoBschwerpunkt festliegt und den

s~ halben Offnungswinkel (4y —Ayp)
Abb. 24. Bestimmune der hat, wihrend seine Achse mit der
Nuta:tionsbewegurlgg neuen Impulsrichtung zusammenfalls.

Im Abstande 1 vom Schwerpunkt S
(Abb. 24) rollen also die beiden Kreise K; und K, mit den
Radien Ay baw. (dy — Ay) aufeinander ab. Wihrend der Zeit
At moge auf K, der Bogen (4y, - Ay) auf dem gleichgroBen Bogen
Ay, (A x—Ay) des Kreises K, abrollen; es gilt also

(192) Ay, - Ay =Ay, - (dy—Ay).

Andererseits dreht sich aber in der gleichen Zeit K, um den Winkel
(Ay, + Ay,), d. h. mit der Winkelgeschwindigkeit (—7'—_*”17’
diese muf gleich der Rotationsgeschwindigkeit w sein, d. h

=A71 +A72'

(192a) w e

Durch Verbindung der Gleichungen (191a), (191b), (192) und
(192a) erhdlt man also fiir die Winkelgeschwindigkeit » = %}% der

Rotation der Drehachse und damit der GeschoBachse um die
Impulsachse:

(193) y—=w- -3 _C

Diese Bewegung der GeschoBachse um die Impulsachse heiit
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Nutation; sie erfolgt wesentlich schneller als die Pridzession und
ist vom Drehmoment unabhingig. —

Wir kehren nunmehr zu dem Falle zurtick, da M wihrend jedes
Zeitelements At wirkt und daB somit die Priizession der Impuls-
achse aufrechterhalten wird; dieser wird noch die Nutations-
bewegung iiberlagert. — Das GeschoB wird nur dann als genii-
gend stabil* bezeichnet werden kénnen, wenn die Einfliisse der
Nutation fir jede kurzzeitige Lage der Impulsachse im Mittel
von gleicher Grofe werden; das ist der Fall, wenn die Nutations-
bewegung sehr viel schneller abliuft als die Prizessionsbewegung.
Denn dann erfolgen fiir jede Lage der Prizessionsachse noch
mehrere Nutationsumdrehungen. Entsprechend bezeichnet man
als ,,Stabilititsfaktorss den Ausdruck

(C-wp
(194) 4= 2L = 08

» 4. M

sina

Nur wenn ¢ geniigend grof} ist, werden unzulissig starke Nuta-
tionsamplituden vermieden.

Wir miissen nun den Begriff der Folgsamkeit etwas niher er-
lautern. Nach den obigen Bemerkungen soll erreicht werden, da8
die GeschoBachse der Flugbahntangente stets méglichst nahe
bleibt, d. h. daf sie ihr derart folgt, daB die GeschoBachse dauernd
moglichst genau in die Tangentenrichtung fillt. Nur wenn die
Priizessionsbewegung sehr viel schneller verliuft als die Drehung
der Flugbahntangente entlang der Flugbahn, kann die GeschoS-
achse der Tangente folgen. Im umgekehrten Falle wird die Ge-
schoBachse fast stets einen groBen Winkel mit der Tangente
bilden; fiir einen seitlichen Beobachter wird die GeschoBachse
nahezu sich selbst parallel bleibend erscheinen. — Die Priizes-
sionsgeschwindigkeit ist 4 [vgl. (190)]; die Winkelgeschwindigkeit

der Tangentendrehung ist ‘Z—f [vgl. (452a)]. Somit kann ein Ge-
schof} als folgsam bezeichnet werden, wenn der Folgsamkeitstaktor

; dé M v
(195) I=tgqz = sina C-w-g-cosd"

geniigend groB ist. Da ¢ am kleinsten im Abgangspunkt der

* Wir machen darauf aufmerksam, daB8 die hier gebrachten Ableitungen
von ,,Stabilitdt* und ,,Folgsamkeit* nicht streng im Sinne der Kreisel-
theorie sind, sondern mehr als Plausibilititserklirungen aufzufassen sind.
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Flugbahn, f/ am kleinsten ungefihr im Gipfelpunkt ist, definiert
man diese beiden Grofen zweckmiBig fiir diese Punkte:

(C-w)-g f_hec-0(ys) fvg) v - P

(1952) G°=4-A'h-c*-f(vo)-P; ls = C-w-.g?

Hierin ist & der Abstand des Angriffpunktes des Luftwiderstandes
vom Schwerpunkt des Geschosses; fiir kleine Winkel a kann also

M="~r-cd(y)-f(v)sina- § gesetzt werden. SchlieBlich be-

merkt man noch, da8 o, und f, sich durch Variation von C, w, b, 4
im umgekehrten Sinne dndern. Infolgedessen wird man in der
Praxis stets einen Kompromill zu schlieBen haben, aber so, daB
o, und f, gleichzeitig geniigend groB bleiben.*

Wir machen zum SchluB noch darauf aufmerksam, dafl die Ge-
schoBachse sich wegen des Rechtsdralls im wesentlichen auf der
rechten Seite der Flugbahnebene aufhilt. Somit mulf also beim
Fluge durch die widerstehende Luft ein Seitenabtrieb nach
rechts erfolgen.**

§ 23. Die Bewegungsgleichungen unter dem Einflu des Dralls

Die in den Formeln (43) bis (47) gegebenen Differentialgleichun-
gen der Bewegung miissen bei Beriicksichtigung des Dralls eine
Verdnderung erfahren, die sich aus folgenden Uberlegungen er-
gibt: Die in den Widerstandstabellen niedergelegten Werte fiir
f(v) bzw. K(v) gelten strenggenommen nur unter der Voraus-
setzung, daB das fliegende Gescholl von der entgegenstrémenden
Luft genau von vorne getroffen wird. Bei der Drallbewegung tritt
nun aber ein ,,Anstellwinkel” a der GeschoBachse gegen die
Flugbahntangente auf, so dal die dem Luftstrom dargebotene
GeschoBfliche und damit der Widerstand vergrofert wird. Weiter-
hin tritt eine seitlich nach auflen gerichtete Komponente auf, die
das Geschol nach der Seite abtreibt. Schlie8lich wird durch die
Schrigstellung des Geschosses ein Drehmoment um eine Quer-

* Cranz(l) halt g, =1 fiir ausreichend, um einen guten Geschofflug
zu gewahrleisten. Vgl. zu dieser Frage auch besonders die Arbeit von
Schunck(96a),

** Nur bei Steilbahnen kann unter der Wirkung des Magnuseffekts auch
Linksabweichung eintreten, wenn das Geschofl einwandfrei stabilisiert ist.
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achse des Geschosses hervorgerufen. Nach einem Vorschlag von
Cranz® kann man fiir diese 3 Krifte folgenden Niherungs-
ansatz machen:

(196) W,—= Wy L+ A); Wo=Wody M=Wy-h-dp,

Dabei ist W, die in die Richtung der Flugbahntangente fallende
und der Flugrichtung entgegengesetzte Komponente des Luft-
widerstandes (s. Abb. 26); W, ist die seitliche Komponente, die in
der Widerstandsebene senkrecht auf W, steht und auBerhalb des
Anstellwinkels so gerichtet ist, dafl die positive Tangentenrichtung
durch eine Rechtsdrehung nacheinander in die Impulsachse und
die positive Richtung von W, iibergeht. M ist das Drehmoment,
das senkrecht auf der Widerstandsebene steht, wihrend A den "
mittleren Abstand des GeschoBschwerpunktes vom Angriffspunks
des Luftwiderstandes bezeichnet. 4;, 4, und 4,, sind Funktionen
des Anstellwinkels a, die in erster Niherung als von der Geschwin-
digkeit unabhingig betrachtet werden konnen (Abb. 25). W, ist

Ay Ag,
w] N E
A
10-
6_ d
Am
2-
0 . . . : . . . — K

oo 200 400 wo 800

Abb. 25. Faktoren fiir die Komponenten des Luftwiderstandes
(nach Cranz)

schlieBlich der Luftwiderstand des Geschosses fiir ¢ = 0, d. h. der
in den Widerstandstabellen niedergelegte Wert. Fiir kleine Werte
von a kann man niherungsweise

A=0; A, =sina; A,=-sina

ansetzen.
Athen, Ballistik 13
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Die Gestalt der Flugbahn wird bei Querstellung des Geschosses
noch durch den Einflul der Magnuskraft verindert; diese steht
senkrecht auf der Widerstandsebene und ist M entgegengesetzt
gerichtet. Nach P. G. Tait ist der Betrag der Magnuskraft ge-
geben durch
(197) K=2-6(y)-v-sina-w,

3

wo O(y) das Luftgewicht in der Héhe y, a den Anstellwinkel des
Geschosses, w die Winkelgeschwindigkeit der Rotation und X eine
von der Oberflichenform des Geschosses abhiingige Konstante
bedeutet.

Die Einfliisse des Poissoneffekts und der seitlichen Rei-
bungen, die die Rotationsgeschwindigkeit des Geschosses ver-
mindern und weitere Drehmomente verursachen, wollen wir im
folgenden als geringfiigig vernachlissigen. Weiterhin wollen wir
annehmen, daf§ Stabilititsfaktor o, und Folgsamkeitsfaktor f; den
oben angegebenen Bedingungen entsprechen, so dal die Geschof-
achse im wesentlichen mit der Achse des Drehimpulses @ zu-
sammenfillt. Bei der Entwicklung der Formeln bezeichnen wir
wieder einen Vektor durch einen iiber seinen Skalar gesetzten
Pieil.

In Abb. 26 sei der Mittelpunkt der Kreise der Schwerpunkt S
des Geschosses, & die Richtung der Flugbahntangente, n die
Richtung der Flugbahnbinormalen senkrecht zur SchuBlebene und
waagerecht nach rechts und ¢ die abwirts fallende Hauptnor-
male der Flugbahn. a ist der Winkel zwischen Flugbahntangente

und GeschoBachse, in deren Richtung der Drehimpuls 6_)) fallt.
 ist der Winkel zwischen der negativen (-Achse und der Rich-

- . X - = — —» -+ -
tung von W,. Die Richtungen von W,, W, M, Kund @=C.w
gehen aus der Abb. 26 hervor. Man liest unschwer die Kompo-
nenten dieser Groflen in bezug auf die Achsen (&, , £) aus der Ab-
bildung ab; sie sind im nachstehenden Schema eingetragen. —

W, W, M K )

(198) |&|-W, 0 0 0 -+ O.cosa
n| 0|+ W,-siny| M-.cosy|—K.cosyp| 4O sina-siny
¢

0 {—Wg-cosyp| M-siny | —K-.siny| —©@.sina.cosy
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W,, W, und K gehen in die Translationsgleichungen der Geschof3-
bewegung ein. Somit ist bei Einfithrung eines im GeschoB3-
schwerpunkt liegenden, zum bisher benutzten Koordinatensystem

Abb. 26. Kraftespiel beim rotierenden Geschol3

(z, y, z) parallelen Systems und Benutzung der gewohnten Be-
zeichnungen

g=£&.cos¥ + -sind; y=£&-sind— L-cosd; Z=n;
folglich gilt mit Beriicksichtigung des obigen Schemas das fol-

gende System von Bewegungsgleichungen
13+
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Tr=

—% «[— Wy cosd — W,-cosyp-sind — K - siny - sin-97];
199) | 9=

%- [—W, sind 4 W cosyp-cosd + K - siny - cosd#]— g;

Z= —% [W,-sinyp— K - cosyp]

(P = Geschollgewicht)

Zu diesen Translationsgleichungen kommen noch die Rotations-
gleichungen fiir den Drall. Diese leiten sich folgendermaBien ab:
Das Bezugssystem (£, #, {) fithrt eine Drehbewegung um die #-
Achse mit der Winkelgeschwindigkeit fid—? aus, wihrend das Ge-
schoB in bezug auf dieses System seine Drallbewegung vollzieht.
Fiir solche Relativbewegungen gilt bekanntlich die Eulersche
Gleichung in Vektorform

dz; -—> > —
(200) -7 H[Q-0]=M,
-> — -—
in der @ und M die angegebene Bedeutung haben, wihrend £ der
Rotationsvektor des Systems (&, #, {) ist. Seine Komponenten in
beaug auf £, 7, ¢ sind baw. (0, § = — L2022 0). Mit Hilfe

des obigen Komponentenschemas hat man also die 3 Gleichungen

der Drallbewegung, wenn (_9) die Komponenten &, @,, @Z hat:

@‘5:‘-'—‘1.?'(")1 Xz—ﬂ'z

. ] o

6, =+ M- cosp oder Y=—_" .
(201) @-smaM

@Z=+19-@5+M-smtp Z:ﬁ.X.{_@.Sma.

Anfangsbedingungen: £t =0:X=1; Y=Z=0
wenn die Hilfskoordinaten

(201a) X=cosa; Y=sina-siny; Z=—sinag-cosy
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eingefithrt werden, welche somit die Koordinaten einer Kugel
um 8 mit dem Radius 1 darstellen. Fithrt man 4 bzw. 7 = S/ -dd
(f = Folgsamkeitsfaktor) als unabhiingige Verinderliche in (201)
ein, so ergeben sich die Gleichungen

dX

Z o

d¥Y
2 =%

az _ X _
7

dr

Z
/

[
Il

(202) {-z bzw.

17

SR

X—f.Y

Anfangsbedingungen: O=v X=1 Y=Z=0.
bzw. T =1,

Damit ist die Lésung des auBenballistischen Problems bei Drall-
bewegung des Geschosses gegeben. Dabei mufl das System (199)
simultan mit einem der Systeme (201) oder (202) integriert werden.
Die Wahl der angegebenen Anfangsbedingungen der Systeme (201)
und (202) setzt voraus, dafl das Geschofl ohne seitlichen Stof} das
Rohr genau zentriert verlidBt; bei neuen Rohren dirfte das im
allgemeinen der Fall sein.

§ 24. Die Integration der Bewegungsgleichungen
bei GeschoBdrall

Die Integration des aus 6 Differentialgleichungen bestehenden
Systems wird am zweckméBigsten in mehreren gesonderten
Schritten ausgefithrt. Dabei fithrt die Methode der wiederholten
Integration am ehesten zum Ziel. Ohne auf Einzelheiten einzu-
gehen, wollen wir den Gang dieses Verfahrens kurz andeuten,
dessen eingehende Betrachtung wir Popoff92 verdanken.

Die erste Anniherung an die wirklichen Verhiltnisse erhilt man,
wenn in (199) @ = const =0, d. h. W, = W, und die Glieder mit
K und W, gleich Null gesetzt werden. Man erhélt dann die ebene
Flugbahnkurve (z, y), von der alle Elemente in Funktion von ¢
bzw. & bekannt sind. Mit diesen Werten geht man in eines der
Systeme (201) oder (202) ein, die nach Ausfiihrung der Integra-
tionen a und ¢ liefern. Mit diesen vorldufigen Werten kann man
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vorlaufige Werte fiir Wy, W, und K bestimmen, worauf die noch-
malige Integration von (199) verbesserte Werte fiir z, y, z usw.
ergibt. Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert die Lésung mit
ausreichender Genauigkeit.

Wir wollen nun die Bestimmung von a und 9 noch niher be-
trachten. Um das System (X, Y, Z) zu erhalten, formen wir (202)
noch ein wenig um. Da es sich um folgsame Geschosse handeln
soll, muB f geniigend grof sein, d. h. viel gréBer als 1. Wir schreiben

M.y . Wo-v h(a) -, {(a)

1= o sma goosd — Crmgosd —sna = 90 =
und

Q) - dd =dy.
Folglich geht (202) iiber in
@3) T=—gi Texd P-foxv.
Nunmehr 1a8t sich @ zerlegen in die Summe 6%}/- =m-+ q(y),

wo m einen konstanten Mittelwert von — bedeutet. In dhnlicher

Weise erhidlt man, da X = cosa ist: x(a) = S(X) = n 4 s(X);
hierbei ist # ein konstanter Mittelwert von x(a) = S(X). Nun-
mehr schreiben wir (202) unter Einfihrung einer Konstanten &
in der verallgemeinerten Form

d

—=—(m4e-q)-Z W=(n+e-s)-Z;
(

iz

F =m-+e-q)- X—(n+e-s5)-Y.
Fiir e = 1 erhilt man wieder das ballistische Problem. — Man er-
kennt, da} die rechten Seiten dieser Gleichungen sich nach Poten-
zen von ¢ ordnen lassen. Infolgedessen lassen sich auch die Losungen
X, Y, Z nach Potenzen von &(e <; 1) entwickeln. Wir machen

daher den Ansatz
X=X,4+e- X+ X,+:-+
Y=Y, +e- Y +&* Yytro; Z=2Zy+6-Z,+ €% Zy+---

Entwickelt man also in (204) die rechten Seiten nach Potenzen

(205)
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von ¢, filhrt den Ansatz (205) ein und vergleicht die Ausdriicke
gleicher Potenzen von ¢, so erhidlt man die Systeme:

Xy=—m-2Z,; X' =—q-Zy—m-Zy
0 0 1 q- 4Ly 1

(206) Y/ =n-Z,; Y/=s5-Zy+n-Z;
Zf=m-Xo—n-Yo; Z/ =q-Xg—s- Yo+ m-X;—n- ¥y
usw.

mit den Anfangsbedingungen: X,(0)=1;
Yy (0) = Zo(0) = X,(0) = Y,(0) =%,(0) =0, usw.
(Striche bedeuten die Ableitungen nach y).
Die Integration dieser Systeme macht keine Schwierigkeiten.

Differenziert man namlich die letzte Gleichung des ersten Systems
nach y und setzt die Werte fiir X" und Y ein, so folgt

Z)" 4 (n® + m?) - Z;=0.
Das Integral dieser Gleichung lautetX), da Z;(0)=0 und
Zy (0) = m:

Zy= —" .sin(y-Vm® + n?).
T Vymirw (p- Ym? %)
Diese Werte werden in die Gleichungen fiir X’ und Y, eingesetzt;
man erhélt schlieBlich

Xo=—— I + -cos(y - Ym?+ nz)]

m'+n’

m-n

(207) Y, = P e 1—cos (y - Ym2+ n?)];

%= G I )

In dhnlicher Weise erhélt man die Integrale des zweiten Systems.
Mit demselben Verfahren wie oben folgt zunichst

Zy" A (m? A n?) - Zy = y(y),
wo zur Abkiirzung
p)=—2[g-m+s-n]-Zy+ ¢ - Xo—s"- ¥,
gesetzt wurde.
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Das Integral dieser Gleichung entsteht durch Variation der Kon-
stanten des allgemeinen Integrals der homogenen Gleichung!X). Im
iibrigen erhdlt man die Losungen X, und Y; wie oben. Das Er-
gebnis fiir Z, lautet z. B.:

Z, = sin(Ym* 4 n.y).

dy

C..

! jsin”(ym"—i—n’x -9)

-}—f _d"_ ) fsin(Vm2+n2-‘y)-w(y)dy—}—Cﬂ_ ,

sin?{(jm? - n¥ .y

(208)
wo die Konstanten C; und C, aus den Anfangsbedingungen

Z,(0)=0; Z;(0)=g(0)

zu bestimmen sind.

Die endgiiltige Losung des Problems lautet also angenihert
X=X+ X3 Y=Y+ Y Z=2Z,+ Z,.

Zum Studium des Ablaufs der Drallbewegung betrachten wir das
Losungssystem (X, Y,, Z;). Der Charakter der genauen Lésung
wird den erbaltenen Ergebnissen im wesentlichen entsprechen,
da ja X,, Y, Z, nach dem vorangehenden nur als Korrektur-
glieder gelten sollen.

Die Spitze des Einheitsvektors des Impulses mit den Kompo-
nenten (X,, Y,, Z;) bewegt sich auf der Kugel

X2+ Y24+ 2.2=
Andererseits folgt aber aus den ersten beiden Gleichungen (206):
neXy +m-Y/ =0, d h. nach Integration die Ebenengleichung
neXo+m-Y,=n.

Diese beiden Flichen ergeben als Schnitt den Ort der Spitze des
Impuls-Einheitsvektors, ndmlich einen im Raum auf der (X,, ¥)-

Ebene senkrecht stehenden Kreis mit dem Radius p = ——

JmE - nd :
Da andererseits aber das Dreikant (X,, Y, Z,) sich auf der
Flugbahn bewegt und eine Drehung um die Y-Achse mit der
Winkelgeschwindigkeit %:2 ausfiihrt, beschreibt die Geschofspitze

auf der Oberfliche einer mit dem GeschoBschwerpunkt fest ver-
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bundenen Kugel, deren Mittelpunkt im Schwerpunkt liegt, eine
sphirische Zykloide. Weiterhin erkennt man aus (207) mit
der Gleichung fiir Y,, daB die GeschoBachse zur SchuBebene
eine mittlere Schrégstellung nach rechts einnimmt; der
mittlere Schrigstellungswinkel X' ergibt sich zu

m-.n
m? + n?

tgl=

Durch die Schrigstellung tritt, wie schon oben erwihnt, eine
Abtrift des Geschosses nach rechts ein; diese Rechtsabweichung
kann beim SchieBen mit Drallgeschossen stets beobachtet werden.
Die Umlauffrequenz der GeschoBspitze, d. h. die Zeit zur Voll-
endung eines Kreises im (X,, Y,, Z,)-System betrigt nach (207)

2n

Schlieflich zeigt die letzte der Differentialgleichungen (199), dafl
Rechtsabweichung oder Linksabweichung des Geschosses eintritt,
je nachdem

Yy =

§dt§W,-siny-dt = [d¢ (K - cosy - dt.

Nur bei steilen Bahnen konnen im allgemeinen Verhiltnisse ein-
treten, fiir die das untere Ungleichheitszeichen gilt. Linksab-
weichung tritt also dann ein, wenn der EinfluB des Magnus-
effekts den des Kreiseleffekts liberwiegt.

Wir wollen zum AbschluBl dieses Abschnitts darauf hinweisen,
dafl bei beliebigen GroBenverhiltnissen des Stabilitétsfaktors o
und des Folgsamkeitsfaktors f die hier entwickelte Theorie nicht
mehr allgemeingiiltig ist. Dann miissen unter Umstinden weitere
Glieder in den Rotationsgleichungen beriicksichtigt werden, im
besonderen auch das Trigheitsmoment um die Querachse des Ge-
schosses. Dieser Fall ist eingehend von Cranz® und Schmund ¢
behandelt worden. Weiterhin miissen die seitlichen Reibungen der
Luft beriicksichtigt werden, wie es Gallop, Fowler, Lock und
Richmond®?® versucht haben. In &hnlicher Weise wie hier ist
dasProblem von Sommerfeld®® Noether!®® und Grammel®
behandelt worden; zu erwihnen ist schlieBlich noch die zusam-
menfassende Betrachtung von Schunck(96a),
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Kap. VII. Stérungen der Flugbahnen

§ 25. Einfache Nidherungsformeln

Die Schufitafeln (vgl. § 33a), mit denen der Artillerist sein
Schieflen durchfithrt, geben die Flugbahnelemente fiir bestimmte
Anfangsgeschwindigkeiten, GeschoBgewichte, fiir Normalluftge-
wicht, Windstille usw. an. Es kann nun vorkommen, daB diese
Voraussetzungen nicht genau erfiillt sind, sondern daB die oben
bezeichneten Elemente kleine Abweichungen von den Normalwerten
aufweisen, die beim SchieBen ausgeschaltet werden miissen. Dazu
brauchen nun im allgemeinen die Flugbahnen mit den verinderten
Anfangselementen nicht neu berechnet zu werden, wenn ihre Ab-
weichungen nicht zu groB sind und daher niherungsweise wie
GréBen 1. Ordnung oder Differentiale behandelt werden kénnen.

Wir wollen zunichst eine Reihe von Niherungsformeln ab-
leiten, die fiir Potenzgesetze und kleinere Anfangsgeschwindig-
keiten gelten und fiir groBere Anfangsgeschwindigkeiten zu Uber-
schlagsrechnungen herangezogen werden kénnen. Zur Ableitung
greifen wir auf die Formeln (150) bis (151¢) zuriick. Wir stellen die
Forderung, daB3 die in diesen Formeln gefiithrte unabhéingige Hilfs-
grofle z=a - x bei der Veridnderung von v, ¢, oder cosgp um die
kleinen Betrige Av,, Ac, bzw. A(cosg) ungeindert bleibe.

Dann gilt z= const oder

Inz=1Inec, + (n—2)Invy—Incosp -+ In(4d +72—2)+Inz

und somit nach Differentiation, wenn die Differentiale durch Diffe-
renzen ersetzt werden:

——O— +in—2). Ay, Afcos @) 51_::
z Cn Vg (cos @) T
Dabei ist vorausgesetzt, dafl eine Anderung von 4 mit ¢,, v, und
@ vernachlissigt werden darf. Das hat zur Folge, daf auch » (For-
mel 150) und somit die Funktionen B(z), J (2), V{(z) und D(z) un-
gedndert bleiben.
Man hat also weiter:

Int=Inz—Invy—Incosp + In D(z)
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oder

At Az dv, A(cosg)

t z Y cos @

Aus Formel (115) erhilt man

In(z-tgp —y) =2Ins—2Invy,— 2Incosp + In

; _
g. B(z)'l
oder

Ag
Az-tgg+ oo —4y
A A A :
=(z-tgp—y)- 2._I_x_2_v:0_2 i‘;‘)‘;sj)l_

Aus der Formel fiir ﬁz—z— folgt:

Az ___ Aen

_(n_2)_{lﬂ_{_zl(cos¢p)

x cn ¥ cos @

Setzt man dies in die Gleichungen fiit A¢ und A y ein, so folgt das
System von Verbesserungsgleichungen:

Az Aden Avo Afcos @) _
= ¢n (n—2)- + cos @ :
At _ Aen . _ndb%.
T cn (n—1 ve
Acn
(209) Ay = — 2y]

‘”“ [n-z tgp—2n—1)-y]

A(cos @)
cosp

—(z-ctg¢+2y)-

Dieses System ist zuerst von Stiibler®” angegeben worden.
O.v.Eberhard®® und Stanke!'0® haben die Zulissigkeit dieser
Formeln fiir beliebige Flugbahnen gepriift; sie kommen zu dem
Ergebnis, daB die Formeln nur fiir Uberschlagsrechnungen in Frage
kommen und stets mit einem mittleren Widerstandsexponenten
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n(v) angewandt werden miissen, der der betrachteten Flugbahn
im Hinblick auf den durchlaufenen Geschwindigkeitsbereich am
besten angepaBt ist.

Handelt es sich um Ziele in der Miindungswaagerechten, die bei
Verinderung von c,, v, oder ¢ getroffen werden sollen, d. h. handelt
es sich um Berechnung der
SchuBiweitenidnderung A X,
so fiihrt folgende Uber-
legung zum Ziel: Fir die
ungestérte Bahn ist im Auf-
|/ treffpunkt in der Miin-
W dungswaagerechten z= X,

[ ax
// T TR 7K R y=0 (Abb.27). Die Ande-
/R RYA (?\
i i

/

rungen Az und Ay er-
i geben sich aus (209) und
Abb. 27. Umrechnung der [Stérungen verlegen diesen Flugbahn-
auf den Endpunkt der Flugbahn punkt Z nach Z’' (Abb. 27).
Dann ist die SchuBlweiten-

dnderung AX in der Miindungswaagerechten gegeben durch

AX =Az+ A4y ctg v,
wie aus Abb. 27 abgelesen wird; dabei ist angenommen, da8 der

Fallwinkel e nicht geindert wird. Fiihrt man in diese Formel die
Ausdriicke aus (209) ein, so entsteht, da y =0:

AX  Aen tgp—tgo . Avy, n-tgg—(n—2) -tgo

X Cn tg w v tgw
+

(210) A(cos @) .

cos @

(1 —ctgg - ctgw)

Beispiel. SchuBweiteninderung der Musterbahn bei Abweichungen
von a) + 1Y%, in der v, b) 4 109, des Luftgewichts, d. h. des c-Wertes.

a) Avv° = 0,01; n~ 3,1, da v, = 381,6 m/s, v, = 249,1 m/s, also
n(vy) = 3,21 baw. n(v,) = 3,00.
Somit ATZ = —10,01-(3,1 —2); 42 = — 94,3 m. Entsprechend
Ay = 233,8 m.

SchlieBlich AX = Az -} Ay - etgew = -} 100 m.

‘1 " —0,10; somit Az = —857,1 m; Ay = 757,0 m und schlieBlich
n

AX = — 22T m.

b)
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Es ist klar, daB die Genauigkeit der Formeln (209) noch ge-
steigert werden konnte, wenn der Abhingigkeit der auftretenden
GroBen 4 und » von v,, ¢, und ¢ Rechnung getragen wiirde. Da
aber der Anwendungsbereich solcher Niherungsformeln sowieso
beschrankt ist, steht der mogliche Gewinn an Genauigkeit in
keinem Verhiltnis zur Komplizierung der Formeln. Fiir kleine
Anfangsgeschwindigkeiten (bis zu vy ~ 280 m/s) und Flachbahnen
reichen im allgemeinen die Formeln (209); bei beliebigen Anfangs-
geschwindigkeiten mufl ein genaueres Verfahren herangezogen
werden, das wir im folgenden Abschnitt schildern wollen.

§ 26. Strenge Formeln fitr beliebige Stérungen

a) Allgemeiner Ansatz

Um genauere Formeln fiir die Flugbahnstérungen zu erhalten,
kniipfen wir an Entwicklungen und Untersuchungen an, die von
Schwarzschild® und in neuester Zeit von Stanke®% in iiber-
sichtlichster Weise durchgefiihrt worden sind. Dem Zweck und
Aufbau des vorliegenden Buches entsprechend gehen wir bei der
Ableitung jedoch einen etwas anderen Weg als die genannten
Autoren und leiten die Ergebnisse auf der Grundlage weniger all-
gemeiner Ausgangsannahmen her.

Die Differentialgleichungen (45) der Bewegung werden mit den
neuen Verdnderlichen bzw. Abkiirzungen

ad _ ., . d(v-cosd) i . Ty _ _ e .T_o .
cosﬂ_dz’ v cosd =du; v l/ T(y) =W osd l T(y)’
sin &
g - cos? @ =v()
transformiert in die folgenden
4% _ C(y)-(w);
T u T
wo Oy = <807, w= 5Vt
(211) ou
d d
8o eyl L= o
at __ e, Goj 2
z g
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Nun bewirkt eine Anderung der Anfangsbedmgungen von u oder
z, d. h. eine Anderung der Anfangselemente v, oder g, eine Anderung
dieser und der iibrigen Elemente auf dem ganzen Flugbahnbogen.
Das gleiche ist der Fall, wenn in (211) noch eine Stérungsfunktion
by (z) zu C(y) - f(w) hinzutritt. — Wir vergleichen nun Flugbahn-
punkte gleicher Neigung, also Punkte auf der ungeinderten und
gednderten Bahn, die zu gleichen Werten von 2z gehéren. Die in-
folge der Stérung anzubringenden Korrekturen seien u,, y,, Z,,
ty, (2, ist auf Grund der gemachten Voraussetzung Null). Dann
lauten die Differentialgleichungen der Bewegung fiir die gestérte
Bahn im allgemeinsten Falle

d(u - un)

dz IC(?/+ Yn) * f(w + wy) 4 ky(2);
d(y -+ yn u+u
.ﬁ#l:—ez( + n).w(z);
(212) d(x + xn) . e2(u +u") ~60iz'
dz - g ’
At 4-tn) _ €T
P —————g——-(Soiz.

In diesen Gleichungen bezeichnen somit die Elemente ohne den
Index n die Elemente der ungestérten Bewegung. — Die rechten
Seiten dieser Gleichung entwickeln wir nunmehr nach dem Satz
von Taylortvl:

Cly+y)=C)+yn-Cy)+---
f(w"l‘wn)=]‘(w)+wﬂ'f’(w)+'°'
eu+uﬂ=eu.[1+un+...]; e2(u+un)___6214.[1_}_2“"_{_._.]‘

Setzt man dieses in (212) ein, beriicksichtigt die Beziehungen (211)
und vernachlissigt alle quadratischen und héheren Glieder in y,,
Wy, Ly, Up, by, 80 folgt zunichst

T e o+ O () - ) + w0+ C(5) - f () + Ty (2)

=0(y)-f(w)_n T w2 4 o)
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Nun ist aber
u+un Tn
RS S T(?/)+?/n ()
) ) 14 un yn  T'(y)
~ w7 ) Ty 1L, Tw = |1+“" ) T(y)"
27" T(y)
Somit also
dup _ du | C'(y) __n{w) T'(y)

O13) G2 = G om0+ - [ =57 |+ a0

Wir machen jetzt die besondere Annahme, daB der Temperatur-
verlauf durch den linearen Ausdruck (17)

Tyy=Ti—A-y (I)=

Bodentemperatur)

—
dargestellt werden kann. Dann gilt 6(y) = d, - (1 - '% ) y)R -

(R = Gaskonstante) und daher mit der Abkiirzung ﬁ =a:

Gy (Tp—A-yp T"(y) 4
C = i . 0 . ; = — ;
) g T, Ty~ 1 T(y) Ty—A-y
Oy __ a4
C(y) To—A-y°
SchlieBlich erhalten wir also das System linearer Differential-
gleichungen:
dup du.! . n(_w)_ ) A l
dz  dz iu" n(w) + Yn R a‘ Ty—A-y|
(214) + hy(2);
dyn _ody . . dan _odx  din dt
dz =2 dz "W g T AT g T a M

Ein Wort mul} noch iiber die Anfangsbedingungen dieses Systems
linearer Differentialgleichungen gesagt werden:

a) Die Einbeziehung einer stérenden Kraft, deren Vor-
handensein durch %,(z) ausgedriickt wird, éndert die Anfangs-
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bedingungen von u, x, ¥, {, z nicht; somit sind in diesem Falle
die Anfangsbedingungen u, = y, = z, =1t, = 0 fir z =z,.

b) Ist %,(2) =0, d.h. ist keine stérende Kraft vorhanden,
sondern dndert sich nur eine der Anfangsbedingungen fiir « oder z
um Ju, bzw. 9z, dann gelten die Anfangsbedingungen

2=1291 Up= Uy, Ty= Y, =1,=0, baw,

b) Sonderfdlle bestimmter Stérungen.
Die Darrieusschen Formeln

Wir wollen nunmehr einige Sonderfille betrachten und ins-
besondere zunichst unser Augenmerk auf die Stérungsfunktion
k,,(2) richten.

1. Der ballistische Beiwert ¢ déndere sich um den sehr klei-
nen Betrag dc. Dann muBl C(y)-f(w) ersetzt werden durch

C(y) - f(w) (1+°?°), und durch Vergleich mit (211) folgt sofort

fiir diesen Fall:

dc du
(215) ha(2) = — - =
Da ¢ sich um den sehr kleinen Betrag dc dndert, verindern sich
auch u, y, z, t nur um die sehr kleinen Betrige du, dy, 0z, dt,
so daB also u, = du, y, = 0y, =, = 0z, t, = 0t wird. Dividiert

man schlieBlich (214) auf beiden Seiten durch ? = d(In¢), so folgt

mit den Bezeichnungen

ou . by . ox . ot .
a(ne)  ~° 3J(me) "¢ 3no =X d(lne) — T.:
av, _ n{w) 4 .
72 U nw)+Y,- l a"Tb—A y—{—l‘},

(216)f dY, dy dX, dx . ch dt
dz t=25,Us dz 2dz U dz  dz ¢

mit den Anfa.ngsbedingungen U,=Y,=X,=T,=0firz=xz,
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2. Die Bodentemperatur T}, éndere sich um den kleinen Betrag
0 Ty. Dann ist zu ersetzen C(y)- f(w) durch

L S0 Bk dTm Al 7y ).
g To  (Tp+oTp®t '\ ¥ Tptol,—A-y )

Entwickelt man dies nach dem Satz von Taylor, so entsteht in
diesem Falle:

0Ty du T n(w) |
e =0t g iy fe = e 1)
bTb un 0w .
Mit == (ln Ty) und Ain Ty — Ty — Up usw. wird
wie oben
aUr _ nw)
dz dz UT n(w) + YT{ } Tb—/l Y
Ty | n(w)l

mit den Anfangsbedingungen Up=Y,=X,=T,=0
fir z =2,

Die entsprechenden Gleichungen gelten fiir Y5, Xp und T
3. Es indere sich vy um 0v,, d. h. 4, um du, Dann ist ,(2) = 0;

mit u U,; Sy =Y, usw. entsteht
0y 0y

au, n(w) 4 7.
T g | T+ Yo {50 e
aY, o dy

(218) T2 —2—(7;- U, usw.
mit den Anfangsbedingungen U, =1; ¥,=X,=T,=0
filr z=12,.

4. Die Differentialgleichungen (216), (217), (218) gestatten nun-
mehr, bestimmte Zusammenhinge zwischen U, Up, U,; Y, Yo,
Y,; ... herzustellen. Die Linearitit der Differentialgleichungen
und die besondere Gestalt der Stérungsglieder A, (2) legen die An-
nahme linearer Zusammenhinge zwischen den erwdhnten Funk-
tionen nahe. Wir machen daher folgenden Ansatz

Athen, Ballistik 14
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Up=0,+01-Uc+v1-Up; Yp=ap+ - Yo+ 7 ¥

(219
Xp=ag+ f3- X+ v;5- Xo; Tr=a,+ B4 To+y, T

Darin sind a,, a,, a3, a, noch zu bestimmende Funktionen, wihrend
die §; und y; von vornherein als konstant angesehen werden
diirfen. Geht man also mit den Ausdriicken (219) in die Differen-
tialgleichungen (217) hinein und vergleicht sie dann mit (216) und
(218) und deren Anfangsbedingungen, so folgt, daB die Bezie-
hungen (219) nur bestehen kénnen, wenn

(220) Bi=1; B.=1; fs=1; Bi=1;

gesetzt wird.

DieFormeln (219) und (220) bilden zusammen die von Stanke(100)
gefundenen ,,verallgemeinerten Darrieusschen Formeln<, die fiir
beliebige Flugbahnpunkte gelten. Die von Darrieus? selber er-
mittelten Formeln gelten nur fiir die Miindungswaagerechte und
konnen ohne Schwierigkeit aus den vorstehenden abgeleitet
werden: Die Formeln (219) mit (220) gelten fiir festgehaltenes z.
ZweckmaiBiger ist es, y festzuhalten. Dann ist, dhnlich wie wir es
bereits oben (Formel 210) gesehen haben, fiir einen beliebigen Flug-
bahnpunkt

aT,,

Az = (Xp— Yyp-ctgd)- T und
_ 1 2T,
(221) At=\Ir=YrS5m5 )7
oder abgekiirzt geschrieben:
dz=0p-300 Ar=rp. 00
Ty

Die obigen verallgemeinerten Darrieusschen Formeln gehen also
tiber in:
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CTzz—y-ctgﬂ—%"'-—f—Cc;
._t y _& . ..
(222) PT—E-—m 5 + I',; hierin ist
C,=X,—Y,-ctgd; C,=X,—Y, ctgd;
v g
Y, B Y,
Fo=To— 5 o=t —smw

wo entsprechend dem Ausdruck Cp die Ausdriicke C,, C,, Iy, I,

. o2z oz ot at
also die Bedeutungm ' 3(Inc) ’ duy’ 3(Ino)

y haben. Setzt man in (222) y = 0, so entstehen die erstmalig von
Darrieus fir die Miindungswaagerechte abgeleiteten Beziehun-
gen. Allgemein gilt somit

ATb

fiir festgehaltenes

Adz=Xp- +X,- 284 x,.50 (festgehaltenes 2);
(223) A T py
Az =Cp- =28 + C,- =2 +C,- 2% (festgehaltenes y).

Y
Die entsprechenden Glelchungen gelten auch fir die iibrigen Ele-

mente und fiir den Fall, dal nicht 2, sondern y festgehalten wird.

§ 27. Anwendung auf praktisch vorkommende Fiille

Mit den vorstehend abgeleiteten Beziehungen sind wir nunmehr
in der Lage, die in der Praxis auftretenden Flugbahnstérungen zu
erfassen.

Die SchuBtafeln sind aufgestellt fiir bestimmte Normalwerte der
Anfangsgeschwindigkeit, des GeschoBgewichts, der Bodenwerte
der Lufttemperatur und des Luftgewichts, fiir Windstille, fiir eine
bestimmte Pulvertemperatur und fiir eine gewisse SchuBbelastung
des Rohres. Beim SchieBlen treten zuweilen Abweichungen von
den Normalwerten auf, die im folgenden besprochen werden sollen.

a) Anderung der Anfangsgeschwindigkeit

Die Anderung der Anfangsgeschwindigkeit ist z. B. bedingt durch
Verwendung kilteren oder wirmeren Pulvers, als der schufltafel-
méBigen Normaltemperatur entspricht. Der Einflul der Pulver-

14*
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temperatur wird empirisch bestimmt und in der SchuBtafel an-
gegeben. — Mit wachsender Schufizahl wird das Geschiitzrohr
,ausgeschossen‘: die Anfangsgeschwindigkeit sinkt ab. Die GroBe
dieses Unterschiedes gegen den schufitafelméBigen Normalwert wird
fiir jedes Rohr angegeben. — Weicht das GeschoBgewicht vom
schuBltafelmaBigen GeschoBgewicht ab, so tritt ebenfalls eine Ver-
dnderung der Anfangsgeschwindigkeit ein. Nimmt man an, da8 die
Energie des Pulvers gleichbleibend ausgenutzt wird, so folgt

2% - 2 = const (P = GeschoBgewicht)
und somit
Avy 1 4P
(224) =%

Besser ist, es, den Faktor - durch einen empirisch zu bestimmenden
Faktor u zu ersetzen. Dieser liegt erfahrungsgemif zwischen 0,3
und 0,5. — In den SchuBtafeln wird die Anderung der Anfangs-
geschwindigkeit in ,,Stufen’ angegeben. Dabei bedeutet eine
Stufe 1/;9, der Anfangsgeschwindigkeit, d. h. fiir v, = 300 m/s ist
eine Stufe gleich 1 m/s.

b) Anderung des ballistischen Beiwertes

Der ballistische Beiwert ist, wie aus seiner Definition hervor-
geht u.a. abhingig von: Kaliber, GeschoBgewicht und Luft-
R.§
.. . P
Anderung von ¢ durch Anderung der erwihnten Gréen in folgen-
der Weise bestimmt:

Ac A6 0 4R AP

. Somit ist die

gewicht; er ist proportional dem Ausdruck

R P

Der ¢-Wert muBl gedndert werden, wenn das Tagesluftgewicht dp
beim Schiefien nicht mit dem schuBtafelmiBigen Luftgewicht J;
iibereinstimmt. Dasselbe gilt fir Abweichungen von den schuB-
tafelméfigen Normalwerten der iibrigen Elemente, also Geschol-
gewicht und Kaliber.



§ 27 c. Windeinflu8 213

¢) WindeinfluB

Die Erfassung des Windeinflusses kann auf eine Anderung der
Anfangsgeschwindigkeit und des Abgangswinkels zuriickgefiihrt
werden.

1. Léngswind. Wir nehmen an, dafl in der SchuBlrichtung z ein
konstanter Langswind mit der Geschwindigkeit (+ w,) wehe. Nun-
mehr werde ein Koordinatensystem (z,, y,) betrachtet, das sich
horizontal mit der Windgeschwindigkeit bewege und fiir das in-
folgedessen Windstille herrsche. Im Augenblick des Abschusses
moge z, mit £ und ¥, mit y zusammenfallen. Nach Ablauf der Zeit ¢
héngen also die Koordinaten (z,, y,) bzw. (2, y) eines Punktes so
zusammen:

(226) T= 2+ Wyt Y=Y,

Fiir einen Beobachter, der mit dem (z,, y,)-System fest ver-
bunden ist, beschreibt das Gescho8 eine ,,Flugbahn bei Windstille®.
Allerdings miBt er infolge seiner horizontalen Eigenbewegung alle
horizontalen Geschwindigkeiten um den Betrag (— w,) verandert
gegeniiber den Messungen eines ruhenden Beobachters an der
gleichen Bahn. Speziell fiir den Abgangspunkt gilt also

(227)  vp-COSQP— Wy =0, COSP,; Ty* SID Y = ¥, - SIN @,.

Dabei sind die mit dem Index r versehenen Elemente bezogen auf
(%ys Yr)-
Man bestimmt aus (227):

v, - 8ing
Uy COS Q@ — Wy

(228) 2 = w2 — 2w, - vy cOsSQ + W, tg@, =

. . Ay, vy — ¥,

Hieraus lassen sich _6_9 = Lv—" und A¢ = ¢, — @ unschwer be-
(1] 0

rechnen. Nimmt man w, als klein gegeniiber v, an, so folgen aus

(228) die Beziehungen:

r — —9 ¥z, [Ws\® | _ Wz,
v—o—l/l 2% coszp—|—|\vo) 1 % cos @,

2 .
wenn (%) <« 1; ferner ist
(]
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tgp, =tggp: ~tg<p-(1+ Y )

__ Wr Vg COS @
g * COS @
Ay wg, sing
also tgp,—tgp = A(tg¢)_m=7}oi.;m%_

Wir erhalten somit die Naherungsformeln:
Av,

o

(229)

w wy .
~———=.cosp; Ap~-—%-.sing.
[ o

Das sind also Anderungen, deren EinfluB auf die ungestérte Schu8-
weite beriicksichtigt werden muf}, so daf8 schlieBlich fiir den Wind-
einflufl die Verbesserungsformel

X=X, w, - T, =

(230) ( 20X
X, + wy- gl T, — av,,"' cosp 4

folgt, in der X,, die SchuBiweite bei Wind, X, die Windbahn im
bewegten System (z,, y,.) und X, die ungestérte SchuBweite be-

deuten. Die Elemente * bzw. oX, sind in der bereits oben

a
(8§ 25, 26) geschilderten Welse zu berechnen. Fiir viele Fille
werden die angendherten Beziehungen (209) mit der weiteren
Niherung T, = T, geniigen. Weht der Wind entgegen der SchuB-
richtung, so ist w, negativ zu nehmen.

2. Seitenwind. Bej Seitenwind liegen die Verhiltnisse dhnlich.
Wir bezeichnen einen solchen Wind als positiv, wenn er, in Schuf-
richtung gesehen, von links nach rechts gegen die SchuBebene
weht. Relative Windstille wird erreicht, wenn ein Beobachter
sich im Sinne der Windgeschwindigkeit w, seitlich bewegt. Fiir
diesen Beobachter erscheint demnach das GeschoB mit der Ge-
schwindigkeit v,:

(231) = vy? + w,?

und, da die Vertikalkomponente Vg + Sin @ = v, - sin @, erhalten
bleibt, unter dem Abgangswinkel @,:

v - 8in @
Vo2« cos®p + w3

(231a) tg @, =
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abgefeuert (Abb. 28). Gleichzeitig erscheint die SchuBebene gegen
die Windrichtung um den Winkel ¢ von der AbschuBlebene ab-
gedreht; dabei ist also

wZ
¥y - COS @

(231b) tgy =

Abb. 28. Relativbewegung bei Seitenwind

Man hat, wenn die auf den mitbewegten Beobachter bezogenen
Flemente mit dem Index # bezeichnet werden (Abb. 28) fiir die
Elemente (z,, y,) der durch Seitenwind gestérten Bahn:

(232)  wmy=axr COSY; Y= Yr; 2y =W, l,— T, siny,

Die Flugzeit ¢, kann im allgemeinen durch die Flugzeit ¢, der un-
gestorten Bahn ersetzt werden. Ist x, die Abszisse der ungestérten
Bahn, so ist

ox oxr .
Ty = Ty - -5;;'1_/}'.’0 + ‘a—w'[J¢,

wobel man dhnlich wie oben ableitet:

wl’ . ] wz 2
A!'.): 200, Aq)=—?(‘;) 'tg(p.
Im allgemeinen geniigt es, Ap =Av,=0 und siny = tgy (da
9 sehr klein) anzunehmen, womit dann die nur fiir sehr steile
Bahnen nicht mehr geniigend genaue Seitenwindformel

X
Tp-COSQ

(232a) 2y =1, |T

folgt.
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d) Héhenverdnderliche Stérungen (Wind und
Luftgewicht)

In Wirklichkeit ist die. Annahme eines Windes konstanter Richtung
und Stirke in allen Hohenschichten der vom GeschoB durchflogenen
Lufthiille so gut wie nie erfiilllt. Vielmehr wechselt der Wind von Héhen-
schicht zu Hohenschicht seine Richtung und Geschwindigkeit. Fiir diesen
Fall gelten die abgeleiteten Windformeln nicht mehr ohne weiteres. —
Etwas Ahnliches gilt auch firr das Luftgewicht. Die Abweichungen vom
Normalwert am Boden folgen in der wirklichen Lufthiille fast nie den
der Rechnung zugrunde gelegten Formeln fiir die Hohenveranderlichkeit
des Luftgewichts. Um aber auch fiir diese Fille mit den obigen einfachen
Korrekturformeln auskommen zu kénnen, sind eine Reihe von Nihe-
rungsverfahren im Gebrauch, deren Anwendung besonders fiir den
Artilleristen von groBer Wichtigkeit ist. Man kann nimlich einen kon-
stanten Mittelwert fiir die Windrichtung und -geschwindigkeit in den
verschiedenen Héhenschichten bilden, der dieselbe SchuBweitendnderung
zur Folge hat wie der héhenverinderliche Wind.

Einen dhnlichen Mittelwert kann man fiir das Luftgewicht ermitteln.
Legt man namlich der Rechnung einen bestimmten Luftgewichtsverlauf
mit der Hohe (Normalverlauf), ausgehend von einem Normalwert des
Bodenluftgewichts, zugrunde (z. B. Everlingsche Verteilung), so ge-
hért umgekehrt zu jedem Wert des Luftgewichts in einer bestimmten
Hohe ein bestimmtes Bodenluftgewicht. Dieses ist fiir die verschiedenen
Hohen verschieden, wenn der praktisch festgestellte Luftgewichts-
verlauf nicht mit dem Normalverlauf iibereinstimmt. Eg gibt aber dann
einen konstanten Mittelwert aller dieser verschiedenen Bodenwerte, der
die gleiche SchuBweitenanderung hervorruft, wie der vom Normal-
verlauf abweichende tatsiachliche Luftgewichtsverlauf. Diese konstanten
Mittelwerte werden als ,,ballistischer Wind¢ bzw. als ,,ballistisches Luft-
gewicht¢ bezeichnet. Thre Ermittlung soll im folgenden behandelt wer-
den, wobei wir uns allerdings auf einige wenige der im Gebrauch befind-
lichen Verfahren beschrinken.

Wind. Betrachtet man die Zeitdauer, wihrend der das GeschoB sich
in einer bestimmten Héhenschicht aufhilt, so wird der Windeinflu um
so groBer sein, je langer diese Zeit ist. Nimmt man den Windeinflu pro-
portional dieser Zeit, so kann der ballistische Wind (wp) durch den Mittel-
wert

T
1. j' .dt
Wy T w
]

definiert werden, wobei T’ die Gesamtflugzeit, w der hthenverinderliche
Wind und ¢ die Flugzeit bedeuten. Bezeichnet man mit ¢;(s = 1, 2, 3...)
die Zeiten, wihrend welcher das GeschoB sich in der i-ten Schicht be-
findet, so kann man obiges Integral durch den Néaherungswert

1
wy= g 0yt w0yt o)
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ersetzen. Die Faktoren -‘?"- , mit denen hiernach der Wind w; der i-ten

Schicht multipliziert werden mu8, kénnen z. B. fiir den luftleeren Raum
berechnet werden. In der Praxis nimmt man die Schichteneinteilung nun
so vor, dafl jede Schicht den gleichen Anteil zu wy, liefert. Infolgedessen
werden diese Teilschichten von verschiedener Dicke. Fiir den luftleeren
Raum verhalten sich die Schichtdicken wie 1:3:5: 7 usw., wenn vom
Gipfel an abwirts gerechnet wird; die Praxis hat gezeigt, daB bei Flug-
bahnen mit Gesamtflugzeiten bis zu 60 Sekunden eine Dreischichten-
Einteilung zweckmaBig ist, bei der sich, vom Gipfel aus abwirts ge-
rechnet, die Schichtdicken wie 2:5: 7 verhalten. Um also den balli-
stischen Wind zu erhalten, wird zunéchst die Gipfelh6he nach der Haupt-

schen Formel y, = —=- - T'2 berechnet und in drei Schichten eingeteilt, die

entsprechend dem oblgen im Dickenverhaltnis 2: 5: 7 zueinander stehen.
Fiir jede dieser drei Teilschichten wird ein Durchschnittswert des Windes
aus dem Wetterbericht entnommen; das arithmetische Mittel aus den
Windwerten der drei Schichten ergibt den ballistischen Wind*. Diese
Rechnung wird fir die Windgeschwindigkeit sowohl der Lingswind- als
auch der Querwindkomponente durchgefiihrt.

Beispiel: Flugzeit der Bahn 33,5 Sekunden; somit Gipfelhohe etwa
1400 m; der Fortgang der Rechnung ist aus folgendem Schema ersicht-
lich (dabei haben wir uns auf nur eine Komponente beschrinkt):

Hohe iiber | Windgeschw. Schicht Mittelwert | Ballistischer
dem Boden (m/s) chie fiir den Wind Wind
}ggg g; 1. Schicht | (2123
1900 18 (2 Teile) |-+~ 18) = 20,7
11 7
1000 18 e |TOSHLT
200 20 2. Sch}cht 41820
800 25 (6 Teile) | 425 + 24) |1(20,74-20,3
700 24 =20, +1183,6/)
600 20 A lom/s
igg i3 14420
200 2 3. Schicht | T 13 T
o0 5 (7 Teile) | T 147+
8-+9)
108 g =136

Luftgewicht. Auch fir die Abweichungen des Luftgewichts vom
Normalverlauf hat man versucht, eine d&hnliche Regel zu finden, wie wir
sie eben fiir den Wind geschildert haben. Dabei soll sich eine Einteilung
* Diesem Verfahren entspricht das von Kritzinger(14/144) vorgeschla-

gene, im Weltkrieg beim deutschen Heer eingefiibrte ,,Verfahren der
Baltasekunden*‘.
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in 3 Zonen bewihrt haben, deren Dicken sich wie 1: 2: 2 verhalten, vom
Gipfel an abwarts gerechnet. Besser diirfte die folgende, von O. v. Eber-
hard(1) aufgestellte Erfahrungsregel sein: Zeichnet man die meteoro-
logisch bestimmte Tagesluftgewichtskurve in ein Koordinatensystem
(8, y) ein, so schlieBt diese ,,anormale‘ ebenso wie die Normalkurve mit
den beiden Koordinatenachsen und der zur Gipfelhohe y, gehorigen
Ordinate ein ,,viereckiges** Flachenstiick ein. Die Schulweiteninderung
ist dann proportional dem Unterschied der beiden Flicheninhalte der
,»viereckigen'‘ Flichen, die zur normalen und ,,anormalen** Luftgewichts-
verteilung gehoren. — Dieser Satz liefert praktisch geniigend genaue
Ergebnisse, er ist aber, worauf Stanke(100) hingewiesen hat, theoretisch
nicht einwandfrei.

Cranz(1) hat den Vorschlag gemacht, fiir Naherungsbestimmungen

den Wind bzw. das Luftgewicht heranzuziehen, das in der Hohe % Ys
bl

T
der Flugbahn herrscht, da man aus dem Integral y, = % . j.y dt fiir
0

den luftleeren Raum die ,,durchschnittliche Flughéhe* y; = %ys

bestimmt; das ist also die Hohe, in der das GeschoB sich beziig-
lich der Zeit durchschnittlich befindet*.

§ 28. Andere Art der Stérungsrechnung

Die im Vorstehenden dargestellten Rechnungen, besonders die
des Abschnitts (§26) miissen fiir jede einzelne Flugbahn der ge-
samten Schar durchgefiihrt werden. Einfacher kann nach einem
Verfahren des Verfassers'” die Berechnung der Flugbahnsto-
rungen im Falle einer ganzen Schar gestaltet werden, wie es bei
der SchuBtafelberechnung ja stets der Fall ist; hat man diese
mit dem Ansatz der Formeln (169—173) bestimmt, so sind fiir
eine Winkeldnderung Ag, die der Parameterinderung A1 ent-
spricht, die gestorten Elemente gegeben durch

D=wo+ (A+A42) - w; =w+ A1+ wy;
E=E+AA-&; dGj=n+dhn,.

Auch die Einfliisse einer v,-Anderung Av, und einer c-Wert-
Anderung Ac¢ sind ziemlich leicht zu erfassen. Wir betrachten zu-
* Vahlen(4) hat nachgewiesen, dafl im lufterfiillten Raum dieser Wert

beziiglich Wind- und LuftgewichtseinfluB auf % y, heruntergehen kann.
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nichst die Entwicklungsglieder wg, 5, &. Bestimmt man aus der
ungestorten Bewegung ein t =1, fiir welches w, () = 9, = v, + A v,,
und sei dann { = (! — 7) die.Zeitvariable der gestérten Bewegung,
so gilt, wie man aus den Differentialgleichungen (164 hzw. 173)
sofort nachweist:

Bo(t) = tio(t);  Eolt) = ';"; El); o= tho— Eo

o (t) = w(t) — wo(1); Ey(@) = 0. (£0(2) — &, (7)];
Eo(x)

(233)

o = wo—a)-

Fiir £ = 0 ist also 9y = v, + A vy = 2, (T), d. h. Avy = 1 (T) — 1) (0).
Sind die Funktionen wg, &y, 7, fiir 6 = const und T = const be-
rechnet, so hat man mit (233) bereits die partiellen Ableitungen

dwy  Wy— W

—_— R usw,
0% () — 4o (0)

gewonnen. — Nimmt man dagegen konstante Temperatur, aber
hohenveranderliche Luftdichte gemiB der Everlingschen Formel

an, so gelten die Funktionen b, &, 7jo fiir den neuen c-Wert [vgl.
§16D]

(234) e=c.eb @ g n Al Em®

Hat man also mit 7, und 7, die Funktionen %, und %, bestimmt, so
findet man aus dem linearen Gleichungssystem

_ L [Ac 0w, A v\ dw,
“““““‘(T)l a(Inc) (’viil a(Inw,) °

(235) = _ . _ (dec\ _dw, {4 v\ dw, |
o %o ( )2 a(lne) " o o 0(Inwy)’

c
{ (entspr. fir & und 7%,)

ohne weiteres die Funktionen _Owy und —aw—° — Sind da-
d(Inc) o(In vy)

gegen die wy, 50 7)o fiir hohenveridnderliche Temperatur berechnet,
so gilt fiir 4y, &, 7j, der geinderte Bodenwert Ty= Ty A wy(t);
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es ist also AT, = A - wy(r). Im iibrigen vollzieht sich die Be-
ow . o, .
i — —_—0
stimmung der 3(In 77;; Zusammen it — In oy USW- genau wie oben
nach einem System, das analog (235) gebildet wird. Die Funktion
% ist jedoch in diesem Falle mit Hilfe der Darrieusschen Formeln
(219), (220) zu bestimmen. — Fiir die Korrekturglieder @, El, 7y
lassen sich den Formeln (233) dhnliche Beziehungen ableiten. Im
Falle kleiner und mittlerer Geschwindigkeiten geniigt es,

w=1w; §=§&; nm=7
oder besser
(236) _'T='§—1":—'=_'—._=—'=

zu nehmen. — Die ZweckméaBigkeit und Genauigkeit dieses Ver-
fahrens wurde vom Verfasser an Beispielen nachgewiesen.



C. ANWENDUNG DER
WAHRSCHEINLICHKEITSLEHRE
AUF DIE BALLISTIK

§ 29. Begriff der Wahrscheinlichkeit. Mathematische
Formulierung

Wenn ein Ziel unter moglichst gleichen &#uBleren Umstinden
beschossen wird, dann werden trotzdem nicht alle Einschlige an
derselben Stelle liegen. Trotz sorgfiltigster Ausschaltung aller fest-
stellbaren, einseitigen Abweichungen treten Unterschiede auf, die
ihren Grund in vielen zufédlligen Ereignissen (z. B. Zielfehler,
Rohrschwingungen usw.) und Schwankungen (z. B. des GeschoB-
gewichts, der Schwerpunktlage, der Anfangsgeschwindigkeit usw.)
haben. Es wird aber bei Abgabe vieler Schiisse eine gewisse
RegelmiBigkeit in der Verteilung der Einschlige eintreten, zwar
nicht fiir den Einzelschuf, jedoch stets fiir die Gesamtheit der ab-
gegebenen Schiisse. Aus der Art der Verteilung der Schiisse in
einem solchen ,,Treffbild‘ lassen sich, wie wir weiter unten sehen
werden, gewisse Schliisse ziehen auf die ,,Wahrscheinlich-
keit®, ein flichenhaft oder riumlich ausgedehntes Ziel zu treffen.

Die mathematische Wahrscheinlichkeit* a fiir das Eintreten
eines Ereignisses 4 ist das Verhaltnis der Zahl y der fiir das Ein-
treten von A giinstigen ¥ille zu der Zahl y der iiberhaupt még-
lichen Fille, also

—_ 7
(237) a p

Beispiel, Mit zwei Wiirfeln sind 6 Augen zu werfen. Die Zahl der még-
lichen Fille ist x4 = 36, die der giinstigen y = 6; denn 6 Augen kommen
durch folgende Kombinationen der beiden Wiirfel zustande: 1 und 5,

2 und 4, 3 und 3 und in umgekehrter Folge. Somit ist a = %
* Wir weisen hierbei ausdriicklich darauf hin, daB die in diesen Ent-
wicklungen benutzte Definition der Wahrscheinlichkeit auf der Annahme
beruht, daB alle Ereignisse gleich mdglich und gleich wahrscheinlich
sind. In neuerer Zeit hat diese auf Laplace zuriickgehende Betrachtung
von Wahrscheinlichkeiten manche Wandlungen und Vertiefungen er-
fahren. Inwieweit die neueren Erkenntnisse auf die Ballistik ange-
wandt werden kénnen, moge dahingestellt bleiben.




222 Anwendung der Wahrscheinlichkeitslehre auf die Ballistik

Die GewiBBheit hat die Wahrscheinlichkeit 1 (y= y), d. h. von
N Versuchen erfiillen alle N die Bedingung. Bei einer Wahrschein-
lichkeit a gilt allgemein fiir die Zahl der erfiillten Versuche a - N,
wenn im ganzen N Versuche durchgefiibrt werden.

Wir betrachten nun ein ,,Treffbild*, welches auf eine senkrechte
Scheibe geschossen worden sei (Abb. 29). Die Waffe sei genau auf

den Mittelpunkt der Scheibe ein-

y § geschossen. Nunmehr zerlegen wir

oo  die Fliche in waagerechte und

o} 1O senkrechte Streifen der gleichen
o] o) I/OO Breite Ay bzw. Az, zihlen die
o010 00 Anzahl der auf jeden Streifen

o © / ©O entfallenden Schiisse aus und

' verschieben diese in dem zuge-

o OM o 8 5 : 50 2 horigen Streifen nach unten bzw.
o olo ' 000 nach rechts. Man erkennt, dafl
00 )\ oo  die Verteilung der Schiisse sich

o] v 0o um die Symmetrieachsen der

o o‘\o Scheibe (y bzw. z) hduft und

o ,// Q .. '‘© nach den Seiten zu gleichmiiig
S oR 189 .\ abnimmt. Wirde die Anzahl der
50 g § 81888 00 '~ Schiisse unbegrenzt wachsen, so
Abb. 29. Treifbild und GauBsche Wirden die Verteilungen allmih-
Verteilung lich durch Kurven der in Abb.29
mitgezeichneten Art (w; bzw. wg)
begrenzt werden. Diese Kurven entsprechen dem GauBschen
Fehlergesetz, welches z. B. fiir 2z folgendermaBen lautet: ,,Von
einer hinreichend groflen Anzahl N von Schiissen hat nur eine
Anzahl m eine Abweichung zwischen z und 2z -+ dz; dabei ist

(238) m=N.2 . oWy,

1£3
Das entsprechende gilt auch fiir .«

In der Gleichung (238) bezeichnet man % als ,,Prizisionsma %
Die Bedeutung ist leicht einzusehen: Je gréBer % ist, desto stirker
nimmt ¢~ "% mit z ab, d. h. um so stirker hiufen sich die Schiisse
um die Symmetrieachse, um so ,,priziser (genauer) schieBt
also die Waffe. — Nun sei weiter fiir die y-Richtung das Prizisions-
mal % gegeben. Dann haben von den m Schiissen, deren Abwei-
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chung zwischen 2 und z -+ dz liegt, wiederum nur I Schiisse eine
Abweichung zwischen y und y + dy; es ist also

(239) l=m-X .o ¥ gy—N.ER r-wr g g,
)z T

d. h. mit anderen Worten: von N abgegebenen Schiissen liegen I

in dem kleinen Rechteck mit den Seiten dy und dz, dessen innere

Ecke, bezogen auf den ,,mittleren Treffpunkt” M, die Koordi-

naten y und z hat.

Wir konnen nunmehr auch leicht folgende Frage beantworten:
,,Wieviele Schiisse liegen im Streifen (—z, + z) bzw. wieviele im
Viereck [(—z, -+ 2) (— y, + y)] ¥*‘ Die Antwort lautet, wie sofort aus
(238) und (239) folgt:

+z

M=N. ~L-e‘z'-dz bzw.

n
240 -
(240) v

LNj‘
-y

Die Funktion

+ 2z

h —h’-z‘ _tl —t’

b cdt= [-2o.etdt, (t=h-a),
fyn—e f b= fv— Lo 7)

ist numerisch berechnet und fiir den Gebrauch in der Praxis
tabuliert worden‘®. Wir kommen darauf noch zuriick.

N

&

ok —Re—ft. gyt
T e dy dz.

J e+

§ 30. Experimentelle Bestimmung des PrizisionsmabBes.
AusreiBer

Wir miissen nunmehr auf die empirische Bestimmung des Pré-
zisionsmafes eingehen. Wie in Abb. 29 nehmen wir auch weiterhin
an, dal der mittlere Treffpunkt M genau bekannt und der Null-
punkt eines Koordinatensystems (y, z) sei. Der Ort des Geschof3-
einschlages P; hat dann die Koordinaten (y;, z,), die wir somit
auch als die Fehler in der vertikalen bzw. horizontalen Richtung
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bezeichnen kénnen. Es geniigh, wenn wir uns im folgenden zu-
néchst auf die z-Richtung beschrinken, da fiir jede beliebige
andere Richtung das Analoge gilt.

Um mit Hilfe der Fehler z; das PrizisionsmaB zu definieren,
geht man von irgendeinem Mittelwert der |z; | aus. Ganz allgemein
wihlen wir einen Mittelwert u so, dafl die Beziehung gilt:

(241) Nepr=2ilaf =z + |2+

Darin ist N die Anzahl der Schiisse und r ein Exponent, dessen
Grofle zundchst noch offengelassen ist'?, In der Summe (241)
kommt jeder Fehler z; so oft vor, wie es nach dem Fehlergesetz (238)
moglich ist; wir diirfen infolgedessen schreiben

pr = = |z|r R 1) zf a
]/

Diese Beziehung ldfit sich in die bekannte I-Funktion'XD iiber-
fithren. Setzen wir A%-22 =1¢, so folgt

242) pr = J T e dr= o
0

In der Praxis sind gebriduchlich # = 1 oder r = 2. Man nennty, = E
die durchschnittliche Abweichung und y, = u die mittlere quadra-
tische Abweichung. So entsteht, da fiir r =1 bzw. r =2 die

Werte von I'(1) bzw. I'(1,5) numerisch gleich 1 bzw. V—% sind:

1 1 V£
(243) h-VYa # ER-V2 # l 2

Neben den Mittelwerten E und y spielt noch die sog. ,,wahrschein-
liche oder 509 ige Abweichung 2 eine Rolle. Dies ist die Ab-
weichung, fir die die Wahrscheinlichkeit 3 besteht oder anders
ausgedriickt: 2w ist die Breite eines Streifens, der 509 aller ab-
gegebenen Schiisse enthdlt, wenn der mittlere Treffpunkt auf der
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Mittellinie des Streifens liegt. Zur Bestimmung von w dient somit
die Gleichung

+w +hw

1 _ k[ -a.n i —z'

_— . cdz= -dt = cdt=gph-w

2 Va Je T V= J V— J @( ).
— 10 —h-w

Fiir @(w - k) = + erhilt man, wenn man in eine Tabelle* fir ¢

hineingeht, w - K= 0,4769 und somit

(243a) w=0,6745 - 4 = 0,8453 . E.

In der Artillerie bezeichnet man 2w als die ,,60 9, ige Streuungs:
leg, bsg, hgp bzw. fiir Linge, Breite, Hohe. Sie wird in den SchuB-
tafeln angegeben und bezeichnet, wie bereits ausgefiihrt, die zum
mittleren Treffpunkt symmetrisch verlaufenden Streifen der Linge,
Breite und Hohe, die wahrscheinlich die bessere Hilfte der ab-
gegebenen Schiisse enthalten.

Die Wahrscheinlichkeit, einen Streifen der Breite 2z (d. h. von
— 2 links bis + z rechts der Symmetrieachse durch den mittleren
Treffpunkt) zu treffen, ist also gegeben durch

z

+z
" h —htez 2 [ —(hep
W=J—Vn=-e h -dz=l7;--Je @2 d(hz)

/0,6745 z)’

J‘e \ve =

allw

Die Funktion ist, wie schon gesagt, tabuliert. Zweckmifiger ist es

nun, nicht (0’6745 . i), sondern direkt (i) als Argument zu neh-
Yo w w

men. Dann ist eine neue Funktion vy definiert durch
/O 6745 =z z
o PR 2)-ofg)
\ V2 w ¥ w
Auch diese letztere Funktion  ist z. B. bei Cranz® tabuliert.**

* Vgl. die Tabelle fiir !p(%) im Anhang.

** Vgl. die Zahlentafeln im Anhang.
Athen, Ballistik 15
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Nun war bisher angenommen worden, daB} der mittlere Treff-
punkt genaun bekannt sei. In Wahrheit ist das aber nicht der Fall;
denn bei einer endlichen Anzahl von abgegeberen Schiissen kann
man nur den wahrscheinlichen Mittelpunkt (als arithmetisches
Mittel der gemessenen Koordinaten) bestimmen. Dieser ,,schein-
bare mittlere Treffpunkt sei definiert durch z, so also, da8

; 1 .
(244) 20 = E'i(%)zw.(zl+z2+...)
Damit ergeben sich nunmehr die ,,scheinbaren‘ Fehler
(244 a) A =1z,—2z,,

die mit den ,,wahren‘ Fehlern z, nicht mehr iibereinstimmen. Folg-
lich stimmen auch die aus den z; berechneten Mittelwerte E, U, w
nicht mehr mit den aus den A; berechneten E’, 4, w’ iiberein. Der
Zusammenhang ist aber sofort herstellbar. Denn wegen (244) und
(244a) gilt fiir irgendein ¢:

) i=k N 1 Y J =k (auBer1)
7 _
Zizz,-—ﬁ- zz, oder Zi:T'z"—T Ez,-
tog=1 i=1
\—712

Da nun p'? = /‘ ~ sein soll und da beim Quadrieren der vor-

stehenden Glelchung die doppelten Produkte der rechten Seite
sich zum groBten Teil aufheben, so gilt

= %! (N—l

) - u? + N2 4® (4 vernachlissigbare
dopp. Produkte)*

\

* Die doppelten Produkte heben sich auf, da ungefihr gleichviele positive
und negative z;,, und zwar je zwei entgegengesetzt gleiche vorhanden

sind. Ferner wird
Zv 1 N—1
[Xr_‘ (27';)'} = N3 " I"!

wie man leicht zeigt und an dem Beispiel der 4 Werte a, b, ¢, d erkennt:
Da die Summe der doppelten Produkte ab, cd usw. verschwinden soll,
wird bei der Summation im obigen Sinne

T(Ta)* = (a2 4 o) + (b2 + o 4 d%) - (62 +- @2 - a)
- (d2 4 a? -+ b%) = 3(a? + b2+ o2 -} d2) = 3ul.
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oder

N—1 .
2 2. . =
J/3 I 5 folglich u l N

’

oder

(245)

- 1/ 24
Vy N—

Wegen B : E' = u:p’ folgt sofort

_ _ZIA|
E _——
(2453) ey

Die Berechnung von w erfolgt dann weiter nach (243a). Es sei
darauf hingewiesen, daB die Bestimmung von w aus u gegeniiber
derjenigen aus ¥ die genauere und daher im deutschen Heer auch
die ausschlieBlich gebriuchliche ist.

Bevor wir die vorstehenden Ergebnisse anwenden, miissen wir
uns noch dariiber klar werden, wann eine Beobachtung zu ver-
werfen ist. Theoretisch konnte man versuchen, die praktisch fest-
gestellte Verteilung zu vergleichen mit der GauBschen Verteilung
(238). Sobald sich UnregelméaBigkeiten zeigen, wire ein Beobach-
tungsergebnis auszuschalten. Es gibt verschiedene Theorien iiber
dieses Problem. Allen gemeinsam ist aber, daBl ein Schuf} dann
auszuschalten ist, wenn sein Febler A; einen bestimmten Maximal-
wert M derart iiberschreitet, daf3

0,4769 - M M
@M - h) =¢(——w———) = w(;) > f(N)
wird, wobei f(N) eine verschieden definierte Funktion der SchuB-

zahl ist. Chauvenet z. B. schlieBt folgendermaBlen: Von N
Schiissen liegen N -y (%{) innerhalb des Streifens (— M, + M), also

N 1 — 1/;(%)] auBlerhalb dieses Streifens. Diese Zahl soll aber

gerade 1 sein, da es sich um einen, als ,,AusreiBer auszuschalten-
den Schufl handelt. Betragt diese Zahl weniger als 1, so hat ein
Fehler vom Betrag M eine gréBere Wahrscheinlichkeit gegen sich

als fiir sich. Die Gleichung

(246) N ‘1_1,,( I—-2_ oder ,p(M) 2 —1

15"
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d. h. also das daraus bestimmte
M

= —

w

entscheidet somit iiber die AusschlieBung einer Beobachtung: Ist
der gemessene Fehler M > x « w, so ist dieser Schuf} auszuschalten.
Fiir die » erhilt man nachstehende Tabelle

I o 8 10 12 14 | 16 | 18

% 2,57 } 276 | 251 | 302 | 311 | 319 | 326

An dem folgenden Beispiel mogen die vorangehenden Entwick-
lungen erldutert werden.

Beispiel. Bei einem Schiefen wurden unter gleichen SchieBbedingungen
folgende 10 Einschlige in Schiefplatzkoordinaten gemessen:

nach der Lange: 5091, 5129, 5122, 5123, 5121, 5115, 5122, 5115, 5120, 5142,
nach der Seite: 602, 605, 610, 611, 608, 609, 616, 627, 613, 619.

Danach ist z; = 5120 und 2, = 612. Die 4; sind somit

nach der Lange: —29; +9; + 2; -+ 3; -} 1; —5; 4 2; — 5; 4 0; } 22;
nach der Seite: —10; —7; —2;—1;—4;—3;+4;-}+15; 1; + 7.
Wir finden weiter

fir die Lange: }'A,2 = 1474; u® = 163,8; up = 12,8; w = 8,6; [;, = 17,2;

x»w = 25,0;
fir die Seite: Y4,2= 470; u? = 52,2; u = 7,4; w= 5,0; by, = 10,0;
% w = 14,6.

Der Liange nach ist die Abweichung (— 29) absolut groBer als x » w = 25,0;
das ist also ein Ausreiller, der ausgeschlossen werden mull. Das gleiche
gilt fiir den Fehler (4 15) der Seite nach. Auf die Wiederholung der
Rechnung ohne diese Ausreifler verzichten wir hier. Wir wollen lediglich
noch die Bestimmung von w iiber £ vornehmen:

nach der Linge: Y |A;|=18; YN .(N—1) = 9,487; E = 8,22;
w=16,9; I =138

nach der Seite: 3| A;| = 54; ]/‘IV_-(_NTI-) = 9,487; E = 5,69;
w=4,8; bgy = 9,6.

Die so erhaltenen Streuungswerte weichen in der Linge merklich von
dem obigen Wert ab.
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§ 31. Berechnung der Treftwahrscheinlichkeit gegen Flichen

Mit Hilfe der oben definierten Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion o sind wir nunmehr imstande, die Treffwahrscheinlich-
keit bzw. die zu erwartenden Trefferzahlen gegen bestimmt
geformte Ziele zu berechnen. Die folgenden Sitze lassen sich un-
schwer auf der Grundlage der Formeln (238) und (239) ableiten;
es geniigt, wenn wir sie ohne ausfiihrlichen Beweis angeben.

1. Die Wahrscheinlichkeit, einen Zielstreifen der Breite 21 zu
treffen, der durch zwei parallele, zur SchuBlebene senkrechte oder
parallele Geraden begrenzt wird und auf dessen Mittellinie der
mittlere Treffpunkt liegt, ist

l 21
v=vz)=v(5)
wobel s, die 509/,ige Strenung nach der Lénge, Breite oder Hohe
bedeutet.

2. Die Wahrscheinlichkeit, ein Rechteck mit den Seiten 27 und
2b zu treffen, in dessen Mittelpunks der mittlere Treffpunkt liegt,

ist
21 (2
v vla)-
wenn ! parallel der SchuBrichtung verlauft.

3. Hat der mittlere Treffpunkt von den begrenzenden Parallelen
des Zielstreifens die Abstdnde I, bzw. I, (I, < I,), so ist die Wahr-
scheinlichkeit, diesen Zielstreifen zu treffen

() o ()

wenn der mittlere Treffpunkt innerhalb des Streifens, dagegen

=) -G

wenn der mittlere Treffpunkt auBerhalb des Zielstreifens liegt.

4. Durch Kombination der Sidtze 2. und 3. bestimmt man ohne
Schwierigkeit die Treffwahrscheinlichkeit gegen eine Rechteck-
flache, bei der der mittlere Treffpunkt nicht mit dem Mittelpunkt
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zusammenfillt, sondern irgendwo im Innern oder auBerhalb des

Rechtecks liegt:
1| (21, 21, 2b, 2b,\]
o) 2 v (@) (G2) £ v ()]

Es handle sich nunmehr darum, die Treffwahrscheinlichkeit
gegen eine beliebig begrenzte Scheibe zu finden. Um diese
Aufgabe zu losen, bedienen wir uns eines Kunstgriffes, den
Rothe0405) zyerst angegeben hat. Nach Formel (239) ist die
Wahrscheinlichkeit, ein Gebiet B(z, ) zu treffen, gegeben durch

W—— j‘j‘ MB-EV g dy,

wobei das Doppelintegral tiber das zu treffende Gebiet B(z, y) zu
erstrecken ist. Hierin werden wir neue Koordinaten durch die
folgenden Substitutionen einfiihren:

At — Vl_.e-h’z’ vdw, d.h. E=qh-2);
24

(246) .
dn=]—;-e_kwdy, dh =gl y.

Damit geht das obige Doppelintegral iiber in das folgende

(247) W= ({d&.dy,
Bew

welches durch Planimetrieren ausgewertet werden kann. Dazu
braucht die das Gebiet B(z, y) begrenzende Kurve nur mit Hilfe
der Transformation (246) in das neue Koordinatensystem (&, %)
iibertragen werden. Das Gebiet B(z, y) geht damit in das Gebiet

B (&,n) im System (&,#) iber. Planimetriert man diese transfor-
mierte Scheibe aus, so wird sofort die gesuchte Wahrscheinlichkeit
erhalten.

Wir betrachten nunmehr noch den Integranden des Doppel-
integrals. Dann folgt, daB die Treffwahrscheinlichkeit fiir alle die
Punkte der Ebene (genauer fiir die Flichenelemente d f) gleich ist,
fiir die

— Yt __ 1t
e WP TEY _ const =

1
ok
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Somit liegen die Punkte auf der Ellipse
h2-az? + k2. y2=1InC,

Nun sind % und % nach (243), (243a) den 509%igen Streuungen
umgekehrt proportional; also sind die Achsen der Ellipsen den
letzteren direkt proportional, und im besonderen erkennen wir,
da bei einer grofen Anzahl von Schilssen der UmriB des
Streuungsbildes ellipsenférmig wird.

In der Artillerie werden verschiedene Arten von Streuungen
unterschieden:

509%ige Lingenstreuung (I;) in der SchuBrichtung,

509,ige Breitenstreuung (b)) senkrecht zur SchuBrichtung
und waagerecht,

50%ige Hohenstreuung  (hs) senkrecht zur SchuBrichtung
und senkrecht,

509%ige Querstreuung (950) in der Flugbahnebene, senk-
recht auf der Flugbahntan-
gente,

509%jige Léngsstreuung  (¢,) in Richtung der Bahntan-
gente.

Ist | ¢ | der absolute Wert des Neigungswinkels in einem Flugbahn-
punkt, so gelten dort folgende Zusammenhinge:

. ]
(248) koo =1ls-tg|P|; Gso=1Ilgo-sin|d|; 5 50

=cos|ﬂ|'



D. SCHUSSTAFELBALLISTIK

Wir haben schon des 6fteren darauf hingewiesen, daB dem Artil-
leristen in Form der Schufitafel die notwendigen Unterlagen fiir
die Durchfiithrung des SchieBens an die Hand gegeben werden, In
diesen Tafeln muB alles das enthalten sein, was fiir die Lésung
irgendeiner Aufgabe militdrischer Art erforderlich ist. Inhalt und
Aufbau der Schuftafel sind dadurch weitgehend bestimmt. Wir
werden daher diese Dinge am zweckmiBigsten an Hand eines SchuB-
tafelauszuges schildern. Vorher wollen wir jedoch in groBen Ziigen
auf die (frundlagen und die Berechnung der SchuBitafeln eingehen.

§ 32. Die SchuBtafelberechnung

a) Versuchsanordnung und Versuchsdurchfihrung

Der Leser wird aus den Entwicklungen, die in diesem Buch
durchgefiihrt worden sind, die Uberzeugung gewonnen haben, daB
die Theorie eine strenge Losung des aullenballistischen Problems
bisher nicht geben konnte. Zwar 146t sich die Gesamtheit der Flug-
bahnelemente eines bestimmten (feschosses mit verhiltnismiBig
guter Annéherung numerisch angeben. Das Ergebnis ist von vielen
wegentlichen Parametern usw. abhingig (ballistischer Beiwert,
Luftwiderstandsfunktion usw.), und andererseits stimmen meistens
Luftgewichtsverteilung und Temperaturverlauf nicht mit den der
Theorie zugrunde gelegten iiberein. Alle diese Griinde bewirken,
daB die praktische Ballistik heute noch in erster Linie auf das
Experiment angewiesen ist. Die Theorie spielt vielmehr eine
ausgleichende und interpolierende Rolle. Thre Vervollkommnung
bringt es allerdings als groBen Vorteil mit sich, dafl die Anzahl
der Versuche verhéltnisméiBig klein gehalten werden kann. Aus
diesen wenigen Versuchen werden mit Hilfe der Theorie auf Grund
eines vorher fiir den besonderen Zweck ausgewihlten Gesetzes fiir
den Luftwiderstand und der geeigneten Rechenmethode die zu ver-
schiedenen vy-Werten und verschiedenen Erhthungen ¢ gehérigen
ballistischen Beiwerte aus den Versuchsergebnissen bestimmt.
Durch graphischen Ausgleich stellt man dann die Netzkurven
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¢ = ¢(vy, @) her. Erst dann setzt die genaue Berechnung der
SchuBtafel ein.

Die Durchfithrung eines SchuBitafelschieBens muB mit groBter
Sorgfalt vorgenommen werden. Es muf} nicht nur darauf geachtet
werden, daB die einzelnen SchuBgruppen (Treffbilder) unter mog-
lichst genau gleichen Bedingungen geschossen werden, sondern es
muf} dariiber hinaus oberster Grundsatz sein, durch fortgesetzte
Messungen vor und wihrend des SchieBens die Unterlagen zu ver-
vollkommnen.— Hat ein Geschiitz mehrere Ladungen (verschieden
stark bemessene Mengen von Treibpulver und daher verschiedene
Anfangsgeschwindigkeiten), so ist es empfehlenswert, Treffbilder
in moglichst allen Ladungen zu schiefen; zum mindesten miissen
die kleinste und gréBte, sowie gentigend viele Zwischenladungen
beschossen werden, wobei stets der Bereich der Schallgeschwin-
digkeit besonders zu beriicksichtigen ist. Angenommen, ein Ge-
schiitz habe 7 Ladungen mit den Anfangsgeschwindigkeiten 200,
240, 300, 360, 420, 500, 580 m/s, dann sind nach den obigen Ge-
sichtspunkten mindestens die Ladungen 1 (v, = 200m/s), 4 (v,
= 360 m/s), 5 (v, = 420 m/s) und 7 (v, = 580 m/s) zu beschieBen.
Was die Anzahl der in jeder Ladung zu untersuchenden Er-
héhungen angeht, so sollten vier verschiedene Erhéhungen fiir die
,untere Winkelgruppe® (0° << @ < 45°) im allgemeinen gentigen;
als zweckmiig haben sich die Erhéhungen 5°, 15°, 30°, 43° er-
wiesen. Das entsprechende gilt fiir die ,,obere Winkelgruppe®
(45° << ¢ < 90°) mit den Erhghungen 80°, 70°, 60°, 45°. Beim Er-
schieBen der mittleren Entfernung fiir jede Ladung und Erhohung
sollen gleichzeitig auch die 509, igen Streuungen ermittelt werden.
Man darf daher nicht weniger als 10 Schu8 je Treffbild aufwenden;
besser sind 15 SchuB, die bei besonders genauen Vergleichs-
beschiissen stets erforderlich sind. Die Anzahl der Treffbilder ist
natiirlich entsprechend zu vermehren, wenn es sich um Geschosse
mit einstellbaren Zeitziindern handelt und wenn deren Spreng-
punkte im Raum zeitlich genau festgelegt sein miissen (Fldk!).
Im iibrigen sind ganz allgemein folgende Messungen und MaB-
nahmen erforderlich:

1. Festlegung des Geschiitzortes und des GeschoBeinschlages
in Platzkoordinaten des SchieBplatzes. Der Schiefiplatz ist karten-
miBig bekannt. Infolgedessen ist die Schufirichtung bekannt. Auf
die Feststellung der Héhenlage von Geschiitz und Einschlag muf
beir welligem Gelinde Wert gelegt werden.
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2. Messungen des Luftgewichts und der Temperatur am
Boden und in gréferen Hohen, moglichst oft. Das gleiche gilt fiir
Windmessungen. Da ein mit der Hohe sowohl der Richtung wie
der Stdrke nach verdnderlicher Wind rechnerisch nur unsicher er-
fafBt werden kann, wird ein SchuBtafelschiefen moglichst mit zwei
Geschiitzen durchgefiihrt, die in entgegengesetzter Richtung
schieBen. Dadurch wird, wenn aus den Ergebnissen beider Ge-
schiitze das Mittel genommen wird, der Einfluf des Lings- und
Seitenwindes ausgeschaltet.

3. Bestimmung des Gewichtes fiir jedes einzelne GeschoB. Fiir
das SchuBltafelschieen werden aber zweckmiBig nur die Geschosse
verwandt, die das genau vorgeschriebene schufltafelmiBige Ge-
wicht haben.

4. Genaueste Priifung der Pulverladungen hinsichtlich Ein-
heitlichkeit, Gleichheit der Lieferung, Gewicht und Feuchtigkeits-
gehalt. Fortlaufende Bestimmung der Pulvertemperatur. Die
Ladungen werden nach Méglichkeit bereits mindestens 24 Stunden
vor Beginn des SchieBens in besonderen fahrbaren Temperier-
rdunen eingelagert und auf die schuBtafelmiBige Normaltempe-
ratur gebracht.

5. Bei jedem einzelnen Schuf} sollen auBerdem noch folgende
Mafinahmen erfolgen:

Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit,

Messung des hochsten Gasdruckes,

Messung des Verbrennungsraumes,

Messung des Rohrriicklaufes,

Einstellung der Erhéhung nur mit empfindlichem Winkelmesser,

Festlegung der Seitenrichtung nur mit Hilfe genau bekannter
Richtpunkte,

Messung der GeschoBflugzeit mittels Stoppuhr. Ubertragung des
AbschuBknalles zum Beobachter am GeschoBeinschlag durch

@ Fernsprecher; fiir manche Zwecke sind sogar objektive Flug-
zeitmessungen mittels geeigneter Apparaturen unerliBlich,

Feststellung der Tageszeit, um spiter die SchuBergebnisse mit
den meteorologischen Messungen zu vergleichen.

Von den hier geforderten Messungen werden wir anschlieffend
die beiden wichtigsten ausfiihrlicher besprechen.
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b) Messung
der Anfangsgeschwindigkeit und des Gasdruckes

Messung der Anfangsgesechwindigkeit. Zur Messung der Anfangs-
geschwindigkeit sind verschiedene Verfahren vorgeschlagen wor-
den, von denen aber nur einige wenige im praktischen Gebrauch
sind, Die beiden wichtigsten sollen beschrieben werden.

Vor der Miindung des Geschiitzes befinden sich 2 Drahtspulen,
die einen bestimmten Abstand voneinander haben und deren
Durchmesser so grof ist, daBl das GeschoB ohne Gefahr durch
beide Spulen durchfliegen kann. Die Geschosse werden vor dem
Abschull magnetisiert; sie verursachen daher beim Durchiliegen
der Spulen Induktionsstrome, die ihrerseits durch Vermittlung von
Verstirkern und Relais die eigentlichen Zeitmesser in Betrieb
setzen. Als die wichtigsten nennen wir das Boulengé-Gerit und
den Oszillographen.

Beim Boulengé-Gerit (Abb. 30) hingt am Elektromagneten
E, ein verhiltnismiBig langes Eisengewicht §,, wihrend der
Elektromagnet E, das kiirzere Eisen-

—_

gewicht S, trigt. Durch den Induk- See’. < muie?
tionsstrom beim Durchfliegen des Ge- £ £
schosses durch die 1. Spule wird iiber z \V4

ein Relais der Strom in E; unter- f ]

brochen; die Folge ist, daB S, frei 4 ,[S N

herabfillt. Sobald das GeschoB die A |
2. Spule erreicht hat, wird auch in i ;1“

E, der Strom unterbrochen, so daf
nunmehr auch 8, fillt. Nach einer
gewissen Fallstrecke trifft nun S, auf
die Platte P, die durch den Aufprall
den Hammer H freigibt; dieser schligt dann in den herabgefallenen
Stab S, die Zeitmarke Z ein. Auf 8, befinden sich noch die Null-
marke O, die die Lage von H bei angehiingten Gewichten angibt,
und die Disjunktionsmarke D, die von H eingeschlagen wird,
wenn S, und S, ihre Fallbewegung gleichzeitig beginnen. Die Zeit
t, zum Durchfallen der Strecke #,= OZ, vermindert um die Zeit
t, zum Durchfallen der Strecke h,= OD, ergibt die gesuchte
MeBzeit ¢. Nun ist aber auf Grund der Formeln fiir die Fall-

bewegung im luftleeren Raum (50b): ¢, = l/ 2h und ¢, = V2Thz

Abb. 30. Schema des
Boulengé-Flugzeitmessers
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‘Betrigt der Abstand der Spulen sm, dann ist die (mittlere) Ge-
schoBgeschwindigkeit gegeben durch v = % = t—at—(m/s).
Beim Oszillographen werden die Durchgéinée des Geschos-
ses durch die Spulen unter Zwischenschaltung von Wandlern
gleichzeitig mit den Schwingungen einer Stimmgabel auf einem
rotierenden Filmstreifen aufgenommen. Zu diesem Zweck (Abb.31a)
Sch befindet sich zwischen den Polen eines
= starken Magneten M eine Drahtschleife
a Sch, die ein feines, etwa 1/, mm? grofes
und nur wenige Hundertstel Millimeter
M sp M starkes Spiegelchen Sp trigt. FlieBt
nun durch diese Schleife ein Strom, so
—_— l l wandern nach den Gesetzen der Elek-
trizitdtslehre die beiden Drihte der
Schleife je nach dem Sinn der Strom-
richtung nach vorn bzw. nach hinten
aus. Das Spiegelchen Sp fiihrt also
eine kleine Drehung um die Achse a
aus. — Die ganze MeBapparatur hat nun zwei solcher Mefschleifen;
die eine steht mit den Spulen in Verbindung, schligt also zweimal
aus, nédmlich beim Durchgang des Geschosses durch die vordere
und hintere Spule. Die zweite Mefschleife wird von einem Strom
durchflossen, der durch eine Stimmgabel bekannter Frequenz
periodisch unterbrochen wird; das Spiegelchen dieser Schleife
vibriert also im Takte der Stimmgabelschwingungen. Auf die
Spiegel der beiden MeBschleifen fillt je ein Lichtstrahl einer Licht-
quelle; diese Strahlen werden nun von den Spiegeln auf eine
rotierende Filmtrommel projiziert. Das Photo zeigt dann nach der
Aufnahme die Stimmgabelschwingungen und die Geschofdurch-
ginge (Abb. 31Db). Aus der Anzahl der Schwingungen li8t sich die

L
el

Abb. 31 b. Oszillographenaufnahme und Auswertung

Spule o Stimmgabael

Abb. 31a. MeBschleife beim
Oszillographen

4:;:—




§ 32c. Auswertung der Versuchsergebnisse 237

Durchgangszeit ¢ des Geschosses durch die Spulenstrecke s und
damit die GeschoBgeschwindigkeit v = —:— bestimmen (vgl.Abb.31b).

Messung des Gasdrucks. Man bedient sich hierzu einer Methode,
die auf der Stauchung von kleinen Kupferzylindern beruht.
Abb. 32 zeigt das Prinzip dieser Messung. Im Boden des stark
verkupferten Stahlgehduses G befindet sich der genau einge-

~

schiiffene, spiel- und reibungsfrei bewegliche 2
Stempel 8. Zwischen S und dem Oberteil von :
G befindet sich der auswechselbare kupferne A\ )
Stauchzylinder Z von genau vorgeschriebenen G- _E_
Dimensionen. Diese ganze Einrichtung wird in Lo
dem Ladungsraum des Geschiitzes zusammen s#
mit dem Pulver untergebracht. Beim Schufl i

wird durch den Gasdruck der Stempel S in o
das Innere von G hineingepreBt, wodurch ‘g;‘:dzjicﬁzgz;m
der Zylinder Z entsprechend dem Hochstgas- mung
druck gestaucht wird. Die Grofle dieser Stau-

chung wird mit der Mikrometerschraube festgestellt und mit
Hilfe von Eichtabellen als Gasdruck (kg/cm?) ausgedriickt. Die
Eichung der Stauchkérper erfolgt mittels einer Hebelpresse.

¢) Auswertung der Versuchsergebnisse

Die Hauptarbeit besteht nach Abschlufl des SchuBtafelschieBens
nun darin, aus den gewonnenen Ergebnissen die Unterlagen fiir
die SchuBtafelberechnung in Gestalt der ballistischen Beiwerte zu
erhalten. Dazu miissen die Versuchsergebnisse zunichst auf Nor-
malverhiltnisse reduziert werden. Fiir einen groflen Teil der das
Ergebnis verfilschenden Umstdnde ist von vorneherein bei der
Anlage des Versuchs auf Abstellung geachtet worden (Wind durch
Schieflen von zwei Seiten, Geschofigewicht, Pulvertemperatur usw.).
Die hauptséichlichsten Fehlerquellen sind nun nur noch Luft-
gewicht, Lufttemperatur und Fehler im Abgangswinkel. Die
ersteren werden stindig gemessen und konnen also nach einer vor-
liufigen Rechnung mit Hilfe der Formeln (209/236) ausgeschaltet
werden. Der Abgangsfehlerwinkel mufl unter Umstinden durch
einen gesonderten Versuch bestimmt werden.

Nachdem nunmehr die Abweichungen bekannt und ausgeschaltet
sind, werden die c-Werte auf der Grundlage des fiir den vorliegenden
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Zweck geeigneten theoretischen Ansatzes bestimmt und
schlieflich iiber v, und @ graphisch ausgeglichen. Sobald man
also fiir die festgehaltene Erhéhung ¢y, ... die c-Werte der ver-
schiedenen Ladungen bestimmt hat, werden diese fiir ¢, = const.,

. aufgetragen und ausgeglichen (Abb. 33a). Scdann werden die
c-Werte fiir jede Ladung (d. h. v,= const.) abgelesen und neuer-
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Abb. 33. Ausgleich des ballistischen Beiwertes iiber Anfangsgeschwin-
digkeit und Erhohung

dings iiber einem (c, p)-System fiir v,== const. aufgetragen und
ausgeglichen (Abb. 33b). Nunmehr sind die Unterlagen fiir die
endgiiltige SchuBtafelberechnung vorhanden. Man berechnet mit
Hilfe der Formeln, die wir entwickelt haben, SchuBweiten, Flug-
zeit, Endgeschwindigkeiten, Fallwinkel fir den Endpunkt der
Flugbahn. Dariiber hinaus muB aber auch der gesamte Flugbahn-
verlauf bekannt sein, wie wir noch sehen werden. — Fernerhin
miissen die durch Anderung der Anfangsgeschwindigkeit, des Luft-
gewichts, der Lufttemperatur und durch Wind bedingten Schuf-
weiten- und Seitenabweichungen bekannt sein.

§ 33. SchieBbehelfe

a) Die SchuBtafel

Die SchufBitafel ist meist in Buchform aufgestellt. Sie glie-
dert sich in mehrere Teile, deren hauptséchlichsten wir anfiithren
wollen,

Der erste Teil ist die sogenannte Kommandotafel, die fiir
irgendein Geschiitz nachstehend im Auszug wiedergegeben ist:
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Ent- | Er- | Enge | Seitenver- | Ziinder- | Flug- | Endge-| Fall-
fer- | hé- | Gabel | schiebung | stellung | zeit |schwin-| winkel
nung | hung digkeit

m |Strich [Strich|{ Strich |Gradv.t.| s m/s Strich

1 2 3 4 5 6 7 8
5000 | 185 | 4 47 100 ] 15,2 \ 262 | 283
5100 | 192 -8 103 15,6 261 293
5200 | 198 --8 105 16,1 259 303
5300 | 204 5 --8 107 16,5 258 313
5400 | 210 --9 109 16,9 257 323
5500 | 217 -+9 111 17,3 255 334
5600 | 223 + 9 113 17,8 254 344
5700 | 230 410 115 | 182 | 253 355
5800 | 239 5 —+10 117 18,7 252 366

Sie enthélt neben Erhéhung und Entfernung u. a. noch Angaben
iiber folgende Elemente:
1.Enge Gabel: ein MaB zur Verlegung des Treffpunktes, wenn
dieser nicht genau im Ziel liegt.
2. Flugzeit: Sie dient u. a. zum Unterscheiden der GeschoB-
einschlige, wenn mehrere Geschiitze auf dasselbe Ziel schieBen.
3. Endgeschwindigkeit: zur Bestimmung der Eindringtiefe.
4. Angaben iiber Ziinderstellung und evtl. Verinderung der
Sprengpunktlage, wenn die Teilung am Ziinder verstellt wird.
Im zweiten Teil der SchuBitafel befindet sich die sogenannte
Libellentafel. Diese dient dazu, Héhenunterschiede zwischen

Libelleneinstellung bei Entfernung (m)
Hohenunterschied
Geschiitz-Ziel (m) 5000 5500 6000
+ 4 304 304 303
— 296 297 297
- 40 308 307 306
— 292 204 295
+ 60 312 311 310
—_ 288 290 291
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Geschiitz und Ziel auszuschalten. Befindet sich ein Ziel in der Miin-
dungswaagerechten, so gilt die Erh6hung der Kommandotafel; liegt
nun das Ziel um ein gewisses MaB auBerhalb der Miindungswaage-
rechten, so mul} sich die Erhéhung dndern. Diese Erhshungs-
dnderung wird nun an einer besonderen Skala, der ,,.Libelle®,
eingestellt, deren Nullstellung willkiirlich auf ,,300° festgesetzt ist.
»Libelle 310° heilt also: an Erhohung ist 10— zugelegt. Die
Libellenwerte werden aus dem Verlauf der Flugbahnen oder mit
der Niherungsformel (147) bestimmt.

Der letzte Teil der SchuBtafel enthilt die sogenannten B. W, E.-
Tafeln. Dabei bedeutet ,,B. W. E.* die Abkiirzung fiir ,,Besondere
und Witterungs-Einfliisse®. Sie enthalten die SchuBweiteninde-
rungen fiir Wind, Luftgewichtsinderungen usw. Wir haben einen
Teil dieser Tafeln auszugsweise wiedergegeben.

Fir Langswind ... m/s Fir Querwind ... m/s
ist an Entfernung zu betrigt die Seitenkor-
berichtigen ... m: rektur ... Strich:
Ent- Ent-
fernung fernung
2 4 6 8 2 4 6 8
m m
5000 | 25 | 50 70 | 100 5000 2 4 7 9
5500 | 30 60 85 | 115 5500 2 5 7 10
6000 [ 35 | 70 | 100 | 135 6000 3 5 8 10
Fiir ein Luftgewicht Fiir ... Stufen Ge-
von ...kg/m3 ist an schwindigkeitsinderung
Entfernung zu berich- ist an Entfernung zu
Ent- tigen ... m: Ent- berichtigen ... m:
fernung fernung
1,18 | 1,14 | 1,10
1,22 | oder | oder | oder 2 4 6 8
m 1,26 | 1,30 | 1,34 m
5000 0 65 | 130 | 190 5000 { 15 | 30 | 50 | 65
5500 0 70 | 145 | 215 5500 15 35 50 70
6000 0 80 | 160 | 240 6000 | 20 35 55 70
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Abb. 3f. Das Flugbahnbild
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Es braucht nicht besonders erwihnt zu werden, da3 die vor-
genannten Tabellen und Tafeln fiir jede Ladung getrennt auf-
gefiihrt sind.

Wir wollen zum Abschluf ein Beispiel geben fiir die Bildung eines
Feuerkommandos mit Hilfe der SchuBltafel. Das Ziel befinde sich in
5700 m Entfernung, genau siidgstlich vom Geschiitz, 50 m hoher als
letzteres. Der Wind wehe mit einer Stirke von 10 m/s aus westlicher
Richtung. Das Tagesluftgewicht betrage 1,16 kg/m3. Das Rohr sei alt
und ausgeschossen und gebe die v, um 4 Stufen zu klein. Die Kompo-
nenten des Windes in bezug auf die Schufirichtung sind: Lingswind
= -} 7m/s, Querwind = — 7 m/s. Somit erhalten wir folgende Ver-
besserungen fiir die SchuBiweite

Langswind (wg =+ 7Tm/s) -+ 107
Rohrstufe (499 = — 4 Stufen) — 35
Luftgewicht (6g = L16 kg/em3)  4-112
Zusammen ~+184m
Ungestérte SchuBweite 5700 m
Berichtigte SchuBweite 5516 m

Dazu gehort laut Kommandotafel die Erhshung 218 Strich. Wegen des
Hohenunterschiedes ist die Libelle 309. Die Seitenverschiebung betrigt
0 Strich (Summe der Kommandotafelangabe | Seitenwindeinflu8).

b) Das Flugbahnbild, der Artillerierechenschieber
und die graphische SchuBtafel

AuBler der soeben beschriebenen SchufBtafel sind noch einige
andere Schiefbehelfe im Gebrauch. Zur Bekimpfung von Zielen,
die weit auBlerhalb der Miindungswaagerechten liegen, dient das
Flugbahnbild, das die einzelnen Flugbahnen fiir Erhéhungen
von 20— zu 20— enthilt (Abb. 34). Mit Hilfe dieser Darstellung,
die auch die Kurven gleicher Flugzeiten enthilt, kann die Er-
hohung der Flugbahn festgestellt werden, die durch irgendeinen
Punkt des Raumes geht, soweit dieser Punkt iiberhaupt im Schuf-
bereich der Walffe liegt.

Zur bequemeren Ermittlung der SchieBunterlagen dient der
sogenannte Artillerie-Rechenschieber, der die im vorigen
Abschnitt durchgefiihrte Rechnung zur Ermittlung des Feuer-
kommandos mechanisch ausfiihrt. Die in der Schufltafel enthal-
tenen Verbesserungswerte sind auf Walzen und Hebel iibertragen;
die einzustellende Erh6hung ergibt sich automatisch, wenn eine
bestimmte Folge von Handgriffen ausgefithrt wird, mit denen die
B. W.E. dem Gerét zugefiihrt werden.

Athen, Ballistik 16
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Dije graphische SchuBitafel (Abb. 35) schliefllich ist eine an-
dere Form des Flugbahnbildes. Man kann sie sich nach einem
Vorschlag von Ammann folgendermafen entstanden denken:
Die Flugbahn mit der kleinsten Erhéhung (0) wird in einer festen
Ebene gezeichnet; die Flugbahn mit der Erhéhung ¢ wird in einer
Ebene dargestellt, die um den Winkel ¢ gegen die 0-Ebene ver-
dreht ist usf. Auf diese Weise entsteht aus allen Flugbahnen der
sogenannte , Flugbahnberg®. Dieser wird nach dem aus der Kar-
tenkunde bekannten Schichtlinienverfahren in die Ebene pro-
jiziert; dadurch entsteht eine ganze Schar von Kurven gleicher
Flughshen iiber der Miindungswaagerechten. Die einzelnen Flug-
bahnen stellen sich in diesem Bild als gerade Linien dar. Abb. 35
zeigt schematisch die Konstruktion des Flugbahnberges und der
graphischen SchuBtafel, die daneben noch einmal in ihrer end-
giiltigen Form dargestellt ist. Mittels des drehbaren Lineals kann
zu jedem Punkt des SchuBlbereichs die Erhéhung festgestellt
werden. Die Tafel enthélt tibrigens auch die Fallwinkel und Flug-
zeiten, Auf Einzelheiten wollen wir nicht eingehen.






Abb. 35. Die graphische Schuftafel nach Ammann
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so hoher Gasdruck entstanden ist, daB der EinpreBwiderstand des
Geschosses in die Ziige bzw. das GeschoBgewicht und die Reibung
bel glatten Rohren (z. B. Fliigelminen) iiberwunden wird. Die Ver-
brennung erfolgt zundchst schneller als der Druckausgleich durch
die Vorwirtsbewegung des Geschosses. Die Folge ist das Ansteigen
der Druckkurve (Abb. 36) bis zu einem Maximum, von dem aus
die Kurve langsam wieder abfillt. Um die Pulverenergie voll-
stdndig auszunutzen, mufl die Verbrennung abgeschlossen sein,
bevor das GeschoBl das Rohr verlassen hat.

Das Hauptproblem der inneren Ballistik umfaft die Lésung
folgender Aufgabe: Fiir ein Geschiitz, von dem Kaliber,
Rohrliange, anfanglicher Verbrennungsraum, Geschof3-
gewicht, Treibladungsart und -gewicht bekannt sind,
soll man die innenballistischen Elemente ermitteln,
also besonders Gasdruck, Geschofligeschwindigkeit,
Durchlaufzeit des Geschosses und Verbrennung des
Pulvers. Die zeitliche Abhingigkeit dieser GréBen
und ihr jeweiliger Wert fir jede beliebige Lage
des Geschosses im Rohr miissen bestimmt werden.
Besondere Aufmerksamkeit ist dem Maximalgas-
druck und der Miindungsgeschwindigkeit zuzuwenden,
da diese Elemente der experimentellen Priifung am
besten zugidnglich sind und andererseits fiir den Ge-
schiitzkonstrukteur bzw. den AuBenballistiker das
Hauptinteresse haben. — Die Losung des Hauptproblems der
inneren Ballistik ist bis heute nicht einwandfrei gelungen. Die teils
empirisch, teils durch Naherungsannahmen gewonnenen Lésungen
weisen dhnliche Mingel auf wie die Ldsungen des auflenballisti-
schen Problems. Wir wollen versuchen, im folgenden einen Ein-
blick in das innenballistische Problem und die Methoden zu ge-
wihren, die das Problem einer Lésung ndherbringen.
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Kap. II. Die Grundgleichungen der inneren Ballistik

§ 34. Die Abelsche Gleichung

Fiir die wirklichen Gase gilt bekanntlich die van der Waalssche
Zustandgleichung

(249) (p+ L) v—a=r.71,

in der p den Druck, T die absolute Temperatur, R die Gaskon-
stante, p das spezifische Volumen des Gases und f und a bestimmte
Konstanten bedeuten; a nennt man auch das Kovolumen; dies
ist das kleinste Volumen, welches das Gas tiberhaupt einnehmen
kann, wenn die Gasmolekiile immer enger zusammenriicken.
Offenbar tritt auf Grund von (249) dieser Fall fiir T'= 0, also
am absoluten Nullpunkt ein. Diese Gleichung gilt auch fiir die
Pulvergase, speziell wenn diese in einem allseitig geschlossenen
Raum vom Volumen 8B, durch Verbrennung einer Pulvermenge
vom Gewicht L entstanden sind. Bezeichnen wir mit T, die
Explosionstemperatur und wiederum mit a das Kovolumen,
dann gilt statt (249) unter der fiir unsere Betrachtungen stets

giiltigen, erfahrungsmiBigen Annahme % ~ 0 die neue Gleichung

R.-T,-L .

P=®,—La’ (Bo=L-v),

welche noch etwas vereinfacht werden kann. Die Erfahrung hat
nimlich gezeigt, daf fiir jede Pulverart R - T'y= f einen konstanten

Wert hat. Andererseits bezeichnet man —é— =A als die Lade-
dichte; somit geht die obige Gleichung fur p iber in

(250) p=1—

Diese Gleichung ist bekannt als die ,,Abelsche Gleichung«22,
Hierin nennt man f den ,spezifischen Druck® oder auch
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manchmal die ,Pulverkraft”. Fiir die Pulvergase gilt mit guter
Niherung a ~ 17:6—0 . Schmitz1%® hat nachgewiesen, dafl die

Abelsche Gleichung (250) fiir Gasdriicke im Bereich 1200 < p
< 4500kg/cm? gut erfiillt ist. Jedoch treten nach Feststellung
anderer Ballistiker z. T. fiir p > 3000 kg/cm? bereits erhebliche
Abweichungen ein; der Grund ist mit in der Vernachldssigung
von f§ in (249) zu suchen. Die Konstanten a und f sind bestimm-
bar durch mehrere Verbrennungen verschiedener Pulvermengen
in einer geschlossenen Druckbombe und Bestimmung des Héchst-
gasdruckes. Umgekehrt ist dann mit f auch die Verbrennungs-
temperatur T, bekannt.

§ 35. Die Energiegleichung

Bezeichnen wir wie oben mit L die Pulvermenge und mit y den
Bruchteil der verbrannten Pulvermenge, so 148t sich die Abelsche
Gleichung schreiben

L.
(251) p= Ily .
B—L-y-a—a-L.(1—y)

In dieser Gleichung bedeutet also L- (1 — y) den unverbrannten
Anteil der Pulvermenge; somit ist —:— - L-(1— y) dessen Volumen,

wenn s das spezifische Gewicht des Pulvers ist. Andererseits ent-
hilt ganz allgemein ein Volumen £, in dem ein Gas unter dem
Druck p eingeschlossen ist, die potentielle Energie E:

(252) FoP 8

x—1
WO % = %’l das Verhiltnis der spezifischen Wérmen der Gase bei

konstantem Druck bzw. konstantem Volumen bedeutet. Somit
ergibt (2562), auf den Fall der Verbrennung des Bruchteils % einer
Pulvermenge Lim Volumen B, angewandt, fiir dessen potentielle
Energie E

. .
P (Bo—Ly-a——0-L-(1—y)
(252a) E = ,

x®x—1
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und daher, wenn fiir p der Wert aus (251) eingesetzt wird:

(253) g-{Ly

x—1

Bei der GeschoBbewegung im Rohr mit dem Querschnitt ¢ sei
seit Beginn der Bewegung die Zeit ¢ verflossen; weiter habe das
Geschofl den Weg z zuriickgelegt; der anfingliche Verbrennungs-
raum sei B,. Das Volumen der Pulvergase ist also zur Zeit ¢,
wenn in diesem Zeitpunkt der Bruchteil ¥ der Pulvermenge L
verbrannt ist,

Bo=Bp+g-2s—L-ya——L-(1—y).

Der Energiebetrag £ (253) findet sich in verschiedenen Hauptbe-
trigen wieder, nimlich 1. in der kinetischen Energie § g - v? der
sich mit der Geschwindigkeit v bewegenden Gesamtmasse u,
2.1in der Arbeit P, die zur Uberwindung des EinpreBwiderstan-
des des Geschosses in die Ziige nétig ist, 3. in der potentiellen
Energie der im Volumen %, unter dem Druck p stehenden Pulver-
gase. — Die Energiegleichung lautet somit

f.L.y 1 p.%
w1 gk TP oder Haupt-

. .| gleichung
(254) f-L-y—np- 530_}_q-z—L-y-a—%-L~(1—y) der inneren

Ballistik
= —1)(tp-02+ P)

Zu dieser von R ésal108 zuerst hergeleiteten Gleichung sind einige
Bemerkungen erforderlich: 1. Die Masse u ist nicht genau gleich

G,
der GeschoBmasse m = —", sondern u ist eine scheinbare Masse,

welche die Energie des Rohrriicklaufs, die Bewegungsenergie der
vergasten Ladung und die durch den Drall hervorgerufene Rota-
tionsenergie usw. gleichzeitig beriicksichtigt. Man kann aber in
vielen Fillen den Rohrriicklauf und die Rotationsenergie ver-
nachldssigen. Dann wird

G, 4L

p==—0
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wobei £ ein Ausgleichsfaktor ist, der oft & = - gesetzt wurde;
neuerdings hat Langweiler1?® nachgewiesen, da ¢ =1 ein
zweckmifigerer Wert ist. Infolge mehrerer Vernachlassigungen,
z. B. Wirmeabgabe an die Rohrwand, darf man fiir » nicht seinen
theoretischen Wert » = 1,405 nehmen, sondern einen etwas klei-
neren, empirisch festzulegenden Wert, den Langweiler2® wie
folgt bestimmt: Die Energie £ muf} gleich dem Kaloriengehalt der
verbrannten Pulvermenge sein, d. h. es gilt, wenn U die kalorische
Energie des Pulvers ist,

@5 E=LLY_y.r.y, dn x=1+4

x—1

fund U sind experimentell bestimmbar. So fand sich z. B. fiir
Nitroglyzerinpulver » = 1,18; fiir Nitrozellulosepulver » = 1,21

§ 36. Das Verbrennungsgesetz des Pulvers

In der Praxis hat sich gezeigt, daB die Verbrennungsgeschwindig-
keit des Pulvers in erster Linie vom' herrschenden Druck, von
Grofe und Form des Pulvers, sowie von dessen chemischen und
physikalischen Eigenschaften abhingt. Die quantitative Fest-
legung dieser Zusammenhénge wird durch das Verbrennungsgesetz
formuliert. Nach Piobert®0? geht das Abbrennen des einzelnen
Pulverkorns so vor sich, daf die Verbrennung in ,,parallelen
Schichten* erfolgt, so also, dafl in einem bestimmten Augenblick
die Zersetzung um dieselbe Wegstrecke von jedem Punkt der
Oberfliche und senkrecht zu ihr fortgeschritten ist, wobei der
herrschende Druck maBgeblich ist. Ist nach einer Zeit von &

Sekunden die Schichtdicke e abgebrannt, soist é = Z—.; dielineare

Verbrennungsgeschwindigkeit des Korns. Vieille®2®schrieb
das Verbrennungsgesetz daher in der Form

(256) é=A-pt

Aund % sind zwei empirisch festzulegende Konstanten ; & wird ver-
schieden festgesetzt. Die Hauptvertreter der innenballistischen
Theorien wihlen k= % (Gossot und Liouville) bzw. k=1
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(Charbonnier, Schmitz, Cranz). 4 ist abhinglg vom Pulver
und kann durch Bestimmung der Verbrennungszeit 7, eines
Pulverkorns der Dicke a unter konstantem Druck p, bestimmt
werden. Nach (256) ist also:

a
= .y . —k
(2564a) A 3 Po k.

Der Faktor 1/, auf der rechten Seite dieser Gleichung mufl
gesetzt werden, da ja die Verbrennung gleichzeitig von der oberen
und unteren Flédche des Korns her erfolgt.

Betrachten wir nunmehr ein Pulverkorn von der Form eines
Parallelepipeds mit den Kanten a < b <Cc; dann betriigt das anfing-
liche Kornvolumen a - b-¢. Nach der Zeit ¢ ist von allen Seiten her
das Stiick e abgebrannt; folglich betrigt nunmehr das Korn-
volumen nur noch (a— 2e)+ (b— 2¢) - (c— 2¢). Somit erhalten
wir fiir den Bruchteil y des verbrannten Pulvers

a-b-c—(a—2e)-(b—2e)-(c—2e)
a-b.c o

y = 2(%—*_—;——‘_%)'8
8
a-b-c

—4 et et e

Ahnlich weist man leicht nach, daB die nachstehende, dieser
Gleichung analoge Beziehung (257) mit den allgemeinen Koeffi-
zienten ay, B, ¥1:

(257) y=ayretp-e*ty e

allgemein bei beliebigen Pulverformen gilt. Damit ist der
Bruchteil y bekannt, der in den Gleichungen (251/254) auftritt.

Nun ist aber von vielen Ballistikern darauf hingewiesen worden,
daB beim Abbrennen ein Zerfall der einzelnen Pulverkoérner ein-
tritt, so dal in (256) A sich wegen der durch den Zerfall bedingten
Kornvermehrung veréndert. Andererseits liegen die einzelnen
Pulverkorner nicht frei, sondern beriihren sich in verschiedener
Weise; auch dadurch wird die Verbrennungsgleichung gestort.
Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, fithrt Charbonnier(19
ein Verbrennungsgesetz ein, das sich auf die ganze Ladung,
statt wie oben auf das einzelne Pulverkorn bezieht. Er schreibt

dy

(258) 2 = y=4-9y-p*
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Hierin wird k im allgemeinen & =1 gesetzt, wihrend 4 eine fiir
das betreffende Pulver gegebene charakteristische Konstante ist.
@(y) ist eine von der Pulverform abhingige Funktion, die von
Charbonnier in der Form (1—y)# oder yf angesetzt wird, je
nachdem, ob das Pulver von innen her (Réhren!) oder von
auflen her abbrennt. Schmitz12® macht iiber die Funktion
@(y) keine Voraussetzungen sondern will ihren Verlauf durch
Verbrennungsversuche in geschlossener Bombe bestimmen.
Ubrigens kann man (258) ohne Schwierigkeit aus (257) herleiten;
dabei ergibt sich bei Betrachtung bestimmter Pulverformen
auch sofort die von Charbonnier gewihlte Form der Ver-
brennungsfunktion @(y).

§ 37. Das System der Hauptgleichungen der inneren Ballistik

Um die Bewegung des Geschosses durch das Rohr festzulegen,
mufl noch die Bewegungsgleichung abgeleitet werden. Das
Gleichgewicht der Krifte wird durch das folgende Newtonsche
Bewegungsgesetz

2
(259) JIE (i—: =pu-&=¢-p (g= Rohrquerschnitt)
ausgedriickt; dabei sind allerdings die Reibungskriifte vernach-
lassigt worden. — Die Formel (259) 1a8t noch die folgenden Ver-
dnderungen zu

(2594) F=P_ g, _0p

P PR .
Stellen wir die Gleichungen der inneren Ballistik noch einmal
zusammen, so ergeben sich die folgenden simultanen Gleichungen:

L
f-L-y—p-|%o+q-w-—L-y-a—;-(1—y)‘
=(x—1)- (—"2‘— cv? P) (Energiegleichung)
(260) (1.) é=i-(£)k; Yy=a,-e+ f-e2 4y, -€ oder

(I1) y =4 - @(y)- p* (Verbrennungsgleichung)

E=0=0v. v _q-p
u

7z (Bewegungsgleichung)
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Diese Gleichungen werden teilweise noch vereinfacht durch fol-
gende Annahmen: % kann niherungsweise durch a ersetzt werden;

P kann vernachliissigt werden, wenn man die Weg-Druck-Kurve
nicht bei (p = 0, & = 0), sondern bei (# =0, p = py &= 0) begin-
nen 1dBt. Dann lautet die vereinfachte Energiegleichung

(260a) f-L-y—p-[By+g-2—a L]=(x—1)- 5 0%

In det Verbrennungsgleichung nimmt man gewéhnlich &= 3 baw.
k=1.

Kap. III. Die Losungsverfahren zum Hauptproblem

der inneren Ballistik

§ 38. Integrabilitit der Hauptgleichungen der inneren Ballistik.
Losungen von Krupp-Schmitz und Cranz

Wir wollen nun das System (260) hinsichtlich seiner Integra-
bilitdt und seiner Losungen untersuchen. Dabei werden zwei
verschiedene Gesichtspunkte méglich sein: 1. Zuriickfiihrung des
Problems auf Quadraturen; genaue Losung. 2. Gendherte Losung
der Differentialgleichungen; dafiir aber Gewinnung geschlossener
mathematischer Ausdriicke.

Der 1. Fall ist der allgemeinere, aus dem sich die Niherungs-
losungen (2. Fall) herleiten lassen, wenn das auch von den ver-
schiedenen Autoren nicht immer gemacht worden ist.

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit zunichst dem System (260)
mit der Verbrennungsgleichung (II) zu. Hierin werde P = 0 und

k=1 gesetzt. Dann ist
1

P=Tom ¥

Aus der Bewegungsgleichung ¢ = % - p folgt also durch Einfithrung

des obigen Wertes von p

dv =

®
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d. h. vist als reine Funktion von y darstellbar: v = % -&(y). Nun-

mehr folgt aus der Substitution

J=%0+q.x_L-y.a—€--(1—y), d. h.

! 1
dJ =q-dx— L- l\a——a—) -dy
sofort

v.dv pev-do
-
dJ-|—L-(a—;)-dy

£(y)-E(y)-dy
a7+ Lfa——)ay

ql
o

Dies fiihren wir in die Résalsche Energiegleichung (mit P = 0)
ein. Wenn wir noch die Substitution

oLy 2T L ogay) =gy

vornehmen, so geht die Energiegleichung schlieBlich iiber in die
lineare Differentialgleichung mit Stérungsglied:

af 1 [-L—9iy)
(261) dy x—1 v(y)

-J=L-(%—a)

Das Integral dieser Differentialgleichung ist unschwer anzugeben.
Es lautet:

(262)
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Diese Gleichung ist die Grundlage der Lésungen von Krupp-
SchmitzM® und von Cranz®. Schmitz1® verwendet sie
allerdings nicht in dieser Form, sondern geht von einer ersten
Losung aus, die er aus der vereinfachten Energiegleichung (260a)
erhilt. Diese erste Losung ergibt, in (260) eingesetzt, eine ver-
besserte zweite Losung usw. (vgl. auch das Verfahren [§ 19, b] der
duBeren Ballistik). Cranz™® hat nachgewiesen, daf dieses Ver-
fahren auf die Losung (262) fithrt.

Cranz0 hat 1918 ein graphisches Losungsverfahren ent-
wickelt, das ebenfalls vom System (260) ausgeht, jedoch P im
Gegensatz zu den vorangehenden Entwicklungen nichtivernach-
lassigb. Man iiberzeugt sich aber leicht, daB dadurch der Typus
der Differentialgleichung (261) nicht verindert wird. Die auf-
tretenden Integrale usw. will Cranz 19 graphisch ermitteln; dazu
kann z. B. das in [§ 18, b] fiir den Fall der duferen Ballistik ge-
schilderte graphische Integrationsverfahren herangezogen werden.
Natiirlich konnten die Integrale auch numerisch ausgewertet
werden, z. B. nach dem Verfahren von Runge-Kutta [§19,a]
oder dem Verfahren der wiederholten Integration [§19, b].

Wir wollen im folgenden noch 2 Lésungsmethoden schildern, die zu
geschlossenen Ausdriicken fithren und dariiber hinaus als Proto-
typen zweier Losungsprinzipien besonderes Interesse verdienen.

§ 39. Die Losung des innenballistischen Problems
dureh Charbonnier

Obgleich es méglich ist, die Losung von Charbonnier aus der
obigen Lisung (262) abzuleiten, wollen wir aber lieber die Ent-
wicklung von Anfang an durchfiihren. Charbonniert benutzt
folgendes System von Gleichungen:

—1
p'(%0+9'$—a'L)+x2 -M-’02=I‘-L.y
299 =49y p
pré=p-9=q-p.
v
Wie oben erhalten wir zunichst v = < dy =9 L(w).

w JA-ply) p-4
¥
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Dies Integral ist von y, & 0 bis y < 1 zu erstrecken, da die Be-
wegung des Geschosses erst eintritt, wenn nach Verbrennung einer
bestimmten Pulvermenge y, ein Druck p; entstanden ist, der den
EinpreBwiderstand iiberwindet. Nun ist

J=8y+¢-2—L-a, dh. dJ=g-dz und
u-v-dv=q-p-dex=p-dJ.
Die Energiegleichung ergibt somit schlieBlich
pood LB ) wr=f L.y

oder, wenn v durch C(y) ausgedriickt wird:

v
x—1 J * L (y) dy
X n() = .
(264) 7 n(3) ’)y«p(y) L B
’ Y
wo zur Abkiirzung
==Ll e (4
(264a) r=tl 8 \ﬂ_A)

gesetzt wurde. In (264) hat, wie hier ohne Beweis angegeben werde,

T Ciy stets einen sehr kleinen Wert, so dall das Integral ent-

wickelt werden kann. Mit den Substitutionen

o _ @ 1 . C’(y) ,2. Sy .
J_@’ l—r‘cz(y) —_1+ + y’ +

Yy
erhalten wir

;1_111@:7_;" uy) Cdy fwy) iy

Yo
=7-Zy(4, Yo) + 7%+ Zy(¥, Yo) + R

Diese Entwicklung ist allerdings nur langsam konvergent. Um die
Konvergenz zu verschirfen, wenden wir folgende Transfor-
mation an:

X

265)!

1—-0 % =1—e?=D
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Setzen wir fir D seinen Wert gemiB (265) ein, so folgt
x—1

2
(2652) 1 — @ *® =w%m%Hﬁ-QWAJ—ﬁ%¥%+“'

In dieser Gleichung sind die Koeffizienten von 72, 3, ... gleich
Null, wenn @ (y) = const = 1 gesetzt werden kann; in allen anderen
Fillen sind sie sehr klein, und da 73 < 72 < 1, geniigt in (265a)
Beschrinkung auf das erste Glied. Folglich wird

%1

1—0 ° =7r.Z,(y,y,) oder
(266) In(By+g¢-2—a- L)

2
=1D(5Bo—a'L)—,‘Tl'ln[l—'f‘zl(?/:yo)]

Damit ist also der vom GeschoB im Rohr zuriickgelegte Weg als
Funktion des verbrannten Pulveranteils erhalten.

Es miissen nun noch die iibrigen innenballistischen Elemente
ermittelt werden: Aus der ersten Gleichung des Systems (263) folgt
sofort der Gasdruck p, da

= cr—a- = 4 .
y, J=%By+¢g-z—a-L und v—".A £(y)

bekannt sind. Mit Beriicksichtigung von (266) 1i8t sich dies aber
noch vereinfachen. Man weist nach, da schlieSlich

(267) fLy 72

wird. Aus dieser Gleichung li8t sich auch der Maximaldruck er-
mitteln; in diesem Falle wird (267) am zweckmiBigsten logarith-
misch differenziert, darin dp= 0 gesetzt und dann mit (264)
kombiniert. Man bestimmt damit Jmax und ymax fiir die Stelle
Pmax:

x—1

=f.[.Ymax g 2
=1L Jmax @max )

(267 a)

pmax
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Die vorstehenden Formeln gelten nur bis zur vollstindigen Ver-
brennung des Pulvers (y = 1). Hat das Geschof in diesem Augen-
blick das Rohr noch nicht verlassen, so wird mit den Formeln fiir
eine polytropische Zustandsinderung der Pulvergase weiter-
gerechnet, also

N . ".'u__—‘uvl .’.—ix_
(268) | p-J" =py -y 5= +x_1 ! (J)

Darin bedeuten die Elemente mit dem Index 1 die Werte fiir die
Stelle y = 1._— SchlieBlich ist d¢ = %@ oder t = J‘%’i

Beispiel. Das folgende numerische Beispiel ist dem Aufsatz von-
Boll1é(108) im ,,Handbuch der Physikal. u. Techn. Mechanik* ent-
nommen. — Es handle sichum ein 8-mm-Gewehr, bei dem .= 0,0032kg;

Gy = 0,010 kg und B, = 0,38 - 1079 m? ist; der gesamte Gasraum B,
(ganzes Rohr) betrage 0,38 - 10~ % m3. Ferner sei a = 0,9 1073 (m?);
%= 1,2 und f= 93000 (m). Somit wird

0,010 4 0,5-0,0032
= 9,81

= 0,001182.

Die Miindungsgeschwindigkeit sei zu v, = 885 m/s gemessen worden.
Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir y, = 0; ¢(y) = 1 = konst,,
so daBl {(y) = Zy(y, yo) = y wird.

Man findet durch Elimination von m g i aus den so entstehenden
Gleichungen
x1
269) ,—_9 . —8 % —y. =";‘.L.(L)2.
(269) o A.Myund] rey z J L \T & y

sofort y = 1,086. Das bedeutet, daBl wegen y > 1 das Pulver bereits
verbrannt ist, bevor das Gescho8 die Rohrmiindung erreicht hat. Es
miissen daher zunichst die Formeln (268) benutzt werden, um die Ele-
mente an der Stelle ¥ = 1 zu berechnen. Fir 0 < y <1 gelten dann die
Formeln (263—267), fiir y 2> 1 die Formeln (268). Nach (268) ist mit
Benutzung von (267) und (269) also nach Elimination von p, und v,:

x—1

2
- R LTV
2 x—1 g1
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Wegen (266) ist aber

x—1 x—1
2 x—1 2
Jo 2 _Jo
(Tl-) =1—r oder J, s p—

und somit

'u.voz_f.L.[]—ﬁ_)x—l 1 I
2 x—1 | (Je 1—ri’

Aus dieser Gleichung kann r bestimmt werden; man erhalt » = 0,2994.
Mit (269) ergibt sich dann sofort v, = 868,2 m/s. Nunmehr kann auch
der Maximalgasdruck bestimmt werden. Setzt man in (267) den aus (266)
folgenden Ausdruck

x—1 2

1—6 % —r.y, dh J=Jy.(I—r-g "
ein, so entsteht

x+ 1

-L " y %1
p="—5—-y{l—r-y .
(1]

Das Gasdruckmaximum ist an der Stelle yygx vorhanden, wo -‘—i% =0

wird. Durch Differentiieren erhalten wir sofort

L x+1 1 2 |
f-L A —r.y) ! _"y':il'(l—“y)x_li:()’
1
d. h. Ymax == m oder Ymax = 0,2783.

SchlieBlich ist also pmax = 3,65+ 107 kg/m? = 3,65 - 10% kg/cm? oder, da
1,0333 kg/em?® = 1 at ist: pmax = 3532 at. Der experimentell bestimmte
Wert war 3510 at.

Bollé fithrt dieses Beispiel noch weiter und berechnet die Elemente
fir eine Verkiirzung des Laufes um 26 cm. SchlieBlich zeigt er noch,
wie die Berechnung erfolgt, wenn die EinpreBSarbeit des Geschos-
ses, (also yo 3= 0) beriicksichtigt wird.
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§ 40. Das halbempirische Losungsverfahren von Gossot und
Liouville

Die Lésung des Hauptsystems der inneren Ballistik wird von
Gossot und Liouville'? auf der Grundlage des Verbrennungs-
gesetzes (256/256a):

2 ¢

=2 BV .ar= 2. L. (2.

e = IR -‘(Po) dt 3% WO 2 T (Po) dt

und der aus (257) folgenden allgemeinen Beziehung
y=@(e) =F(2)

durchgefiihrt. Somit wird folgendes System von Differential-
gleichungen verwandt:

u-&=gq-p und somit:

2
Tn'z':( L 'i)s
g " Do

(270)

1, L
L8 = f. 2. F(2).
at = f.-Flz)

1
re [B,

In diesem System werden nun folgende Substitutionen vorge-
nommen:

1 2.8 g%
—[Bytg-r—a-L1=H-X mit H= e
7 1%
(270a)
md v=22_pg. 9%, z_,;_dv dX_ v dv
T dt’ dX dt H dX
Aus (270) entsteht dann
2
dv  x—1 ot — l dz dv
@71) X0 g2+ X0 / Z.F(z) und o¥. 22. ( )

Hierin werden nun weitere Substitutionen emgefuhrt. Zunichst
wird jedoch der Ausdruck (257) fiir den verbrannten Pulveranteil
y ein wenig verdndert. Ersetzt man nimlich hierin e durch die
anfangs abgeleitete Beziehung
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e — a
__2_.2’
so ergibt sich die neue Form
(272) y:doz-(l—i-z—ﬁ-zz).

Setzen wir also

_ a1 -
(m%)5=ﬁan@%i¥; Y —i2 weliB_ g
p

so ergibt sich schlieflich

A yew=Y.(l—Y—E .y
3) 3 Ei—r:tyal) :w' (1 Y = 1/2)
¢t () = (&)

mit den Anfangsbedingungen x=0: §=§;,, w=Y =0.
Nun ist aber, wie Gossot und Liouville nachweisen, % und auch

%. Y durchweg sehr klein, so dal dieses Glied in (273) stets

vernachldssigt werden kann. Im System (273) treten somit nur
reine Zahlen auf, die von den speziellen Bedingungen der Aufgabe
unabhingig sind und durch die Transformationen (272a) und
(270a) die Losung des speziellen Problems liefern. Das System
(273) liefert somit die allgemeine Ldsung

(2738) w="Y(E, &),

eine Loésung, die geometrisch durch eine Fliche darstellbar ist.
Liegt also eine groBe Anzahl von Versuchen unter verschiedensten
Bedingungen vor, so kénnen mittels der Transformationen (270a)
und (272a) ebenso viele Flichenpunkte (w, &, &) berechnet werden.
Die Lésung des Systems (273) ist also empirisch durchfiihrbar.

Gossot und Liouville haben diese Eigenschaft von (273) aus-
geniitzt und auf Grund langjéhriger Erfahrungen und Versuche
in Frankreich die Fliache w = ¥ (£, &) konstruiert. Zur Bestim-

17¢
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mung der wesentlichen Elemente der inneren Ballistik geben sie
dann empirische Formeln an, die nachstehend wiedergegeben
werden. Zur Vereinfachung dieser Formeln schreiben sie

(274) E=E,-105 log® B=03456—2; u= B- (&2 15,

Fiir die Miindungsgeschwindigkeit v, gelten dann die Formeln
. L
vo~=A1-(T-l-/(u)
g
oder mit  f(u) = u- (1 — u);
L 1
vpt = Ay 1- [/ (w)]?
oder
L
v2=A,-—-l-u
0 3 Gv
Darin ist
log 4, = 9,172 fiir 0 < u << 0,246;
log 4,= 8,806 fiir 0,246 < u < 0,429;
log 4,= 8,546 fiir 0,429 < u.

(275)

By—L-a
Bo—L-a’
wenn B,, das Gesamtvolumen des Rohres bis zur Miindung ein-
schlieBlich Ladungsraum ist. An der Stelle des Gasdruckmaxi-
mums, dessen Elemente mit dem Index (max) bezeichnet seien,
gelten schlieflich die empirischen Formeln
3

Ly % a0 s L .

Prox = K-5- () &7 log K =410; s =g

a

Wegen (274) kann man hierin auch schreiben: I=log

(276)

Bo+ g - 2max—L - _ 1
B—L a = 1,6——3—10g§0.

Beispiel. Wir nehmen wiederum das bereits oben berechnete Beispiel
des 8-mm-Gewehres. Dabei war also 8, = 0,0038 Liter; By = 0,038 Li-
ter; G, = 0,010 kg; L = 0,0032 kg; a ~ 0,9,* v, = 8850 dm/s [Gossot
*Man beachte hier die Dimensionen der Konstanten, die nach der Theorie
von Gossot und Liouville anders ausfallen als im Beispiel zur Theorie von
Charbonnier, da erstere in (dm, kg, s) rechnen und die Gasdriicke in at
(statt kg/m?) angeben. Daher ist wegen der Definition f = R - T, auch

f (Gossot-Liouville) = f (Charbonnier) - ! ; hier wird also f = 9000.

10,333

log
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und Liouville nehmen (dm /kg/sec) als MaBeinheiten]. Dann wird fiir die
Mindung: ! = 1,585; nach der ersten Formel (275) also f(u) = 0,1037,
d. h. u; = 0,1176 oder u, = 0,8824. Der letztere Wert ist wegen der
dritten Gleichung (275) unméglich. Daraus berechnet sich mit (274)

1
sofort B.(&2-1°)8 , daraus & und somit schlieBlich aus (276)
Pmax = 3408 at, wiahrend gemessen war pmax = 3510 at.

Ubrigens haben Gossot und Liouville die empirischen For-
meln (274/276) verschiedentlich geindert. Wir kénnen nicht niher
darauf eingehen, da es ja an dieser Stelle hauptsichlich darauf
ankam, die empirische Losungsméglichkeit des Problems zu zeigen.
Wir werden noch sehen, dal in anderer Weise auch von Heyden-
reich ein empirische Lésung vorgeschlagen wurde.

§ 41. Hinweis auf andere iltere und neuere Lisungen

Die ersten mathematischen Formeln zum Hauptproblem der
inneren Ballistik wurden 1876 von Sarrau®?® auf thermodynami-
scher Grundlage entwickelt. Ingalls1® (1903) geht von einer em-
pirisch begriindeten Niherungsannabme iiber den Ort des Maxi-
malgasdrucks aus; im ibrigen wird das System (270) verwandt,
allerdings mit dem Exponenten 4= 1 im Verbrennungsgesetz
(256). Hadcock®3® ersetzt die Résalsche Hauptgleichung durch

eine empirische Gleichung der Form
l ’ ’
a=—;p- Jhl— ko (L- y)l’l—}— ko'« (L- y[,)l’1 (ko, ko' = const)

Ebenso suchen Henderson und Hassé®3l (1922) die Résalsche
Gleichung zu verbessern durch den Ansatz

2 2\2 1
pod +Eype +k2-(u-%) =fL-y a=-.

Bianchi@!® (1910) wéhlt im Verbrennungsgesetz (256) £ = 1 und
erhilt eine integrierbare Beziehung zwischen J und e. Ahnlich
geht Regii®®32 (1917/19) vor; jedoch nimmt er die Verbrennungs-
gleichung y=A4-p.V1—k.y. Zu erwihnen sind noch die Lo-
sungen von Moisson® (1887) und Sugot?3® (1913), die beide
der Losung von Charbonnier (s. 0.) dhneln. Zum Schlufl sind
noch drei wichtige Losungsverfahren zu nennen, die von Mache11®
(1916/18), H. Lorenz®3% (1917) und Nowakowski3® (1917)
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stammen; sie alle gehen vom Verbrennungsgesetz (256) aus und
beriicksichtigen die geometrische Form der einzelnen Pulver-
korner. In neuester Zeit sind von Langweiler(123) (128 geschlossene
mathematische Ausdriicke fiir innenballistische GréB8en, insbeson-
dere fiir den maximalen Gasdruck und die Miindungsgeschwindig-
keit des Geschosses entwickelt und experimentell gepriift worden.

Hinzuweisen ist zum Schluf endlich noch auf die zusammen-
fassenden Arbeiten von Bollé10 Desmaziéres® und
Cranz9, sowie auf die Behandlung des ballistischen Problems
von Lagrange in der inneren Ballistik durch Platrier?3? und
Love-Pidduk®3® (Bewegung der Pulverladung und Druckver-
teilung im Rohr wahrend der GeschoBbewegung).

§ 42. Rein empirische Lisungen des Hauptproblems
der inneren Ballistik. Vorsehlag von Heydenreich

Die vorstehend geschilderten Losungsverfahren bemiihen sich,
aus den physikalischen und chemischen Eigenschaften des Pulvers
und aus den Gewichten und MaBen der Waffe,'der Munition und
des Pulvers die innenballistischen Elemente zu ermitteln. Bei den
nunmehr zu besprechenden Methoden miissen der Messung zu-
gingliche innenballistische Elemente bereits bekannt sein. Das
sind im allgemeinen der maximale Gasdruck pmax, der mit MeBei
[§ 32b] bestimmt wird, und die Miindungsgeschwindigkeit v,
die auBlenballistisch Anfangsgeschwindigkeit genannt wurde und
durch Oszillograph oder Boulengé-Gerédt gemessen wird [§32b].
Man kann dann irgendeine Funktion

a-x -
m (Valllel‘)
willkiirlich annehmen, die mit den Konstanten ¢ und b den cha-
rakteristischen Gasdruckverlauf (Abb. 36) wiedergibt. Mit Hilfe
der Newtonschen Bewegungsgleichung y - 4= p- ¢ konnen aus
(277) leicht die Durchlaufzeit ¢ und die GeschoBgeschwindigkeit v
bestimmt werden, so daBl @ und b durch die gemessenen Gréfen
Pmax und v, festgelegt werden. In dieser Weise verfahren Val-
lier139/140 Zedlitz14D), Leducd? yu, a.(4d),

Heydenreich!®® gstellbe empirisch fest, dafl die innenballisti-

@217)  p={f(z,a,b) |2B. p=



§ 42. Rein empirische Losungen des Hauptproblems. Vorschlag 263

schen Elemente im wesentlichen Funktionen des sogenannten
Druckverhdltnisses

278 = Pm
(278) n=

sind. Hierin ist pmax der Maximalgasdruck, wihrend p,, den
»mittleren Gasdruck’* bedeutet, d.h. jenen angenommenen gleich-
bleibenden Gasdruck, der das GeschoB oder genauer die oben
definierte Masse u so beschleunigt, daB die gemessene Miindungs-
geschwindigkeit erreicht wird. Somit ist

(279) Pm-q-l= %-%2, dh p,~
(I = Rohrlinge).

An der Stelle des hochsten Gasdrucks pmax seien Tmax und tmax
der Weg des Geschosses bzw. die Laufzeit, vom Beginn der Pulver-
entziindung an gerechnet. Ferner seien an einer beliebigen Stelle
die innenballistischen Elemente mit = (Weg), p (Gasdruck),
v (Geschwindigkeit) und ¢ (Zeit) bezeichnet, an der Miindung spe-
ziell mit I, py, vy bzw. t,. Heydenreich definiert dann die Be-
ziehungen

Belicbiger Punkt im Rohr:
Tmax = -2 (M); P = pm-I(n);

vmax=0-B(); t=2Z. 7).
(280) Rohrmiindung:

Tmax =1+ 2 (Ng); Po= Pm - I (ny);
21
Vmax =0y DP(ng); tr= ';‘ T(’?o)-

»
Y

Die Funktionen X', IT, @, und T'sind von Heydenreich auf Grund
einer groen Anzahl von Versuchen mit Geschiitzen verschieden-
ster Kaliber und Geschosse, sowie vieler Pulverarten numerisch
wiedergegeben. Die folgende Tabelle zeigt einen Auszug.
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] Z(n) II(n) D (n) T
0,1 0,0104 0,200 0,288 0,646
0.2 0,0262 0,274 0,322 0,744
0,3 0,0471 0,338 0,362 0,842
0.4 0,0740 0,400 0,383 0.946
0.5 0,1090 0,465 0,416 1,056
0,6 0,1160 0,541 0,457 1,180
0,7 0,1231 0,635 0,511 1,322
0.8 0,1360 0,779 0,592 1,507

Beispiel. Aus einer Kanone mit 7,5 cm Kaliber und einem 2 m langem
Rohr, einem GeschoBl von 6 kg, sowie einer Ladung von 2,0 kg soll eine
Miindungsgeschwindigkeit von 500 m/s und ein Héchstgasdruck von
3229 kg/cm? erreicht werden.

Zunéchst ist nach (279) p,, = 1453 kg/cm?2, somit 7 = 1453

= 0,45.
3229 ’
Ferner wird an der Stelle des héchsten Gasdrucks: axmax = 0,18 m;
Vmax = 200m/s und an der Rohrmiindung p, = 628 kg/cm? und
ly = 0,0067 s. Nunmehr koénnen die Elemente auch an einer beliebigen
Stelle des Rohres bestimmt werden. Fiir z = 1,5 m wird: 2(5) = 0,122;
7n=0,635; p,, = Pmax-n = 2050kg/cm?; p=1177Tkg/cm?; v=421m/s;
t = 0,0062 s.

Kap.IV. Zusammenfassung der innenballistischen

Formeln

' 1. Fiir die Verbrennung eines Pulvers in einem geschlossenen Vo-
lumen gilt die Abelsche Gleichung

4
p=fv—jq

f (Pulverkraft) und a (Kovolumen) sind charakteristische Pulverkon-
stanten.

2. Die Energiebilanz eines Pulvers, welches beim Schufl das GeschoB
in Bewegung setzt, filhrt zu der Résalschen Hauptgleichung

1
fLy—p |Betge—aloy— D0 —y)

= (x—l)-(—g—-v’—}—P‘).
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Hierin ist » kleiner als der theoretische Wert » = %2 = 1,405: u ist die

berichtigte GeschoBmasse, wodurch die Bewegung der Pulvergase, die
Rotationsenergie usw. beriicksichtigt werden. Langweiler bestimmt s
aus der kalorischen Energie U zu

x=l+%.

3. Fiir die Verbrennung eines Pulverkorns nach ,,parallelen Schich-
ten“ gilt das Verbrennungsgesetz von Vieille

k
e=dph =2 (%) (e = Schichtdicke).
0 0

Die Verbrennung kann nach einem Gesetz von Charbonnier auch in
der Form

y=A-@(y - pk

geschrieben werden. Dabei ist y der verbrannte Pulveranteil; 4 ist eine
charakteristische Pulverkonstante. Der Wert von £ wird von verschie-
denen Autoren verschieden angenommen, im allgemeinen 0,5 < &k < 1.
Zwischen ¢ und y besteht die allgemeine Beziehung

y=ay-e--f-e2 1y e’

4. Die Losung des Hauptproblems der inneren Ballistik ist die
Losung des Systems:

L
foLoy—p Bt g o—Dy-a—LU—g)| =(e—1)- (5004 P)
(Energiegleichung);

i @ (PNE 2

(I é=7—- (——) sy=a;.e}P1-e2+ -2 oder
«Tg Po

() y = A4-¢(y)-pk (Verbrennungsgleichung);
E=0=uv- —Z—Z = —Z— -p (Newtonsche Bewegungsgleichung).

In manchen Integrationsverfahren werden diese Gleichungen noch ver-
einfacht.

5. Die Losung von Krupp-Schmitz und eine von Cranz gehen von
den Gleichungen unter 4. mit P = 0 und dem Verbrennungsgesetz (II)

aus. Es ergibt sich v = #i + &(y); mit den Substitutionen

L
J=%By+gq-z—L-y-a——(1—y)h
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) =f-L-y——5—- -8y
folgt fir J die lineare Differentialgleichung mit Stérungsglied

Z; xl—l = L_yl;’ oy=r. (_'"a)’

deren Losung sofort angebbar ist. — Krupp-Schmitz 16st sie durch
Iteration, Cranz auf graphische Weise.

6. Die Losung von Charbonnier hat als Voraussetzungen: P = 0;
Verbrennungsgesetz (II); a = % s J=%8¢+¢g-2—a-L. Dann gilt

=%t = (L) gy, _”;1 g\,
v= Lt B = [ ay; - v ()

Bo+gz—a- L\ 2 .
ln( By—a-L )_l—-x'ln[l_"'zx(y,.’/o)],

x=1
_f-L-y ﬁ)s
P="7 (J

Diese Beziehungen gelten bis zum Abschluf der Verbrennung (y = 1),
Hat das Geschof3 bis dahin das Rohr noch nicht verlassen, so mufl mit

den Formeln
Jl x—1
1—(7)

fir eine polytropische Zustandsinderung weitergerechnet werden.

7. Gossot und Liouville machen die gleichen Voraussetzungen wie
Charbonnier, benutzen aber das Verbrennungsgesetz (I). Der Reihe
nach werden folgende Substitutionen vorgenommen:

u-v"=ﬂ-vl’ . p1-dh
2 2 Tx—1

p-J*=p - Iy%

Pl -1

1
a) .E.[ﬁ§0+q-x—a-L]=H-X; H= P

_a _:.’ P\Y gt ymdr(l—iez— -2
b) e_? z—2 (Po) dt; y=az-(l—i-z—pnu-23);
E,zo.
2
1 -
c) &=178 X.(f .L)-; Y =i 2; w=()"/‘) it
-y fa-L
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Dann entsteht das System von Differentialgleichungen

dw ¥ (dTp _ (dw)?
13 d£+(x 1)-w=¥(1 Y); 4w (d:',) (dE).

Die Losung dieses Systems ist von den speziellen Bedingungen einer

Aufgabe unabhingig. Es kann also empirisch gel6st werden, indem die

Ergebnisse mit verschiedensten Pulversorten herangezogen werden.

Gossot und Liouville haben (w, &, Y) auf Grund vieler Versuche be-

stimmt und geeignete Tabellen und Formeln angegeben.

8. Heydenreich beobachtete, dafl das Druckverhiltnis n = Pm

aX
maBgebend fiir die innenballistischen GroBen ist. Der mittlere Gasdruck
p,, wird berechnet aus

Gt+05-L ,
T T eg.l-q o

Dann gilt fiir irgendeine Stelle im Rohr

Pm

2
Tmax = Z- Z(n); P =Pm - I(N); vmax=1v-P(n); tsz-T(n).

Der Index (max.) bezeichnet die Stelle des Maximalgasdruckes pmax . Die
Funktionen X, II, @, T sind von Heydenreich auf Grund vorliegenden
Versuchsmaterials bestimmt und in Tabellenform niedergelegt worden.
Zur Benutzung muB man 2 innenballistische GroBen kennen; meist sind
das die der Messung am leichtesten zugangliche Anfangsgeschwindigkeit
(Miindungsgeschwindigkeit) v, und der Maximalgasdruck pmax.
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§ 43. Darlegung des Problems

Die Ballistik des Bombenwurfs unterscheidet sich in mehreren
Punkten grundsitzlich von der Artillerieballistik. Beim Bomben-
wurf befindet sich das als Geschiitz anzusehende Flugzeug nicht
in Ruhe, sondern fiihrt relativ zum Ziel eine Bewegung aus, die
auf die ganze Art des Vorganges beim Bombenwurf und somit
auf die zu bestimmenden ballistischen Elemente von starkem
EinfluB 1st. Andererseits ist die Flughhe des bombenwerfenden
Flugzeuges nicht konstant und schlieBlich kann die Fluggeschwin-
digkeit des Flugzeuges, die mit der Anfangsgeschwindigkeit der
abgeworfenen Bombe iibereinstimmt, in weiten Grenzen konti-
nuierlich verindert werden, wihrend die Anderung der Anfangs-
geschwindigkeit in der Artillerieballistik nur auf wenige Ladungen
beschrénkt ist. — Alle diese Dinge prigen der Bombenballistik
ihre besondere Eigenart auf, so dal wir im folgenden einen kurzen
AbriB dieses ballistischen Sonderproblems geben wollen, wobei
wir uns allerdings auf den Horizontalflug beschrinken.

Die Eigengeschwindigkeit des Flugzeuges sei v,, die Wind-
geschwindigkeit w und die Geschwindigkeit des zu treffenden
Zieles v, (Gegnerfahrt). Dann setzt sich die Relativgeschwin-
digkeit des Flugzeuges gegeniiber dem Ziel vektoriell zusammen
nach folgender Beziehung
(281) W =0y % — .

Hier und im folgenden bezeichnet der iiber den Skalar gesetzte
Pfeil einen Vektor. — Wir denken uns nun mit dem Flugzeug F
(Abb. 37) ein Koordinatensystem (&, #, {) verbunden, dessen
&-Achse in die Richtung der Eigengeschwindigkeit v, zeigt und
dessen 5-Achse vertikal nach unten gerichtet ist, wihrend { senk-
recht auf der (£, n)-Ebene steht und nach links zeigt. Mit dem Ziel
Z sei ein Koordinatensystem (X, Y, Z) verbunden, dessen X-Achse
entgegengesetzt der Relativgeschwindigkeit v, gerichtet ist; Y zeige
parallel # nach oben, wihrend Z wiederum senkrecht auf der
(X, Y)-Ebene steht und nach links zeigt. — Wird nun die Bombe
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zur Zeit t = 0 im Punkte O (Abb. 37) ausgelést, so befindet sie
sich zur Zeit t im Punkte P, wihrend das Flugzeug in der gleichen

Abb. 37. Die Elemente des Bombenwurfs

Zeit nach F gelangt ist. Der Vektor _y> des Bahnpunktes P ist im
zielverbundenen (X, Y, Z)-System gegeben durch

TO=71,-t+3() + 7,0

Hierin bedeuten: ¥ (f) = Verbindungsvektor zwischen Ziel Z und
Bombe P; 3(t) = Verbindungsvektor zwischen Flugzeug ¥ und

Bombe P; -y:(t) = Verbindungsvektor zwischen Ziel Z und Ab-
wurfpunkt O der Bombe. Soll zur Zeit ¢t = I' die Bombe durch

das Ziel gehen, so muB 7(T) = 0 sein, d. h.
(282) v, T+ 3(T) + %(T) = 0.

Da im allgemeinen die Richtungen von 7 und v: nicht, tiberein-
stimmen, sondern einen Winkel ¢ miteinander bilden, gilt fiir (282)
die Komponentenzerlegung

l X(I)=—&(T)-coso+v,- T}
(283) P Y(T) =n(T);

| Z(T) =&(T) - sino.
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Hierin bezeichnet man X (T) als Wurfweite X, T als Flugzeit,
Y(T) als Wurf- oder Flughohe H, £(T) als Ritcktriftstrecke
R,((T)als Seitentriftstrecke Sundo als Seitentriftwinkel.
Die Bezeichnung ,,Riicktrift erklirt sich aus der Tatsache, daf3
R die Strecke bezeichnet, um die die Bombenwurfweite kleiner
ist als im luftleeren Raum, d. h. also die horizontale Strecke an-
gibt, die die Bombe hinter dem Flugzeug zuriickbleibt. — Vom
Abwurfpunkt O der Bombe aus gesehen, erscheint das Ziel Z
unter dem Winkel ¢, der sich also aus der Beziehung
X v, - T

(284) tgqy:F: T —-g--cosa

bestimmt.

In den Zielgeriten werden nun im allgemeinen aufler 22 . das durch

H ’
Messung bestimmt wird, die von H und v, abhéngigen Elemente 7' und

—g_— so verarbeitet, daf3 sich der Vorhaltewinkel p automatisch ergibt.

Der Bombenschiitze stellt also sein Zielgerit auf diesen Vorhaltewinkel ¢
ein und 16st die Bombe in dem Augenblick aus, in dem das Ziel im
Fadenkreuz des Zielgerats erscheint. Zur Erleichterung des Zielvor-
ganges mufl das Ziel moglichst ohne Seitentrift, d. h. mit o= 0, an-
geflogen werden. Nur wenn das nicht méglich ist, mufl der Kurs um
die Seitentriftstrecke S versetzt werden, so dafl der Bombenschiitze den
Zielvorgang in einer geneigten Ebene auszufiithren hat, d. h. das Ziel-
gerat um den Winkel

(285) n= arc tg (TI;- - sin 0)

neigen mufl. Die hierbei auftretenden Wurffehler sind gering. —

Wir miissen uns noch kurz mit dem Zielgeriit befassen. Es gibt
eine ganze Reihe verschiedener Typen, von denen wir nur eines
seiner Einfachheit wegen auswih-
len wollen. Bei dem zu besprechen-
den Gerit wird die scheinbare Ziel-
geschwindigkeit v, aus zwei Durch-
gangsmessungen am Ziel ermittelt.
Bei der ersten Durchgangsmes-
sung wird das Ziel 4 (Abb. 38)
Abb. 38. Geometrische Verhalt. unter einem beliebigen Winkel vom

nisge beim Zielgerit Flugzeug aus anvisiert. Die zweite
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Durchgangsmessung erfolgt in einem Augenblick, wo (Abb. 38)
gich das Ziel an einem Ort B befindet und gleichzeitig

AB=BD=u,-t,

wird. Dabei ist der Punkt D so festgelegt, daB C D mit der Riick-
triftstrecke R iibereinstimmt, wihrend t,, die zwischen den beiden
Durchgangsmessungen liegende Zeit bedeutet. Nach Stoppen des
zweiten Zieldurchganges wird der Vorhaltewinkel g erreicht, wenn
die Zeit (¢,,— T') verflossen ist; dabei ist T' die Fallzeit der Bombe.
Damit dieses Verfahren angewandt werden kann, muB also
BD> v,-t, sein; diese Bedingung ist gleichzeitig eine Bedingung
fir das MindestmaB des Winkels, unter dem das Ziel bei der
ersten Durchgangsmessung angefaflt werden muf.

Das vorstehend geschilderte Zielverfahren heiBt in der Praxis das
»sverfahren der zuriicklaufenden Stoppuhr* und sieht praktisch
folgendermaBen aus: Beim ersten Zieldurchgang (Visur 04) wird eine
Stoppuhr in Gang gesetzt; beim zweiten Zieldurchgang (Visur O B) wird
wieder gestoppt. Die Uhr ist so konstruiert, daf sie nun mit gleicher
Geschwindiglkeit wieder zuriicklauft. Wird vorher vom Nullpunkt der
Uhr aus die Fallzeit 7’ eingestellt, so mufl die Bombe in dem Augenblick
ausgeldst werden, in dem bei der riickliufigen Bewegung der Uhr diese
Marke wieder erreicht wird.

§ 44. Die Bestimmung der Bombenflughahn

Im Vorangehenden wurde auseinandergesetzt, daB fiir den
Bombenschiitzen der Vorhaltewinkel ¢ das maBgebende Element
beim Bombenwurf ist. Die Formel (284) und die Beschreibung des
Zielgeriits haben erwiesen, daB die Berechnung des Winkels ¢ tiber
die Relativgeschwindigkeit v, des Flugzeuges gegeniiber dem Ziel
und iiber die Flughshe H, sowie iiber die von beiden abhingige
Flugzeit T und Riicktrift R erfolgen kann, und zwar durch
mechanische Zusammensetzung im Zielgerit. Die Bestimmung
von v, wird durch geeignete Handhabung des Zielgerits ermog-
licht, wihrend die Flughthe durch barometrische Hohenmessung
(vgl. § 1b) oder durch Echolotmessungen ermittelt wird. Die Auf-
gabe des Ballistikers besteht also lediglich in der Ermittlung der
Riicktrift B als Funktion der Abwurfgeschwindigkeit und der
Flughahe.
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Nimmt man nun an, daB Gegnerfahrt v, und Windgeschwindig-
keit w verschwinden, dann wird v,= v, und daher
- T R
H —H-
Die Losung dieser Aufgabe ist aber mit den bereits bekannten
Mitteln ohne weiteres moglich; es handelt sich lediglich darum,
eine Flugbahn zu bestimmen mit der gegebenen Anfangsgeschwin-
digkeit vy, die mit der Fluggeschwindigkeit des Flugzeugs iiber-
einstimmt und bei den modernen Bombertypen etwa zwischen
50 m/s—120 m/s liegt. Der Anfangspunkt der zu berech-
nenden Bahn liegt in der Héhe H iiber dem Erdboden; dabei ist
im allgemeinen H << 10 km. Die Riicktrift R hat fiir moderne
Bomben Werte, die etwa zwischen 59, der Wurfweite bei kleinen
Abwurfhéhen und -geschwindigkeiten und 89, bei gréBeren Ab-
wurfhohen und -geschwindigkeiten liegen. —

Nun ist aber in der Bombenballistik noch ein Umstand be-
merkenswert, der auf anderen Gebieten der Ballistik weniger stark
in Erscheinung tritt. Bekanntlich werden die Bomben aus Hori-
zontal- oder Vertikalmagazinen abgeworfen. Im ersten Falle
stimmt die Anfangslage der Bombenlédngsachse mit der Anfangs-
tangente der Bombenflugbahn iiberein; im letzteren Falle jedoch
steht die Bombenléngsachse bei der Auslésung senkrecht auf der
Anfangstangente. Die Bombe wird also einen Einpendelungs-
vorgang durchmachen; dieser Vorgang stellt, wie wir gleich sehen
werden, eine gedimpfte Schwingung dar. Nach einer bestimmten
Zeit wird also die Pendelung so weit abgeklungen sein, daB nun-
mehr die Bombenléngsachse praktisch geniigend genau in der
Flugbahntangente liegt. Diese Pendelung bewirkt aber, dal die
Bombe der vorbeistrémenden Luft fast in jedem Augenblick
eine grofere Fliche darbietet, also eine stirkere Verzogerung
durch den Luftwiderstand erleidet. Die Folge ist eine gréflere
Riicktrift als bei horizontal aufgehingten Bomben. In der Tat
liegt das Verhidltnis der Riicktriften bei Vertikal- und Horizon-
talaufhdngung etwa zwischen 2,5 und 1,5 bei kleinen bis mitt-
leren Flughohen.

Den Pendelungsvorgang wollen wir nun noch ein wenig niher be-
trachten. Dabei machen wir darauf aufmerksam, daf3 die folgenden
Entwicklungen auch fiir die bereits erwihnten Fliigelgeschosse
gelten. — Zuniichst miissen wir die an der Bombe angreifenden

RB=wy-T(vy, H) — X(vy, H) bzw. tgo=
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Luftkrafte definieren. Die Bombe sei einem mit der Geschwindig-
keit v stromenden Luftstrom ausgesetzt (Abb. 39). Der Winkel
der Bombenlingsachse gegen die Strémungsrichtung der Luft sei

Abb. 39. Die an der Bombe angreifenden Luftkrafte

a. Die Resultierende R der Luftkrifte greift im Punkte B unter-
halb des Schwerpunktes S der Bombe an. Die Resultierende R kann
in verschiedener Weise in Komponenten zerlegt werden. Das eine
Komponentenpaar ist der Widerstand W in Richtung der Luft-
stromung und die senkrecht darauf stehende Auftriebskraft 4.
Das zweite haufig benutzte Komponentenpaar ist die in Richtung
der Bombenldngsachse ausgeiibte Tangentialkraft I' und die
senkrecht darauf stehende Normalkraft N.— 4, W, N, T und R
sind Funktionen der Geschwindigkeit v und des Anstellwinkels a.
Eine leichte Rechnung ergibt folgende Zusammenhiinge zwischen
diesen Komponenten

W=N-sina+ T-cosa; A=N-cosa— T-sina;

(286)
R2= W24 A= T2 N2,

Die in B angreifende Normalkraft N bewirkt schlieBlich noch ein
Drehmoment M um den Schwerpunkt S. Bezeichnet man den
Abstand BS mit r, so gilt

(287) M=r.N.
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Die Bombe fiihrt eine Drehbewegung um den Schwerpunkt aus;
fiir solche Fille gilt die dynamische Grundgleichung der Dreh-
bewegung
(288) 0. __ny.

de?

Hierin bedeutet ® das Trigheitsmoment um eine Querachse der
Bombe und y den Winkel gegen die Horizontale; ist also & der Neigungs-
winkel der Bahntangente, so ist y = a -+ ¢. Im Falle der Bomben-
pendelung ist das Moment M negativ einzusetzen, da es den Anstell-
winkel zu verkleinern bestrebt ist. Das Moment M kann durch Wind-
kanalversuche am festgehaltenen Modell bei verschiedenen Anstell-
winkeln experimentell bestimmt
werden. Bei der tatsichlichen Be-
wegung der Bombe erfolgt neben der
Langsbewegung im Luftstrom noch
eine Drehbewegung um eine Quer-
achse durch den Schwerpunkt; aus
diesem Grunde mufl das im paral-
lelen Luftstrom des Windkanals ge-
messene Moment M noch durch ein
Zusatzmoment A4 M berichtigt wer-
den. Zur Veranschaulichung dieser
Verhaltnisse diene die Abb. 40. Ein
Korper K drehe sich im Abstande

; @ um die Achse A4; gleichzeitig
Abb. 40. Beig;r:&r;g des Zusatz fithre das System 4K eine gerad-
linige Bewegung mit der Geschwin-
digkeit v aus. Zu einem Zeitpunkt ¢, in welchem 4 K mit v den Winkel o
bildet, ist die Winkelgeschwindigkeit von 4 K bestimmt durch d = %‘:— ,
die Umfangsgeschwindigkeit von K also durch a - d. Diese letztere setzt
sich mit der Translationsgeschwindigkeit v vektoriell zur Resultierenden
V zusammen, die mit v den kleinen Winkel Aa bildet. Infolgedessen ist

a-d-cosa
tgAa:————.—.—.
v-+a-d-sina

Wir nehmen an, daB Aa klein sei und daB « - d - sin a gegeniiber v ver-
nachlissigt werden kann., Dann ist

a-d-cosa

Aa=~
v
und LI
AM = M(a+da)— M(a)~ ——- Aa,
d. h.
(289) Ap s P e csa

da v
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Das Gesamtmoment ist also gegeben durch

T dM a-cosa
(290) M= M(a) 4 e > - a

1

und die Gleichung fiir die Pendelung lautet somit wegen (288)
und (290):

. M .
(201) o. 5o d r.cosa

T Tda v

ca+ M(a)=0,

da bei der Bombe a durch r zu ersetzen ist. Setzen wir schlie-
lich noch

M@ a)=a-u®a) und y=49+aq,
so gilt

.. r-cosa
(292) G+ T2

d . s s
TN P RCC )

Diese Differentialgleichung mufl gemeinsam mit den Bewegungs-
gleichungen [z. B. Formel (44)] integriert werden. Man hat dann
also ein System von 3 Differentialgleichungen mit der Verinder-
lichen @, y, a und der unabhingigen Verinderlichen ¢; auf die
Integration gehen wir nicht weiter ein. Dazu ist am besten ein
numerisches oder graphisches Verfahren nach der Art der §§ 18/19
geeignet. In der Praxis schreibt man (292) hiufig in der verein-
fachten Form

(293) G+ h(0) - k(@) « 6+ m(v) - wia) =— D

Die in dieser Gleichung auftretenden Funktionen werden im all-
gemeinen durch Versuche im Windkanal und durch photographi-
sche Aufnahme der Bombenpendelung mit nachfolgender nume-
rischer Auswertung bestimmt. Zur Diskussion der Gleichung (293)
machen wir die einschrinkende Annahme, daB die Pendelung nur
in einem sehr kurzen Zeitraum betrachtet werde; dann kénnen
k(v) und m(v) als annihernd konstant betrachtet werden; das
gleiche gilt erfahrungsgemaB fiir % (a); w(a) kann stiickweise durch
einen Ausdruck der Form C-a angenihert werden. SchlieBllich

kann noch & vernachlissigt werden. Damit geht (293) iiber in

(294) G- 26-d+ 82 a=0,
18+
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worin 2¢ und §2 Konstante sind. Das allgemeine Integral von
(294) lautet

(295) a==e"" .[4-cos(w-t) 4 B-sin(w-t)]; w=)d2—e2.

Man erkennt, daB (295) eine geddmpfte Schwingung darstellt,
deren Dampfungsgrad durch & bestimmt ist. Zur Vereinfachung
der Gleichung (295) wihlen wir die Anfangsbedingungen so, daf3
zu Beginn der Bewegung, (¢ =0), a(0) =a, und d4(0)=—¢-q,
wird. Dann geht (295) iiber in

(295a) ai =e "t cos(w - t).

Hierin nennt man ¢ das Ddmpfungsmaf und w die Frequenz.
Wie schon weiter oben ausgefithrt wurde, ist die GréBe des auf
die Bombe ausgeiibten Luftwiderstandes abhingig vom Anstell-
winkel der Bombenléngsachse gegen die Bahntangente. Nehmen
wir also einen Mittelwert a,, des durch (295a) definierten An-
stellwinkels, so ist die Bombenform die giinstigste, deren mitt-
lerer Anstellwinkel a, am kleinsten ausfillt. Der Mittelwert a,,
wihrend der beliehigen Zeit T bestimmt sich iiblicherweise aus

der Beziehung
T
Uy = l/%-j‘az-dt.
0

Der Einfachheit halber wiihlen wir die Zeit T so, da8 w - T gleich
einem ungerad-ganzzahligen Vielfachen von s wird; dann er-
gibt sich

an_ 1. 7/L
@) 2= VM

Der mittlere Anstellwinkel a,, der Bombe ist also fiir eine feste
Zeit T um so kleiner, je gréfer Dimpfung und Frequenz der
Pendelung sind. Ein Vergleich der vereinfachten Differential-
gleichung (294) mit der genaueren (292) zeigt aber, dafl 2¢

r d cosa , o

und 62 im wesentlichen Mittelwerte von —. — .« —
v aa ©

1+(_l_

—3 . [1_6—22'7']
o)+ !
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;i'ga_) = —¢ sind. Wegen M =7 N hat also die Bombe den
glinstigsten Pendelungsverlauf, bei welcher erstens » méoglichst
grof} ist, und zweitens, bei welcher das Drehmoment M um den
Schwerpunkt moglichst groB ist.— Ist nun W der anf das GeschoB
ausgeiibte Luftwiderstand, so gilt in erster Anniherung N =~
W.sina und somit M =7- N~ W.r.sina ~ W-r-a bei nicht zu
groBen Anstellwinkeln. Da W im allgemeinen eine bestimmte
GrofBe nicht iiberschreiten soll, kann das Moment M und seine

Ableitung % nur mit wachsendem r gréBer werden. Beide Be-

dingungen eines giinstigen Fluges laufen also im wesentlichen
auf die Forderung hinaus, dal bei einer gut fliegenden
Bombe die Resultierende des Luftwiderstandes mog-
lichst weit hinter dem Schwerpunkt angreifen muB.
Zur Erreichung dieser Verhiltnisse gestaltet man den Bomben-
korper moglichst lang, verlegt die Hauptmasse der Bombe nach
dem Kopfende zu und bringt eine Reihe von Leitflichen am
Schwanzende der Bombe an.
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H. VERZEICHNIS DER
FUR DIE BALLISTIK WICHTIGSTEN
MATHEMATISCHEN SATZE

I. Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl z = a - i . b setzt sich aus dem Realteil @ und
dem Imaginirteil ¢-b (i =1—1) zusammen. Ihr absoluter Betrag ist

| 2| =r = Ya? - b%; ihre Amplitude @ ist gegeben durch @ = arc tg % .
Es gilt
z=a-4i-b=1r.(cosp+i -sing)=r.e*?

a) Addition:
2 2= (a4 4 ap) + 4 (b, £ bp);
b) Multiplikation:
2% =Ty Ty el mte — ry - 13- [cos(py | @a) + i - sin(g, - @,)]
= (ay ag—Dby- by} +i-(a,- byt ap- by);
¢) Potenzieren:

R

I1. Trigonometrische Funktionen

a) Additionstheoreme:
sin(a 4 ) = sina - cosf |- cosa - sinpg:
cos{a 4 ) = cosa - cosf - sina - sinf;
b) Doppelies Argument:

8in 2a = 2sina - cosa; cof2a = cos?a —sin? q;

¢ a_V —cos2a sin2a  1-—cos2a
g 1fcos2a 1-fcos2a  sin2a

et ¥ =" [cosm-@p-fi-sinn-g]; (SatzvonMoivre).
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¢) Summen und Differenzen:

sina -+cosa =]2. s'm(—:——l—a) ; cosa—sina =2 cos (%—# a);

ctga—f—tga:sin22a; ctga—tga = 2ctg2a.

d) Ebenes Dreieck:
sina :sinf :siny = a :b: ¢ (Sinussatz);
a

a®=10%}c?—2b.c-cosa = (b-}-¢c)2—4b.c-cos® —
(Cosinussatz)

=(b—c)2+4b-c-sin2%.

¢) Sphiirisches Dreieck:
sing : sinb : sin¢c = sina : sinf : siny (Sinussatz);

cosa = cosb - cosc -}~ sind - sinc - cosa (Cosinussatz fir die Seiten);

cosa = — cosf - cosy -} sinf - siny - cosa (Cosinussatz fiir die Winkel).
Fir das rechtwinklige sphirische Dreieck c

(y = 90°) gilt die Nepersche Regel: Der

cos irgendeines der im nebenstehenden Schema «

angeschriebenen Stiicke ist gleich dem Pro- J4]

dukt der sin der getrennten und gleich dem
Produkt der ctg der anliegenden Stiicke; z. B.

cosa = sinf - cosa; sina = tgb - ctgf. (90%6) 50"11)

II1. Hyperbolische Funktionen

a) Definition:

e” % Ginz

&+e? L e . _
@DinT H 6IHZ—T H %aﬂgz— @Diz H

Cofz . -
— - —_ —_ 1 . . — l.
Cotgz = Cma’ o2z — Bin%z=1; Tangz- Cotg-z =
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b) Doppeltes Argument:

-

.2 1 Cejz+41 -~ 2 "Cojz—1
Sgj == | — =T~ . Siy=—=| =222,
Coj 5 i ; \..m2 ]/ > ;

-

Tang L — Ginzg _ Gofz—1
8% =11 Goiz Gmz
Goj2z = Gofez - Sintz; Sin2z = 2 Cofz- Sinz; Tang2z = —ong?

1+ Zang?z
¢) Summen und Differenzen

Cof(z L y) = Cofz - Cojy 4 Ginz - Siny;
€in(z -L y) = Sinz - Cojy + Cofz - Siny.

IV. Unbestimmte Ausdriicke (Grenzbetrachtungen)

Zusammenstellungen von 2 Funktionen der Form < Az ) , flz) - p(a),

f( z) — (), . . . konnen fir einen Wert z = a die unbestlmmten Werte
)

U o , 000, 00— 00, ...annehmen. Um ihren wahren Wert zu be-

stimmen, werden sie auf Ausdriicke der Form g((:c)) zuriickgefithrt;
x
F
dann giit lim x) /(a) , oder wenn letzteres auch noch unbe-
z>a D(x) o (a)
stimmt wird, schlieBlich

. Flz)  F™(a)
D@ g

Y. Die binomische Reihe

Fir beliebige n gilt:

(1+x)"=1+(7]1)-x—[-(:)-x2+---+(7:)«x’+---

Die Gliederzahl wird unendlich fiir negative und gebrochene n; die Reihe
ist absolut konvergent, wenn | x| < 1. Sie ist ferner absolut konvergent
fir £ = -}- 1 und » > 0. Sie konvergiert, wenn # = + 1 und n > — 1.
Divergenz herrscht fir x = -1 und n < — 1, sowie fiir x| > 1.
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VI. Die Taylorsche Reihe

Im abgeschlossenen Intervall (z; x - k) sei f(z) (n -+ 1)-mal dif-
ferenzierbar. Dann gilt

h 4 hz 77 ;In
fle ) =fla)+ 57 L@+ 57 @)+ o+ 5 fa)
hxe +1
+eFo
Das letzte Glied ist das sog. Restglied. Strebt dieses gleichmaBig fiir alle
#(0 < & < 1) mit wachsendem n gegen Null, so geht obige Formel unter

der Voraussetzung, daB f(x) beliebig oft differenzierbar ist, iiber in die
konvergente Taylorreihe mit (im allgemeinen) unendlicher Gliederzahl.

FOI D@8 .h), (0<<O<1)

VII. Reihenumkehrung
Es sei y=tagFa, - (x—xg) Fag- (x — )2+ ---, (a,F0).
Man setzt y—ay=1; a,(x—zy) = &; ail‘;- =aq, (v=2),s0dall
n=Efay g
wird. Dann sind die Koeffizienten £,, f3, -+« - - der Reihenumkehrung
E=n+pe- i+ B>+

gegeben durch

Br = —ay; By = 20> —ay; By = — 5> +5a3-a3—ay; -+ - usw.
Man erhilt sie durch Koeffizientenvergleich aus der Reihe fiir #, wenn in
diese & =5 - f,- 9% - eingesetzt wird.

VIII. Der Satz von Poincaré

In der Gleichung -%— = f(x,y,4) sei A ein Parameter, wahrend
f(z, y, 2) eine stetige Funktion von z in dem Intervall (zq — a; 4 1 a)
und eine holomorphe Funktion von y und A im Gebiet | y — y, | < b;
| A— 4| £ 7 sei. Dann ist das Integral dieser Gleichung, welches fiir
z = zy den Wert y, annimmt, eine holomorphe Funktion von 2, solange
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| £ — 2y | < A bleibt, wo 4 die kleinere der beiden Gréfien ¢ und jbj— ist.

Dabei bedeutet M den Maximalwert von |f(z,y,4)| im genannten
Gebiet.

IX. Interpolation, numerische Differentiation und Integration

a) Interpolation: Die Interpolationsstellen a, seien &quidistant, so daB
—zy,=h und 2z, = xy-v-h. Setzt man x —xy=h -2 und

241
f(z) = f(zg + b - u) = F(u), also
Af(z) = flx +h) — f(x) = A F(u) = F(u-1) — F(u),

so gelten die Interpolationsformeln

MAF MF, . .2
F(u)=F(©0)+ “"‘j L0 p A,
(ut—1) 4°F M3F
SH.aliambi °"1; L9 4 ... (Stirling);
oder )
FO)+F(1) |, v—% w-(u—1) A2F,- A°F
' u-(w—1)- (w—-1

. : 3) 'AaFl, o+ - (Bessel).

(Differenzenschema s. S. 183).
b) Differentiation: Aus der Stirlingschen Interpolationsformel
folgt durch Differenzieren

AF +4F, 4 1 4F, _, —|—A3F1’0

o= 5 —% 5
o (4%) — 15 (A7) o+
30 140
F(0) = A2Fy— L A3F, 4 L Ao F— L AP ...
12 90 560
¢) Integration: Die Integration der Besselschen Formel liefert
z,+v-h 1
Sf(x)-dx:h-SF(u—}—v)-duz
z, 0

oyt wrs 1 Ay A4 Ayen , 11 Ay FAyrn
{ 2 2 2 T30 2 -
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X. Differentialgleichungen

In der Ballistik treten vorwiegend die folgenden Typen von Differen-
tialgleichungen auf:

a) Lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit Stérungsglied:

v=2 _y i) i)

Losung durch Variation der Konstanten in der zugehorigen homogenen
Gleichung 3’ = y - fo(«). Man erhilt

y= esf"(z).dz . f “.fl(z)- e—S!'(z).dz -dx -} Int. Konst. } .
b) Die Bernoullische Differentialgleichung

29—y fo@)+ 9" @)

n

geht durch die Transformation 4 = %, v = y' ™" in eine lineare iiber.

¢) Die Riceatische Differentialgleichung
¥ =Jol2) - ¥* + 2/1(2) - y 1 falx)

fithrt mit der Transformation v =2, v = y— 1y, auf eine Ber-
noullische Differentialgleichung, wenn y, eine bekannte partikulare
Losung ist.

d) Die Differentialgleichung M(x, y)-dx 4 N(x,y) - dy =0 wird
durch Bestimmung des Eulerschen Multiplikators u(z, y) geldst, und
zwar so, daf

ulz, y) [M(z,y)-dz+ N(z,y)-dy] =0

ein vollstandiges Integral wird. u(z, y) muf der partiellen Differential-
gleichung

f———| =N

| dy ox oz dy

] oM oN o ou

geniigen.
¢) Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Y’ +2A4(=) - ¥ + fa(@) -y = p(2)
kann auf verschiedene Weise gelost werden:

a) z sei ein partikulares Integral der homogenen Gleichung
[¢(x) = 0]. Dann ist ¥y = v - z das allgemeine Integral der inhomo-
genen Gleichung; dabei ist



290 Verzeichnis der wichtigsten mathematischen Sitze

v=0,. [4Z ~tin@ds
J z
e ) O ETO PP L o A

p) Ist z, ein partikulires Integral der homogenen Gleichung, so ist
zg =2 - J%_e—2gﬂ(z)-dz
1
ein zweites partikulares Integral und
Y2=A4-21+B-z
das allgemeine Integral der homogenen Differentialgleichung. — Das
allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung setzt sich zusammen

aus dem allgemeinen Integral der homogenen und einem partikuli-
ren Integral y, der inhomogenen Gleichung:

y=h+4-z+ B-z.
%) Man kann das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung

auch durch Variation der Konstanten in der Losung der homoge-
nen Gleichung bestimmen. Dann ist

y———.Z-zl—f—E-zz,

wobei

oy

=c- \':zz- qw(a:)-ezs'fl("’)'d"- dx -+ A4;
B=—c {4 -p(a). e2fn@dz 4o 1 B

ist. Dabei ist ¢ eine passend zu bestimmende Konstante.
&) Sonderfille sind die Differentialgleichungen
y' ' =a%-y bzw. y’'=—0b2.4.
Ihre allgemeinen Lésungen lauten

y=A4-¢*%4 B-e7** bzw. y=A-sin(b-z) -+ B-cos(b- z).

I) Auf Systeme von Differentialgleichungen lassen sich die vorstehen-
den Satze sinngemif anwenden.
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XI. Bestimmte Integrale

a) AuBer der unter IXc¢ beschriebenen Methode zur numerischen
Integration kann man fiir Ndherungsberechnungen auch die folgenden
einfachen Verfahren verwenden:

b
@) (1) da=

b f@ 2@t B 2t 2B e 27— ) £,

wo die Anzahl der Glieder in der geschweiften Klammer gleich (n-}-1)

undh:b_a ist.

b
B) [flz)-da

=20 {f(a 1) fla -+ 38) - f(B— 3R) (b — B},

b—a
2n

wo die Gliederzahl gleich 2n und A = ist.

b L
y) ff2-da =3 @+ 4@+ + 2f(a+ 20+ 4f(a+ 3h)

oo 2f(b—2h) -+ 45 (b — k) + £ (b)),

wobei die Gliederzahl (27 - 1) und b = &% ist.

b) Die Gammafunktion I'(p) ist definiert durch das Integral

F(p):fe"”-xp_l-dx; F(—;—):V-n_

Fiir positive ganze Zahlen gilt
I(p)=(p—1)1=1-2-3..-(p—1).
Ferner ist allgemein

I'p)=(p—1)-I'(p—1) fir p>1;

r(p+1>‘r<1—p>=%-
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XII. Mittelwertsiitze der Differential- und Integralrechnung

a) Die Funktion f(x) sei im Intervall a < z < b differenzierbar. Es
gilt dann mindestens eine Stelle & so, daB (¢ < £ < b) und

HO—fa) g

oder M =f'la}® (b—a)] mit (0<<&<1).

b) Die Funktionen f(z) und ¢(z) seien im Intervall a < x < b stetig,
und ¢ () habe iiberall dasselbe Vorzeichen. Dann gibt es einen Wert £ so,
da a £ D und

b b
§f(@) () dz =) [o(2)- da.

Nimmt ¢(z) im Intervall mit wachsendem « entweder nie ab oder nie
zu (ohne notwendigerweise positiv zu sein), so gibt es ein & (a £ & < b)
derart, daB

b & b
§f(z)-9(2) - dz = g(a)- [f(z) - dz + @(b) - [ f(2) - d .
a a &
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ANHANG

Zahlentafeln ballistisch wichtiger Funktionen



Tafel 1 Widerstandsgesetze von Krupp und Siacei
Funktion 10%. K(v)
(Definition der c-Werte S. 32, § 1d)
v Krupp Siacei v Krupp Siacci v Krupp Siacei
50 121 342 2,902 260 720 3,614 322
60 121 344 2,979 264 740 3.583 318
70 121 346 3,051 267 760 3,653 314
80 121 348 3,115 270 780 3,627 310
90 121 350 3.174 273 800 3,602 306
100 121 352 3.231 276 =
354 3.286 278 820 3.480 302
110 121 356 3.337 281 840 3.458 299
120 121 358 3.384 284 860 3.438 295
130 121 360 3.421 286 880 3418 291
140 . 121 365 3.524 202 900 3,400 287
150 1,190 121 370 3.605 298
160 1,191 122 375 3,671 303 920 3.382 283
170 1,191 122 380 3,722 307 940 3,365 280
180 1.192 122 385 3,761 312 960 3,349 276
190 1,193 123 390 3.792 315 980 3,334 272
200 1,195 123 395 3.819 319 1000 3,320 269
400 3.843 323
210 1,198 123 1020 3.307 266
220- 1.203 124 405 3,864 325 1040 3.295 262
230 1,212 125 410 3,883 328 1060 3.284 259
240 1,225 126 415 3,900 330 1080 3.275 256
245 1,233 127 420 3.916 332 1100 3,267 252
250 1,243 128 430 3,943 336
255 1,255 129 440 3,965 339 1120 3,260 249
260 1,270 130 450 3,981 342 1140 3 255 246
265 1,288 131 460 3,992 344 1160 3.250 243
270 1,309 133 470 3,997 346 1180 3.247 240
275 1,334 136 480 4,000 347 1200 3.244 238
280 1,363 140 490 4,000 348
285 1,397 145 500 3.998 348 1220 3.243
290 1.439 152 1240 3.241
295 1,489 161 510 3,992 348 1260 3.240
300 1,651 172 520 3.982 349 1280 3,240
530 3,970 348 1300 3,240
302 1,580 176 540 3,956 348
304 1,613 181 550 3.941 347
306 1,648 185 560 3.925 347
308 1,687 190 570 3,907 346
310 1.730 195 580 3.890 345
312 1,779 199 590 3.871 344
314 1.832 204 600 3.852 342
316 1,888 209
318 1.947 213
320 2,010 218 610 3,830 341
322 2,079 222 620 3,807 339
324 2,152 226 630 3.784 338
326 2,229 230 640 3.771 336
328 2,308 235 650 3,740 335
330 2.391 239 660 3.719 333
332 2478 243 670 3,700 331
334 2,566 246 680 3,681 329
336 2.654 250 690 3.664 328
338 2739 253 700 3,647 326
340 2.822 257




Die primiiren Funktionen D (u), J(u), A (u), T (u) nach dem Widerstandsgesetz von Siaceci

Tafel II (Vgl. § 15 b, S. 127)

D) | J(w) A(u) T(u) uw | D) J(w) A@) | T(w u
1000 | 0,10000 | 100000 | 1,000 | 15000

1100 | 010089 | 110044 | 1,067 | 1470,0 7200 | 058404 | 146369 | 11.991 | 2793
1200 | 0,10182 | 120,179 | 1,36 | 1440,0 7400 | 063572 | 158562 | 12,717 | 2717
1300 | 010278 | 130409 | 1206 | 14103 7600 | 069028 | 171817 | 13463 | 2646
1400 | 010380 | 140,738 | 1278 | 1380.7 7800 | 0,74780 | 186193 | 14,229 | 257.7
1500 | 0,1048¢ | 151,170 | 1351 | 13512 8000 | 080835 | 201749 | 15015 | 2513
1600 | 010594 | 161,710 | 1426 | 13219 8200 | 087207 | 218548 | 15820 | 2450
1700 | 010709 | 172,361 | 1,503 | 1292.7 8400 | 093913 | 236654 | 16,647 | 2388
1800 | 0,10828 | 183129 | 1580 | 1263.8 8600 | 1,0096¢ | 2561,36 | 17494 | 2329
1900 | 0,10954 | 194020 | 1,660 | 1234.9 8800 | 1,08377 | 277064 | 18364 | 227.2
2000 | 0,11086 | 205040 | 1743 | 1206.2 9000 | 1,16171 | 299512 | 19256 | 2215
2100 | 011224 | 216,196 | 1826 | 1177.8 9200 | 124367 | 323559 | 20,170 | 216,
2200 | 0,11369 | 227492 | 1912 | 11496 9400 | 132980 | 349286 | 21.107 | 2108
2300 | 011521 | 238,936 | 2000 | 11215 9600 | 142022 | 376779 | 22,068 | 2058
2400 | 011680 | 250534 | 2,091 | 1093.7 9800 | 151516 | 4061,25 | 23.052 | 2008
2500 | 0,11849 | 262,297 | 2,083 | 10661 | 10000 | 161491 | 4374,18 | 24060 | 1959
2600 | 012026 | 274,235 | 2278 | 1038,7 | 10200 | 171967 | 470755 | 25,004 | 191.1
2700 | 0,02213 | 286,354 | 2376 | 10116 | 10400 | 182976 | 506241 | 26.154 | 186.4
2800 | 0,12409 | 208,665 | 2.476 984,7 | 10600 | 194539 | 5439.83 | 27.240 | 1820
2900 | 012617 | 311,178 | 2579 958,1 | 10800 | 2.06672 | 5840.94 | 28352 | 177.6
3000 | 0,12837 | 323904 | 2685 931.8 | 11000 | 2,19416 | 626692 | 29492 | 173.3
3100 | 013069 | 336,856 | 2,794 9057 | 11200 | 232800 | 6719,03 | 30,660 | 169,
3200 | 0,13315 | 350046 | 2906 8799 | 11400 | 246858 | 719857 | 31,857 | 1650
3300 | 0,13576 | 363.490 | 3,021 8544 | 11600 | 261622 | 7706,93 | 33.084 | 161.0
3400 | 0,13853 | 377,203 | 3,140 8294 | 11800 | 277119 | 824555 | 34.342 | 157.2
3500 | 014147 | 391202 | 3.262 804,7 | 12000 | 293396 | 881593 | 35630 | 153.3
3600 | 0,14459 | 405503 | 3,389 780.3 | 12200 | 3.10487 | 9419.68) 36950 | 1497
3700 | 0,14791 420,127 | 3,519 756,3 | 12400 | 3.28420 | 100584 | 38302 | 1461
3300 | 0,15145 | 435091 | 3.653 7327 | 12600 | 347247 | 107340 | 39,687 | 1426
3900 | 015523 | 450424 | 3,792 7094 | 12800 | 366989 | 114480 | 41,106 | 139.3
4000 | 0,15925 | 466,146 | 3935 686,6 | 13000 | 3,87716 |122026 | 42560 | 1359
4100 | 0,16355 | 482,284 | 4,083 664.3 | 13200 | 40948 |129996 | 44049 | 1327
4200 | 0,16815 | 498.865 | 4.236 6425 | 13400 | 43231 |13841,2 | 45575 | 129.4
4300 | 017307 | 515924 | 4395 621.2 | 13600 | 45629 |14729.6 | 47138 | 1263
4400 | 017832 | 533491 | 4.558 6004 | 13800 | 48145 |15667.2 | 48740 | 1234
4500 | 018395 | 551,602 | 4,728 580,1 | 14000 | 50787 |16653.3 | 50,381 | 1204
4600 | 018999 | 570.296 | 4,903 5604 | 14200 | 53559 |[176995 | 52,063 | 1175
4700 | 0,19645 | 589,614 | 5.085 541,3 | 14400 | 56469 |18799,5 | 53785 | 1147
4800 | 020338 | 609,602 | 5273 522,7 | 14600 | 59524 |19959.2 | 55550 | 112,0
4900 | 0,21081 630,308 | 5468 504,8 | 14800 | 6,2727 |211815 | 57.358 | 1093
5000 | 021878 | 651,784 | 5,669 4876 | 15000 | 66091 |224694 | 59,209 | 106,7
5200 | 023648 | 697,27 6,094 4550 | 15200 | 69626 |23826,3 | 61,107 | 104,
5400 | 0.25677 746,55 6,549 4252 | 15400 | 17,3335 |25255,6 | 63052 | 1016
5600 | 0,27996 | 800,17 7.035 3982 | 15600 | 77227 | 267609 | 65046 99.2
5800 | 0,30632 | 858,75 7,553 374,01 | 15800 | 8,1307 |283459 | 67.085 96,9
6000 | 033606 | 922,92 8,104 353,1 | 16000 | 85587 300145 | 69,175 94,6
6200 | 0,36927 993.40 8,686 3350 | 16200 | 9,0080 |317709 | 71315 92,3
6400 | 0.40593 | 1070,86 9,297 3198 | 16400 | 94796 |33619,3 | 73,508 90,1
6600 | 044593 | 115599 9,936 3071 | 16600 | 99745 | 355643 | 75.755 88,0
6800 | 048906 | 124944 | 10,599 2964 | 16800 | 10,4940 |37610,7 | 78,057 85,8
7000 | 053517 | 135181 | 11.285 287,3 | 17000 | 11,0392 | 397637 | 80415 83,8




Tafel 111 Zahlentafel hiufiz vorkommender Funktionen

Wahr-

schein-
z e | e | sinx | cosz tg x Ginx | Cojz |Tang z| x in Grad (lg(100z)/In(100 z)| lichkeits-
funktion

v(z)

0,00 1,0000{1,0000; 0,0000] 1,0000] 0.0000; 0,0000 1,0000|0,0000( 0°00” — — 0,00000
0,05/ 1.0513(0,9512| 0,0500; 0,9988 0,0500| 0,0500| 1,0013; 0,0500 | 2°51’53"" |0,69897 | 1,60944 | 0,02690
0,10| 1,105210,9048| 0,0998| 0.9950 0,1003| 0,1002| 1,0050{ 0,0997 | 5°43’46” |1,00000 | 2,30259 | 0,05378
0,15} 1,1618/0,8607| 0,1494| 0.,9888 0,1511} 0,1506] 1,0113{0,1489 | 8°35'40”" |1,17609 | 2,70805{ 0,08059
0,20 1,2214/0,8187| 0,1987] 0,9801 0,2027] 0,2013} 1,0201|0,1974 | 11°27°33” | 1,30103 | 2,99573 | 0,10731
0,25 1,2840(0,7788| 0.2474| 0,9689 0,2553( 0.2526) 1,0314] 0.2449 | 14°19”26" | 1,39794 | 3.21888 | 0,13391
0,30 1.3499(0,7408| 0,2955| 0.9553 0,3093| 0,3045| 1,0453|0,2913 | 17°1119” | 1,47712 | 3,40120 | 0,16035
0.35| 1,4191(0,7047| 0.3429| 0.939%4 0,3650| 0,3572| 1,0619(0,3364 [ 20° 313" |1,54407 | 3,55535 | 0,18662
0.40| 1,4918/0,6703| 0,3894| 0,9211 0,4228( 0,4108| 1,0811| 0,3800 ; 22°55” 6’/ | 1,60206 | 3,68888 | 0,21268
0,45 1,5683,0,6376| 0,4350| 0,9005 0,4831| 0,4653| 1,1030( 0,4219 | 25°46”59” | 1,65321 | 3,80666 | 0.23581
0,50| 1,6487/0,6065 0,4794| 0,8776 0,5463| 0,5211| 1,1276| 0,4621 | 28°38’52" | 1,69897 | 3,91202 | 0,26407
0,55 1,7333/0,5769] 0,56227| 0.8525 0,6131{ 0,5782) 1,1551| 0,5005 | 31°30"46" | 1,74036 | 4,00733 | 0,28934
0,60 1,8221|0,5488] 0,5646| 0,8253 0,6841] 0,6367) 1,1855) 0,5370 | 34°22/39" | 1,77815 | 4,09434 | 0.31430
0,65 1,9155(0,5220| 0,6052; 0,7961 0,7602) 0,6967| 1,2188!0,5717 | 37°14732" | 1,81291 | 4,17439 | 0.33892
0,70 2,0138(0,4966| 0,6442| 0,7648 0,8423| 0,7586| 1,2552| 0,6044 | 40° 625" | 1,84510 | 4,24850 | 0,36317
0,75| 2,1170(0.4724| 0,6816| 0,7317 0,9316| 0,8223| 1,2947|0,6352 | 42°58'19" | 1,87506 | 4,31749 | 0.38705
0,80, 2,2255/0,4493| 0,7174| 0.6967 0,0296( 0,8881| 1,3374 0,6640 | 45°50” 12"/ | 1,90309 | 4,38203 | 0,41052
0.85( 2,3396(0,4274| 0,7513| 0.6600 1,1383| 0,9561; 1,3835|0,6911 | 48°42’ 5 | 1,92942 | 4,44265 | 0,43357
0,90| 2,4596|0,4066| 0,7833| 0,6216 1,2602| 1,0265| 1,4331|0,7163 | 51°33’ 58" | 1,95424 | 4.49981 | 0.45618
0,95| 2,5857|0,3867| 0,8134| 0,5817 1,3984/ 1,0995! 1,4862|0,7398 | 54°25"52" | 1,97772 | 4,55388 | 0,47832
1,00 2,7183(0,3679 0,8415] 0,5403 1,5574| 1,1752| 1,5431|0,7616 | 57°17’45” | 2,00000 | 4,60517 | 0,50000
1,05 2.8577(0.3499| 0,8674] 0,4976 1,7433| 1,2539| 1,6038| 0,7818 | 60° 9°38"|2,02119 | 4,65396 | 0.52119
1,10| 3.,0042/0,3329| 0,8912; 0.4536 1,9648( 1,3356; 1,6685 0,8005 | 63° 1/31”[2,04139 | 4,70048 | 0,54188
1.15] 3,1582(0,3166| 0,9128] 0,4085 2.2345; 1,4208; 1,7374] 0,8178 | 65°53"25"| 2,06070 | 4,74493 | 0,56205
1,20 3,3201(0,3012| 0,9320| 0,3624 2,5722| 1,5095| 1,8107| 0.8337 | 68°45"18"7| 2.07918 | 4,78749 | 0,68171
1,25 3.4903(0.2865| 0,9490| 0,3153 3,0096| 1,6019{ 1,8884| 00,8483 71°37'11”|2,09691 | 4,82831 | 0,60083
1,30 3,66930,2725 0,9636; 0,2675 3.6693| 1,6984| 1,9709(0,8617 | 74°29" 4’71 2,11394 | 4.86753 | 0,61942
1,35 3,8574|0,2592! 0,9757| 0,2190 4,4552| 1,7991f 2,0583| 08741 | 77°20°57") 2,13033 | 4,90527 | 0.63747
1,40| 4,0552|0,2466] 0,9855; 0,1700 5,7979] 1,9043 2,1509| 0,8854 | 80°12'51”| 2,14613 | 494164 | 0,65498
1,45 4.2631(0,.2346) 0,9927| 0,1205 8.2381| 2,0143| 2,2488| 0,8957 | 83° 4'44’'| 2,16137 | 4,97673 | 0.67193
1,50| 4,4817|0,2231| 0,9975| 0,0707) 14,1014] 2,1293| 2,3524| 0,9052 | 85°56'37"’| 2,17609 | 5,01064 | 0,68833
1,60{ 4.9530(0,2019 0,9996|— 0,0292|— 34,2325 2,3756| 2,5775] 0,9217 | 91°40'24"'| 2.20412 | 5,07517 | 0,71949
1,70 5.4739/0,1827| 0,9917|— 0,1288) — 7,6966| 2,6456| 2.8283| 0,9354 | 97°24'10”| 2,23045 | 5,13580 | 0,74847
1,80( 6,04960,1653) 0,9739|— 0,2272| — 4,2863| 2.9422| 3,1075| 0,9468 | 103° 7/57"| 2,25527 | 5,19296 | 0,77528
1,90, 6,6859(0,1496| 0,9463|— 0,3233| — 2,9271| 3.2682| 3,4177| 0,9562 | 108°5143"| 2.27875 | 5,24702 | 0,79999
2,001 7.3891(0,1353| 0,9093|—0,4162| — 2,1850] 3,6269| 3,7622| 0,9640 | 114°35’30"’| 2,30103 | 5,29832 | 0,82266
2,10| 8,1662|0,1225| 0,8632|— 0,5049| — 1,7099| 4,0219| 4,1443] 0,9705 | 120°19"16"| 2,32222 | 5,34711 | 0,84335
2.20| 9,0250(0,1108| 0,8085|— 0,5885| — 1,3738| 4,4571| 4,5679| 0,9757 | 126° 3’ 37| 2.34242 | 5,39363 | 0,86216
2,30 9.9742(0,1003] 0,7457|— 0,6663| — 1,1192| 4,9370| 5,0372| 0,9801 | 131°46”49"| 2,26173 | 5,43808 | 0,87918
2,40(11,0232(0,0907] 0,6755/— 0,7374| — 0,9160] 5.,4662| 5,5569| 0,9837 | 137°30’36"| 2,38021 | 5,48064 | 0.89450
2,50(12,1825|0,0821| 0,5985— 0,8011| — 0,7470| 6,0502) 6,1323| 0,9866 | 143°14’22"’| 3,39794 | 5,52146 | 0,90825
2,60(13,4637/0,0743| 0,5155— 0,8569| — 0,6016| 6,6947| 6,7690} 0,9890 | 148°58” 9’| 2,41497 | 5,56068 | 0,92051
2,70/14.87970,0672| 0,4274— 0,9011| — 0.4727| 7,4063| 7.4735{0,9910 | 154°41’55"| 2.43136 | 5,59842 | 0,93141
2,80{16,4446/0.,0608| 0.3350|— 0,9422| — 0,3555| 8,1919] 8,2527(0,9926 | 160°25'41"| 2.44716 | 5,63479 | 0,94105
2,90(18,1741(0,05650 0,2393!— 0,9710| — 0,2464] 9,0596] 9.1146| 0.9940 | 166° 9’28"| 2,46240 | 5,66988 | 0.94954
3,00({20,0855|0,0498| 0,1411|—0,9900] — 0,1426{10,017910,0678| 0,9951 | 171°53" 14"} 2,47712 | 5,70378 | 0,95698
3.20124,53250,0408|— 0,0584— 0,9983]  0,0585{12.2459(12,2866( 0,9967 | 183°20°47"/| 2,50515 | 5,76832 | 0,96910
3,40(29,9641,0,0334|— 0,2555/— 0,9668 0,2644]14,965 114,999 | 0,9978 | 194°48°40”| 2,563148 | 5,82895 | 0,97817
3,60(36,5982(0,0273|— 0,4425|— 0,8968 0,4935|18,285 -118.313 {0.9985 | 206° 1553"’| 2,65630 | 5.88610 [ 0,98482
3.80|44,7012|0,0224|— 0,6119{— 0,7916 0,7736|22.339 (22,362 | 0,9990 | 217°43’26”’| 2,57978 | 5,94017 | 0,98962
4,00]54,5982/0,0183]— 0,7568|— 0,6536 1,1578/27,290 127,308 | 0,9993 | 229°10’ 59" 2,60206 | 599146 | 0,99302




Tafel 1V Luftgewichts- und Temperaturverlauf mit der Hohe y

Nach Formel (17) u. (18) Nach Everhng: Nach Formel (17) u. (18) Nach Everhng:

mit 4 = 0,0058; 6, = 1,22; | 8(y) = &-¢~F°¥ mit 2 =0,0058; 8= 1,22; | 8(y)=0o-e~%'¥

y T, == 283 (k=0,45-10"%) v T, =283 (k=0,45-10"%)

iy) ;_To 3(y) 8(y) / Ty 4(y)
10 10 10 \J/ 10 _2J 7 10 {4
S | Ty | 12, oy S 1 gy | % [y,
0 0 0 0

100 9,9956 0,0004 9,9955 5100 9,7657 0,0240 9,7705
200 9,9913 0,0009 9,9910 5200 9,7608 0,0245 9,7660
300 9,9869 0,0013 9,9865 5300 9,7560 0,0250 9,7616
400 9,98256 0,0018 9,9820 5400 9,7511 0,0255 9,7570
500 9,9781 0,0022 9,9775 5500 9,7462 0,0260 9,7525
600 9,9737 0,0027 9,9730 5600 9,7413 00265 09,7480
700 9,9693 0,0031 9,9685 5700 9,7364 0,0270 9,7435
800 9,9649 0,0036 9,9640 5800 9,7314 0,0275 9.7390
900 9,9605 0,0040 9,9595 5900 9,7265 0,0280 9,7345
1000 9,9560 0,0045 9,9550 6000 ¥ 9,7215 0,0285 9,7300
1100 9,9516 0,0050 9,9505 6100 9,7166 0,0290 9,7256
1200 9,9472 0,0054 9,9460 6200 9,7116 0,0295 9,7210
1300 99427 0,0059 9,9415 6300 9,7066 0,0300 9,7165
1400 9,9382 0,0063 9,9370 6400 9,7016 0,0305 9,7120
1500 90,9337 0,0068 9,9325 6500 9,6966 0,0310 9,7075
1600 9,9292 0,0072 9,9280 6600 9,6916 0,0316 9,7030
1700 9,9247 0,0077 9,9235 6700 9,6865 0,0321 9,6985
1800 9.9202 0,0082 9,9190 6800 9,6815 0,0326 9.6040
1900 99157 0,0086 9,9145 6900 9.6764 0,0331 9.6895
2000 9,9112 0.0091 9,9100 7000 9,6714 0,0336 9,6850
2100 9,9066 0,0096 9,9055 7100 9,6663 0,0342 9,6805
2200 9,9021 0,0100 9,9010 7200 9,6612 0,0347 9,6760
2300 9.8975 0,0106 9,8965 7300 98,6661 0.0852 9,6716
2400 9,8930 0,0110 9,8920 7400 9,6510 0,0357 9,6670
2500 9,8884 © 0,0114 9,8875 7500 9,6458 0,0362 9,6625
2600 9,8838 0,0119 9,8830 7600 9,6407 0,0368 9,6580
2700 9,8792 0,0124 9,8785 7700 9,6355 0,0373 9,65635
2800 9,8746 0,0128 9,8740 7800 9,6304 0,0378 9,6490
2900 9,8700 0,0133 9,8695 7900 9,6252 0,0384 9,6445
3000 9,8653 0,0138 9,8650 8000 9,6200 0,0389 9,6400
3100 9,8607 0,0143 9,8605 8100 9,6148 0,0394 9,6355
3200 9,8561 0,0147 9,8560 8200 9,6095 0,0400 9,6310
3300 9,8514 0,0152 9,8515 8300 9,6043 0,0405 9,6265
3400 9,8467 0,0157 9,8470 8400 9,56990 0,0410 9,6220
3500 9,8420 0,0162 9,8425 8500 9,5938 0,0416 9.6175
3600 9,8373 0,0166 9,8380 8600 9,56885 0,0421 9,6130
3700 9,8326 0,0171 9,8335 8700 9,6832 0,0427 9,6085
3800 9,8279 0,0176 9,8290 8800 9,5779 0,0432 9,6040
3900 9,8232 0,0181 9,8245 8900 9,5726 0,0437 9,5995
4000 9,8185 0,0186 9,8200 9000 9,5673 0,0443 9,6950
4100 9,8137 0,0191 9,81556 9100 9,5620 0,0448 9,6905
4200 9,8090 0,0196 9.8110 9200 9,5566 0,0454 9,5860
4300 9,8042 0,0200 9,8065 9300 9,65612 0,0459 9,5815
4400 9,7994 0,0205 9,8020 9400 9,5458 0,0465 9,5770
4500 9,7947 0,0210 9,7975 9500 9,5405 0,0470 9,5726
4600 9,7899 0,0215 9,7930 9600 9,6350 0,0476 9,5680
4700 9,7850 0,0220 9.7885 9700 9,5296 0,0481 9,5635
4800 9,7802 0,0225 9,7840 9800 9,5242 0,0487 9,5590
4900 9,7754 0,0230 9,7795 9900 9,5187 0,0492 9.5545
5000 9,7706 0,0235 9,7750 10000 9,5133 0,0498 9,5500




