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PREFAZIONE

La prima edizione di quest’'opera venne alla luce
nel 1891. Essendo essa ora completamente esau-
rita, mi sono accinto a questa seconda edizione,
la quale contiene, rispetto alla prima, numerose
modificazioni ed aggiunte, pur conservandone
pero inalterato Uordinamento e lo schema fonda-
mentale.

La materia che vi é esposta ¢, su per qiw, tutla
quella che si suole sviluppare in un ordinario
corso di Caleolo infinitesimale per i giovani che
aspirano ad enirare nelle Scuole speciali per gli
Ingegneri, e che formano la gran maggioransa
degli studenti del primo biennio della Facolld

ﬂ Matematica nelle nostre Universita.
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La piccola mole di questi volumi non deve far
credere che la materia vi sia scarsa, ché anzi, a
causa dei fitti tipi, essa vi € in giusta misura.

I certo che per le profonde modificazioni che lo
spirito critico ha al presente impresse nei fon-
damenti del Calcolo, anche un Corso destinato o
guelli che le Malematiche hanno come mezzo €



Vi Prefazione.

non come scopo, non puo fare a meno dei nuooi
risultati ecui si é peroenuti, e il suo piano deve
staccarsi profondamente da quello degli antichi
Trattati; farebbe percio vedere di avere corta vi-
sta e poca stima del compito dei futuri Ingegneri,
chi credesse che a questi basti imparare, se pure
il possono, ad adoperare il Calcolo quasi allo
stesso modo col quale un operaio sa bravamente
far funzionare una macchina, costruita da altri,
e di eui eqli ignori gli interni congegni. Pero la
misura anche in questo non guasta, e certamente
l'esagerare in certi sviluppi sarebbe didatticamente
dannoso per un qualunque principiante, special-
mente perché gli farebbe annebbiare o perdere lo
sguardo sintetico dell’ insieme, e lo condurrebbe
ad una non equa valutazione dell’'importanza re-
latioa delle varie parti della scienza.

Una trattazione piu particolareggiata, e con
magyiori sottiyliezze critiche, dei teoremi e pro-
blemi fondamentali del Calcolo infinitesimale, si
presenta necessaria per gli studenti di Matemati-
che pure; ma a cio possono bastare delle apposite
lezioni complementari, ed é precisamente a tale
seopo che io ho pubblicato da oarii anni un altro
oolume intitolato : Note critiche di Calcolo infinite-
simale (Milano, 1895), nel quale sono discusse, dal
punto di vista critico, con una quanliita di esempi
singolari, le varie quistioni di cui tratio in queste
lesioni, nel corso delle quali avro spesso occasione
di riferirmi a quelle mie Note critiche.

Ho detto d’'avere conservato in questa seconda
edizione lo schema generale della prima, cioé il

nedescmo ordenamento delle varie parti.



Prefazione. Vi

Avorei invece potuto introdurre anch’io quella
novita che si trooa in alcuni recenti e pregevoli
Trattati, la prosmicua, cioé, esposizione dei due
Calcoli, il differenziale e Uintegrale ; ma non l’ho
fatto non essendomi convinto dei vantaggi scienti-
fici e didattici che presenta questa fusione, la quale
d’altra parte, anziché una vera e propria fusione,
sembrami che, salvo lievoi eccezioni, nenga piutto-
sto a ridursi ad uno spostamento di Capiloli, giac-
ché ( concelti, le definizioni, le dimostrazioni, i
procedimenti in genere, salooché in qualche punto
di secondaria importanza, restano in sostanza gli
stessi di prima.

Milano, Giugno del 1902.
ERNESTO PaAscAL.
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« CAPITOLO L
Funzioni reali di variabili reali.

§ 1. Variabili reali ; gruppi di punti; punti limiti. —
Si sa dall’Algebra che cosa si intende per gran-
dezza variabile o semplicemente variabile; una
grandezza considerata come capace di acquistare
valori diversi, i quali possono essere in numero
finito o infinito. Misurando la grandezza con un‘al-
tra della stessa specie scelta per unitd di misura,
ad ogni suo valore si pud far corrispondere un
numero reale razionale o irrazionale, positivo o
negativo. L'assieme di tutti i valori di cui é capace
la variabile, si chiama il suo eampo di variabilita.

Useremo spesso una comoda rappresentazione
geometrica del campo di variabilita. Su di una
retta segniamo un punto fisso; ogni punto della
retta avra una certa distanza dal punto fisso, e
questa distanza, fissata che sia un’unita di misura,
si puo misurare con un numero. Consideriamo
come positive le distanze dei punti che restano
alla destra del punto fisso, e come negative le al-
tre; allora evidentemente ad ogni numero TeRde,
positivo o negativo, corrisponderd un punio AN\

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. N
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retta, e ad ogni puntodella retta corrispondera un
numero siffatto. Poiché inoltre ad ogni valore di
una variabile, come abbiam detto, corrisponde an-
che un numero reale, cosi ogni valore della va-
riabile restera rappresentato da un punto della .
retta, e il campo di variabilita sara rappresentato
dall’assieme di punti della retta (in numero finito
o infinito) i quali possono o costituire uno o piu
segmenti completi della medesima, Svvero essere -
punti fra loro staccati.

In vista di tale rappresentazione geometrica,
noi, nel corso di queste lezioni, spesse volte in
luogo di parlare di:ovalori della oariabile, diremo :
punti della retta ; cosi p. es. ¢ci occorrera spesso
usare delle espressioni come questa : consideriamo
la variabile nel punto a, intendendo dire: conside-
riamo quel valore della variabile cui corrisponde
il punto a della retta.

- Se un punto della retta appartiene al campo di va-,
riabilita e nello stesso tempo appartiene ad un seg-
mento i cui punti futfi appartengono al medesimo
campo, noidiremo che la variabile data é continua in
quel punto; se il segmento di cui si parla si estende
solo alla destra o solo alla sinistra del dato punto,
allora la variabile in quel punto sara continua
solo a destra o solo a sinistra.

Se a é un punto della retta appartenente o no
al campo, ma pero tale che segnando alla sua
destra o alla sua sinistra o da ambo le parti, un
segmento piccolo a piacere avente a per estremo,
si trovi sempre in tal segmento, per quanto pic-
colo esso sia, un punto facente parte del campo,
allora diremo che a rappresenta un limite dei va-
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lori della variabile. Cosi p. es. il campo contenga
gli infiniti punti
R U U U | Lo
3 3 E B PRIRREED ;

é chiaro che segnando alla destra del punto zero,
un segmento piccolo a piacere, in esso si trove-
ranno sempre infiniti punti di tale specie; quindi
il punto zero é il punto limite dei valori della
variabile.

E necessario ora introdurre il concetto di punti
all’infinito (= %) della retta ovvero valori == o« della
variabile.

Se un campo é tale che scelto un punto della
retta, lontano per quanto si voglia dall’ origine,
verso la parte positiva, alla destra di esso esistano
sempre punti appartenenti al campo, si dira che
Uestremo superiore del campo ¢ il punto 4 o; se
invece, scelto un punto della retta, verso la parte
negativa, lontano per quanto si voglia dall’'origine,
alla sinistra di esso esistono sempre punti appar-
tenenti al campo si dirda che l'estremo inferiore
del campo é il punto — . In corrispondenza a cio
si dird che un limite dei valori della variabile. é
+ o nel primo caso e —x nel secondo. Queste
peré non bisogna considerarle che come delle
espressioni abbreviate per indicare che si verifica la
suindicata proprieta.

Infiniti valori della variabile corrispondono ad
infiniti punti della retta; un assieme di tali infiniti
punti della retta si suol chiamare uwn gruppo infi-
nio dr punti,
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Si puo far vedere che un gruppo infinito di punti
distribuiti in un segmento finito deve possedere
sempre almeno un punto limite.

La dimostrazione completa di questo teorema
non la possiamo dare per ora, perché essa risul-
tera da considerazioni che faremo un poco pill
avanti, ai §§ 5 e 6. Ci limiteremo solo a fare le
seguenti considerazioni :

Dividendo il segmento finito in altri minori, vi
deve essere sempre almeno uno di questi ultimi in
cuisien contenuti infiniti punti'del gruppo primitivo,
altrimenti il gruppo primitivo risulterebbe di un
numero finito di punti. Dividendo allora tale ultimo
segmento parziale in altri minori, e ripetendo la
stessa considerazione e poi la stessa suddivisione,
si vede che si potra trovare un segmento minore
di qualunque quantita assegnabile e dentro cuz
sien contenuti infiniti punti del gruppo. _

Chiamiamo a,,a,,.... gli estremi a sinistra di
ciascuno dei segmenti ottenuti colla successiva
divisione, e contenenti infiniti punti del gruppo,
supposto che,dopo ogni divisione, di tali segmenti,
se anche ve ne sia piu di uno, se ne scelga sem-
pre uno solo, e chiamiamo b,,b,,.... gli estremi a
destra dei segmenti medesimi. Essendo ogni seg-
mento sempre compreso nel precedente si hanno
le disuguaglianze

G =0a=a3=.....

e inoltre la differenza bn — @, rappresentando Yam-
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piezza di un segmento, si pué rendere piccola a
piacere, aumentando il numero n.

Di qui si pué ricavare l'esistenza di un punto
limite cogli stessi ragionamenti che faremo piu
avanti al § 6.

Se gli infiniti punti del gruppo non sono piu rac-
chiusi in un segmento finito della retta, ma in un
segmento che si estende anche all'infinito, allora,
per la definizione data sopra di punto limite all'in-
finito, si vede che l'infinito positivo o negativo sara
certamente un punto limite del gruppo.

Esempio di tale ultimo gruppo potrebbe essere
quello di tutti i numeri interi positivi o negativi.

Un gruppo puo avere infiniti punti limiti, e al-
lora questi formano a loro volta un gruppo che si
suol chiamare il primo gruppo derivato dal gruppo
dato. Analogamente si ha il 20, 3°... gruppo de-
rioato.

L’assieme di tutti i numeri razionali forma un
gruppo i cui punti limiti sono tutti i numeri pos-
8ibili rasionali ed irrazionali. Si sa infatti che si
puo sempre calcolare un numero razionale che
difterisca dal valore di un dato numero (razionale
o irrazionale) per una quantitd minore di un’altra
assegnata piccola a piacere.

Considerando un gruppo infinito di punti rac-
chiusi in un intervallo finito della retta, esistera
un punto della retta tale che alla sua destra non
esistono altri punti del gruppo, e che inoltre o
appartiene al gruppo e in un intervallo piccolo a
piacere alla sua sinistra si contengano sempre punti
del gruppo stesso, ovvero, pure appartenendo al
gruppo, ror si verifica la seconda proprield, o -
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nalmente, non appartenendo al gruppo, si verifica
invece la seconda proprieta. Nel primo e secondo
caso tal punto si chiamera il massimo dei valori
della variabile e nel terzo caso si dira il limite
superiore. Evidentemente il limite superiore & un’
punto limite del gruppo.

Analogamente si definirebbero il minimo e il li-
mite inferiore.

Si noti che il concetto dell'esistenza di un mas-
simo o di un limite superiore é un concetto indi-
pendente da quello dell’esistenza dei punti limiti
di un gruppo infinito, e cioé, mentre per poter di-
mostrare completamente l'esistenza di questi ul-
timi, bisogna servirsi, come abbiamo detto, di
considerazioni che saranno fatte al § 6, 1'esistenza
dei primi invece resta gia del tutto dimostrata da
quanto si é sopra detto.

Consideriamo ora due variabili 2, x, fra loro
indipendenti. Le coppie di valori di tali variabili
potranno rappresentarsi mediante i punti del piano,
come abbiamo rappresentato i valori di una sola
variabile mediante i punti di una retta. Bastera
percio ricordare la solita rappresentazione adope-
rata nella Geomelria analitica; scegliendo nel piano
due assi coordinati, su ciascuno di essi si se-
gneranno i valori di «, e di @, e cosi ad ogni
punto del piano corrispondera una coppia di va-
riabili, e ad ogni coppia di variabili corrispondera
un punto del piano.

Similmente un sistema di valori di tre variabili

polra essere geometricamente rappresentalo dsh
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punti di uno spazio a tre dimensioni e volendo, per
comoditd di rappresentazione, introdurre, come
spesso si fa, la considerazione di un cosidetto spa-
%i0 ad n dimensioni, un sistema di valoridi n va-
riabili potra essere geometricamente rappresentato
dai punti di un tal spazio.

Un assieme di infiniti punti del pxano si chia-
mera un gruppo di punti, ed é chiaro che per tale
gruppo. possono ripetersi tutte le considerazioni
fatte pei gruppi di punti su di una retta. Cosi esi-
steranno dei punti limiti, che sono definiti dalla
proprieta che in un intorno comunque piccolo at-
torno ad essi, esistono sempre infiniti punti del
gruppo. Non ci dilunghiamo su cié, perché le
estensioni delle cose gia dette sono del tutto ovvie.
- 8§ 2. Fungione di una variabile. — Due variabili x,
y possono essere legate fra loro da un rapporto di
dipendenza, in modo che, assegnato il valore ad
una variabile p. es. &, resti assegnato anche un
valore per l'altra variabile y. Cosi p. es., consi-
deriamo tutti i cerchi che si possono descrivere
attorno un centro fisso. Il raggio di tutti questi
‘cerchi é una quantita variabile, ed é anche una
quantita variabile la loro area. Ma é noto che
fissato un valore per il raggio, resta fissato anche
quello per l'area; le due variabili sono dunque
dipendenti I'una dall’altra.

Ora questa dipendenza potra essere di varia
natura; potra accadere che per certi valori della
variabile @, si abbia per y un valore determinato
e unico; per certi altri valori di @, per y si ab-
biano diversi valori determinati, e per cevti alx\
infine, non si abbia per y nessun determinslo wa-
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lore, cosi che la dipendenza propriamente detta
scompaia per certi valori di 2.

Ma immaginiamo di considerare solo un tal
campo di variabilita di &, e di definire in tal ma-
niera la dipendenza fra # e y che per ogni punto
del campo la y resti determinata sempre ed in un
modo solo; diremo allora che y é funzione di x
in quel campo; la & si chiamera la variabile in-
dipendente.

Per indicare che y é funzione di @, si adoperera
un simbolo come questo:

Yy =f (2), M

rappresentando f, o qualunque altra lettera si vo-
glia, il simbolo di funzione.

Se la dipendenza fra le due variabili #,y é tale
che mentre y si pud considerare funzione di z,
anche x pud inversamente considerarsi funzione
di y, la funzione x si chiamera inversa della
funzione y.

Stabilito il concetto di funzione, vien subito la
domanda: c¢'é un mezzo analitico o geometrico per
rappresentare la dipendenza che esiste fra la fun-
zione y e la variabile indipendente x? cioé un
mezzo mediante il quale dato un valore ad @, si
possa ricavare il corrispondente valore di y?

Un'idea che viene spontanea & la seguente: con-
sideriamo, come si fa in Geometria analitica, le &
e y come le coordinate di un punto del piano. Fa-
cendo variare &, facendole assumere tutti quegli
infiniti valori pei quali la funzione y é stata defi-
nita, si avranno infiniti punti del piano, ¢ quali il

pii delle volte potranno formare una curva e\ -
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senso ordinario della parola; disegnata che si é
questa curva, é chiaro che si ha una rappresen-
tazione geometrica della funzione y, inquantoché
la curva potra rappresentare in certo modo, la
maniera di variare di y rispetto al variare di .
Per6 avvertiamo che una siffatta rappresentazione
geometrica non sempre & possibile, potendo imma-
ginarsi funzioni per le quali gli infiniti punti di
coordinate @, y non costituiscano nel loro assieme
una curva nel senso ordinario della parola.

Esempii di ci6 se ne possono dare molti e di
varia natura. Basta limitarsi al seguente: si im-
magini la funzione cosidetta di DIRICHLET (!), che per
tutti i valori razionali di x sia zero, e per tuttii
valori irrazionali di x sia 1.

La rappresenlazione geometrica di questa fun-
zione é l'assieme di tutti i punti razionali sull’asse
di @, e di tutti i punti irrazionali su di un asse
parallelo al primo e distante da esso della quan-
titd 1. Tutti questi punti non formano perd una
curva nel senso ordinario della parola.

In quanto ad una rappresentazione analitica delle
funzioni ecco quello che abbiamo a dire. Nelle Ma-
tematiche elementari, e nell’'Algebra, si sono stu-
diate le operazioni fondamentali che si possono
fare colle quantitda, come la somma, la sottrazione,
la moltiplicazione, la divisione, l'elevazione a po-
tenza, l'estrazione di radice; ciascuna di queste
operazioni applicata alla variabile £ dé& per risul-
tato una nuova variabile il cui valore dipende in

(9 Per tale funzione v. il n. 1 del mio volume: Esercizi e
note critiche di .calcolo infinitesimale, Milano 18%%.
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generale dal valore di &, e che pué dunque in ge-
nerale dirsi una funzione di . Lo stesso pué dirsi
se sulla variabile * non si applica una sola di
quelle operazioni, ma parecchie di esse, ovvero
una stessa si ripeta un numero finito di volte, o
anche infinite volle, come sarebbe il caso delle
serie infinite o dei prodotti infiniti che si studiano
nell'Algebra. Altri esempi di funzioni sarebbero
dati da quelle variabili y che rappresentano ri-
spettivamente il seno, il coseno, la tangente etc.,
di un arco x, oppure il logoritmo o l'esponenziale
di un numero .

Ognuna di queste funzioni corrisponde ad una
operazione analitica ben determinata da effettuarsi
sulla variabile, e ogni funzione il cui valore possa
calcolarsi effettuando una successione di tali ope-
razioni si dird una funzione capace di una rap-
presentazione analitica ; perd avvertiamo che la
possibilita di una rappresentazione siffatta non é
affatto inerente al concetto e alla definizione ge-
nerale di funzione, potendo immaginarsi una di-
pendenza tale fra @ e y che non possa essere sif-
fattamente con formole analitiche rappresentata
per tutto il campo di variabilita della x; percio
quando noi parliamo di funzioni, facciamo astra-
zione, in generale, dalla possibilita 0 meno della
sua rappresentazione analitica.

Fra le operazioni analitiche enumerate di so-
pra ¢ da aggiungersi anche la cosidetta opera-
zione di limite di cui si parla nell’Algebra, e di
cui tratteremo piu sotto; una funzione la cui rap-
presentazione analitica dipenda da tale operazione

é p. es. quella di DIRICHLET, e per essa rimandiamo
volume citato alla pag. precedente.
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- Una funzione rappresentabile analiticamente, e
nella quale la variabile = e le sue potenze intere
sieno sottoposte solo alle quattro prime operazioni
fondamentali dell'aritmetlica, si chiama una fun-
zione razionale. La sua forma generale é:

agFa,z+a,xt+4....+ amam

y=r,f(x)= bo+ by &+ bga® +....+ bn 2’

Se invece la variabile £ e le sue polenze intere
sono assoggettate alle sole tre prime operazioni
(somma, sottrazione, moltiplicazione) allora si ha
la funzione razionale intera.

La rappresentazione analitica di cui abbiamo
trattato finora, si suol chiamare esplicita, per con-
trapporla ad un’altra specie di rappresentazione
analitica che si chiama implicita.

Immaginiamo data una relazione analitica fra
le due variabili &, y, cioé immaginiamo stabilita
una serie di operazioni analitiche da farsi contem-
poraneamente sulle due variabili, e fissato che per
queste variabili si debbano prendere tali coppie
di valori che, eseguite le indicate operazioni, il
risultato finale sia lo zero; in simbolo cio lo indi-
chiamo colla formola

.f(‘z'r ) =0

dove f indica I'assieme di tutte quelle operazioni
analitiche da eseguirsi. Per fissare le idee, suppo-
niamo che si abbia un'equazione di grado n in y,
e i cui coefficienti sieno delle determinate Suonziow
di 2. In questo caso & chiaro che dslo W WO
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ad , si ha un'equazione in y a coefficienti deter-
minati, la quale, come si sa dall’ Algebra, am-
mette sempre n radici reali o immaginarie; se fra
queste radici ce n'é sempre una reale quando & -
non oltrepassi certi valori, e se fissiamo poi una ma-
niera colla quale possiamo volta per volta prendere
in considerazione una speciale radice reale invece
di tutte le altre che per avventura potranno esserci,
allora ¢ chiaro che per ogni & compresa in quel
certo campo di variabilita, la y resta determinata
e potra percio dirsi funzione di x. Il valore.di y
resta cosi rappresentato come radice di una certa
equazione, e quindi non potra calcolarsi, se non
si sa risolvere l'equazione; la y-si chiama allora
una funzione rappresentata implicitamente, o una
funzione implicita di ; se si puo risolvere I'’equa-
zione, la formola di risoluzione, dara la rappre-
sentazione analitica esplicita della funzione.

Prima di por lermine a questo paragrafd noi
dobbiamo avvertire una cosa; poiché nel § 1 ab-
biamo rappresentato i valori di una variabile me-
diante i punti di una retla, cosi siamo natural-
mente condotti a usare in seguito 1'espressione:
Sfunzione dei punti della retta, per dire: funzione
della variabile i cui valori sono rappresentati da
quei tali punti della retta.

§ 3. Funzione di pid variabili — Il concetto di
funzione esplicato nel § precedente pud esten-
dersi. Si abbiano n 41 variabili y,&, ®,.....2a €
sieno tali che assegnando alle 2 certi valori com-
presi in campi determinati, ogni volta la y assuma
un valore determinato; la y si chiamera funsione

delle variabili .
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Per semplicitd supponiamo che si tratti di due
sole variabili 2, x,.

Se tutti gli infiniti punti del piano per i quali
@ definita la funzione y, formano un’area piana,
noi diremon che la y € una funzione definita nel-
Uinterno di quell’area piana.

Si pué ideare una rappresentazione geometrica
delle funzioni di piu variabili che sia la estensione
diretta di quella indicata nel § 2 per le funzioni
di una sola variabile. Consideriamo il caso di due
sole variabili indipendenti, il cui campo di varia-
bilita sia rappresentato da una certa area piana.
Per ogni punto di questa, elevando una perpendi-
colare al piano, e su questa, segnando il punto la
cui distanza dal piano corrisponda al valore di ,
si potra avere nell'assieme di tutti questi punti
dello spazio, una falda di superficie, che potra
geometricamente rappresentare la funzione a due
variabili.

Si potrebbero infime ripetere per le funzioni di
piu variabili tutte quelle considerazioni gia fatte
sulla rappresentabilita analitica esplicita e impli-
cita delle funzioni di una sola variabile.

§ 4. Teorema di Weierstrass sui limiti superiori e
inferiori dei valori di una funzione. — Immaginiamo
una funzione di una o piu variabili reali: per fis-
sare le idee supponiamo che si tratti di una fun-
zione di una sola variabile, definita in un certo
segmento finito.

Per tutti i punti di tal segmento la funzione
avra un valore, e tutti questi valori rappresentati
a loro volta su di una retta, formeranno \n grae-
rale un gruppo infinito di punti sulla retia .\ W
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Considerando questo gruppo racchiuso in un in-
tervallo finito, esistera (v. § 1) un limite superiore
e un limite inferiore dei valori della funzione.

Se in particolare esistera un massimo e un mi-
nimo dei valori della funzione, ci6 vuol dire che
esistera un valore della variabile indipendente
pel quale la funzione prenda il valore massimo o
minimo. Se invece quel gruppo di punti non am-
mette un massimo, ma ammette solo un limite
superiore, non si pu6 piu dire lo stesso. Si puod
pero allora dimostrare il seguente teorema, detto
di WEIERSTRASS :

Sta S il limite superiore dei valori di una fun-
sione in un segmento dato ; esiste sempre in que-
sto un punto &' tale che, per un segmento piccolo
a piacere attorno ad esso, il limite superiore dei
oalori della funzione sia ancora S.

Dividiamo infatti il segmento primitivo in due
parti, e consideriamo i valori della funzione per i
punti di tali segmenti separatamente; se S,, S, sono
ilimiti superiori dei valori della funzione nei due
segmenti parziali, si pud subito vedere che uno
almeno di questi due deve essere eguale ad S;
giacché se S fosse minore di ambedue S,, S,, esso
non sarebbe piu limite superiore dei valori della
funzione in tutto 1'intervallo, e d'altra parte se S
fosse maggiore di ambedue S, S;, allora vi sareb-

" bero valori della funzione maggiori sia di S; che
di S, il che é impossibile.
. Sia allora S=3S,, e dividiamo I'intervallo in
cui il limite superiore é S, in due parti, in una
almeno delle quali, per gli stessi ragionamenti, il
limite superiore dei valori della funzione dexe
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essere ancora S; cosi continuando si vede che st
puo trooare un intervallo piccolo per quanto ci
ptace e in cui il limite superiore dei valori della
Junzione sia ancora S.

Supponiamo ora che questa divisione e suddi-
visione dell’ intervallo si sia fatta con una legge
determinata, p. es. dividendo sempre per  meta, e
consideriamo gli estremi di tutti quei segmenti,
sempre piu piccoli, nei quali il limite superiore
dei valori della funzione é sempre S. Essi forme-
ranno un gruppo infinito di punti, che, per il leo-
rema del § 1, ammettera sempre un punto limite
z’. In un segmento piccolo a piacere intorno ad z/,
0, come s8i dice, in un inforno piccolo a piacere di
', saranno compresi per necessita segmenti in cui
il limite superiore é S, e quindi in esso il limite
superiore sara S, con che é dimostrato il teorema.
E ovvio poi che un teorema analogo vale per il
limite inferiore.

§ 5. Limiti delle fungioni. — Immaginiamo una
funzione y; per fissare le idee la supporremo di
una sola variabile ®. Supponiamo che questa si
avvicini ad un valore limite a (v. § 1), e imma-
giniamo che fissato un numero o piccolo a piacere
si possa sempre trovare solo a destra, o solo a
sinistra, o da ambo le parti del punto a, un seg-
mento tale che il valore di y per un qualunque
punto compreso in esso, sia tale che la diffe-
renza (A —y) sia in valore assoluto minore di o,
A essendo un certo numero fisso; noi diremo al-
lora che A é il limite dei valori di y per x =a,
e seriveremo in simbolo:

lim f (@) = A.
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Distingueremo limite a destra, o limite a sinistra,
o limite da ambo le parti. secondoché il segmento
di cui .si parla nella definizione si pud trovare
sempre solo a destra, o solo a sinistra, o0 da ambo
le parti del punto a, e potra accadere che esistano
i due limiti a destra e a sinistra, ma che il limite
a destra sia diverso dal limite a sinistra.

La data definizione di limite di una furzione
vale evidentemente pel easo in cui ambedue i va-
lori a ed A sieno finiti. Se uno di essi o ambedue
fossero infiniti, allora non varrebbe piu la dala
definizione e bisognera modificarla.

Supponiamo prima che A sia I’infinito; si dira
che y ha per limite ==o per x=a, se, dato «
grande a piacere, si pu6 trovare un intorno del
punto a tale che per tutti i punti di quell’inlorno
la y sia sempre in valore assoluto maggiore di
e abbia sempre il segno positivo o il segno nega-
tivo rispettivamente.

Supponiamo che sia a =0, cioé che si consideri
il limite di y quando il valore della variabile si
accresce indefinifivamente. Diremo che y ha per
limite A per =0 quando dato s piccolo a pia-
cere si possa sempre trovare un valore ' di =,
in modo che per ogni valore di « maggiore di «’,
la y abbia un tale valore che la differenza A —y
sia in valore assoluto minore di o.

Finalmente, diremo che y ha per limite 1o pr
x = quando, dato » grande a piacere, si pos
trovare un valore &’ in modo che per tutte le
maggiori di &', la y sia sempre maggiore di w

Queste considerazioni sui limiti, sviluppate

caso in cul la y sia funzione di una sola var!
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&, possono valere anche, con leggiere modifica-
zioni, pel caso in cui si tratti di funzioni di piu
variabili.

Cosi p. e, si dira che g, funzione delle due va-
riabili #,, x;, ha per limite A per &, =a,, *,=a,
quando, dato ¢ piccolo a.piacere, si puo trovare
un intorno del punto del piano di coordinate a, a,,
in modo che per tutti i punti di tale intorno la y
differisca in valore assoluto da A per una quan-
titda minore di ¢. Similmente nessuna difficolta si
troverebbe ad estendere le altre definizioni.

Se tutti i valori della funzione si rappresentano
su di una retta, i limiti delle funzioni corrispon-
deranno su questa retla a punti-limiti (v. § 1) del
gruppo infinito di punti.

E utile ora aggiungere qui alcune osservazioni.

Nel caso delle funzioni di una sola variabile
noi abbiamo gia osservato che si possono distin-
guere due limiti diversi per la funzione y nel punto
2=a; cioé si puo considerare il limite a destra
di a, il quale si ha quando 1'intervallo attorno al
punto a di cui si parla nella definizione si puod
rintracciare solo alla destra di a, e nqgn alla sua
sinistra, e si puo considerare solo il limite a si-
nistra ; e se poi esistono.ambedue questi limiti, e
sono dippiu fra loro eguali, allora invece di par-
lare solo di limite a destra o di limite a sinistra,
si puo6 naturalmente senz'altro parlare di limite
nel punto. '

Ora nel caso delle funzioni di piu variabili, p. es.
di due, si presentano in maggiore abhbondanas ‘&
analoghe distinzioni.

PascaL, Calcolo infinitesimale, 1. b
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Per vedere cido torniamo per un momento alla
data definizione.

Dato ¢ si deve poter trovare un intorno del punto
(a, a,), tale che per tutti i punti di tale intorno la
differenza fra A e y sia minore di s. Ora questo
intorno del punto (a, a;) pud essere di varie spe-
cie; puo accadere che sia uno o piu segmenti di
rette uscenti dal punto (@, a,), e allora ci6 vuol dire
che la y ha per limite A, solo quando le variabili
x, 2, si fanno avvicinare alle a,a, in certi spe-
ciali modi e non in certi altri; oppure pu6é acca-
dere che l'intorno di cui si parla sia un'area piana
avente pero il punto a, a, non come punto interno,
ma come punto del contorno, e cié vuol dire al-
lora che y ha per limite A quando col punto (2, &,)
ci avviciniamo al punto (a, a,) in certe direzioni
in numero anche infinito, ma non in tutfe le dire-
zioni; e pud accadere che 1’intorno comprenda
sempre nel suo interno il punto (a,a,) e allora il
limite A sussiste qualunque sia la maniera colla
quale facciamo avvicinare il punto (x, ;) al punto
(a, a;). Si vede quindi che in questo caso, anziché
considerare due soli limiti come nel caso delle
funzioni di. una variabile, si possono considerare
infiniti limiti diversi secondo le infinite maniere
colle quali ci possiamo avvicinare al punto (a,; a,).

Ed é da notarsi che le maniere colle quali pos-
siamo avvicinarci al punto, possono essere di na-
tura anche diversa che quelladi seguireuna curva
che vada a terminare nel punto; si pué p. es. anche
immaginare una curva la quale giri a spirale at-
torno al punto, avvicinandosi indefinitivamente ad
esso, senza mai raggiungerlo, e si DOIIONO e
‘nare anche altre diverse maniere.
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La seguente altra osservazione é anche degna
di nota :

Per semplicita limitiamoci al caso delle funzioni
di una sola variabile. La variabile indipendente x
puo avvicinarsi al valore a in varii modi; si pud
intendere che si avvicini ad a in modo continuo,
cioé che il punto @ si avvicini al punto a percor-
rendo tutto I'intero tralto rettilineo, cioé passando
per tutti gli infiniti punti dell'intero segmento;
oppure si pud intendere che x si avvicini ad a
non passando per tutti i punti del segmento, ma
passando per un assieme di infiniti punti il cui
punto-limite sia a (v. § 1); o, come si dice, avvi-
cinandosi ad a saltuariamente. Se si tiene conto
di questa circostanza allora si pu6 considerare
un’altra specie di limite, ovvero si introduce una
nuova distinzione nel, concetto di limite, il quale
dipendera allora ancora dalla maniera colla quale
la variabile indipendente « si avvicina ad a e non
solo dalla direzione. Ed é possibile che il limite
concepito in questo senso esista, quando il limite
concepito nell’altro senso non esiste. Nelle defini-
zioni date avanti noi avevamo implicitamente am-
messo che la x si avvicinava ad a percorrendo
tutti i punti della retta e non saltuariamente, cioé
come si dice, che la variabile x sia continua; in-
quantoché noi abbiamo esplicitamente detto che
la disuguaglianza | A — f(z) | <c deve valere per
tutti i punti 2 dell'tntorno del punto-limite a.

Almenoché non avvertiremo del contrario, in
seguito noi daremo al concetto di limite sempre il
significato dato ad esso in principio.
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Prima di terminare questo paragrafodimostriamo
alcuni teoremi sui limiti che ci occorreranno spesso
in seguito.

Si abbiano tre funzioni di x, e sieno y, y’, y"; e
immaginiamo che mentre & 8i avvicina al punto a,
il valore di y stia sempre compreso fra i valori
di y' e y" cioé p. es., sia sempre maggiore di y' e
minore di y" e inolire che y', y* per x = a tendano
al medesimo limite A ; 8i pué mostrare che anche
y tende ad un limite per &= a, e che tale limite
é la stessa quantita A.

Infatti per le ipotesi fatte sui valori di y rispetto
ai valori di y’ e y”, possiamo dire che A — y sara
sempre compreso fra A—y e A—y", cioé sara
sempre maggiore di una di quelle differenze e
minore dell’altra. Allora fra le due differenze A — g’
e A—y" ve ne sara sempre. una che in valore as-
soluto sara maggiore del valore assoluto di A — y;
onde potendo sempre trovarsi un intorno del punto
a in modo che ambedue quelle differenze sieno in
valore assoluto minori di ¢ (quantitd piccola a
piacere), certamente nel medesimo intorno sara
anche il valore assoluto di A —y minore di o, e
quindi y tendera ad un limite e tal limite sara A.

Un altro teorema sui limiti é il seguente : se una
funzione y, avvicinandosi la variabile x ad un va-
lore limite, cresce continuamente, o almeno non
decresce, mantenendosi pero sempre inferiore ad
un valore finito A, essa tende ad un limite che o
é A stesso o é un numero inferiore ad A.

Facciamo avvicinare 2 al suo valore limite a,

e Immaginamo di disegnare su di una vetta i
punti che corrispondono ai valori dt y; st ha wa
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gruppo di infiniti punti, racchiusi in un segmento
che non puo estendersi all'infinito perché abbiamo
supposto che tutti i valori di y sono sempre mi-
nori di un numero determinato A, e quindi tutti
i punti y debbono stare tutti a sinistra del punto
ehe rappresenta il valore A. Questo gruppo deve
ammettere o un massimo o un limite superiore
(v. § 1) che sara rappresentato da un punto non
a destra del punto A, cioé o da un punto a sini-
stra di A o da A stesso. Se il gruppo ammette
un massimo, cioé se vi & un punto del gruppo,
tale che alla sua destra non esistano altri punti
del gruppo, tal punto non potra che corrispondere
ad un valore 2’ di  minore di a, perché noi ab-
biamo disegnato tutti i punti y per & compreso in
un intervallo a sinistra di @, ma non il punto y
per & = a. Allora, per le ipotesi fatte, per un & > z/,
la y non potendo essere minore della y in &/, si ha
che sara eguale al valore del massimo trovato, e
quindi la g per tutto il tratto da & sino ad a é
sempre eguale a quel massimo, cioé il limite di
y per x=a & proprio quel massimo. ‘

Se poi il gruppo non ammette un massimo, ma
solo un limite superiore L, allora al gruppo ap-
partengono punti y vicini quanto si vuole e a si-
nistra di questo limite superiore L.

Si pud vedere che, fissato o, la differenza |L—y)|
si pud rendere minore di ¢; giacché se conside-
riamo un segmento a sinistra di L e minore di s,
in esso devono trovarsi necessariamente punti y,
perché L é limite superiore. Ad unodi questi cor-
rispondera un punto x tale che ad un altro quo-
lungue punto x fra esso e g, cormsponde, per \&
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fatte ipotesi, un punlo y compreso nel segmento
considerato e quindi tale che | L — y | sia minore
di . Cié6 mostra che L é il limite di y per z=a.

Analogamente potrebbe dimostrarsi che: se una
Sfunzione decresce continuamente o almeno non
cresce, mantenendosi sempre superiore ad un nu-
mero B, essa tende ad un limite che o .é B o é
superiore a B.

§ 6. Condizione per l'esistenza di un limite. — La
prima quistione che si presenta nella teoria dei
limiti é naturalmente questa: data una funzione,
a quali condizioni deve essa soddisfare perché
ammetta un limite determinato, quando la ovaria-
bile o le variabili si avvicinano a valori gid fis-
sati? Se si volesse che il limite fosse una quan-
tita fissata A, allora la definizione stessa di limite
risponderebbe a questa domanda, e con quella
definizione potrebbe decidersi se A é o non é il
limite della funzione. Ma se A non é conosciuto
né dato e vuol soltanto sapersi se la funzione ha
o non ha un limite qualsiasi, quale criterio do-
vremo allora adoperare ?

Se il limite esiste e lo chiamiamo A, per la de-
finizione stessa di limite si ricava che dato un
numero ¢ piccolo a piacere si puo trovare un
intorno del punto a tale che per ogni punto com-
preso in tale intorno si abbia sempre in valore
assoluto:

ly—A | <s.

Prendiamo dunque due punti di tale intorno e
chiamiamo y,, y, i valori che y ha in W pantis
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sussisteranna allora contemporaneamente le due
disuguaglianze

lypn—Al<e , |ys—A| <o

Ora se le due quantitd dei primi membri sono
minori di ¢, sia la loro somma che la loro diffe-
renza saranno minori di 29, e quindi possiamo
in ogni caso dire che la differenza dei due valori
Y1, Y. sara in valore assoluto minore di 24, cioé :

ly1—ys | <20

Interpretando questo risultato possiamo dire
che: data una quantita piccola a piacere che pos-
s8iamo chiamare 2., 8 trovera sempre un intorno
del punto a tale che la differenza dei valori della
Sfunzione in due punti qualunque di tale intorno,
é in valore assoluto minore della quantitd asse-
gnata 2.

Questa é dunque la condizione che ci si pre-
senta come necessaria per l'esistenza di un limite
Jinito. Possiamo dimostrare che essa ¢ anche una
condizione sufficiente.

Diamo infatti a 2¢ dei valori decrescenti, cioé

G >>ay >03 >G> ...,

e ogni volta troviamo 1' ampiezza dell’ intorno per
due punti del quale si verificano sempre le con-
dizioni espresse dell’ enunciato del teorema. Sie-
no &,, &;, &3, .... punti compresi rispettivamente in
tali ‘intorni; possiamo dire che per ogni altro punto
compreso nel primo intorno si ha

IS @) —fe)\ sy
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cioé che f(x) sara compreso fra i due valori

S@)—a=a, , f@@)Fo=b

di cui il primo é certamente minore del secondo
(non in valore assoluto) qualunque sia il segno di
f(2y), e la cui differenza é 2q,. Nella stessa ma-
niera possiamo dire che per un punto zx del se-
condo intorno, la f(x) sard sempre compresa fra
i due valori

S@) —op 5 f(2) + 02
Chiamiamo a, il maggiore fra i due numeri
J@)—o e fx)—ay
e b, il minore fra i due numeri
Sf@)4o e flx)4oy;

possiamo allora dire che esistera anche un intorno,
e che sara formato della parte comune al primo
intorno, e al secondo, per un punto di cui la f ()
é maggiore di a, ed é minore di 0,; da cié si ri-
cava anche che b, deve essere maggiore di a,,
mentre poi:

by —ay, =23,
Possiamo cosi costruire una serie di numeri
Q=0 =a;=....
e un'altra serie
by=b,=0;>....

saddisfacenti alle disuguaglianze indicate, e tali
che esista sempre un intorno del punto \imite,per
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ogni punto del quale la f(x) é compresa fra an e

bn , di cui il primo é minore del secondo, e di cui

la differenza é minore o eguale a 24 . _
E facile inoltre mostrare che ogni numero a é

inferiore ad un qualunque numero b, p. es. ar << bn.
Giacché si ha, se A >k,

ak = ar < bx

e se h <k,
by =br > ax.

La successione dei numeri a é dunque formata
di numeri di cui I'uno non é mai minore del pre-
cedente, e che d’altra parte non crescono all’in-
finito perché si mantengono sempre minori dei
numeri b, i quali alla loro volta sono decrescenti,
o, nella peggiore ipotesi, stazionarii, e non pero
decrescono indefinitamente mantenendosi sempre
maggiori dei numeri a. Per un teorema del para-
grafo precedente i numeri @ e i numeri b tende-
ranno dunque a due limiti determinati. Ora io
dico che tali due limiti sono tra loro eguali. Se
infatti « & il limite dei numeri a, esso dovra es-
sere maggiore di tutti gli @ e dovra inoltre essere
inferiore a qualunque b giacché i b sono maggiori
di tutti i numeri a (v. teor. paragrafo precedente) ;
e cosi 8 (limite dei numeri b) dovra essere infe-
riore a tutti i b e superiore a tutti gli a; quindi
per un qualunque indice n deve aversi

an << a < bn
an < B <bn
e quindi
5—¢<bn—an<?-0n
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cio¢, essendo 2ax piccola a piacere, la differenza
dei due limiti si pu6 rendere minore di qualun-
que quantitd assegnabile, percio essa é zero, e i
due limiti sono eguali.

- Una dimostrazione perfettamente analoga si fa-
rebbe per mostrare che condizione necessaria e
sufficiente perché una y ammetta un limite A per
x=o, é che dato s piccolo a piacere 8i possa
trovare un punto ' tale che per due x maggiori
di &', la differenza delle y corrispondenti sia mi-
nore di .

Con considerazioni assai simili a quelle di que- -
sto § potrebbe completarsi la dimostrazione cui
abbiamo accennato nel § 1 sull’esistenza dei punti-
limiti di un gruppo infinito di punti.

In effetti i numeri a=, p, che abbiamo costruiti
nel § 1, godono delle medesime proprieta di quelli
costruiti di sopra, e quindi coi medesimi ragiona-
menti possiamo dedurre che essi tendono ad un
medesimo limite a.

Si assuma un intorno di « piccolo per quanto
si vuole; in esso saranno compresi due punti as,
bn di eguale indice e quindi il segmento (ax bs), €
quindi infiniti punti del gruppo dato.

§ 7. Continuitid delle fungzioni di una o pid varia-
bili. Serie convergenti in egual grado. Serie di po-
tenze. — Noi abbiamo considerato nei paragrafi
precedenti, il limite dei valori che una funziop
puo avere quando colle variabili indipendenti
avviciniamo in un qualunque modo a valori fi
sati. cioé il limite di y per

&=a; , Ty=0y...-
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Prendiamo ora in considerazione il valore che
la funzione stessa ha nel punto &; =a,, x;,=a,....
Tale valore puo essere quello stesso che si é chia-
mato limite della funzione, oppure pud essere un
valore diverso.

Nel primo caso la funzione si dird continua in
quel tale punto che si considera; nel secondo caso
si dira discontinua.

Occorre appena osservare che definendo la con-
tinuita in tal maniera, cioé basandosi sulla consi-
derazione dei limiti, tutte le varie distinzioni che
si aveano per questi, si potranno ripetere anche
per la continuita delle funzioni; cosi trattandosi
di funzioni di una sola variabile, esse potranno es-
sere continue a destra o continuea sinistra di un
punto, o continue da ambo le parti;trattandosi di
funzioni di piu variabili, esse potranno essere con-
tinue avvicinandosi in una certa maniera al punto
rappresentativo del sistema di variabili indipen-
denti, e non essere continue avvicinandosi in al-
tre maniere.

In seguito dicendo che una funzione é continua
in un punto, senz'altra aggiunta, si intendera
sempre che la continuita sussiste qualunque sia
la maniera colla quale si giunge alle variabili li-
miti.

Per funzione continua in tutio un intervallo.
o piu generalmente in tutto un ecampo, si inten-
dera poi una funzione continua in tutti i punti del
campo.

Ritornando sulla definizioné di funzione conti-
nua, noi possiamo dire che: funzione continua é
quella in cui il limite della funzione & uguole oo
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Sfunzione del limite delle variabili, ciod
lim f () =f (lim &) =f(a).
r—a x=a

Per una funizione continua abbiamo dunque che
i due segni di funszione e di limite sono fra loro
inoertibili.

Le prime funzioni continue che ci si presentano
sono quelle in cui le variabili sono assoggettate
alle sei operazioni fondamentali dell’aritmetica.

La somma di due variabili é evidentemente tale
che, col variare di una delle due variabili o di
ambedue, essa si puo far variare di tanto poco
quanto ci piace, e lo stesso si verifica ancora per
la differenza, il prodotto, i1 quoziente di due va-
riabili (di cui il denominatore non sia zero), la po-
tenza positiva (intera o frazionaria) di una variabile.

Cosi per esempio il quoziente% di due varia-

2
hili, alterando queste variabili di due quantita &, &,,

diventa
x 48
Xy + 0

da cui sottratto il valore primitivo si ha

248, x_ X8 —xy 8,
Tyt-8, By Ty (@t 8y)
e, se x, ¢ diverso da zero, potranno sempre sce
gliersi &,,3, in modo che tale espressione sia minor
di una quantita fissata s, perché 8,, 8, compariscon
" come fattori nel numeratore di questa frazione.
Come conseguenza immediata di queslo noi
caviamo che quelle sei operazioni, rappresc
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funzioni continue delle quantita su cui sono appli-
cate, i segni che le rappresentano sono .invertibili
col segno di limite, cioé che il limite della somma
o del prodotto, o del quoziente di due quantita (di
cui quella ehefa da denominatore non abbia per li-
mite zero) é eguale alla somma, al prodotto, o al
quoziente dei limiti delle quantita stesse; e che il
limite di una potenza positiva di una funzione é
" eguale alla potenza del limite della funzione.

Questi teoremj non sono cosi che casi particc-
lari -del principio che il limite di una funzione con-
tinua di una o pit quantita é eguale alla funzione
del limite delle quantita stesse.

Altri esempi di funzioni continue ci sono dati
dalla funzione esponenziale ‘ez, oppure az, e dalle
funzioni trigonometriche sen, cosx, tang , etc.,
e le funzioni inverse di queste, cio¢ la funzione
logeritmica, e le funzioni arco seno, arco cosero,
arco tangente, ecc. :

Tutte queste funzioni sono continue non solo in
un punto & ma per qualunque valore della varia-
bile indipendente reale pel quale esse sono state
definite. La proprieta della loro continuita é assai
evidente e risulta dalla stessa loro definizione.

Raccogliendo tutte queste considerazioni si ha
dunque: le funzioni che occorrono nelle mate-
matiche elementari e che- non sono che com-
binaszioni in numero. finito di queile citate, sono
Junzioni continue.

Prima di chiudere questo paragrafo e passare
alle proprieta piu fondamentali delle funzioni con-
tinue, ci si presenta questa quistione: Abtwwmo

visto che una somma di un numero finito & \ex-
N |
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mini & una funzione continua dei suoi termini, e
quindi che il limite di una tal somma é eguale
alla somma dei limiti dei termini.

Ma si puo dire lo stesso se si tratti di un nu-
mero infinito di termini? se si tratti cioé di una
gerie?

Immaginiamo di avere una serie i cui termini
dipendano da una variabile x e sieno v, (®), u, (),....
e la serie:

S @=u,@Fu@+.... +un@+.... °

sia convergente per un certo campo dei valori
di @, cioé definisca in tale campo una funzione di
x che chiameremo f ().

La domanda che ci facciamo ¢ questa: facendo
accostare & ad un valore a possiamo dire che

lim f(@) =lim u, (®) 4 lim u, (®)4....?2 .

cioé che il segno di serie é invertibile col segno
di limite 2 O in altri termini: il simbolo di serie
é il simbolo di una funzione continua o no?

Per passare a questa ricerca dobbiamo ricordare
un concetto riguardante lo cosiddetta equiconver-
genza o convergenza in ugual grado di una serie
i cui termini sono funzioni di una o piu varia-
bili. .

Se la serie S uns (x) € convergente per i valori
di & compresi in un certo campo, cio significa che
dato ¢ piccolo a piacere si pu6 sempre trovare un
indice » in modo che chiamando R. (z) la somma
di un numero qualunque di termini dopo I'(n — 1)mo
si abbia | R () | <s.
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Se & dato il numero s e il punto @, si potra
trovare I'indice n, e per ogni punto = vi sara na-
turalmente un diverso indice n. Trovato un indice
n, evidentemente ogni altro indice superiore a n
soddisfera alla stessa condizione.

Se si considerano tutti i punti x del campo dato,
si hanno infiniti indici n; ora si domanda: potra
trovarsi un indice n che valga nella stessa ma-
niera per tufti i punti x? Se tale indice n puo
effettivamente trovarsi, la serie si dira conver-
gente in equal grado, ovvero equiconvergente.

Si pud far vedere facilmente che ura con-
dizione sufficiente (non pero necessaria) per la
convergenza in egual grado di una serie, é che
la serie dei massimi valori assoluti che i diversi
termini acquistano nel campo in cui 8i vogliono
Jar variare le variabili sia una serie conver-
gente.

Infatti se Us é il massimo valore assoluto di
un (x) in tutto l'intervallo, sara per qualunque x,

[un (@) | <<Un;

ora, essendo convergente la serie delle U, si avra
che, dato s, potra trovarsi n in modo che sia:

Us-+Un+14....-Zo;
quindi sara per qualunque x:
@ | unt1@) | .. o
e percio anche per qualunque x:
[ Ba@) | =1]tn@+un+1@)+....1 Lo

il che dimostra che la serie data & equiconvergRWe.
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Fissato ci6 passiamo a far vedere che se una
serie é equiconvergente in un eampo comunque
piccolo attorno un punto a, e seilimiti per x=a
det varii termini della serie sono determinati e
Siniti, il limite della serie esiste ed é uguale alla
serie dei limiti. '

Osserviamo peraltro che la condizione posta della
equiconvergenza della serie, se é una condiziorie
sufficiente per fare che il segno di serie sia per-

mutabile col segno di limite, non é per6 una con-

dizione necessaria.
Per dimostrare questo teorema facciamo vedere
prima di tutto, che la serie

°Z° Un ()
1

ha un limite per x=a.

Infatti, per la posta condizione della sua equi-
convergenza, si potra sempre trovare un indice m
in modo che per qualunque x appartenente al
campo sia sempre

S [

o anche Rwm(x)=054, essendo 6 un numero compreso

fra —1e +1.
Ora

g g S
Sun (@)= S ta @+ 2 un(),
1 1 m+41

quindi puo dirsi che per qualunque 2 del cam
sara sempre

“{ m
2Un (@®)==3 tn () 0.
1 1

.
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Avendo inoltre supposto che i limiti dei varii
termini della serie esistono e sono finiti, ne viene
che esistera e sara finito il limite di

Nun (@),
1

che é la somma di un numero finito di termini
. della serie. Di qui risulta (per la condizione ne-
cessaria per ' esislenza del limite; v. Cap. I, § 6)
che si potra sempre trovare un intorno del punto
a tale che la differenza dei valori di

g‘.u,. (x)
1

in due punti di tale mtorno, p. es. z, e &,,sia mi-
nore di ¢:

m m
3 ta (7)) — 2 un (@,)|< 0.
1 1

Intanto dalla uguaglianza di sopra possiamo ri-
siamo ricavare l'altra:

3 2 n »
%un (x,) — ,}.u,. (32)2‘%1‘” (:c,)—.}u.. (2,) +

406 —0'gq,

donde ‘si ha la disuguaglianza :

® e
Sun () — Sun (2,)]-Z
1 1

n m
Sun () — Xitn (acz)‘—{- 2.
1 1

E per effetto dell’altra disuguaglianza sopra-
scritta, possiamo percio anche scrivere

$ R
/ i?- tn (1) — Zun (3 \(‘.\ a
n 3

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. 3
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Onde pud trovarsi sempre un intorno tale che
la differenza dei valori della serie

<
‘]" Un (z),

in due dei punti dell'intorno, sia minore di una
quantita piccola a piacere e cio basta per conchiu-
dere che la serie ammette un limite.

Chiamiamo A tale limite; resta a dimostrare che

®? .
A=23lim un (@).
1 z=«

Sotlragghiamo infatti da ambo i membri della
uguaglianza

® kg
Sun(@=Sun(x)+ 00
1 1
. m. . .
la espressione -2 lim us () : si ha
1

® n n :
@) 2un (£)— ZUm un () =3 [un () —limun (@)]405.
1 1 1
Ora essendo A il limite di
e
Sun (®)
1

si puo trovare un intorno del punto a lale che per
ogni x in esso compreso, si abbia

x
d— .\. Un (E’):O’ g,
1

essendo ¢’ un numero, non fisso, compreso fra —1
e 4 1; e cosi anche potra trovarsi un intorno per
ogni x del quale si abbia
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?[l‘n (a:)—li.m Un ()] =106"4,

essendo 6" altro numero, non fisso, compreso fra
—1 e +1; ecio perché questa somma risulta di un
numero finifo di lermini; nel minore di tali due
intorni si verificheranno ambedue queste ugua-
glianze, le quali insieme alla a) danno infinc:

A—Slimun () =0+ 6 0")q,
1
cing:

m
A—2X1lim un (2)|-L3 4.
1

Data dunque la quantitd 3¢ piccola a piacere
si pud sempre trovare un indice m, tale che per
esso e per tulti gli indici superiori ad esso valga
la precedente disuguaglianza; cid basta per con-
chiudere che la serie

® ..
S lim ua (2)
1

é convergente ed il suo valore é precisamente A.
E utile osservare che potrebbe accaderc che

w‘
2 lim un (@)
1

non sia pit una serie propriamente delta, ma la
somma di un numero finito di termini, potendosi

- distruggere fra loro tutti gli altri termini; in ogni
caso pero il suo valore é sempre A.

Ricordiamo inoltre che la condizione che ab-
biamo posta nel teorema ora dimostrato, cioé¢ la
condizione della equiconvergenza & solo woa con-
dizione sufficiente, ma non & necessaria.
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Dal teorema dimostrato risulla quest'altro:

Se i termini di una serie equiconvergente SOnoO
Junzioni continue della variabile o delle oaria-
vili, anche la serie é unu funzione continua.

Possiamo ora applicare queste considerazioni a
quelle serie particolari i cui termini procedono
secondo le potenze intere positive della variabile
x, e che perciéo si chiamano serie di potenze, e
che hanno una particolare importanza nelle cose
che avremo a dire in seguito.

Indicando con a,a;... an .... delle quantita co-
slanti, queste serie possono rappresentarsi con

x
2anan.
0

Cominciamo col ricordare che una serie con-
vergente si dice assolutamente convergente quando
¢ convergente la serie dei valori asscluti dei sin-
goli termini; in altro caso si dice semplicemente
convergente.

Sulle serie di potenze dimostreremo i seguenti
teoremi:

Se una serie di polenze é convergente per un
valore a di z, sard convergente assolutamente per
ogni valore di x tale che || < |a]|.

In effetti se la serie converge per x=a, il li-
mite del termine generale cioé a» a» converge a
zero, e percio pud trovarsi un n tale che per esso
¢ per tutti i numeri ad esso superiori sia

| anan | -~ s.

o _ . x NE]
Siaora |x|-Z|a| epnmamo--a — (,sard kakii,
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e¢se M é un valore maggiore del massimo frai va-
lori assoluti dei termini a» a», si avra che i ter-
mini della serie .
b | anxn |
"sono rispettivamente minori di quelli della serie
M| in|
la quale é notoriamente convergente per |¢|-<1.
Quindi, per un noto teorema sulle serie, anche la
prima serie é convergente, e con cio il teorema é
dimostrato. .

Da esso risulta che il eampo di convergenza di
una serie di potenze (I'assieme di tulti i punti »
in cui essa é convergente) é sempre costituito da
un segmento avente per punto medio il punto-sero;
non si pué peré affermare che la serie é anche
convergente per i due estremi del campo; anzi
possono darsi degli esempii di serie di potenze che
sono convergenti in un estremo e divergenti nel-
I'altro, o divergenti in ambedue, o convergenti in
ambedue. Nel caso poi che la serie sia conver-
gente in un estremo, tale convergenza puo essere
semplice o assoluta, secondo i casi, mentre per un
punto inferrno al campo la convergenza ¢ sempre
assoluta.

Cosi p. es. la serie

z 2z X

T T
¢ convergente assolutamente per x = [, mentre la
serie

xzx x*

1 2 3
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1o ¢, per tal valore di @, solo semplicemente, cioé¢
l'altra serie .
x x:  xd »
Tyt
¢ divergente per @ =+ 1, che é uno degli estremi
del suo campo di convergenza.
Se ammettiamo che la serie sia tale che esista
il limite
lim %~ \
n=o0 An+1
il suo campo di convergenza € dato da tulti i
punti x® per cui sia

Qan
an+-1

|2 | < lim .
n=00

Infalti il rapporto di un termine al precedente
nclla seric data ¢
gn—“-l .

Qn ?

il cui limite per n =oo esiste, in conseguenza della
ipotesi fatta. .Ora dalla teoria generale delle serie
¢ noto che secondoché il valore assoluto di tal li-
mite € maggiore o minore di 1, la serie é diver-
gente o-convergente, e che quando tal limite é 1,
nulla pud asserirsi sulla natura della serie. Ap-
plicando questo principio, si vede percid che se
noi poniamo

lim
n =0

An-| 1
Qn

-~ ilm {_2n
x —\,
|| v m\a"+\\

xl\\‘l,

cine
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abbiamo precisamente tutti i punti = pei quali la
serie & convergenle.

Una serie di potenze é equiconvergente in tullo
un qualunque intervallo compreso nel campo di
convergenza, tale cioé che gli estremi dell’inter-
vallo sieno interni al campo medesimo.

Giacché evidentemente il massimo valore asso-
luto di un termine qualunque della serie nell’ as-
segnato intervallo, si ha per quel punto di questo
cui corrisponde il massimo valore assoluto di x;
percio la serie dei massimi é la serie dei valori
assoluti dei termini della serie data per un certo
punto @ inferno al campo di convergenza, e poi-
ché per un punto di tal fatta la serie di potenze
é sempre assolutamente convergente, ne risulta
che la serie dei massimi é convergente. Per un
tcorema dimostrato di sopra (vedi pag. 31) ne ri-
sulta allora la equiconvergenza della serie dala.

Applicando alle serie di potenze il teorema di-
mostrato in generale per il limite di una serie
qualunque (vedi pag. 36) possiamo infine dedurre
il teorema:

Se a é un punto interno al ecampo di conver-

genza di una serie di potenze, in tal punto la se-
rie rappresenta una funzione continua.
- Questo teorema vale anche quando a ¢ un
estremo del campo di convergenza, ammesso che
in esso la serie sia convergente; cio costituisce un
teorema conosciuto sotto il nome di ABEL, ma per
la dimostrazione rimanderd alla mia Opera, altre
volte citata: Note critiche di Calcolo infinitesi-
male, Milano 1895, pag. 62 e seg.

§ 8 Teoremi sulle fumzioni continune A1 une we\e W~
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riabile. Fungioni uniformemente continue. — Nello
stesso modo con cui considerando le serie i cui
termini sono funzioni di variabili, e quindi defi-
nite in tutti i punti di un certo campo, si presenta
la necessita di introdurre il concelto di serie equi-
convergenti, cosi considerando funzioni continue
in tutti i punti di un campo, occorre introdurre il
concetto di continuitd uniforme. 1 due concelti
hanno fra loro molta somiglianza.

Se la funzione & continua in un punto a, cid
vuol dire che dato o« piccolo a piacere si puo
trovare un intorno di a, per ogni. punto del
quale la differenza fra il valore della funzione e
quellodella inedesima nel punto a, é minore di .

Per fissare le idee supponiamo che si tratti di
funzioni di una variabile sola; allora l'inlorno, di
cui si parla, sara un certo segmenlo della retta
rappresentativa, di lunghezza e. Per ogni punto
del campo vi sarg, dato uno stesso ¢ fisso, un va-
lore per s; si domanda: pud trovarsi uno stesso ¢
che valga per fuiti i punti del campo. Se si tral-
tasse di un numero finito di punti allora baste-
rebbe calcolare 1'e per ciascuno, e considerare poi
il minore di tutti, il quale naturalmente varra per
tutli i punti; ma trattandosi di un numero infi-
nito di punti non si puo piu fare la stessa consi-
derazione.

Una continuita cosiffatta si chiamera continuita
uniforme, o equicontinuita ; e a prima vista par-
rebbe che essa rappresenti per la funzione una
condizione piu ristretta che non la semplice con-
tinuita, nello stesso modo che la convergenza in
ugual grado per la serie & una condizione P Th-
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stretta della semplice convergenza. Perd si puo di-
mostrare che la continuité uniforme non é altro
che la stessa continuitda ordinaria (teorema di
CANTOR).

Supponiamo la funzione f(x) continua da x=a
sino a #=2b.

Troviamo un intervallo a destra del punto a tale
che per un punto « di esso sia

S@ —f@)=s

L’ampiezza ¢ di tale intervallo pu6 essere varia
perché, trovatane una, tutte le altre minori soddi-
sfano sempre alla stessa condizione.

Fra tutte le varie ¢« prendiamo la massima di
tutte o il limite superiore di esse.

Sia x, il punto che rappresenta l'estremo di tale
intervallo ¢; ¢ facile far vedere che in x=ax, la
differenza f(x) —f(a) é esattamente eguale a cin
oalore assoluto, cioé che

f(@)—f(a)==x0.

Cominciamo infatti coll' osservare che, essendo
per ipotesi f(x) una funzione continua, lo sara
anche la funzione f(x) — f(a).

Si pud far vedere che il valore di questa ditfe-
renza in &; non pud essere nessuna delle quattro
quantita

+6—m tod4m —c—m —adn
essendo » una qualunque quantita diversa da zero.

Se fosse + ¢ —n, allora, per effetto della conti-
nuita della funzione, si potrebbe trovare a destra
di ; un segmento tale che per ogni punto di esso
il valore assoluto di f(x)—f(0) sia Aflereniv dx
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s —mn di una quantita ¢ minore di ¢, cioé sia mi-
nore di s, e cid é contro la ipotesi che il segmento
che ha per estremo &, sia il limite superiore di
lutti i segmenti in cui f(x) — f(a) <o.

Se f(®,) —f(a) fosse eguale a + o= allora,
per effetto della supposta continuita, si potrebbe
trovare a sinistra di @, un segmento tale che in
un punto di esso il valore assoluto di f(x) —f(a)
sia differente da ¢4 = di una quantitd ¢ <s, €
quindi sia maggiore di s, e ci0 contraddice anche
all'ipotesi fatta per x,, perché per un qualunque
punto alla sinistra di «, il valore di f(z)— f(a)
deve essere minore di ¢; similmente si dimostre-
rebbe la cosa per gli altri due casi.

IFissato dunque che in x, si ha

| f)—f@)]| =s,

procediamo nella stessa maniera da x; verso de-
slra sino ad un punto &,, in cui sia

| (@) —f (@) | =0,
¢ cosi di seguito.

Possiamo cosi stabilire una serie di punti
Ay Lyy Lgy Tgy v« oe Ly Tndly oo vs
tali che sia sempre
| f(@nt1) — f(@Xn) | =0

Fra due di questi punti conseculivi, per esempio
xn € xat1, intercede un segmenlo, per due punti
qualunque del quale la differenza dei valori della
funzione & minore di 25, mentre per due punti ap-
partenenti a due intervalli consecutivi la mede-
sima differenza non pud superare 3a.

~N
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Giacché sieno &/, £” due punti qualunque e di-
versi di un medesimo intervallo (s &w41); uno di
essi potrebbe anche coincidere con &1, ma l'al-
tro p. es. £” non vi coincidera, e si avra percio:

| f @) —fen)| =0

| f@") —f(@n) | <o
¢ quindi

| f@)—f@&") ] <20

Sieno invece &' e 2"’ due punti appartenenti a due
segmenti consecutivi (s &ni1) € (Tnt-1.204-2): si avra

| f@&")—f(@ni1) | =
| f@nt1) —f(@n)| =0
[f@) —f(@n)]| =
¢ quindi
| S @) —f&") ] =3a.

Ora se percorrendo tutto 1'intervallo da a sino
a b il numero di tali punti intermedi ¢ finito, al-
lora tutto 1'intervallo da @ a b restera diviso in
tanti intervalli in numero finito, ognuno dei quali
avra la indicata proprieta.

Prendiamo allora in considerazione il piu pic-
colo fra tutti questi intervalli ¢ sia ¢ la sua am-
piezza. Se attorno a ciascun punto z formiamo un
iritervallo 8 di ampiezza uguale ad una quantita
wminore di ¢ € certo che non veniamo ad occupare
pit di due intervalli consecutivi e percio il valore
assoluto della differenza dei valori della funzione
in @ e in un qualunque punto di é non potra su-
perare in ogni caso 3q; si ha percio esaltamente
la equicontinuita della funzione.
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Resta perd ancora a far vedere che i punti &,, ;...
non possono essere in numero infinito. Infatti se '
fossero in numero infinito, allora ammetterebbero,
fra a e b, un punto limite e sia u. Per effetto
della continuita della funzione in u si potra tro-
vare un intorno di u tale che per due punti qua-
lunque in esso sia

| fa) —f@ | <5

Intanto per la natura stessa del punto limite, in
tale intorno, per quanto piccolo esso sia, esiste-
rebbero sempre infiniti punti &, &a+1, Tnt2..
dovrebbe essere

| f@nt1) —f(@n) | =0

mentre d'allra parte, essendo & , Zs+1 due punli
di quell’intorno, dovrebbe essere

lfwﬂn—ﬂm>w<§.

La contraddizione fa vedere che non é ammis-
sibile I'ipotesi che i punti x,, 25, 2;...sieno in nu-
mero infinito. Resta con cido completamente dimo-
strato il teorema di CANTOR.

Come corollario di questo leorema si ricava che
data una funzione continua in un intervallo da
a a b, 8i puo dividere tale intervallo in un numero
finito di altri interovalli parziali, tali che in ognuno
di essi la differenza fra due qualunque valori
della funzione sia minore i una quantita piceola
a piacere.

Chiamando oscillazione della funzione in un
intervallo la differenza fra il limite superiore ¢
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limite inferiore dei valori della funzione in quel-
_ I'intervallo, si puo dire che puo sempre farsi la
divigione in un numero finito di intervalli par-
ziali in modo che in ognuno di questi la oscilla-
zione della funzione sia minore di una quantita
piceola a piacere.

Possiamo ora passare a dimostrare alcuni teo-
remi fondamentali sulle funzioni continue.

Se una funzione continua € determinata in un
numero infinito di punti, essa lo é anche nei punti
limiti di essi.

Sia &’ uno di tali puntl limiti; dovendo la fun-
zione essere continua in &’ essa dovra avere un
limite determinato quando & si avvicina ad «/, ed
in x' la funzione non pud che avere per valore il
valore di tal limite.

Ricordando che i punti irrazionali sono punti
limiti dei punti razionali, ne ricaviamo allora an-
che che:

Se una funzione continua é determinata in tutti
i punti razionali di un segmento é determinata
anche nei punti irrazionali.

Considerando tutti i. valori che una funzione ha
in unintervallo, si hannoinfinitinumeri che avranno
un limite superiore e un limite inferiore. Per una
funzione qualunque potra accadere che non esista
alcun valore della variabile per il quale il valore
della funzione sia proprio il limite superiore; ma
se questo non accade, allora il limite superiore &
uno dei valori della funzione e propriamente é il
valore massimo. Ora si pud far vedere che per
le funzioni continue esiste effettivamente i\ vols
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massimo e il valore minimo, cioé la funzione
prende effettivamente in due punti il oalore rap-
presentato dal limite superiore e quello rappre-
sentato dal limite inferiore.

Giacché se » ¢ il limite superiore dei valori
della funzione, esiste, pel teorema di WEIERSTRASS,
(v. § 4 un punto x’' tale che in un intorno comun-
que piccolo del punto 2’ il limite superiore dei
valori della funzione € anche A

In 2’ la funzione deve avere un limite perché
cssa ¢ continua in tutto lintervallo. Se questo
limite fosse A’ potra essere o2’ <, 012 >3, 02 =2

Se fosse %' 33, allora potendosi trovare un intorno

di 2’ tale che per futti i suoi punti, la differenza
| M'— f(x) | sia minore di un qualunque g, scegliendo

. = . .
tale s minore di ' ) ‘, evidentemente non si po-
I

Lra avvicingrsi a » per quanto si vuole, e percio»
non sarebbe pia il limite superiore dei valori di
[ (x); deve dunque essere necessariamente A’ =1,
con che il teorema é dimostrato.

Se una funzione continua in un interoallo ha
in due punti a, b di questo, due valori, 'uno po-
sitivo e l'altro negativo, vi sara un punto compreso
fra i due a, b in cui la funzione aora il valore
zero.

Consideriamo infatti tutti i valori positivi che
la funzione ha nell’intervallo; di questi valori vi
sara il limite inferiore e sia A.

Dividiamo l'intervallo totale in un numero finilo
di intervalli parziali in ognuno dei quali 1'oscilla-
zione della funzione sia minore di A (@ b per
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uno dei teoremi precedenti). Il primo di tali in-
tervalli parziali, a cominciare da a, sia (a,a¢,).
Se in a la funzione ha il valore positivo e quindi
non minore di 4, in a<4¢, avra .anche il valorc
positivo, perché in tutto I'intervallo I’ oscillazione
della funzione ¢ minore di A, e quindi in quel-
I'intervallo non ci polra essere alcun valore nega-
tivo; essendo poi positivo, il valore in a 4 ¢, sara,
a sua volla, non minore di A. Nella stessa ma-
niera in tutto il secondo intervallo e anche all'e-
stremo la funzione avra un valore positivo e quindi
non minore di A. Cosi continuando si conclude-
rebbe che in 4 la funzione ha un valore positivo,
contro l'ipotesi.

Dunque non si pué ammettere che A sia diverso
da zero.

Essendo poi esso il limite inferiore dei valori
positivi della funzione, ed essendo questa continua,
per un teorema precedente, vi sara percié un punto
in cui la funzione acquista il valore zero, e con
cio il teorema é dimostrato.

Da esso si puo ricavare subito quest’altro:

Una funzione continua che in due punti a, b
di un interoallo acquista due valori A, B, in un
punto intermedio fra i due acquistera qualunque
valore C compreso fra A e B. .

Basta applicare alla funzione f(z)— C il teo-
rema precedente.

§ 9. Consideraszioni sulle fungioni continue di pin
variabili,. — Molte delle considerazioni del § pre-
cedente possono estendersi alle funzioni di piu va-
riabili.

Per semplicité consideriamo solo e fanziony &
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due sole variabili; ma le considerazioni che faremo
possono applicarsi, opportunamente modificate, an-
che al caso generale.

Usiamo sempre la rappresentazione delle coppie
di variabili #;,2, mediantc i punti del piano aventi
per coordinate x,, &,.

La funzione y delle due variabili x,, 2, si dira
continua nel punto (@, a;) quando data una quan-
tita qualunque o, si potra trovare un‘area piana
nel cui interno ¢'é il punto (a, a,) e tale che per
ogni punto di tale area il valore di f(x, ;) dif-
ferisca dal valore di f(a,a;) di una quantita mi-
nore di .

Possiamo porre questa definizione sotto un'altra
forma. Se infatti esiste I'area piana di cui si parla
nella precedente definizione, é chiaro che si po-
tra sempre disegnare un rettangolo, coi lati paral-
leli agli assi coordinati, col centro in (a, a;) e com-
preso tutto intero nell'area di cui si parla.

Siano Ay h,, le lunghezze dei semilati di tale
rettangolo; é chiaro che le coordinate di un punto
qualunque interno ad esso saranno sempre della
forma

ay+0hy . a,40hy

indicando con 6,6, due numeri arbitrari compresi
fra — e + 1.

Possiamo allora dire che la funzione é conlinua
quando si possono trovare le quantita A, A, in
modo che per valori qualunque di 6,,8,, compresi
fra — I, e + 1 si abbia sempre

)1/ + %Ry a8 ) — flaya) \ L.
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Ricordando ora la condizione necessaria e suf-
ficiente perché una funzione ammetta un limite,
(v. § 6) possiamo dire che deve anche accadere che
la differenza fra i valeri della funzione in due qua-
lunque punti del rettangolo dove potersi rendere
minore di qualunque quantita & ; scegliendo i punti
di coordinate

ay+o.hy , a0 0y

a8y, a,,
deve dunque aversi
| f(@ay 0y Ry, g + 05 ho)— flay + 0, hy,a9) | <8
(2) { e analogamente .

| flay 408, hy,ap+05hg) — f(ay.ap =408 hy) | <3

e queste disuguaglianze debbono sussistere per
qualunque coppia di valori di 6,6, compresi fra
—1e +1

Viceversa se, dato 8 si possono sempre trovare
valori di A, h, pei quali si verificano le (2), si
potra sempre verificare la (1), dato s a piacere.
Infatti prendiamo prima di tutto 8 = % e troviamo
gli A, ks corrispondenti. Dovendo la prima delle (2)
sussistere per qualunque 8,, prendiamo 6, =0 e
allora si ha

| fay, as40h) —flajap | <o

che insieme colla seconda delle (2) (sommandone
cioé i primi membri se sono dello stesso segno,
o sottraendoli se sono di segno contrario, e in ogui
caso sommando i secondi membrl) da

PascaL, Calcolo infinitesimale, 1. A
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P fa, 0.0y, a,40,he) —fa,as) | 28

< 6. -
Le relazioni (2) ci dicono un fatto notevole sulla
natura della continuita di f. Esse ci dicono che
J{(a -+ 0, hy,2,) considerata come funzione di &, é
continua nel punto z, =a,, e cid6 per qualunque
valore di 6, cioé f(x,, a,) é funzione continua di x,
per tutti i valori di x,, da a, sino a a;x=h,; e
similmente f(x,, a;+ 8, h;) é funzione continua di

a, per qualunque valore di 6,.

Considerando una funzione continua in tutto un
campo, si presenta naturalmente anche qui l'idea
della continuité uniforme di cui abbiamo discorso
nel § precedente a proposito delle funzioni di una
gola variabile; si pué cioé domandare se, dato o,
si possono trovare dei valori Ay, h,, tali che, per
tutti i punti £ del campo, si verifichi una disu-
guaglianza analoga alla (1). :

Si riconosce che anche qui la continuita ordi-
naria é contemporaneamente una continuita uni-
forme. :

La dimostrazione di cid si farebbe estendendo
in modo tacile quella data nel § precedente per le
funzioni di una sola variabile.

Similmente si possono estendere alle funziomi
continue di due variabili in tutlo un campo molti
dei teoremi del 8§ precedente. Cosi per esempio:

Se in un punto del campo la funzione continua
ha un ovalore positivo e in un altro punto ha
un valore negativo, e se possiamo congiungere

testi due punti con una linea compresa tutto nel
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campo, esisterd su questa linea almeno un punto
in cui la funszione ha il valore zero, etc. etc.

§ 10. Variabili aventi per limite zero o per limite
I'infinito. Infinitesimi ed infiniti. — Le variabili che
hanno per limite zero si chiamano infinitesimi o
zeri, e le quauntita che hanno per limite I'infinito
si chiamano infiniti.

Avendosi due quantita «, 8, il cui valore dipenda
dai valori di una o piu variabili indipendenti, e
aventi per limite zero o l'infinito per un medesimo
sistema di valori di tali variabili, se se ne fa il rap-

porto%, e si cerca poi il limite di tal rapporto,

puo accadere o che tal limite esista oppure che
non esista.

Applicando il teorema che il limite del rap-
porto é eguale al rapporto dei limiti, si vede che

il limite del rapporto %

0 . .
ma o se a, B sono infinitesimi, ovvero g se z, R

si presenta sotto la for-

sono infiniti. Ora queste espressioni sono di quelle
cosidette indeterminate (v. Cap. V, § 1), e nulla ci
- dicono sul valore di quel limite.

: -3
B
sere o zero, o l'infinito, o una quantita finita; esa-
miniamo separatamente i tre casi. Se il limite é
zero, ed « e B sono infinitesimi, vuol dire che fra
i due zeri, del numeratore e del denominatore del

Se il limite del rapporto — esiste, esso pud es-

rapporto %(sotto cui si presenterebbe direttamente

a

il limite di 3 applicando il teorema che i\ e



del rapporto ¢ eguale al rapporto dei limiti) pre-
vale in certo modo lo zero del numeratore, e
quindi siamo condotti a dire chelo zero di = ¢é di
un ordine superiore rispetto allo zero di B; avver-
tiamo pero che cié non é naturalmente che una
definizione.

Se invece a, B fossero due infinili, allora, se
il limite del rapporto é anche zero, diciamo che
I'infinito del denominalore prevale sull'infinito del
numeratore, e quindi che B é un infinilo di ordine
superiore rispetto ad «.

Se il limile del rapporto di «, B, & infinito allora,
se si tratti di infinitesimi, noi diremo reciproca-
mente che B ¢é infinitesimo di ordine superiore ri-
spetto ad «, e, se si tratti di infiniti, noi diremo che
o € infinito di ordine superiore rispetto a B.

Se poi finalmente il limite del rapporto é una
quantita finita diversa da zero, noi, continuando il
medesimo ordine di idee nel quale ci siamo messi,
diremo che nessuno del due infinitesimi, o dei.due
infiniti prevale sull’altro, e cioé che essi sono dello
stesso ordine.

Facciamo intanto un'altra considerazione dalla
quale potra risultare con maggior precisione que-
sto concetto di ordine di infinitesimi o di infiniti
che noi siamo stati condotti a introdurre.

Sia « un infinitesimo, e facciamone il quadrato
«?; anche a? sara infinitesimo.

Quale sara il suo ordine rispetto all’'ordine di a?

2
Fatto il rapporto{-: « risulta che tale rapporto

tende a zero, dunque o & un infinitesimo di ordine
maggeore di . Si vede cosi che Y ordine &\ wna
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potenza di un infinitesimo o infinito non & lo stesso
dell'ordine dell'infinitesimo o dell’ infinito stesso.
In generale «» é di ordine maggiore di « se
n>1, é di ordine minore se n <1, ed inoltre an
¢ di ordine maggiore o minore di am secondoché

n>m o0 n<m.

Siamo dunque naturalmente condotti a caratte-
rizzare l'ordine di «» rispetto all’ordine di a, se-
condo la grandezza dell’esponente n, cioé, in altri
lermini, a dire che 'ordine di o* rispetto ad « é
misurato dal numero n.

Cio6 posto, possiamo passare ad un piu preciso
paragone degli ordini di due infinitesimi o infi-
niti diversi; giacché se «, B sono per es., due in-
finitesimi, di cui I'uno é di ordine maggiore che
I'altro, e se inoltre si trova che il limite del rap-
porto —” ¢ una quantita finila diversa da zero (il

B

che se accade, pud accadere, per un unico valore
di n e mai per due valori diversi) noi potremo
dire che =z é dello stesso ordine di B», e poiché
inoltre B» & di ordine n rispetto a B8, cosi infine noi
diremo che anche « & di ordine n rispetto a 8.

Si vede dunque che se il limite del rapporto =

B

csiste, e se si pud trovare un numero n naggiore,
uguale o minore di / tale che El- abbia un limite

finito, allora i due infinitesimi o infiniti «, B si pos-
sono paragonare fra loro in modo preciso, e si puo
calcolare in un modo preciso l'ordine dell'uno ri-
spetto all'altro.
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Se non esistono invece i limiti di cui si parla,
non sara piu possibile il paragone dei due infini-
tesimi o infiniti.

Puo6 accadere p. es., che pur esistendo ed essendo
zero il limite del rapporto dei due infinitesimi « e

. . . a
8, non si possa perd mai trovare un n tale cheﬂT

abbia un limite finilo, che cioé questo rapporto,
per qualunque n, abbia sempre per limite zero;
allora evidentemente il concetto di ordine che ab-
biamo introdotto, non potra piu esserci utile per
definire con un numero l'ordine di « rispetto all'or-
dine di 8.

Potra poi anche avvenire che il rapporto ~ non

8

ammetta limite, e allora non sara piu possibile il
paragone preciso degli infinitesimi o infiniti nel
modo con cui lo abbiamo fatto sinora.

Si potrebbero fare alcune altre considerazioni
pel caso in cui, non esistendo il limite, il rapporto

%oscilla fra due limiti determinali, ma le trala-

sciamo.

In relazione agli esposti concetti di ordine di
infinitesimi e di infiniti possiamo stabilire alcuni
teoremi.

Se o € un infinitesimo o un infinito, esso resterd
tale e del medesimo ordine anche quando s mol-
tiplica o si dioide per una quantita finita A dicersa
da zero.

Una somma algebrica di un numero finito di infi-
nitegimi é anche un infinitesimo il cui ordine é
quello dell’infinitesimo di ordine minimo fro.idati.
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Sieno infatti «,, 2, due infinitesimi, e 1'ordine n,
del primo sia minore dell'ordine n, del secondo.
Sia « I'infinitesimo_ rispetto cui si calcolano gli
ordini dei dati. Allora evidenlemente o, = a, & an-
che una quantita tendente a zero, quindi un infi-
nitesimo. Facendo il rapporto :

oy tay g 4+ %
any any an’

si trova che tal rapporto tende ad una quantita
finita, perché per ipotesi il primo termine di questa
espressione tende ad una quantita finita e il se-
condo converge a zero. Dunque «; 3= a, é un infi-
nitesimo di ordine n,.

Un teorema che ha molta affinitd con questo é
quest’altro:

Se un infinitesimo « é la somma algebrica di un
numero finito di altri infinitesimi

1=a1+13+....+1n
dove o, sia di ordine minimo, e tulti dipendenti
dal medesimo sistema di variabili, si puo sempre
trovare un intorno dei valori limiti delle varia-
bili, tale che per ogni suo punto il segno di o sia
lo stesso del segno di a,.
Infatti edsendo «,....2s di ordine superiore ad

a, il rapporto

a4+ ....Fan o, on

_2_‘11‘*‘* p— 1_‘ +.... +:
tende a zero. Si puo dunque trovare un intorno
dei punti limiti delle variabili, pel quale tal rap-
porto sia in valore assoluto minore di una quan-
lita s piccola a piacere, cioé che i1 valove &
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a3+ ....4as sia in valore assoluto minore del
valore assoluto di «,, e quindi che nella somma

a;toy4....4an
prevalga il segno di o,.
Cosi p. es, in un'espressione della forma
axk 4 bakt14-. ... 4 qxkth
che ¢ zero per =0, si puo trovare un tale in-
torno del punto zero che il segno di tutta 1'espres-
sione sia eguale al segno di a x* .

Il limite del rapporto di due infinitesimi non
muta se ad essi aggiungiamo infinitesimi rispetti-
vamente di ordine superiore.

Sieno a,, @, due infinitesimi e B,, B, altri due
rispettivamerite di ordini superiori ai primi: il
rapporto )

« + B,
%+ Be

l—[—ri'
%y *y
B,

%2

puo scriversi

®2 +
¢ poiché il limite del secondo fattore ¢ / si vede
che il teorema ¢ dimostrato.

In quanto agli infiniti, cominciamo coll' osser-
vare che essi possono (v. § 5) essere positivi o ne-
gativi, distinzione che non ha luogo per gli in-
finitesimi.

Hanno poi luogo i seguenti teoremi:

Una somma algebrica di un numero finito di
nfincts tutti di ordine diverso fra loro, & wn inf-
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nito il cui ordine é il massimo degli ordini degli
ir%ﬁniti dati.

Se un infinito « é la somma algebrica di un nu-
mero finito di altri infiniti, tutti di ordine diverso,
8t puo fare che il segno di tutta la somma coin-
cida col segno dell’infinito di ordine piu alto.

Il limite del rapporto di due infiniti non muta
aggiungendo ad essi infiniti di ordine rispettiva-
mente inferiore o in particolare quantita finite.

Questi teoremi possono facilmente dimostrarsi
come gli altri dimostrati sopra per gli infinitesimi.

Possiamo aggiungere 1'osservazione che, mentre
la differenza di due infinitesimi diversi é sempre
un infinitesimo, la differenza di due infiniti diversi
puo essere una quantita finita. Come esempio sem-
plicissimo di questo fatto possiamo considerare i
due infiniti,

at+x , b4+x , per x ==

La loro differenza é b — a, cioé una quantita
finita anche nel limite per 2 =oo.

La espressione o — o ¢ un espressione indeter-
minata, (v. Cap. V, § 1) pud cioé avere un valore
piuttosto che un altro secondo la natura delle quan-
tita che diventano infinite.

_ Possiamo pero dimostrare che se la differenza

di due irfiniti tende ad una quantita finita, ¢ due

infiniti sono dello stesso ordine e il limite del loro

rapporto é l'unitd. Se infatti
lim(x — f) =a

si ha

a

=0
B

lim (%-1):\1‘“
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- e A o ——— e ——

cioé
u .
lim—=1. .
B

Tornando ora ancora per poco sullo studio degli
infinitesimi, noi possiamo farci questa domanda:
La somma algebrica di un numero finito di infi-
nitesimi ¢ anche un infinitesimo; ma puo dirsi lo
stesso della somma algebrica di un numero infi-
nito di infinitesimi ?

Si puo subito vedere che ci6 non é. Si consideri
infatti la somma degli infinitesimi

z4+2zx+3x4....4+nx+4....

Ognuno dei termini di questa somma é un infi-
nitesimo per = 0; ma alla somma di essi non
si puo assegnare il valore zero.

Possiamo dimostrare un teorema nel quale si
contiene una condizione sufficiente perché la somma
di infiniti infinitesimi sia un infinitesimo.

Questa condizione si ottiene introducendo un con-
cetto nuovo che ha molta relazione con altri con-
cetli che noi abbiamo dovuto introdurre nei §§ pre-
cedenti a proposito della convergenza delle serie,
¢ della continuita delle funzioni.

Si abbiano infiniti infinitesimi,

[ TV PN s8R, v e

Diremo che essi sono inflnitesimi converyenti a
sero in ugual grado ovvero equiconvergenti a zero,
quando, dato un numero ¢ piccolo a piacere, si
puo trovare un tale intorno del valore inaite o dei
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valori limiti delle variabili da cui dipendono que-
gli infinitesimi, che per tutti i punti di quell'in-
torno, i valori di tutte le a« sieno minori di o.

Si possono immaginare degli infinitesimi in cui
questo non accada. Per es. le espressioni

0|
-

FRNNS 4
2,22, 2, ...

sono infinitesimi per 2 =0. Ma ¢ chiaro che asse-
gnato un qualunque valore ad x prossimo a zero
e quindi minore di 1, quelle quantita sono distri-
buite 'in maniera che la seguente ¢ sempre mag-
giore della precedente, e il limite della loro suc-
cessione é z°=1, e quindi, fissato xz qualunque, si
potra coll'aumentare del numero n, avvicinarsi al
valore 1 finché ci piace, e superare percio qua-
lunque quantitd ¢« <1 assegnata; per nessun & si
potra cioé ottenere che tutte quelle quantita sieno
minori di 4.

Si dira poi che gli infinitesimi

LT P T

sono uniformemente di ordine superiore rispetto
agli infinitesimi
Biiﬂii""\ﬁ" e
quando i rapporti
% %2 an
ﬁl’ B‘Z’..., ﬁ",
sono infinitesimi convergenti a zero in ugual yrado.

Cié premesso, si puo subito far vedere che se s
ha una somma di infiniti infinitesimi

ﬁl+ﬁg++ﬁn+.
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la quale sia finita, e se i termini

I T R N
di un'altra somma di infiniti infinitesimi sono, ri-
spetto ai B, uniformemente di ordine superiore, la
seconda somma é un infinitesimo.
Giacché ponendo

Gl_“ '1?— an .
E—'l l—;_ag.. f;-—su
si ha
=g 8 2=z P o = tu P
¢ quindi ’

¢ siccome si puo fare, per ipotesi, che tutte le e di-
ventino minori di una quantita ¢ piccola a piacere,
cosi possiamo scrivere

ayFaFov. a4 Za BB B 4.0

Ma la somma delle B tende ad una quantita finita,
dunque il secondo membro, impiccolendo o, puo
rendersi piccolo a piacere, e percio possiamo con-
chiudere che la somma delle « tende a zero.

§ I1. Caleolo di alcuni limiti particolari. — Nel-
I'Analisi occorre spesso la conoscenza di alcuni
limiti, al cui calcolo noi percio vogliamo qui de-
dicare un paragrafo a parte.

I. Si voglia calcolare

lim A"
n=on!
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per n intero positivo e convergente all’infinito, e
per un valore di A qualunque.
Supposto A compreso fra i due numeri interi p
¢ p—+1, possiamo scrivere, per n>p -1,
hn h h h h h
’—L?—‘_I-Tzo.-.'[_)‘.ﬁ--tnz
ed essendo le frazioni
h h h

TFUIFE
decrescenti, possiamo scrivere

hn hp( h \n-p.

nl > pI\pF1
Per n =, essendo h minore di 1,
p+
( h \n—p
p+1
tende a zero, e quindi
im? =0,
n!

2. Si voglia calcolare
lim €T
z=0

Cominciamo coll’'osservare che un arco minore
di % é sempre compreso fra il suo seno, e la sua
tangente, cioé

’ sen ¢ < & < tang a,

donde, dividendo per sen ,

-z v
™ sena cos &
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e tale disuguaglianza si conserva in tutti gli stadi
successivi mentre & tende a zero. Per un teorema
del § 5 si ha che se le due quantita estreme ten-
dono allo stesso limite, anche la quantita inter-
media tendera al medesimo limite. Ora effettiva-

1 o .
mente per »=0,—— =1, e quindi possiamo con-
cos

. x L
chiudere che —— tende ad 1, cioé che
senx

lim
x=0

3. Si voglia calcolare

ser'm,'__.l ‘

lim L—C08Z
z=0 ’

Si sa dalla trigonometria che

1
1 —cose=2 sen’; x,

onde

sen? L x sen 1 x
1 —cosa® ' 2 1 2
=2 =s8en— & ———
x x 2 1
- Tz

Poiché il secondo fattore tende ad 1, e il primo

tende a zero, possiamo conchiudere che il prodotto
tende a zero, cioé
lim L= oS _ 0.

=0
4. Si voglia calcolare

. o
lim t8NEZ
r=0
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: senx .
Essendo tang x = , 8i ha
cos
lim AN _ i, 1 senz
r—o0 & cosx x
. . sena
=lim li =1.
sx x

5. Passiamo ora a calcolare il limite di

Z\"
(1+3)
per n =o. Noi dimostreremo che tale limite non
é altro che il valore della serie convergente

x xt x8
1+1_!—+§!—+3_!'+"”

che si chiama la serie esponenziale per una ra-
gione che vedremo in seguito.

Cominciamo col fissare per n un valore finito, e
chiamiamo ¢, la somma dei primi n 41 termini
delle serie, cioé poniamo

x an
Pn ——-l+ﬂ+-...+n—!.
Essendo

(1+—)—1+ Z,n.n n___1 :2+
i h—l+1+( D (-H0-H3+
(14 3)= [1-(1-)] 5+

| [l_(l—_x\ \\\\*
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I coefficienti del secondo membro sono eviden-
temente tutti positivi; cosicché se & é positivo, il
secondo membro ¢ la somma di tanti termini po-
sitivi, mentre che se ® é negativo, i termini del
secondo membro sono alternativamente positivi e
negativi.

Ma in quest'ultimo caso se noi convertiamo in
positivi tutti i termini negativi, verremo ad accre-
scere il secondo membro, per modo che indicando
con || il valore assoluto di &, possiamo scrivere

x 1 1
(1+ )4 s 1—( —;)....
Ora evidentemente
[1—(1—;‘>....(1;1‘;1]
_ n n
<[+
mentre

R e A e e

—{—(l__/‘_—_l_) +.. +( t;—i)’l J<(h—:l—)!,

onde abbiamo:

<1+ )n h._-n (h—l)_*@.

h=2 n h!

)]

11 secondo membro risulta di » —1 termini po-
sitivi; aggiungiamo tutti gli altrl infinli \ermimy
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che risultano dalla stessa formola ponendo per A
valori superiori ad n.

Allora evidentemente la disuguaglianza conti-
nuera a sussistere con piu ragione, e si ha
o 12 h—1)2

)<—z( )

et

La serie del secondo membro é una serie con-
. vergente, perché si pud subito vedere che il rap-
porto del termine generale

(h —1)

W7 je|h
al termine precedente
(h— 22 =
=i
é
(h—1)2 ||
(h—22 h

e converge a zero per h=oo; dunque la serie di
cui si parla ha un valore finito A: possiamo per-

cio scrivere
! x\» A

‘Passando ora al limite per n =, si vede che
il secondo membro converge a zero, e quindi per
n=o0 8i pud conchiudere la eguaglianza dei due
termini del primo membro. Per la dimostrazione
fatta, n deve convergere all'infinito passando per
valori interi positivi; ma si pud dimosirare e
in qualunque modo n converga all' infinito, s\ Wa

Pascar, Calcolo infinitesimale, 1. S
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sempre lo stesso risultato. Per brevita tralasciamo
pero questa dimostrazione.’
Per x =1 la serie esponenziale diventa

1 1 1
I+I—!+W+W+...o

e il suo valore é un numero irrazionale compreso
fra 2 e 3, che si suole indicare colla lettera e, ed
é la base dei logaritmi neperiani. Si ha quindi

e—l{t—n (i + )

Possiamo dedurre di qui una notevole relazione
fra il numero e, e la serie esponenziale per z qua-
lunque. Possiamo infatti scrivere

lgn(l-}-'z) = lim g(l-}- ) g
x,
e ponendo

n
—_=m
x

si ha

pum (42 = (4 5) =

Conchiudiamo dunque che la serie esponenziule
generale non é che la potenza xm« del numero e.
6. Dalla formola

() =

se ne possono ricavare allre.
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Poniamo

e abbiamo

’l"i;no(l-l-m) =e.

Prendiamo i logaritmi neperiani dei due mem-
e otteniamo
lim log (L +m) @)
. m=0 m
E se invece partiamo dalla formola
lim 1+'£)"=ez,
n—0o n
collo stesso procedimento otteniamo
limlo""“—wzw, b)
m=o m
Poniamo ora infine nella (a)
m=ay —1
donde
1+4+nm=ay
log(14+m)=yloga
e si ha con facili trasformazioni
lim @ —1
y=0 $

=log a. (e)

Ponendo invece nella (a):
m=(1+yr—1
Lm=(+ g
log (1 + m)=yu.log (\ 4y,
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si ha
mENe—1_
y= log(l+y) —
Ma per (a)
limlogd+9_ 4
y=o Yy

dunque possiamo scrivere

lim (1 —i—l/)" —1
y=o0

= u.,
Dy

(«h



CAPITOLO II

Derivate di una fungione.

§ |. Derivata di una funzione di una sola variabile. —
Sia y =f(x) una funzione definita in un certo in-
tervallo (a, 0), e sia £ un punto di tale intervallo
in cui la funzione sia finita. Consideriamo un
altro punto prossimo ad &, e sia il punto = A.

La funzione nel punto x £ h avra in generale
un valore diverso che nel punto z; se la funzione
& continua, come bisogna supporla in queste con-
siderazioni, il valore della differenza o incremento

S@Exh)—f(x)

é una quantitd che tende a zero quando 4 tende
a zero; ma pud accadere che il rapporto

f@xh) —fr)
£h ’

il quale é il rapporto di due differenze, quella dei
valori della funzione, e quella dei valori della va-
riabile, tenda ad un limite per h=0; se questo
limite esiste, ¢ finito, ed é indipendente dalla ma-
niera colla quale h tende a zero, e indipendenie
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dal segno di h, esso si chiamera la derivata della

JSunzione nel punto &, o, per una ragione che ve-

dremo in seguito, quosiente differenziale nel punto .
I1 rapporto

Sf@=xh)—f(x
+ h

per A finito si suol chiamare rapporio delle diffe-
renze ovvero anche rapporto incrementale.

Se il limite esiste solo a destra o solo a sinistra
del punto z, allora si avra la derivata destra, o la
derioata sinistra di f nel punto & Si parlera pero
di derivata senz’altra aggiunta, quando esistono
ambedue le derivate, destre e sinistre, e inoltre sono
fra loro eguali.

Se la funzione data ha valore costante in qua-
lunque punto, é chiaro che la sua derivata é sero.

Immaginando che, data una funzione f(x), per
ciascun punto di un intervallo ne esista la deri-
vala, V'assieme di tutti gli infiniti valori di questa,
costituisce a sua volta una nuova funzione che si
chiama la prima funzione derioata, e si indica
col simbolo [’ (x).<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>