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II1

Vorwort zur ersten Auflage

Die deutsche ballistische Literatur besitzt das umfangreiche Werk
von Cranz, durch die Fiille seines Stoffes, die vielen wertvollen Tafeln und
die zahlreichen durchgerechneten Beispiele ein unentbehrliches Handbuch
fiir den ballistischen Praktiker, fiir den Offizier und Waffentechniker.
Wendet sich Cranz ausdriicklich an den Nichtmathematiker und ver-
meidet er deshalb méglichst mathematische Entwicklungen, so bringt das
vorliegende Buch gerade den mathematischen Gehalt der Ballistik zur
Darstellung, in der Erwigung, daf fiir wesentliche Fortschritte auf dem
Gebiete der Ballistik die Mitwirkung der Mathematik unerlifilich ist.
Die Auffassung der Ballistik als einer mathematischen Disziplin verlangte
einen strengeren systematischen Aufbau. Als Wissenschaft muf} sich die
Ballistik frei nach ihren eigenen Gesetzen entwickeln. Zwar muf} sie aus
der Praxis Aufgaben, Anregungen und Erfahrungsergebnisse entnehmen
und ihr dafiir neue oder verbesserte Schieiverfahren, Versuchsmethoden
usw. zuriickgeben. Wird aber aus dieser steten Fiihlung mit der Praxis
eine Fiihrung durch die Praxis, so bleiben wissenschaftliche Ergebnisse
von nicht gleich erkennbarem, praktischem Wert ungefordert. Der an-
gedeuteten Gefahr ist die Ballistik nicht immer entgangen. Das ist der
Hauptgrund fiir die auch von Cranz beklagte auffallend langsame Ent-
wicklung der Ballistik gegeniiber verwandten Wissenschaften. Die Praxis
hat den Schaden davon, indem sie z. B. durch unrationelle Schiefiversuche
oder durch Festhalten an falschen Formeln Munition vergeudet. Und
wenn die Praxis der Theorie etwa in der Beriicksichtigung des Hohenluft-
gewichts und des Hohenwindes voraus war, so wird doch erst durch die
Theorie das Verfahren betreffend das Luftgewicht bestitigt und begriindet,
dasjenige betreffend den Hohenwind als falsch erkannt und durch das
Richtige ersetzt. Daf} dies erst in diesem Buche erfolgt, beweist das wirk-
liche Zuriickbleiben der Ballistik. Weitere Beispiele sind, dafl man bisher
den Regen nicht richtig zu beriicksichtigen wufBite, dafl man die periodi-
schen Schuflweiteninderungen mit wachsender Rohrerwirmung nicht
deuten konnte, dafi man mit falschen Flugbahnschwenkungen arbeitete,
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dafl man einen wesentlich empirischen Drall anwandte, der die Ziige be-
schidigte u. v. a. Diese Beispicle zeigen zugleich, wie das vorliegende
Buch, obwohl theoretisch, doch niemals die praktischen Fragen aus den
Augen verliert. Ja, es verdankt geradezu der Praxis seine Entstehung.
Als der Verfasser fiir die ihm als Batteriechef und Abteilungskommandeur
unterstellten Luftabwehrformationen praktische Schieflverfahren auf-
stellen mufite, zeigte sich, dafl noch nicht die beiden ersten Voraussetzungen
hierzu erfiillt waren, nimlich: Kenntnis des geometrischen und zeitlichen
Verlaufs der Flugbahn bei groflen Erhohungen und grofien Anfangs-
geschwindigkeiten, und: Méglichkeit, die Hohe des Luftziels zu messen.
Letzteres erreichte der Verfasser sofort durch seinen Héhenmesser, der
eine Reihe weiterer Vorrichtungen veranlafite, ersteres fiihrte ithn zu einer
sehr einfachen und genauen Flugbahnzeichnung und zu neuen analytischen
Entwicklungen, durch die eine bisher mehr geahnte als erkannte Zwei-
teilung der ZuBeren Ballistik hervortrat. Diese Zweiteilung ergab nicht
nur ein wertvolles Einteilungsprinzip, sondern stellte die Zlteren Ver-
fahren erst an ihren rechten Platz und in das rechte Licht. Insbesondere
gilt dies von den Siaccischen Niherungsformeln. Fiir diese ergaben sich
mehrere Abschitzungen der Genauigkeit in verschiedenen Schirfegraden,
eine unentbehrliche Erginzung aller Niherungsformeln, die aber hier
merkwiirdigerweise noch fehlte.

Nachdem der Verfasser einen Teil seiner Ergebnisse in einer Reihe
von Aufsitzen und in wiederholten Vorlesungen verdffentlicht hatte,
gewann fiir ihn die Ballistik als Ganzes eine neue Gestalt. Dem Wunsch
nach Verdffentlichung kam die Verlagsfirma in dankenswerter Weise
entgegen. Die nunmehr vorliegende Ballistik weist als neu noch die
zwischen innerer und duflerer Ballistik einzuschaltende Ubergangsballistik
und als Ballistik in grofSen Hohen die kosmische Ballistik auf. Aber auch
in dem alten Bestande der Ballistik wird der Kundige allenthalben Neues
finden. So ist noch die neue Behandlung der konischen Pendelung und
der Seitenabweichung hervorzuheben, ferner eine neue Theorie der Schufl-
faktoren, praktisch wichtige Bemerkungen iiber Streuungen u.v. a.

Wenn auch durchgingig, wie es der Gegenstand verlangt, mit den
Methoden der Mathematik, besonders auch denen der angewandten, ge-
arbeitet wird, so werden doch grundsétzlich die einfachsten und kiirzesten
bevorzugt bzw. eigens aufgesucht. Nur so war es moglich, den grofien
Stoff auf dem verfiigbaren Raum darzustellen.
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Fiir dieses Buch denke ich mir den sonstigen ballistischen Leserkreis
erweitert durch die vielen Studierenden der mathematisch-physikalisch-
technischen Wissenschaften, die im Felde Interesse an der Ballistik ge-
wannen, wie ich es aus den mir oft zur Begutachtung zugegangenen bal-
listischen Arbeiten solcher entnommen habe. Dieses Interesse an der
Ballistik auch weiterhin rege zu halten, zu vertiefen und zu eigenen Ar-
beiten anzuregen und dadurch die Ballistik als neues Fach neben die
anderen Ficher der angewandten Mathematik zu stellen, soll mit zu den
Aufgaben dieses Buches gehiiren.

Eldena bei Greifswald, Januar 1922
Vahlen
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Vorwort zur zweiten Auflage

Die erste Auflage erschien vor zwanzig Jahren nach beendetem Welt-
krieg. Ich konnte meine eigenen Erlebnisse und Beobachtungen darin
verwerten, {iber die ich zum Teil schon vorher einige Arbeiten verdffent-
licht hatte. Die zweite Auflage wird als ein dringendes Bediirfnis emp-
funden, sie erscheint deshalb vor Abschluf des Krieges, was gewisse
Riicksichten bedingt. Es kam vor allem darauf an, den eisernen Bestand
der Ballistik einer Uberpriifung zu unterziehen, die Methoden zu sichten,
zu verbessern und fiir den praktischen Gebrauch in zweckmiBigste Formen
zu bringen. Uber Wiinsche der Praxis war ich durch Aussprachen mit
Dr. Georg Grétsch, jetzt Ballistiker in einem Riistungsbetrieb, und mit
Dr. Knoller, Dozent an der Technischen Hochschule in Wien, unter-
richtet. Diplomingenieur Gustav Giinther hat mich durch Zeichnungen
und Rechnungen unterstiitzt, Dr. Plake, jetzt in einer Forschungs-
anstalt, durch ein sorgfiltig durchgearbeitetes Stiick der ersten Auflage.
Ganz besonderen Dank schulde ich der Mitarbeit des Professors Dr. Alfred
Klose, Direktors des Instituts fiir angewandte Mathematik an der Uni-
versitiat Berlin, ohne dessen sachkundige und gewissenhafte Hilfe es mir
so bald nicht méglich gewesen wire, die Arbeit zu bewiltigen. Das Kapitel
iiber die praktischen Losungsmethoden verdankt vor allem ihm seine
jetzige Gestaltung. Beim Lesen der Korrekturen wurden wir von
K. H. Boseck und E. Mohr unterstiitzt. Neben den strengen Methoden,
die die unentbehrliche Grundlage fiir jede weitere Entwicklung bilden,
legen wir doch auch Wert auf sogenannte Naherungsmethoden sowie auf
Faustregeln. Nur miissen auch diese gut begriindet und ihre Reichweite
klargestellt sein. ‘Wir hoffen, mit dieser zweiten Auflage dem erstrebten
Ziel eines klaren und systematischen Aufbaues der Ballistik niher-
gekommen zu sein.

Berlin, im Oktober 1941,
Vahlen
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Erstes Kapitel
Finfiihrung. Koordinaten. Erdkriimmung

§ 1. Aufgabe und Einteilung

Ballistik ist die Lehre vom Schufl oder Wurf eines schweren Kérpers,
des Geschosses, im Luftraume. Sie ist als Zweig der Mechanik eine teils
empirische, teils deduktive Wissenschaft. Wir behandeln hier haupt-
sichlich den deduktiven oder mathematischen Teil. Die Zeit, in der auf
das Geschofl nur die Schwerkraft und der Luftwiderstand wirken, be-
handelt die ,,duflere’* Ballistik. Als Anfangspunkt der (iufleren) Bahn ist
der erste Punkt zu bezeichnen, von dem ab nur noch diese beiden Krifte
auf das Geschof3 wirken. Die Zeit vom Anfang der Geschoflbewegung an
bis zu dem Zeitpunkt, in dem das Geschof} anfingt aus dem Rohre aus-
zutreten, behandelt die ,,innere‘* Ballistik. Die Zwischenzeit vom be-
ginnenden Austritt bis zu dem Zeitpunkt, in dem die nachdringenden
Pulvergase auf das Geschof3 nicht mehr wirken, ist besonders wichtig
fiir den Bewegungszustand des Geschosses im Anfangspunkt seiner Bahn.
Sie wird im Kapitel XIV des vorliegenden Buches zum erstenmal einer
besonderen Betrachtung unterzogen und dort als , Ubergangsballistik*
bezeichnet.

In der dufleren Ballistik geniigte bisher die Annahme, dafi die Erde
eine ebene, unbewegte Scheibe ist, daf3 die Schwerkraft nach Grofle und
Richtung, und dal das Luftgewicht, von dem der Luftwiderstand ab-
hangt, lings der ganzen Flugbahn konstant sind. FErst in neuerer Zeit
mufite man Schufiweiten und -hshen beriicksichtigen, fiir die diese ver-
einfachenden Annahmen nicht mehr genau genug sind. Man kann daher
der alteren Ballistik, als ,,niederen‘’ oder ,tellurischen‘* (von tellus =
Scheibe), die neuere als , hohere** oder ,kosmische hinzufiigen. Die
kosmische wird im Kapitel XII des vorliegenden Buches zum erstenmal
systematisch behandelt. Das Problem der kosmischen Ballistik wird
namentlich unter der Voraussetzung gelost, daf3 die stérenden Einfliisse,
durch die sie sich von der tellurischen unterscheidet, wie kleine Groflen
behandelt werden konnen. In noch héhere Sphiren dringen unsere Ge-
schosse noch nicht; dort ziehen die Meteore ihre Bahnen, deren Bercch-
nung zu den Aufgaben der Himmelsmechanik gehort.

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 1



2 Erstes Kapitel. Einfithrung. Koordinaten. Erdkriimmung

§ 2. Koordinaten

Wir legen im allgemeinen ein rechtwinkliges Koordinatensystem x y z
zugrunde, dessen Anfang O, der Geschiitzort, in (bzw. nahe) der Erd-
oberfliche liegt; die x-Achse sei waagerecht, positiv in der Schufi-
richtung nach vorn, die y-Achse waagerecht, positiv nach rechts, die
z-Achse senkrecht, positiv nach oben. Nur zur Untersuchung des Ein-
flusses der Erdkriimmung und -drehung fithren wir ein rechtwinkliges
System X YZ ein, dessen Anfang im Mittelpunkt der Erde liegt, die als

9
Kugel vom Radius R = = 10000 km = 6866 km angenommen wird.

Die Richtungen der X-, Y-, Z-Achsen werden dadurch festgelegt, dafl der
Geschiitzort O in der nérdlichen geographischen Breite I' (> 0) die Ko-
ordinaten:

Xo=0, Yy=R-cosI', Zy=R-sinl’

haben und das X Y Z-System mit dem x y 2-System gleichsinnig sein soll.
Die VZ-Ebene liegt also in der Meridianebene des Geschiitzes, die Z-Rich-
tung weist nach dem Nordpol, die Y-Richtung nach dem Aquator. Zur
Vermittlung zwischen beiden Systemen wird noch ein zu beiden gleich-
sinniges System (x) () (2) eingefiihrt, mit dem Anfangspunkt O, der posi-
tiven (x)-Achse waagerecht nach Osten, der positiven (y)-Achse waage-
recht nach Siiden, also der positiven (z)-Achse senkrecht nach oben, nach
dem Zenit des Geschiitzes.

Ist A das Azimut der x-Achse, und zwar der Winkel der positiven
%-Achse mit der Siidrichtung, positiv fiir stidostliche Richtungen, so gelten
demnach die Transformationsformeln:

() =xsinA —ycos A %= (x)sinA + (y)cos A
(y)==xcos A+ ysin A y=——(x)cosA+(y)sinA}(l)
(3) =2 2 = (2)
X=(x)=xsinAd—ycosd
Y—Yo= (y) sin '+ (2) cos I'==x cos A sin '+ y sin A sinI” + z cosI’ } (2)
Z—Zy=—(y)cosI'+(z)sin]'= — xcos AcosI'— ysin AcosI' +zsinl.

Denn dreht man das System x yz um die z-Achse um den Winkel

z — A im Drehungssinn Stid—Ost—Nord—West, so kommt es mit dem

2
System (x) (y) (s) zur Deckung. Und dreht man das System (x) (y) (2)
um die (x)-Achse um den Winkel % — I im Drehungssinn Siid—Zenit—

Nord—Nadir, so wird es zum System X YZ gleichlaufend.
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§ 3. Erdkrimmung

Hat man die Koordinaten eines Punktes P einer Flugbahn gleich
%, ¥, & berechnet, so ist z seine Hohe iiber der durch den Anfang O gelegten
Horizontalebene. Fiir die Praxis braucht man aber die Hohe des Punk-
tes P iiber der Erdoberfliche. Mit welchem Fehler kann man die erstere
fir die letztere nehmen? Der Punkt P (x y z) hat vom Erdmittelpunkt
die Entfernung V(R -+ 2)2+ 2+ y2, also iber der Erdoberfliche die

Hohe V(R + 2)? + #2+ y*— R. Nimmt man z fiir diese, so begeht man
den Fehler:

YRF 9+ 224 37— R — s = (R )(
+
R

1x2+yi e
8 (Ryear T !

1

=3 +
Demnach ist seine fiir

Erdkriimmung  berichtigte

Hohe
2
R f%y_ 3)

und sein Abstand vom Erd- W,
mittelpunkt 0 we

1 224 42 0
g g @ %

R+z+ o

Dabei sind Glieder hoherer Abb. 1

als erster Ordnung in 1/R

weggelassen, d.h. es ist die Erdkrimmung 1/R als kleine Gréfle erster
Ordnung angesehen.

Um zu beurteilen, ob der Fehler praktisch von Belang werden kann,
sei fiir einen sehr weiten Schufl Vx2+ y =200/} = 112,8 km, dann
1 22492
2 R

Als Endpunkt der Flugbahn P° (9, ¥°, 2% wird der zweite in der Ebene
= 0 liegende Punkt derselben bezeichnet, als Schuflweite die Strecke

Vx°2+ y9%= 0 P° Wegen der Erdkriimmung fliegt das Geschofl noch
etwas weiter, ehe es auf der Erdoberfliche ankommt. Um wieviel?

Es sei Q9 die Projektion von P° auf die Erdoberfliche. Dann ist auf
der Erde der Bogen

wird =1 km. Diese Grofle ist also nicht zu vernachlissigen.

OPS (0P 3(0130)3 )

Q"——R arctg —— % —R\ 7 N
op° \
—0opo- (1 —3(—R—) - )

1*
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Das Dreieck Q°P°S kann unbedenklich als geradlinig und rechtwinklig
angesehen werden. Es ist

L OVPYS — 1800 — (900~ Q‘OA) — ],

also
— 500
QOS :QOS = POQO ‘ Ctg (iw"l - 0}(%2 )

und nach (4)

ore
0 0.
POt = 0P I

Der Kreisbogen zwischen Geschiitz und Erdziel hat also die Linge

opP\2 1 OP° 0
(T) +§ —R—ctg(!wol ——T/) o (5)

Das erste (stets negative) Zusatzglied macht in unserm Beispiel 0,019/, der
Schufiweite, also 11 m aus. OP%R in Graden betrigt 1° |w®| ist bei
weiten Schiissen nahezu 7t/2. Setzen wir |w?| = 7/2, so macht das zweite
(stets positive) Zusatzglied in (5) weniger als 0,02%/, der Schuflweite, etwa
20 m, aus. Man kann also im allgemeinen

00>+ 08 =0 P (1 -5

0Q0° + (98 = 0P

setzen.

Zweites Kapitel
Die wirkenden Krifte

§ 4. Die Anziehungskraft der Erde

- erteilt einem schweren Kérper in der Nizhe der Erdoberfliche eine Be-
schleunigung von g = 9,81 m - sec~2 etwa, die aber im quadratischen Ver-
hdltnis der Entfernung vom Erdmittelpunkt abnimmt. Ist sie im Punkte
(0,0, 0) gleich g, so betrdgt sie also im Punkte (0, 0, 2) nur noch

R? g \~2 Tt
e e[t R) e "

. z \? 1 7 2 .
mit einem Fehler g T) +-+ oder T8 107 % -+ +-+. DieAngaben

tiber den Koeffizienten von ~107 in (1) sind verschieden: mit Beriick-
sichtigung der Erdabplattung erhilt man einen etwas grofleren Wert als 7,
die Messungen haben etwas kleinere Werte ergeben.
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Diese Beschleunigung heifit die ,,wahre* Schwerebeschleunigung. Mit
der Masse m des Korpers multipliziert, ergibt sie das wahre Gewicht G
desselben. Dabei wird abgesehen von dem ,,Auftrieb®, der gleich ist dem
Gewicht der verdrangten Luft. Dieser betrdgt bei Geschossen nur etwa
000 des Gewichts G. Wenn ein Liter Luft 1,2 g, ein Liter des Geschosses
6 kg wiegt, so ist ndmlich 6000:1,2 = 5000 das Gewichtsverhiltnis von
Geschofl zu Luft. Bei Geschossen im Wasser miissen wir den Auftrieb
berticksichtigen.

Im Punkte (x,y,2) betrigt wegen §3 (3) die wahre Beschleunigung

g(l 2 ( +l xz;y ))

Sie macht dort aber mit der z-Richtung den Winkel ORO ,
Vx? + y®

Rtz war. lhre Komponente in der z-Richtung ergibt sich

also durch Multiplikation ihres Wertes mit cos —

dessen Tangens

gleich
0 .
R ihre Komponente in

der x- bzw. y-Richtung durch Multiplikation mit g

Vergyr TR

bzw. mit y 2y - sin QRO- Thre Komponenten in diesen drei Achsen-
x

richtungen sind also unter Vernachldssigung von Gliedern héherer Ordnung:

. 1—%2). (2)

X -
g R H g R H g

Die Zentrifugalkraft

Durch die Umdrehung der Erde erhalt ein Massenpunkt P (X Y Z) eine
zentrifugale Beschleunigung, die nach Grofie und Richtung gleich ist der

Entfernung Y X2+ V2 des Punktes P von der Drehachse Z, multipliziert
mit dem Quadrate der Umdrehungsgeschwindigkeit

9 ——
Y = ?4—6‘(;_%0—55 0,000078 sec~!, also gleich ist »2- Y X2+ V2.
Diese Zentrlfugalbeschleumgung setzt sich mit der ,,wahren* Schwere-
beschleunigung zu einer resultierenden Beschleunigung zusammen, die wir
als ,,scheinbare‘’ Schwerebeschleunigung (Fallbeschleunigung) bezeichnen.
Diese ist nach Grofle*) und Richtung von der wahren etwas ver-
schieden.

*) Den EinfluB der geogr. Breite auf die GréSe kann man durch den Faktor
(1 — 0,00264-cos 2I") darstellen, mit dem g0 = 9,8062 multipliziert werden mufi, um gp
Zu ergeben,
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Wir wollen die Komponenten der Zentrifugalbeschleunigung des Punk-
tes P (X YZ) nach den Richtungen z, y, 2 berechnen. Die Komponenten

von »2-JYX24 V2 nach der X- und Y-Achse sind 2-X und »2-V; und
deren Komponenten nach %, y, z bzw.

12X -———gX , 12X ——gX , 2X———6X
und x y 0z
oY oy oY

2 - 2 — 2 .

R Y&y Vg

also nach § 2 die Komponenten der Zentrifugalbeschleunigung nach x, y, 2:
22 (x sin?A — y sinA cos A)
+ 92 (x cos?A sin?l"+ y sinA cos A sin®"'+ (R -+ 2) cos A sinl" cosT'),
v2 (— xsind cosA + y cos?A) (3)
+ 92 (x sin A cos A sin®I" + y sin?A sin®I" 4 (R 4 2) sinA sinI" cosT') ,
»2 (x cos A sinl" cosI'+ y sinA sinI” cosI' 4 (R + z) cos®I') .
Die mit R multiplizierten Teile sind die Komponenten der Zentrifugal-

beschleunigung fiir den Punkt O (0,0, 0). Die Differenz der Zentrifugal-
beschleunigungen fiir O und P hat also die Komponenten:

v2{x (1 — cos?A cos®I') — y sinA cosA cos®I' + z cos A sinI" cosI'},
v2{— x sinA cos A cos®I' 4 y (1 —sin?A cos®I') +zsin A sinl"cosI'}, o (4)
v2{x cos A sinI" cosI'+ y sinA sinI" cosI’+ 2 cos®I'} .

Das Koeffizientensystem ist symmetrisch, die Diagonalelemente liegen
zwischen 0 und 1, die andern zwischen — 1 und 4 1.

Im X YZ-System sind die Komponenten derselben Differenz

‘1)2'(X——X0), 1'2'(Y~Y0)7 Oy

also gleich einer Beschleunigung, die nach Gréfle und Richtung der »2-
fachen Aquatorealprojektion von O P gleich ist. Demnach ist sie héchstens
gleich »2-0 P, namlich, wenn P und O in derselben Parallelkreisebene
"liegen, was z. B. bei westostlichen Schiissen nahezu eintritt. Davon fillt
in etwa 60° geogr. Breite die Hilfte in die Richtung der Schwerkraft,

wihrend 7/ (= 1-¥8) horizontal wirken. Fiir einen Schufl mit O P=100km
ergabe das in Richtung der Schwerkraft

% -0,0000000053 - 100000 m-sec~? = 0,27 m-sec2,

also eine scheinbare Verminderung von g um etwa 2,7%,, die also bei so
weiten Schiissen keineswegs zu vernachlissigen ist. Wie sie beriicksichtigt
wird, zeigen wir spater (Kapitel X1I).
Die Erde ist von der Sonne 150-108 km entfernt und umbkreist sie mit
einer Winkelgeschwindigkeit
N = 2x

. P 6 -1
S651-94-60 60-sec — V002 secT




§ 5. Coriolis-Kraft

-3

Das ergibt eine Zentrifugalbeschleunigung
N2-0,15-10'2m = 0,006 m-sec™%,

also eine scheinbare Vergrofierung der Schwere in Richtung des Schattens
um 0,6%g, die selbst bei den weitesten Schiissen zu vernachldssigen ist.
Denn selbst wenn sie g im vollen Betrage vergrofert (bzw. nachts ver-
kleinert), also wenn die Sonne im Zenit (bzw. Nadir) steht, verandert sie
die SchuBlweite nur um weniger [§ 47 (13)] als 0,69/, also bei 100 km um
weniger als 60 m.

§ 5. Coriolis-Kraft

Die Lage eines Punktes P im Raume werde durch den Vektor t be-
stimmt, der die Strecke OFP nach Grofle und Richtung gibt. Es sei
t=1(4,%) eine Funktion von zwei Varia-
blen #, t,. Bei festem £, verdnderlichem ¢
beschreibe P die Kurve 4,B,C, ..., und zwar
mégen diese Punkte den Werten ¢4, ¢ + di,,
t;+2dt ... entsprechen. Bei festem ¢, ver-
anderlichem £, beschreibe P die Kurve 4, A4,
Ay. ..., und zwar mdogen diese Punkte den
Werten &, &, + dty, t,+ 2dt, ... entsprechen.
Zugleich beschreibt B die Kurve B, B;,B,..
und C die Rurve C, (;, C,, ... Deutet man
t; als Zeitvariable, so soll die dadurch defi-
nierte Bewegung von P lings ABC... die
relative Bewegung von P auf der Kurve
ABC ... heiflen. Deutet man ¢, als Zeit-
variable, so soll die dadurch definierte Bewegung der Kurve ABC...
in die Lagen 4, B,C, ..., A;B;C,... (die aber zugleich eine Defor-
mation sein kann) die fithrende Bewegung heiflen. Setzt man ¢, = #,=¢,
so bewegt sich P lings der Kurve 4B, C,... Diese Bewegung heifit
die zusammengesetzte.

Fur das zweite Differential von t ergibt sich:

g, 0%t . 0% 0%t .
B d*t = oz aei+ Wdt? +2mdt1 dt,.

Setzt man = t,=t¢, so erhilt man hieraus fiir die Beschleunigung
der zusammengesetzten Bewegung:

d’t _ [0% 0%r 0%t
d (W) 1=t,=t+ (th)t,=tg=z+2 (511 6fz>t,=tz=t.

Sie besteht also aus drei Teilen: der erste ist die Beschleunigung der
relativen Bewegung, der zweite ist die Beschleunigung der fiihrenden Be-
Wwegung, der dritte heifit pach seinem Entdecker die Coriolis-Beschleu-




8 Zweites Kapitel. Die wirkenden Krifte

nigung. Es ist die doppelte Anderungsgeschwindigkeit der einen Geschwin-
digkeit infolge der andern Bewegung. Geometrisch wird das zweite Dif-
ferential von t =0 P gleich (0 C,— 0B,) — (0B,—04) =B,C,— AB,;
=B, Ci+ 6,C — A4y — A4, By = (B, (G — A, By) + (ByBy — BBy)
+(Cy 6 — A4y) — (By By — BBy) = (B Ci— A By) + (B By — BBy)
+ (€ Co—ByBy—AA;+BB,). Die beiden ersten Klammern geben
durch d#? dividiert die Beschleunigungen der relativen und der fijhrenden
Bewegung. Der dritte Teil ist der Zahler der Coriolis-Beschleunigung.
Mit Riicksicht auf die vektoriellen Gleichungen:

C,Co+CoBy+-B,B,+B,C;=0

AAy +A,B;+B,B+BA=0
schreiben wir ihn:

(B2 Co— By () + (4, B,— 4 B) :

Jetzt sei insbesondere die relative Bewegung geradlinig gleichformig,
also die Linien ABC ..., A B, C; ..., Gerade, die Strecken AB=58C
=A, By==B; C;=A, By= B, C3= ... Und es sei die fiihrende Bewegung
eine gleichférmige Rotation um eine Achse, also die Kurven A4, 4,. . .,

BByB,..., CC,Cs. .. koaxiale Kreise, die Bogen Ady= Ay Ay=...,

BBy=B,By=..., CCo=CyCy=... Wegen B,C;=A,B, wird fiir
die -Coriolis-Beschleunigung:
(By Co— B Cy) + (A B,—AB) =B, C,—AB.

Dies wird weiter gleich AD —AB =BD, wenn man den Vektor
AD = B, C, macht. Projiziert man jetzt die ganze Figur auf ecine zur
Drehachse senkrechte Ebene, die wir als Aquatorebene bezeichnen wollen,
und bezeichnet die projizierten Punkte mit (A), (B) usw., so sind die
Strecken A B, B, C,, AD gleich und gegen die Projektionsebene gleich
geneigt, also auch ihre Projektionen (A4) (B) = (4) (D). Also wird
BD = (B) (D) = (d) (B)-arc (B) (4) (D) und, weil (By)(Cy) || () (D),
also arc (B) (A) (D} gleich dem Bogen (A4) (A,) (4,) gleich dem doppelten
Bogen (4) (4;) ist, wird schlieBlich BD = 2-(A4) (B) - (4) (A4y), also die

BD
Coriolis-Beschleunigung VI gleich

TN
(4) (B) . (4) (4)
dt dt ’

d. h. gleich dem doppelten Produkt aus der Aquatorcalprojektion (v) der
relativen Geschwindigkeit v und der Winkelgeschwindigkeit » der fiihren-
den Bewegung. Sie ist parallel der Aquatorebene und dreht (v) im Drehungs-
sinne der fithrenden Bewegung.

Jetzt sei der Punkt P der Schwerpunkt des Geschosses, die relative
Bewegung sei seine momentane Bewegung mit der Geschwindigkeit v, dic
fithrende Bewegung sei die Drehung der Erde. Dann folgt:

2.
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Das Geschof} erleidet infolge der Erddrehung eine Coriolis-Beschleu-
nigung; diese ist gleich
2v-p-sinvl |
sie liegt in der Parallelkreisebene von P und steht senkrecht auf ». Sie
wirkt ablenkend auf v im Sinne der Drehung. Sind also X, Y, Z die
Komponenten von v im X YZ-System, also X, ¥V die Komponenten der

Aquatorealprojektion von v, so sind 2% ﬁ/, — 29X, 0 die Komponenten
der Coriolis-Beschleunigung.
Sind also X=%()
V=9
Z=131)

die Gleichungen der Flugbahn ohne Beriicksichtigung der Coriolis-
Beschleunigung, so sind

X=2v-V+%(t (8

V=—2vX+9 ()

Z= 8
die Differentialgleichungen der Flugbahn unter Mitwirkung der Coriolis-
Beschleunigung. Die Anfangsbedingungen fiir diese Gleichungen bestehen
darin, daf} erstens anfénglich, d. h. fiir £ = 0, beide Bahnen in demselben
Punkte X,= %5, Yo= 9o, Zo= B, beginnen; und dafl zweitens in diesem
Punkte fiir beide Bahnen die Geschwindigkeiten gleich sind, also

XO: }.:0, Yo:?.)o; 20:80-
Demnach ergibt die Integration der dritten Gleichung sofort:
Z=3,

d. h. die Bewegung des Geschosses in Richtung der Erdachse bleibt durch
die Coriolis-Beschleunigung unverandert, nur die Aquatorealpro-
jektion der Bewegung dndert sich. Der Punkt X VZ passiert eine

Parallelkreisebene zur selben Zeit wie der Punkt X ) 8.
Zur Integration der beiden ersten Gleichungen setzen wir, wenn

i ==}/ —="1 bedeutet,

X+iV =S
¥X+:9=06;
dann kann man sie zusammenfassen in:
S=—2viS+&.
Diese Gleichung gibt einmal integriert:

SH+20i(S—5)=6,
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denn am Anfang fir S =35, soll auch S = & sein. Erweitert man die
integrierte Gleichung mit e2”%- d¢, so steht links das Differential von

27 (S — Sy); also wird 2"t (S — S,) =fez””- d©. Die Integrations-
6

konstante ist 0, weil fiir = 0 S =5, werden soll. Trennt man die reellen

und imagindren Teile, so erhidlt man

(X —Xo)cos 2yt — (V—Yg)sin2vt==[(cos2vt-dX — sin2v¢-dY),

0
(X—Xy)sin 291+ (V— Vo) cos 2wt = f(sin 2vt-dX 4 cos 2v¢-dY))
0

oder auch:
X—X,= coszvtf(cosi)avt'd%—sin2vt-d?))
0

+sin2vtf(sin2vt-d£—}—cos%vt-d?}),
0
Y—Yoz—sinthf(costt-d%:—sinQa!t'd@)
0
—|—cos%vtf(sin2vt-d.’£+costt-d‘@).
0

Geht man von der Gleichung:
(S —S,) e2vit = f 2t 4G
0

zu der Ungleichung der absoluten Betrdge iiber, so erhdlt man
[S=S5]|=1©— 6,

d. h. fir die Aquatorealprojektion gilt der Satz: In der fiir Coriolis-
Beschleunigung berichtigten Bahn entfernt sich der Punkt nicht weiter
vom Anfangspunkt O als hochstens um die Bogenldnge der unberichtigten.
Danach kann man die Grofle des Fehlers abschitzen, den man durch
Vernachlidssigung der Coriolis-Beschleunigung begeht.

~ Wir bilden einen moglichst ungiinstigen Fall, indem wir einen Schuf}
in der Aquatorebene abgeben, so daf} fiir die Flugbahn immer Z = 0 ist.
Diec Flugbahn ist dann mit ihrer Aquatorealprojektion identisch und der
obige Satz, bezogen auf die ganze Flugbahn O P° lautet: Die Schuf3-
weite der berichtigten Flugbahn ist hochstens gleich der Bahn-
linge der unberichtigten.

Ist x% die SchuBiweite der unberichtigten Flugbahn, so werden wir einen
zu groflen Bogen bekommen, wenn wir die Flugbahn als Parabel ansehen,
die die Bahn am Ende tangiert. Fiir einen Parabelbogen s® mit der Sehne x¢
findet man bekanntlich mit elementaren Mitteln [§ 14 (42)]

0
tg w®-sec w® 4 g tg (% -+ %)

2-tg w?

50
x°
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Einige Werte dieses Quotienten gibt die Tabelle:

l?] ’ $9: 40 aus der hervorgeht, dafl z. B. bei 100 Fallwinkel der
50 100127 besagte Fehler im ungiinstigsten Fall erst (etwa) 5% 0
10° 1,00516 ausmachen kann.

159 | 101184 Wie die Coriolis-Beschleunigung, wenn es bei
ggz i’ggégi sehr weiten Schiissen notig werden sollte, zu beriick-
300 1,05306 sichtigen ist, wird im Kapitel XII gezeigt werden.

§ 6. Der Luftwiderstand abhingig von der Geschofigeschwindigkeit

Zwischen dem Luftwiderstand IV, der Masse m eines Kérpers und der
Verzogerung w durch den Luftwiderstand besteht die Beziechung

W=muw. (5)

Wir kénnen uns den Luftwiderstand in der folgenden Weise entstanden
denken: Das Geschof3 dringt bei seiner Bewegung durch die Luft immer
neue Luftteilchen zur Seite. So entsteht, relativ zum Geschof3 gesehen,
eine Stromung der Luft. Diese unterscheidet sich in geniigend groSem
Abstand vom Geschofl verschwindend wenig von einer Parallelstréomung;
in unmittelbarer Nihe des Geschosses aber ergeben sich je nach der Gestalt
des Geschosses mehr oder weniger starke Abweichungen. Dadurch dndert
sich die Druckverteilung in der Luft und in deren Gefolge die Druck-
verteilung langs der Oberflache des Geschosses. Man bezeichnet den daraus
resultierenden Widerstand als Druckwiderstand. Da der Druckwider-
stand bei Geschossen sehr stark von der Gestalt (vor allem der Vorderseite)
abhingt, spricht man auch oft vom Formwiderstand. Eine zweite Quelle
des Widerstandes ist die physikalische Tatsache, dafl die Luft (wie auch
das Wasser) an der Oberfliche des Geschosses haftet. Die innere Reibung
(die Zahigkeit) der Luft bewirkt daher eine zusitzliche Umwandlung der
Strémung, die besonders stark in der nichsten Umgebung des Geschosses ist.
Der daraus resultierende Widerstand wird Reibungswiderstand ge-
nannt. Drucke wirken immer normal zur Oberfliche, die Reibung dagegen
wirkt tangential und entgegen der Strémungsrichtung. Man kann daher
auch so sagen: Der Druckwiderstand ist die Resultante aus allen an
den Oberflichenelementen des Geschosses angreifenden Normalkraften der
stromenden Luft; der Reibungswiderstand ist die Resultante aus den
am Geschof} angreifenden Tangentialkriften.

Bei Geschofigeschwindigkeiten, welche betrichtlich unter der Schall-
geschwindigkeit 3 liegen, kann die Kompressibilitit der Luft vernach-
lassigt werden. Bei Geschwindigkeiten unter 50 m/sec sind die Volumen-
énderungen der Luft im allgemeinen kleiner als 1%/4; bei 150 m/sec konnen
sie schon bis auf 10%/, ansteigen. Bei noch groBeren Geschwindigkeiten
‘wird das Strémungsbild entscheidend durch die Dichteverteilung der Luft
lings des Geschosses beeinfluffit. Damit dndern sich auch Druck- und
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Reibungswiderstand betrichtlich. Ist » > 8, so bleiben die erzeugten
Schallwellen hinter dem Flachenstiick zuriick. Vor dem Flichenstiick staut
sich die Luft zu gréflerer Dichte. Die vom Kopf aus gebildete Verdichtungs-
welle vertauft, wie die Bugwelle eines Schiffes, unter einem Winkel « gegen
die Bahn des Flichenstiickes, um so spitzer, je gréfler v gegen 8 ist. Die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Welle in normaler Richtung ist
gleich 8, infolgedessen (vgl. Abb. 8) ist 8/v = sin «. Das wird von Mach
zur Ermittlung der Geschofigeschwindigkeit benutzt. Hinter dem Flichen-
stiick entsteht durch Luftverdiinnung ein negativer Druck, ein ,,Sog***),
der seinen Maximalwert, eine Atmosphire, erreicht, wenn die Luftver-
dinnung ihr Minimum, Luftleere, erreicht. Das tritt ein, wenn v den
Wert 8’ derjenigen Geschwindigkeit iiberschreitet, mit der die Luft in den

leeren Raum einstromt. Die Geschwindigkeit 8’ braucht

man im Luftwiderstandsgesetz nicht ausdriicklich zu

4 beriicksichtigen, da sie sich durch 8 ausdriickt. Die
Héhe %2 der homogen angenommenen Atmosphire glei-

4 chen Druckes an der Erdoberfliche verhilt sich zur
Hohe des Quecksilbers wie dessen Gewicht zum Luft-

Abb. 3 gewicht, also ist 2= 10500-0,76 m == 8000 m, also

8'2=2gh = 160000 m2-s2c2, 3'=400m.scc1=1,28.

Ist die Oberfliche des Geschosses glatt, so stromt die Luft nahezu
parallel zur Oberfliche. Der Stromungsausgleich verteilt sich also gleich-
mifig auf eine den Korper begleitende Luftschicht. Ist dagegen die Ober-
fliche rauh oder zeigt sie Vorspriinge (Fithrungsringe und dhnliches), so
wird die Stromung in der Grenzschicht dauernd gestért. Stirker bewegte
Luftteilchen dringen bis fast an die Geschofloberfliche heran. Der Stro-
mungsausgleich muf} also in einer viel diinneren Schicht vor sich gehen.
Das bewirkt eine betrdchtliche Erhohung des Reibungswiderstandes.

In einem ganz bestimmten Sinn wird der Luftwiderstand durch’die
Drehbewegung des Geschosses abgedndert. Wie das Experiment zeigt,
schmiegt sich dic Ausgleichsschicht unter dem Einfluf3 der Drehung be-
- sonders dicht an das Geschof3 an. Das bewirkt im allgemeinen eine Ver-
kleinerung des Druckwiderstandes und eine Vergroflerung des Reibungs-
widerstandes. Hinzu tritt eine seitliche Kraftkomponente, die das Geschof}
aus seiner anfinglichen Bahnebene herausdrangt.

Wird das Geschof} beschleunigt (im absteigenden Ast der Geschofibahn),
so wird der Luftwiderstand vermehrt, da noch die Trégheit der zusitzlich
zur Seite gedringten Luftteilchen iberwunden werden mufl. Dieser Teil,
den man gelegentlich Beschleunigungswiderstand nennt (es ist ein
zusitzlicher Druckwiderstand), kann dadurch erfafit werden, dafl man die

*) Beim Geschof3 saugt ein hohler Boden stirker als ein flacher, ein flacher stirker
als ein gewdlbter. Dadurch wirkt der Sog stabilisierend, d. h. er sucht die Geschoflachse
der Bahntangente zu nihern, im Gegensatz zum Druck an der Spitze. Man vergleiche auch
die Wirkung gekerbter Schiffsruder.
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Masse des Geschosses entsprechend vermehrt. Wird das Geschof3 verzogert
(im aufsteigenden Ast), so tritt entsprechend eine Minderung des Druck-
widerstandes ein, die einer Verkleinerung der Geschof3masse gleichwertig ist.

Es ist bisher noch nicht gegliickt, alle aufgezihlten Einfliisse durch
eine einheitliche Theorie zu erfassen. Wir konnen aber durch Dimensions-
betrachtungen immerhin feststellen, in welcher Form die verschiedenen
Parameter in den Luftwiderstand eingehen miissen.

Ein kleines ebenes Flichenstiick { bewege sich mit der Geschwindig-
keit v senkrecht zu seiner Ebene durch die ruhende Luft von der Dichte
(d. h. Masse durch Volumen) é. Sein Luftwiderstand sei 7. Bezeichnet
man mit L, M, T bzw. die Dimensionen Linge, Masse, Zeit, so sind die
Dimensionen von §, », §, W bzw. L2 LT-1, ML-3, MLT-2 Demnach
1ait sich aus f, », 6, W ein dimensionsloses Monom W~16 f % und kein
zweites hiervon unabhingiges bilden. - Besteht also zwischen {, v, 6, W
allein eine Beziehung, so kann diese nur dahin lauten, dafl das Monom
W16 {02 einen konstanten Wert hat, daf3 also*)

W =K-6-f-0 (6)
ist, worin K eine numerische Konstante bedeutet, deren Wert im Mittel
zu etwa 1/;, angegeben wird. Das ist das Newtonsche Widerstandsgesetz,
das erfahrungsgemaf in weitem Umfange mit guter Ann3herung (wie schon
Newton bewufit war) gilt. Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Newton-
schen Gesetzes ist, daf§ das Flachenstiick so klein ist, daf} es die Stromung
praktisch ungedndert 148t. Bei groBerer Ausdehnung wird die Stromung
und daher auch der Druck beeinflufit. Trotzdem bleibt (6) noch immer
giiltig; nur der Wert der Konstanten K dndert sich. Das Newtonsche
Gesetz verliert seine Giiltigkeit, je niher v der Schallgeschwindigkeit 8
liegt. Dann gilt auch die obige Herleitung nicht mehr, denn aus den fiinf
Grofien §, v, 6, 8, W lassen sich zwei und nur zwei voneinander unabhingige
dimensionslose Monome bilden, z. B. W=1 6 {92 und /3; das Gesetz muf}
also in einer Beziehung zwischen diesen beiden Monomen bestehen, also die
Form haben: W=K (v/é)-é-f-vz , (7)
wo K eine noch zu ermittelnde Funktion ist.

Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt die innere Reibung (Zihigkeit)
der Luft zur Geltung, deren Maf} der Reibungskoeffizient # ist. Die Wider-
standskraft, die das Gleiten einer Luftschicht auf einer andern verzogert,
ist direkt proportional der Berithrungsfliche und der relativen Geschwindig-
keit beider Schichten, umgekehrt ihrer infinitesimalen Entfernung. Der
Proportionalititsfaktor % ist also von der Dimension M L-1T-1. Infolge-
dessen gibt es zwischen 4, », f und % nur das Monom

8-v-f%
1

*) Uber die Berechtigung dieser SchluBweise vgl. die Anm. am SchluB des Buches.

R—
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von der Dimension 1 und kein hiervon unabhingiges. Also kann % nur
in dieser ,,Reynoldsschen Zahl* in K vorkommen. Das Auftreten von {*,
also einer Strecke, spricht dafiir, dafi die Reibung vom Wege der Luft-
teilchen lings der Geschofloberfliche abhidngt. Es sei jetzt

N A
K=K|5 5,57
v n

a 8
und (g) (W) das bei kleinem v zur Geltung kommende Glied

von K. Nun ist erfahrungsgemifl W bei kleinen Geschwindigkeiten pro-
portional v. Also folgt « — f + 1 =0 und dann wird W proportional

O B yf fl—ﬁ/27} .

Setzen wir andererseits den Reibungswiderstand dem mittleren Weg s
eines Luftteilchens lings des Geschosses proportional, so ergibt sich 8 =1,
o = 0, W proportional 5-s-v*). Erfahrungsgemifl gilt das nur fir sehr
kleine Geschwindigkeiten. Liegt die Geschofigeschwindigkeit etwa bei
150 msec™?, so ergibt die Theorie W proportional 1/]fR, also mufl g =1,

o = — % werden, d. h. die Schallgeschwindigkeit geht in der Form Y7/8 ein.

Die empirisch ermittelten Tabellen von W/v? (vgl. Abb. 4) lassen
erkennen, dafi die Kurve K in der Ndhe von v=3 am steilsten ist
und dort einen Wendepunkt hat und dafl dieselbe in der Nihe von
v =28’ ein Maximum hat. Von 240 bis 50 und von 420bis 550 ist W /02 ziemlich
konstant, und zwar in letzterem Gebiet etwa 2,8mal so grofl wie in ersterem.
Die empirische Ermittlung des Gesetzes wird dadurch, besonders bei grofien
Geschwindigkeiten, beeintridchtigt, dafi die Ndhe der Erdoberfliche die
Ausweichemoglichkeit der Luft erschwert und so den Luftwiderstand in
einer mit der Flughohe des Geschosses wechselnden Weise beeinflufit. Zur
Herleitung eines ,,reinen‘’ Gesetzes miifite man diesen Einfluf} erst aus-
schalten.

An jeder Stelle der Widerstandstabelle mufl zwischen den Groflen v,
Av, W, AW eine Beziehung bestehen, wenn mit Av und AW die Differenzen
an der Stelle bezeichnet werden. Da sich aus diesen vier Groflen zwei
und nur zwei voneinander unabhingige dimensionslose Monome, z. B.

Av AW

o W bilden lassen, mufl zwischen diesen eine Beziehung bestehen

und, da dieselben kleine Groflen gleicher Ordnung sind, mufi diese Be-

ziehung linear sein: AW Av
Wy
Daraus folgt durch Integration
W=aov".

*) Hopf (Die Naturwissenschaften 1920, S. 107) nimmt von vornherein a =0, =1
an, was erst zu begriinden ist.
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Das ist das Bernoullische Widerstandsgesetz. Genau genommen hat der
Exponent 7 an jeder Stelle der Tabelle einen etwas andern Wert, namlich

w 4
AW— : Tv Aber er indert sich so langsam, daf} er zonenweise als kon-
stant angesehen werden kann. Der Koeffizient ¢ des Gesetzes hat an der
&
() V.7
300 - v,
6‘_
200- Mp_éu
4
3 -
ol |
Z4P3
n(y)
7
T T 1 1 2
7 250 500 Ve b7

Abb. 4

Stelle vy, W, den Wert Das Bernoullische Gesetz ist fiir die

i
Losung des ballistischen Problems insofern von Bedeutung, als fiir das-

selbe die ballistischen Integrale integrabel werden. Man kann genihert
setzen:

vm/sec n Autor

50— 240 2 Majevsky
240— 300 3 Y
300— 375 5 ”
375— 420 3 ”
420— 550 2 "
550— 800 1,7 Sabudsky
800—1000 1,55 ”
1000—1140 1,3 v. Eberhard

Derartige aus der Widerstandstabelle abgeleitete Gesetze besagen
natiirlich nicht mehr als diese, sondern weniger, da sie die Tabelle nur
angenahert wiedergeben. Sie haben nur dann Wert, wenn sie, wie das
Bernoullische, ,,integrabel* sind. Das Problem in dieser Hinsicht ist
nicht die Approximation der Tabelle durch eine Formel, sondern durch
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eine integrable Formel. Wir kommen spéter hierauf zuriick (vgl. Kapitel VI
und VII). Da die Widerstandstafeln simtliche Einfliisse zusammenfassen,
ist nicht ohne weiteres zu erkennen, gegen welchen Wert n bei groflen
Geschwindigkeiten konvergiert. Die obige Tafel legt es nahe, zu vermuten,
daf} bei sehr groflen Geschwindigkeiten der Reibungswiderstand {iberwiegt,
denn dieser ist nach der Theorie v proportional.

Abb. 4 veranschaulicht den Verlauf von w(v) fir ein bestimmtes
Geschofl (nach Bruno), den Exponenten # (v) =v%’/w und die Funk-
tionen K (v) = w/v? und P (v) = w/2v.

§ 7. Der Luftwiderstand abhingig von der Geschofiform und -grofie

Wenn auch die Art der Abhingigkeit des Luftwiderstandes ¥ von der
Geschwindigkeit  theoretisch nicht erkannt ist, so ist diese Abhéngigkeit
doch wenigstens empirisch genau genug ermittelt und in Tabellen nieder-
gelegt. Fiir die Abhingigkeit des I¥ von dem Flachenstiick oder allgemeiner
vom Querschnitt des Geschosses ist selbst dies nicht der Fall. Schon die An-
nahme, dafl W demselben proportional sei, ist hochstens anndhernd richtig.
Hier tritt vielmehr folgende Schwierigkeit ein: Der Widerstand ist
nicht addierbar, d. h. sind W und W’ die Widerstinde zweier ebener
Flachenstiicke f und {', so ist nicht W W’ der Widerstand eines Flachen-
stiickes f + {/, das durch Verbindung der beiden zu einem entsteht. In-
folgedessen ist z. B. der Widerstand eines Flachenstiickes | verschieden,
je nachdem, ob es quadratisch oder rechteckig oder kreisformig ist. Man
hilft sich durch die Hinzufiigung eines , Formfaktors*. Darin liegt die
Annahme, dafl der Widerstand aus zwei Faktoren besteht, von denen der
eine nur von dem Flichenstiick, der andere nur von der Geschwindigkeit
abhangt. Auch diese Annahme ist nur niZherungsweise richtig.

Betrachten wir jetzt ein ebenes Flichenstiick f, das sich nicht senk-
recht, sondern schrig zu seiner Ebene bewegt. Der spitze Neigungswinkel
seiner Normalen gegen die Fortbewegungsrichtung sei . Man nimmt an,
daf} sich W um einen von o abhingigen Faktor dndert, F (cos w); aber
fur diese Funktion F werden viele verschiedene Formen angegeben, z. B.

(1437 -cosw usw

14+ fm-cosw

cosw, costw, cos¥BI8 ¢y,

Diese verschiedenen Formen stimmen darin iberein, dafl ¥ (1) =1 und
F (0) =0 ist, d. h. daBl vom Reibungswiderstand abgesehen wird. Wir
nehmen im folgenden F (cos @) nicht irgendwie speziell an. Der von dem
Flichenstiick f abhingige Faktor des Widerstandes f-F (cos w) heifle die
Widerstandsfliche. Der andere Faktor des Widerstandes hat jeden-
falls die Dimension Kraft/Fliche, also die Dimension eines Druckes, und
heifie deshalb Widerstandsdruck. Auch der Widerstand eines beliebigen
Korpers laf3t sich in Hinblick auf seine Dimension in die Faktoren Wider-



§ 7. Der Luftwiderstand abhingig von der GeschoBSform und -gréfie 17

standsdruck und Widerstandsfliche zerlegen. Die Widerstandstabelle
liefert aber nur den Widerstand als Ganzes, und zwar fiir ein bestimmtes
Geschof3, das Normalgeschof3 der Tabelle. Man nimmt an, dafl man aus
dieser die Tabelle fiir ein anderes Geschofi erhilt durch Multiplikation mit
einem geeigneten Faktor. Diese Annahme ist nur annihernd richtig, fir
nicht zu grofie Geschwindigkeitsintervalle und fiir Geschosse, die nach
Form und Grofle von dem Normalgeschof3 nicht zu sehr abweichen. Ein
solcher von der Geschwindigkeit unabhingiger Faktor ist als Quotient der
Widerstandsflichen des gegebenen und des Normalgeschosses anzusehen.
Um nun diesen Faktor wenigstens anndhernd vorauszuberechnen, berechnet
man die Widerstandsfliche eines Geschosses, indem man die Widerstands-
flachen der Oberflichenelemente summiert.

Kummer?*) berechnet den Luftwiderstand eines nirgends konkaven
Drehkoérpers durch Summation der Widerstdnde seiner Oberfldchenteilchen

do=gp-de-ds. (8)
Hier ist ds das Bogenelement eines Meridians, p dp das eines Parallel-
kreises vom Halbmesser g, und ¢ der Winkel der Meridianebene mit ihrer
Anfangslage, der durch die Geschoflachse und die Flugrichtung gegebenen
Fbene. Demnach ist k2-do der Widerstand des Teilchens do, wenn mit k
derjenige eines Flichenstiickes 1. bezeichnet wird. Es sei w der Winkel
zwischen der Zufleren Normalen# von do und der Flugrichtung des
Korpers.

Statt des Faktors cos?w, den Kummer nach dem Vorgange von
Newton und Euler nimmt, nehme ich allgemeiner eine ganze Funktion
F (cos w). Dannist k- F (cos w) do der Widerstand von dound & F *sin ¢-do
seine Komponente in der Richtung der zur z-Achse genommenen Dreh-
achse, wo ¢ das Komplement von £ (n,z2) ist. Wegen (8) und

—do=ds'sine, dz=ds-cose (Abb.5) (9)
wird k-F-sine-do =—k-F-p-do-do, (10)
wie Kummer etwas anders herleitet. Als Anfangspunkt nimmt Kummer
die Mitte des Bodens, als x- und y-Achsen zwei zur z-Achse und unter
sich senkrechte Achsen, und zwar die x-Achse in der Meridianebene ¢ = 0
(Abb. 6). Die Komponenten des Widerstandes von do in der x- und in
der y-Richtung werden also
k-F-pcos e cosp-do=Fk-Frp-dz-cos g do } (11)
k-F-p:cosssing-de =k-F-o-dz-sing-de.
Die Komponenten X, Y, Z des Widerstandes des Korpers erhilt man
aus (10), (11) durch Integration. Es ist Y= 0, weil je 2 zur x z-Ebene
Symmetrisch liegende Flichenteilchen de entgegengesetzte Werte von sin ¢
haben. Der Angriffspunkt der Resultante von X und Z liegt auf der

*) Sitzungsber. der Akademie der Wissenschaiten Berlin 1875.
Vablen, Ballistik. 2, Aufl. 2
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z-Achse, ist also gleich dem Angriffspunkt der X-Komponente, also der
zur x-Achse parallelen Krifte EF gdzcospde mit den Ordinaten

d
z40 7% =z —ptge (Abb. 5). Also wird seine Ordinate { bestimmt

durch X-C=k~ff(z-Q'tg£)~F-g~dz-cos¢-dtp }

12
=k‘f(3—-@'tgs)-F-cos,s-cosqa'da. (12)

Bei einer anderen Wahl
des Koordinatenanfangs
as.-~ auf der z-Achse Zindern
sich { und 2 um den
gleichen Betrag, so dafi
diese Formel giiltig bleibt.
Spater verlegen wir den
Anfangspunkt in den
Schwerpunkt, aber vor-
laufig kommt von dem
Geschofimodell nur die
Form in Betracht, nicht
die Masse, deren Schwere
durch zweckmiflige Auf-

Abb. 5 Abb. 6 hangung des Geschosses

ausgeschaltet wird.

Diese Kummersche Berechnung von X, Z, { ist spater buchstidblich
ibernommen worden, z. B. von Cranz, der aber cos™ w statt cos?w
nimmt, wihrend ich allgemeiner F (cos w) nehme. Die Berechnung der
Integrale wird einfacher, wenn man die Meridiane des Korpers durch eine
Gleichung ¢ = g, vermittels eciner ganzen Funktion g, von coseé, sine
darstellt. Dann sind die Integrale in endlicher Form einfach berechenbar.
Insbesondere ist fiir ogivale Spitzen mit dem Ogivalradius R zu setzen:

&

-

|
r
|
]
|
|
|
Z
]
{
|
|
|
|
!
¥

0.= R-cose — (R—7),
fiir halbkugelige Spitzen g, = 7-cos €.
Statt der Kummerschen Komponenten X, Z nehme ich zwei Kom-

ponenten W, W, die erste in der Flugrichtung, die andere senkrecht dazu
in der x z-Ebene (Abb. 6). Diese werden einfach

W= kfF(cos w)-cos w-do, W:kfF(cos w)-cos'(f)d;, (18)

wo o= £ (n,W), @=L (n,W) ist (Abb. 7).

Die Integrale W, W sind wie die Kummerschen X, Z tiber denjenigen
Teil der Oberfliche zu erstrecken, der dem Druck der Luft ausgesetzt,
in dem also cos @ > 0 ist. Fiir die dem Unterdruck (Sog) ausgesetzten
Teile ist cos w < 0 und gilt im @ibrigen dasselbe, nur gilt fiir den Sog % (v)
auf die Flicheneinheit ein anderes Gesetz, da der Druck mit wachsender
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Geschwindigkeit » bestandig, der Sog nur bis zu einer Atmosphire wachsen

kann.
Nun ist (Abb. 7)

€OS @ = sIn & €Os & + C€OS £ sin o oS @

x
und, Y + « fiir & gesetzt,

€OS @ = — sin & sin & - COS & COS & COS @ .
w
e e S
S

W W

M

Abb. 8 Abb. 9
Also ist nach (10), (11) und (18):
W=X-sina« +Z:cos «
c?s a—Z-sina (14)

X=W-sina +W-cosa ]

Z =W-cosa —W-sina.

Auch diese Formeln setzen die Summierbarkeit der Widerstandsteile
voraus, was nicht immer beachtet wird.

Fir a =0 mufl W =Z £ 0, W = 0 werden, also miissen W und X
mindestens den Faktor sin « enthalten, wihrend W und Z ihn nicht ent-
halten kénnen. Demnach ist wegen cos o =1 — }sin2« -+ die nied-
rigste in W und Z enthaltene Potenz von sin « die zweite.

Einfacher und mehr besagend folgt unmittelbar aus der Anschauung

(Abb. 8): Wenn « sein Zeichen wechselt, wechselt auch W das Zeichen,
wihrend W es beibehilt. Also:

Satz I: W ist eine gerade, W eine ungerade Funktion von
Sin «, wie ich auf anderem Wege schon 1918 gefunden und im Mirz 1919
im Artilleristischen Monatsheft Nr. 147 veroffentlicht habe.

Der Widerstandspunkt von do liegt auf dessen Normalen. Fiir eine
schmale Zoneo, liegt er also auf der Achse. Demnach teilt er bei einem Kegel

2
der Hohe & und der Seite s (Abb. 9) die Strecke SM — 2
2%

auf der die
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Angriffspunkte aller Zonen liegen, in demselben Verhiltnis wie der Mantel-
schwerpunkt die Hohe, also im Verhiltnis von 1: 2, unabhingig von .
2 z2 2 2
Das ergibt £ = —:}— # — % == % h— % _r_’ wie auch Kummer
durch seine Integrale findet.
Bei einer Bogenspitze ergibt sich die Ordinate { des Widerstandspunk-
tes als Mittel aus den Ordinaten der Widerstandspunkte der Zonen o;,

ZCi 0;
o,

Spitze, also auch fiir ein zylindrisches Geschofi mit Bogenspitze, eine
gerade Funktion von e.

Ahnliche Berechnungen mit F (cos w) = cos @ hat ohne Bezug auf
Kummer W. Grof3*) durchgefithrt. Er erhielt

fir R=47r: W=Fkr2(0,3655 4 1,3606 sin?«)
fir R=5+: W=~F%#»?(0,3312 + 1,6844 sin? ) .

Diese Rechnungen von Grofl werden in bezug auf die Art der Abhdngig-
keit des W von o durch die meinigen bestitigt und verallgemeinert. Ich
mache von meiner Berechnung nur zur Herleitung des Satzes I Gebrauch;
den Zahlenwerten der Koeffizienten lege ich keine Bedeutung bei, auch
wenn man fiir I (cos w) die zutreffende Funktion kennen und einsetzen
wiirde. Andererseits macht man von derselben Rechnung fiir den Fall
o == 0 zur anndhernden Berechnung des Spitzenfaktors Gebrauch.

Cranz bemdngelt (S. 72—80) bei Kummer 1. die Annahme, daf} die
tangentielle Komponente des Widerstandes, d. h. die Reibung, vernach-
lissigt wird. Das ist in der Mechanik vielfach notig, um die Gesetze
zunichst einmal fiir diesen Fall zu ermitteln. Z. B. sagt Prandtl (Hand-
worterbuch der Naturwissenschaften [IV 1918] S. 101ff.): ,,Die Reibung
bringt fast uniiberwindliche Schwierigkeiten mit sich. Fir die mathe-
matische Behandlung mufl man die Probleme zunichst idealisieren und
dabei auf Beriicksichtigung der Reibung verzichten.” Auch andere Aero-
dynamiker verfahren entsprechend.

2. bemingelt Cranz: man kenne nicht den am besten zutreffenden
Wert des Exponenten m in cos™ w. Aber jede solche Annahme vernach-
lassigt die tangentielle Komponente. Deshalb habe ich den Faktor cos™ o
durch den allgemeineren F (cos w) ersetzt und das vermutete Gesetz auf
Grund dieser allgemeineren Annahme abgeleitet.

8. ,ist das Abflieflen der Luft am Geschof}, die Bildung von Wellen
und Wirbeln nicht beriicksichtigt und kann zur Zeit noch nicht in be-
friedigender Weise mathematisch beriicksichtigt werden.*

4. bemingelt Cranz (S. 81) die geringen Geschwindigkeiten, die
Kummer (s. u.) anwendet. Cranz iibersicht, dafl auch kleine Geschwin-

-

in die man die Spitze zerlegen kann: { = - also ist { bei einer

’

*) Berechnung der SchufBtafeln, Leipzig 1901.
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digkeiten vorkommen, z. B. beim Bombenabwurf, ferner bei Flugzeugen
und Schiffen. Auch auf diese ist der auf die Abb. 8 gegriindete Beweis
meines Satzes I anwendbar, weil hierbei nicht die Symmetrie eines Dreh-
korpers, sondern nur die Symmetrie in bezug auf eine Mittelebene voraus-
gesetzt wird, wie sie auch bei Schiffen und Flugzeugen vorhanden ist.
Die Einwiande von Cranz finden sich schon bei Kummer selbst mit
beachtenswerter Stellungnahme dazu. Dafl man trotz der im Hinblick
auf die verfiigbaren Hilfsmittel vorgenommenen Vernachlidssigungen doch
noch zu brauchbaren Ergebnissen kommt, zeigt der Vergleich mit Mef3-
reihen.

Zur Prifung des Satzes tiber das Widerstandszentrum kann man die
KummerschenVersuche heranziehen. Fiir eine Granate mit der Mantelhohe
112)5 mm, dem Radius 87,5 mm, der Spitzenhohe (halbes Ellipsoid)
47,5 mm fand Kummer fiir den Abstand des Angriffspunktes vom Boden:

£=110 108 106 104 102 100 mm
den Winkel «= 18 21 23 25 30 82 Grad.

Dic Beziehung zwischen ¢ und « 148t sich angendhert ausdriicken durch:
1
P 2
116 — ¢ 51 %

denn diese Formel gibt fir

=110 108 106 104 mm

a= 18 20,78 928,283 2545 Grad.
Eine bessere Ubereinstimmung kann bei diesen schon nicht mehr kleinen

‘Winkeln nicht erwartet werden, auch sind die Kummerschen Werte fiir «
wohl nur auf ganze Grade genau.

2 L
Pl
0
Y4
40r ]5 <
Jo- 6 N 4
& /| TINC IS,
oF *’4 / \\ \\
5 o
101
z ? N
qol ¢
0 0 20 30 4w 0 & B s 0°
Abb. 10

Cranz berichtet (S. 83) iiber Versuche von Prandtl mit o = 40,5 m/sec -
‘'m Windkanal, denen er Giiltigkeit mindestens fiir Unterschallgeschwindig-
keiten glaubt beilegen zu koénnen. Prandtls 1, 4,, 4, sind erklirt durch

W =Wyk, W, =Wel, M=Weil,,
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wo M das Drehmoment des Luftwiderstandes um den Schwerpunkt ist.
Fiir ¢ nimmt Prandtl wie frither Charbonnier den Abstand Schwer-
punkt—Spitzenmitte. Die Versuchsergebnisse zeigt Abb. 10. Fir kleine a
sind Z,, 4, proportional «, was meinem Satze I entspricht. Aus dem
Verhiltnis von 1, : 2, wiirde sich der wahre Wert von ¢ fiir kleine « ergeben.
Man sieht, daf} er fiir solche Werte konstant, also der Widerstandspunkt
unabhingig von « ist. Dafl mein Satz I auch fiir 4; zutrifft, ist weniger
dcutlich zu erkennen, da die Werte fiir sehr kleine a extrapoliert sind.
Immerhin erkennt man, daf§ dic zweite Ableitung positiv, also 4,, durch
eine Potenz von « hoheren als ersten Grades approximiert wird.

Ohne Beziehung zu den Arbeiten von Kummer, Grofl und den mei-
nigen machte im Jahre 1984 die Aerodynamische Versuchsanstalt in
Gottingen*) [Kaiser-Wilhelm-Institut] auf Veranlassung von Grotsch
Widerstands- und Auftriebs**)-Messungen an Geschofimodellen fiir eine
Machsche Zahl 1,47, also etwa eine Geschwindigkeit von 500 m/sec. Das
Ergebnis zeigt anschaulich die Abb. 11 und die folgende Tabelle:

Geschof3 Nr. 2 Geschofy Nr. 3
* o | e | 120 o | e 80 120
w | o o1 | 03t | 0 o | 0105 | 022 | 0385
W | 030 1 0,350 | 0,380 | 0425 | 0285 | 0200 | 0305 | 0345

Die Beiwerte ¢, und ¢, der Abbildung hingen mit W, W zusammen

durch: cy:co=W:W.
Man erkennt deutlich, daf3
1. We=2-Wyu Win=38 W,
2 Wy —We=22(Wyp —Wp)
Wige—Weo== 82+ (Wige— Woe)

ist, und zwar bis zu 8° fast genau, bei 12° mit kleinen Fehlern, weil hier
dic Vernachldssigung der Glieder hoherer als zweiter Ordnung in « be-
merkbar wird.

Daf} diese einfache Feststellung bis heute nicht gemacht wurde, ist cin
Zeichen mangelnder Fiihlung zwischen Theorie und Praxis.

Bei dem S-Geschofl (Abb. 11) ist die Verinderung von W sehr klein;
d. h. die Entwicklung von We— W, nach Potenzen von sin? « beginnt mit
einer hoheren als der ersten Potenz von sin® «. Wichtiger wire im Hinblick
auf die unerwiinschte, die Prizision besonders beim FlakschieBlen er-
schwerende Seitenabweichung ein Geschof3, bei dem der Magnuseffekt fort-

*) Ihr verdanke ich die folgenden Angaben und auch den Hinweis auf die Arbeiten von
v. Karman nnd Moore, sowie von Tsien.

**) Das Wort stammt aus der Flugzeugtechnik, bei Geschossen erweckt es falsche Vor-
stellungen. Nach welcher Richtung das Geschofl abgedriingt wird, hingt von der Ebene
Geschoflachse—Windrichtung ab.
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fallt. Man miifite erreichen, dafl die Resultante des Luftwiderstandes bei
kleinem o durch den Schwerpunkt geht. Die Moglichkeit eines solchen
Geschosses erliautert Kummer an einem Beispiel.

Tsien (Supersonic flow over an inclined body of revolution. J. Aeron.
Sci. 5, 12 [1938], S. 480—483) behandelt dasselbe Problem im Anschluf
an eine Arbeit von v. Kdrmédn und Moore, ausgehend von der
Differentialgleichung des Geschwindigkeitspotentials. Dabei werden sehr
starke Idealisierungen vorgenommen: Zihigkeit des Mediums und Reibung
mit demselben werden vernachldssigt, der Kérper soll sehr schlank,
der Angriffswinkel a sehr

klein sein. Unter diesen c, ] 2
Vereinfachungen kann a5 } e

Tsien den Gesamtwider- 73

stand durch Superposition ~ ¢% 7 7 4
aus dem Lings- und | /’v o4 ’}!
dem Querwiderstand zu- / [ /
sammensetzen. Der Lings- g, a8 :
widerstand miifite nach “'4? ;4 “'47
Satz I unabhingig von «, @7 # |

also gleich dem Spitzen- oAl o —rc,
faktor werden, da Glieder a7 02 43 g% \@5 9 07 g8
héherer als erster Ordnung Cranz S-Gesch.
vernachldssigt  werden; Abb. 11

aber Tsien berechnet ihn

nicht. Den Querwiderstand erhidlt Tsien proportional dem Angriffs-
winkel . Das entspricht also meinem viel einfacher erhaltenen und
viel mehr besagenden Ergebnis 1. Aus Satz I folgt:

Satz II: Bis auf Gréfien zweiter Ordnung in « ist W, = W,.
Dieser Satz ist nicht unwichtig, sondern wesentlich fiir die Behandlung der
konischen Pendelung des Geschosses infolge des Magnuseffektes. Man muf}
hierbei, wie wir sehen werden, eine Prandtlsche Idealisierung vornehmen,
ndamlich zunichst WV als von a unabhingig annehmen. Das bedeutet zufolge
des Satzes 11, daf} Glieder in a von der zweiten Ordnung an vernachlissigt
werden. Die Ergebnisse sind also in viel weiterem Mafle gute Anniherungen,
als wenn man mit dieser Annahme Glieder erster Ordnung in o vernach-
lassigen wiirde.

Die Widerstandsfliche ist bei geradem Flug gleich F (cos wg)-#2@, wo
r?n der Gescholquerschnitt, F (cos w,) ein Mittelwert von F (cos w) an
allen Stellen der Spitze ist, der sogenannte , Spitzen‘'- oder Formfaktor,
der in der Regel mit ¢ bezeichnet wird. Bezeichnet jetzt g den Querschnitt,
so ist ¢-7 die Widerstandsfliche. Der von der Geschwindigkeit v abhingige
Widerstandsdruck sei f(v). Diesen liefert die Widerstandstabelle. Der
Widerstand ergibt sich also zu

W=qif() (15)
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und die Verzégerung w:% Zu
w =2
@ m @) (16}

Der hier auftretende Divisor m/q heifit die Querdichte; ebenso der
Faktor G/q das Quergewicht (Querschnittsbelastung). Je grofler
die Querdichte, desto kleiner die Verzogerung. Der Faktor qi/m werde
mit ¢ bezeichnet und soll der Geschofifaktor heilen. Die Verzogerung
des Geschosses ist also c-f (v).

Die obige Berechnung der Widerstandsfliche kann nur als eine An-
naherung angesehen werden, da sie auf der unzutreffenden Annahme der
Addierbarkeit der Widerstidnde beruht. Das Unzuldngliche geht auch aus
folgendem hervor. Die Berechnung wiirde fiir dhnliche Geschosse gleiche
Formfaktoren i =F (cos wy) ergeben, wihrend z. B. die Versuche von
Didion ergaben, dafl der Formfaktor fiir Kugeln noch vom Radius der-
selben abhingt. Da F (1) = 1 ist, wiirde sich fiir ein ebenes Flichenstiick,
das sich senkrecht zu seiner Ebene bewegt, immer der Formfaktor ¢ =1 er-
geben, unabhingig von der Begrenzung des Flachenstiickes; das stimmt auch
nicht mit der Erfahrung*) tiberein. Wir definieren deshalb unter Zugrunde-
legung der Tabelle wie folgt: Die Tabelle liefert den Widerstandsdruck f(v) ;
der Widerstand W dividiert durch den Widerstandsdruck f(v) ist die
Widerstandsfliche. Die Widerstandsfliche dividiert durch den Quer-
schnitt ¢ ist der Formfaktor 7. Die Verzogerung w dividiert durch f (v}
gibt den Geschofifaktor ¢. In diesen Festsetzungen liegt nur die eine
Annahme, dafi zwei Geschosse proportionale Widerstandstabellen haben.
Diese Annahme liegt dem grofiten Teile der Ballistik zugrunde. Wie man
von dieser Annahme zu einer genaueren fortzuschreiten hat, wird sich
spater ergeben.

Im vorstehenden ist ¢ eine unbenannte, f (v) eine benannte Zahl, nim-
lich ein Druck. Legen wir die Dimension von f (v) in ¢ hinein, so daf} f (v}
eine unbenannte Zahl, 7 ein Druck wird, so nennen wir g7 = C den

nspezifischen* Widerstand und imi = ¢ die spezifische Verzoge-

rung des Geschosses. Es ist C =m-¢, wie G =m-g und W= m-w ist.

§ 8. Mechanische Ahnlichkeit

Zwei mechanische Vorginge heiflen ,,mechanisch dhnlich*‘, wenn sie
in entsprechenden Zeitmomenten geometrisch #hnlich sind und in ent-
sprechenden Raumteilen proportionale Massen haben. Zwischen den Ver-
hiltnissen 2, 7, u, # entsprechender Lingen, Zeiten, Massen, Krifte besteht
dann die Relation % = pu 2v~2 (Newton). Die geradlinigen Bewegungen

*) Vgl. z. B. Eiffel, La résistance de l'air et 1'aviation, Paris 1911,
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zweier Geschosse in der Luft sind mechanisch dhnlich, wenn y =1 ist,
weil sie sich in Medien gleicher Masse bewegen, und wenn % = 1 ist, weil

auf beide dieselbe Schwerkraft wirkt. Demnach ist Y2 = A7-1, d. h. die
Geschwindigkeiten miissen sich wie die Quadratwurzeln der linearen Ab-
messungen verhalten. Alsdann sind wegen At=2=1 die Verzégerungen
durch den Luftwiderstand gleich. Leider ist aber die Ahnlichkeit nicht
vollstindig, weil die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellenbewegung

in beiden Medien dieselben sind, statt auch im Verhiltnis V7 zu stehen.
Nur weit genug von dieser Geschwindigkeit entfernt, also bei sehr kleinen
und sehr groflen Geschwindigkeiten, ist der Ahnlichkeitssatz anwendbar.

Bei geometrisch dhnlichen Geschossen gleichen Matetials ist die Masse
dem Kubus, der Querschnitt dem Quadrate, also die Querschnittsbelastung
der ersten Potenz und der Geschoffaktor ¢ der reziproken ersten Potenz
des Kalibers proportional. Mit wachsendem Kaliber kann man also ¢
(theoretisch), also auch w/g beliebig klein machen, d. h. es gibt Flugbahnen,
die der Parabel beliebig nahekommen (vgl. § 14).

§ 9. Der Luftwiderstand abhingig vom Luftgewicht

Nach dem Newtonschen Gesetz ist der Luftwiderstand der Dichte der
Luft proportional. Man hat bisher keine Veranlassung gehabt, diese An-
nahme durch eine genauere zu ersetzen. Statt der Dichte fiithrt man das
spezifische Gewicht in kg/cbm ein, das , Luftgewicht*’, das im Mittel etwa
1,2 betrdgt. Der Kruppschen Widerstandstabelle liegt der Wert 1,206
zugrunde, der bei 15° Celsius, 750 mm Barometerstand und halber
Sattigung statthat. Braucht man den Widerstand fir ein anderes Luft-

é
gewicht ¢, so mufl man die Zahlen der Tabelle mit ——5~+ multiplizieren.

1,206
Andere nehmen 1,22 als Mittelwert.

Bei der Unbestimmtheit, die jedem Mittelwert von Natur anhaftet,
wire es berechtigt und zweckmifig, sich auf einen ,,runden‘* Wert, z. B.
1,2 als Mittelwert, zu einigen, was fir Umrechnungen bequemer ist.

Tagesluftgewicht. Das Luftgewicht hingt von der Temperatur, dem
Luftdruck und dem Feuchtigkeitsgehalt der Luft ab. Zur Berechnung des-
selben dient die Formel:

B, s-E

8= 04636 - =" —0,174- =, (17)

darin bedeutet:
By den auf 0° Celsius reduzierten Barometerstand,
T die absolute Temperatur (278°= 0° Celsius, 274%= 19 Celsius),
£ die Spannung des gesittigten Wasserdampfes bei 7 Grad in mm
Quecksilbersaule,
s die relative Feuchtigkeit in Teilen der Sittigung, so dafl s =1 der
Séttigung entspricht.



26 Zweites Kapitel. Die wirkenden Krifte

B, ergibt sich aus dem abgelesenen Barometerstand B durch Subtraktion
von 0,000163- B-(T — 273), s liest man am Hygrometer ab, E entnimmt
man einer Tabelle. Im folgenden ein kurzer Auszug aus einer solchen:
T - 273 —10 —5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
E 1,95 301 438 65 92 128 175 23,8 31,8 422 553 719 925

Hohenluftgewicht. Bezeichnet man mit d, das Luftgewicht in z m
Hohe, so ist anndhernd (fir Héhen von einigen Kilometern héchstens)

8,== 8, (1 — 0,0001 7). (18)

Der Koeffizient 0,0001 ist das Mittel aus dem &lteren St.-Robertschen
Werte 0,00008 und dem neueren Charbonnierschen Werte 0,00011, wenn
man dem letzteren das doppelte Gewicht des ersteren beilegt. FEin genauer

Wert steht nicht fest, da cs sich um interpolierende Approximation einer
Tabelle handelt.

Eine solche lineare Formel hat aber den Nachteil, daf} sich fiir grofie z
negative J, ergeben. Aus dhnlichen Griinden ist iiberhaupt eine ganze
oder unecht gebrochene Funktion von z unbrauchbar. Man muf} eine echt
gebrochene oder eine exponentielle Formel nehmen, also z. B.*):

1 _in do

Y S _ S S T —_._ 0 .
é,= 4, 130,001 2 oder §,= d4°¢ oder 4, 1,000

z

Alle solchen Formeln geben den Koeffizienten von z in der Entwicklung

. é
von 6, nach Potenzen von z iibereinstimmend zu F)o- Das bedeutet,

T
soweit die Siacci-Formeln (s. §§ 81, 32) gelten, daf} die Elemente ¢, 5, x der
Flugbahn fiir jeden Kilometer Hohe um %, x tg wo— & um % wachsen.
Eine exponentielle Formel wiirde bedeuten, daBl zwischen log 6, und z einc
lineare Gleichung besteht. Das ist nicht der Fall; die Kurve der Punkte
(log 8., 2) ist viclmehr noch deutlich und einseitig gekriimmt**). Das weist
darauf hin, dafl man im Exponenten wenigstens bis zum 2. Grade gehen,
z z 2

also etwa §,= & - e—aﬁ‘i_ﬂ(ﬁﬁ) nehmen muf. Fir die Berechnung
sehr hoher Flugbahnen koénnen solche interpolatorischen Darstellungen
eines empirischen Gesetzes von Vorteil sein, wenn sie so eingerichtet
sind, daf} sie eine Rechnungsersparnis mit sich bringen. Sonst kann
man bei der direkten Verwendung der empirischen Tabelle stehenbleiben
(s. Kapitel X1II) und fiir nicht zu grofie Schichten linear interpolicren
9,= 6, (1 —e(z—3)).

*) Die Exponentialformel kommt schon bei Bessel vor.
*¥) Siehe z. B. W. GrofBe, Uber das Luftgewicht. Artilleristische Monatshefte Nr. 141
(1918), S. 75.
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Drittes Kapitel

Grundlegung
und allgemeine Gesdhofibahneigenschaften

$§ 10. Die Differentialgleichungen der Geschoflbewegung

Bezeichnungen: Es sei
¢ der Lagevektor des Geschosses, bezogen auf den Abschufi;
x die horizontale Abszisse eines Bahnpunktes, vorwirts positiv;
z seine vertikale Ordinate, aufwirts positiv;
s der Geschoflbahnbogen O P;
¢t die Flugzeit;

dx
9= —-

a7 der Geschwindigkeitsvektor des Geschosses im Punkte P;

p=5= »2% der Geschwindigkeitsbetrag (v = 0);

e der Tangentenvektor (Linge 1), s =ve;

de  n.

ds o’

w die Erhohung der Tangente gegen die Horizontale (w > 0 im auf-
steigenden, w < 0 im absteigenden Ast);

¥ =vcosw, % =vsinw die Geschwindigkeitskomponenten;

¢ der Krimmungsradius der Bahn im Punkte P {p = 0);
dv  dr

T dt T de

%, 2z die Komponenten der Beschleunigung;

m die Geschoflmasse;

m g die auf das Geschofl wirkende Schwerkraft;

1 der Normalenvektor (Linge 1),

der Beschleunigungsvektor des Geschosses im Punkte P;

mw der Luftwiderstand ([to|=1w (v) =0, w=—we);
—wceosw, — wsinw die Komponenten der Verzogerung durch den
Luftwiderstand.

Im Zeitpunkt des Abschusses lo~_ 0: 2=0,2=0,5=0,1,=00,,...
Im Gipfel der Geschofibahn t,: %, 2., S, 2,=0, 0, =0, .
Im Zeitpunkt #° des Auftreffens auf die Horlzontalebenc des Abschusses:

x% %= 0, s° 0 0% ...
Auf das Geschofl wirkt die Schwerkraft m g und der Luftwiderstand m1v.

Die Geschoflbewegung berechnet sich daher aus den beiden Differential-
gleichungen 1. Ordnung

b=g+mw, i=0b. (1)
Das sind die New tonschen Gleichungen der Schwerpunktsbewegung. Die
Schwere g dndert Grofe und Richtung mit dem Ort des Geschosses. Die
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Verzégerung durch den Luftwiderstand — 1o ist im allgemeinen Funktion
der Geschwindigkeit und des Ortes, gelegentlich auch Funktion der Zeit.
Auflerdem hidngt ihre Richtung wesentlich von der Lage der Geschof-
achse ab. Dennoch ist es bei sehr vielen Geschoflbahnen zulidssig, in erster
Nizherung fiir die wirkenden Krifte die vereinfachende Annahme

w (v
g = conft., m:—_zf—)n, w(@ =0 (2)
z
A
P
P i
{
i |
|
|
! =
) |
;' |
» i } ’
° 7; ETIIT T, ) R
W
A

Abb. 12

zu machen. Die Schwere soll also nach Grofle und Richtung unveranderlich
sein, und die Verzégerung durch den Luftwiderstand soll ihrer Grofie nach
nur vom Geschwindigkeitsbetrage abhidngen, ihrer Richtung nach der
Geschwindigkeitsrichtung entgegen sein. Unter diesen einschriankenden
Voraussetzungen soll in den Kapiteln III—VIII die Geschofibewegung
untersucht werden.

Zunichst 1aBt sich einsehen, dafl dann die Geschofibahn stets eine ebene
Kurve sein mufl. Nach den Regeln der Differentialgeometric*) bestimmt
sich dic Windung der Bahnkurve aus
1 (v,0,8)

T _]1:)><I')l2

*) Vgl. z. B. Lagally, Vektorrechnung, S. 64.
g gally g
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Nun folgt aus (1) und (2)

.. d [w w .

mithin liegt b mit b, b stéindig in der gleichen Ebene, das Spatprodukt
(v, 0, b) und damit auch die Windung — st also iiberall in der Bahn Null.

Der Ausnahmefall, dafl b || b ist, wird spéter zu besprechen sein (§ 12).
Uber den Energieaustausch erhilt man eine Aussage, wenn man
die erste Gleichung (1) beiderseits skalar mit m b multipliziert. Da

mb-y =

d |1 . .

g m vz), also gleich der zeitlichen Anderung der lebendigen
Kraft (der kinetischen Energie) des Geschosses ist, so ergibt sich der
Energiesatz:

d(3mv®) =m(g+w)-dr. (4)

Die Anderung der lebendigen Kraft ist gleich der auf dem Wegstiick dt
geleisteten Arbeit. Eine leichte Abinderung der Schreibweise von (4)
fihrt auf
d
dt \2
Der Klammerausdruck der linken Seite setzt sich zusammen aus der
kinetischen Energie }m v? und der potentiellen Energie — m ¢-t, deren
Summe die mechanische Energie des Geschosses genannt wird. Aus (5)
folgt also: Die mechanische Energie des Geschosses nimmt durch den
Luftwiderstand stdndig ab.
Bezeichnet e die Bahntangente (Ldnge 1), v den Geschwindigkeits-
betrag, so 148t sich bekanntlich der Geschwindigkeitsvektor in der Form
b=wve (6)
schreiben. Daraus folgt durch Differentiation 8 =ve 4 vé (Abb. 12b).
Hier steht ¢ | e, denn aus e-e =1 folgt e-é = 0. Es ist also ze die
Tangential-, v ¢ die Normalbéschleunigung. Aus der Energiegleichung (5)
ergibt sich sofort ein Ausdruck fiir die Tangentialbeschleunigung und
danach durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1) auch fiir die Nor-
malbeschleunigung:

movi—mg-t)l=—mw@ov=0. (5)

b=ge—w), M
vée=g-—gee=gnn. (8)

Hier ist n die Bahnnormale (Linge 1). Die Richtung von n werde so
gewihlt, dafl anfangs der Winkel zwischen Normale und Schwererichtung
spitz ist. Aus (8) folgt dann: Die Bahntangente dreht sich stindig im
selben Sinn, so lange nicht die Tangente der Schwererichtung parallel

geworden ist; den Drehsinn gibt die Normalenrichtung an. (Der Fall, daf3
v = 0 werden kann, ist dabei auszuschlieBen.) Jede Geschoflbahn, die



80 Drittes Kapitel. Grundlegung und allgemeine Geschoflbahneigenschaften

einen aufsteigenden Ast hat, hat also immer einen Gipfel (e | g). Hier
und im folgenden wird die Geschoflbahn in ihrem ganzen Ausmaf} be-
trachtet. Der Bahnabschnitt, der sich fiir ¢ < ,= 0 als Losung von (1)
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen ergibt, soll der virtuelle
Bahnbogen genannt werden. Der Gipfel liegt also moglicherweise im
virtuellen Teil der Bahn.

Da die Bahn eben ist, kann die Geschwindigkeit auch durch Betrag v
und Erhohung o vollstindig gekennzeichnet werden. (7) und (8) sind dann
zu ersetzen durch

V=—gsinw — w, )]

VW =—gCcosw, (10)

Aus (10) folgt & < 0 fir || <%, also: die Erhohung nimmt mit

wachsender Zeit stindig ab; bei gleicher Erhohung ist die Drehung der
Bahntangente um so rascher, je kleiner die Geschwindigkeit ist.

Fiir manche Untersuchungen ist noch die Kenntnis von ¢ und & niitzlich.
Aus (9) und (10) ergibt sich durch Differentiation

{,:%gz cos?w + w' (gsin w + w) , (11)
0= — f? (gsin2 0 + wcos w) . (12)

SchlieBlich sollen noch die kinematischen Elemente v, ¢ durch die geo-
metrischen g, s ersetzt werden. Die Bogenlidnge ist definiert durch

¢
sty = [vadt. (18)
1]
1
Die Krimmung 0 (o Krimmungsradius) bestimmt sich nach den Regeln

d
der Differentialgeometrie*) aus d—.: = Z oder, wegen (8) bzw. (10) zu

v2
S =gcoso. (14)
¢

Differentiation von (14) ergibt fiir die zeitliche Anderung des Kriimmungs-

radius
v

=T g cos

Bgsinw + 2w) . (15)

2
Z;— ist die Zentrifugalbeschleunigung. (14) bedeutet also: Die Zentrifugal-

beschleunigung hilt der Normalkomponente der Schwere das Gleich-

*) Vgl Lagally, Vektorrechnung, S. 62.
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gewicht. Die Gleichung (14) 148t weiter erkennen, dafl Geschoflbahnen, die
an einer Stelle gleiches » und w haben, auch in der Kriimmung ‘iiberein-
stimmen, sich also oskulieren; unabhingig von w. Fir w = 0 erhilt man:
die tangierende Parabel oskuliert zugleich.

§ 11. Die Hauptgleichung

Da, wie in § 10 gezeigt wurde, die Erhéhung eine monotone Funktion
der Zeit ist, so kann an Stelle von ¢ auch w als unabhéngige Verinderliche
Verwendung finden. Die Division der Gleichungen (9), (10) fiihrt dann
auf die ,,Hauptgleichung'* der Geschof3-
bewegung

dv _ gsino4w()
do gcosw v ]

(16)

= [tgw -+ @ )v. l
g cosw
Diese Hauptgleichung kann man auch
unmittelbar aus Abb. 13 ableiten. FEs
ist gdt:vdow=wdt:dx, also

gdx=wovdw, wo x=vcosw. (16')

Abb. 13

Das ist aber bereits die gesuchte Beziehung.

Die rechte Seite dieser Gleichung hingt nach den Voraussetzungen des § 10
nur von o und v ab, die Zeit ¢ ist also eliminiert. Ist die Hauptgleichung
gelost, ist also v als Funktion von w bekannt, so sind nur noch die fol-
genden Quadraturen zu erledigen:

gt :fv sec w dw nach (10),
t ?1',
gs =g fvdt= [vsecodw nach (18),
] w
t Wy
gt :gfbdl=fevzsecwdm nach (1), (17)
U ©

wy

b4
gx= g_fv cosmdt = [v2dw nach (1},
0

w

t Wy
gz = gfv sin o d¢ zfvg tewdo nach (1).
0 w

Gleichung (16) ist also die Schliisselgleichung des Problems, darin liegt
ihre Bedeutung. Die durch die Polarkoordinaten ¢, @ bestimmte Kurve
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heiflt der Geschwindigkeitsrifi [Hodograph]*). Die Geschwindigkeitsvek-
toren sind bei dieser Darstellung alle auf denselben Ursprung bezogen

2 , 7}
°  mo-cfiy) 2

704::

Abb. 14

(s. Abb. 14). Das der Bestimmung von x
dienende Integral 1afit sich anschaulich

deuten. Es ist f v2dw gleich der doppelten

vom Geschwindigkeitsvektor zwischen b
und b, iiberstrichenen Fliche. Durch Plani-
metrierung dieser Fliche F (b, b,) ergibt sich
also bei Zielen im Miindungshorizont die
Schufiweite zu

1
K= g T (0000

Fiir die Schuflzeit ¢ ist die Bogenlinge o des
Geschwindigkeitsrisses charakteristisch. Aus
do =— vdo folgt ndmlich aus der crsten
Gleichung (17)

gt:fsec o (o) do .
0

*) Hodograph ist schlecht, besser wiire Tachygramm.
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Man erhilt aus (16") die integrierte Form der Hauptgleichung

- %fwsecmdw
U COS (W = Uy COS Wy € o

(18)

Aus (18) folgt, falls |wy| < -7;— ist, da} die Geschwindigkeit in keinem

Punkte der Bahn, also auch nicht im Gipfel Null werden kann. Daher
ist nach (9) im ganzen aufsteigenden Ast und noch ein Stiick iiber den
Gipfel hinaus v < 0, » nimmt also zunichst stindig ab. In jedem Punkte
der Ebene des Geschwindigkeitsrisses, in dem

—yv=gsinw+w=0 (19)
wird, ist nach (11) gleichzeitig ¥ > 0. Dem ersten Schnitt der Kurve (19)
mit dem Hodographen entspricht also ein Geschwindigkeitsminimum
omin > 0. Von da an ist zunidchst o > 0, die Geschwindigkeit nimmt also
zu, und zwar dauernd. Auf das erste Minimum kann namlich kein Maximum
folgen, weil fiir 2 = 0 nach (11) stets > 0 wird. Die Geschwindigkeit
wachst trotzdem im absteigenden Ast nicht unbeschrinkt. In dem MagBe,

in dem w»—% abnimmt, geht nach (9) und (10) @ ->0 und 2> 0,

also strebt b einem Grenzwert b, zu, dessen Betrag sich aus
— g+ W (V) =0 (20)

berechnet, dessen Richtung mit der Schwererichtung zusammenfillt. Die
Grenzgeschwindigkeit ist also vom Anfangszustand unabhingig. Die lot-
rechte Asymptote an den absteigenden Ast der Bahn habe den Abstand x,,
vom Abschufipunkt. Nach (17) ist

W,
gxoo-:fv?dw.
k14

2
Dieses Integral ist beschrinkt, also ist %, endlich.

Der Krimmungsradius ¢ ist ohne Quadratur direkt aus (14) zu be-
rechnen, sobald die Hauptgleichung (16) gelost ist. Wie aus (15) folgt,
ist im aufsteigenden Ast und noch ein Stiick iiber den Gipfel hinaus ¢ < 0.
Der Kriimmungsradius nimmt also zunichst ab. Da iiberall in der Bahn
v > 0 ist, kann erst dann ¢ = 0 werden, wenn

S3gsinw +2w () =0 (21)
geworden ist. Der Vergleich mit (19) ergibt, dafl die zu vmin gehorige
Erhshung o (vmin) << © (@min) sein mufl und daB auch g nur dieses eine
Minimum und kein Maximum besitzt. Das Minimum von g liegt stets
zwischen dem Gipfel und der Stelle kleinster Bahngeschwindigkeit. Der
zugehorige Bahnpunkt, also die Stelle grofiter Kriimmung, wird Scheitel
genannt. Mit o — — 72 geht p > 0.

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 3
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Die beiden Bedingungen fiir die Stelle kleinster Geschwindigkeit und
fiir die Stelle grofiter Kriimmung riicken nur dann beliebig zusammen,
wenn w-> 0 geht. Dann geht auch gleichzeitig w—> 0. Also nur beim
Schuf} senkrecht aufwirts und bei der widerstandsfreien Schufibahn liegen
die beiden Extreme beisammen, und zwar im Gipfel der Bahn.

Aus dem Verhalten des Geschwindigkeitsbetrages geht hervor, dafl »
in jedem Teilgebiet von (v, ¥min) bzW. (Vmin, ¥e) als unabhingige Ver-
inderliche Verwendung finden kann. Nachdem w(v) bekannt ist, bleibt
dann noch die Berechnung der folgenden Quadraturen

2t

t—tl=f~——dﬁ—~ nach (9),

w+ gsinw
b

Dz

2 dv
S§— 8 ——fm nach (13) , (9) .
v
. (22)
v cos w dv
x — klzfm nach (1) , (9) .
v
v sin @ dv
5= ZIW nach (1), (9).
v

v und o; miissen demselben Teilgebiet angehoren. Mit denselben Ein-
schrinkungen 1a8t sich auch eine integrierte Form fiir die Hauptgleichung

ableiten. Da secodw =dlgtg (% + %) geschrieben werden kann, so
folgt aus (16)

©

AL mye) 4
lgtg(—4—+—2~)——lgtg(z+ 2) gfv(w—}-gsinw)' (23)

Nunmehr kann auch iiber den Verlauf des virtuellen Bahnbogens einiges
ausgesagt werden. Der Abschuipunkt liege so, dafl dort 9,<< 0 ist. Da
[0 ] > gsin wy+ w (vg) ist, mufl die Geschwindigkeit mit abnehmendem £
unbeschrinkt zunehmen. Uber die Richtung der Asymptote an den auf-
steigenden Ast entscheidet das Verhalten von w (v) im Unendlichen.
Wichst w (v) fiir gehorig grofle v wenigstens wie v*, wo & eine beliebig
kleine positive Zahl bedeutet, so ist das Integral in (28) endlich, also

-0 < %— Die Asymptote ist dann gegen die Horizontale geneigt. Die

Flugzeit t_ oo ist iibrigens beschrinkt, wie man aus (22) sieht, sobald w (v)
im Unendlichen wenigstens wie 0!+ (g positiv) wichst.
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C.Cranz und R. Rothe*) haben der Hauptgleichung (16) eine Form
gegeben, die bei gewissen Losungsmethoden Vorteile bringt. Aus (16) folgt

cosw dv

:Sinw—i_ﬂ(_v)_.
v dw

Fihrt man die neuen Variablen g und ¢ ein durch —4} =dlgv und

secodw =dlgtg (ﬁ + —201) =d¢, so ergibt' sich wegen sin w = tg hyp ¢

4
d—;gf?_ztghypé—l-F(lgv), wo F(1gy)::i”§@, (24)

Durch diese Urnformungi ist auf der rechten Seite der Hauptgleichung jeder
der beiden Summanden nur von einer Verinderlichen abhingig.

§ 12. Der fast senkrechte Schufl

Bisher wurde |w,| < 3;« vorausgesetzt. Geht man mit der Abschuf}-
richtung w, immer ndher an die Vertikale heran, so geht nach (10) @ ->0
(vorausgesetzt, dal v > 0 ist). In diesem Fall ist w so schwach verinder-
lich, dafl es als unabhingige Veranderliche ungeeignet wird. Es ist dann
dafiir v als unabhingige Verdnderliche zu wihlen. An Stelle der Glei-
chungen (16), (17) treten damit (22), (28). Die Gipfelgeschwindigkeit v,
ergibt sich nach (23} aus

Vo

7 Wy dv
lgtg (Z+~2—> o fv(gsinw+w) ’
Ve

In der Flakartillerie interessiert vor allem der aufsteigende Ast, beim
Bombenabwurf aus dem Flugzeug der absteigende Ast der Geschoflbahn.
Da beim Bombenabwurf die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses gleich
der Flugzeuggeschwindigkeit, also verhiltnismifig klein ist, liegt das Ge-
schwindigkeitsminimum meist so nahe beim Gipfel der Geschofibahn, daB
die Formeln (22), (28) im allgemeinen auch vom Gipfel an (nicht erst
vom Geschwindigkeitsminimum an) Verwendung finden kénnen.

Die Berechnung wird am einfachsten, wenn [w,| so nahe bei 71/2 ist,
dafl man, abgesehen von einer kleinen Umgebung des Gipfels, genau genug

. 7T . . .
Sin ) == 1, cosw =+ F w setzen kann. Das obere Vorzeichen gilt
! 2

fur den aufsteigenden, das untere fiir den absteigenden Ast der Bahn.
Fiir die integrierte Hauptgleichung (28) ergibt sich zunichst genihert

v

o (5o =15 ) e o

v
*) Artilleristische Monatshefte 1917, S, 197, ’

3*
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Werden nun die beiden Funktionen G (v) eingefithrt durch

v

dv
lgG(v)——ng, (25)
so ergibt sich als Niherungslosung der Hauptgleichung
G (v)
€0S @ = COS . 26
* G (o) (26)
Entsprechend gehen die Quadraturen (22) iiber in
dv
t=M(@)—M : M (v) =— f ,
) — M (20 O =] o5
_ _ R, _ [ vadv (27)
s=00)—0b)=s—n 0@=—[ 2%
cos wo G (@) vdy
=— Pw)—P Poy=— | ———
% 3 (P (v)) P (0) f wEg

Die acht Integrale G (v), M (v), Q (v}, P (v) sind fiir eine Anzahl Werte
des in der Verzogerung w = ¢ f (v) vorkommenden Geschofifaktors ¢ und
fiir die untere Grenze v = 1200 m/sec berechnet und graphisch dargestellt
worden (s. Cranz, Ballistik, Band 1, 5. Auflage, S. 6881f.).

Fiir den senkrechten Schufi kommen nur die erste und zweite Formel
von (27) in Betracht. Beim Schuf} senkrecht abwirts ist fiir 7= 0 auch
das Fallenlassen eines Geschosses von einem unbewegten Luftfahrzeug aus
erfafit.

Beim Schuf} senkrecht aufwirts wird der Gipfel erreicht, wenn v, =0
ist. Also ergeben sich die Gipfelelemente aus

i—f fvdv )
g +w’ g+ w

Fiir 5> 00 bleibt s, endlich, falls @ (v) mit v >0 wie 2*+¢ (¢ positiv)
wichst. Da aber w (v) erfahrungsgemifi bei groflen Geschwindigkeiten
weniger rasch zunimmt, entweicht das Geschofl bei hinreichender Ge-
schwindigkeit, selbst wenn Schwere und Luftgewicht mit der Hohe
nicht abndhmen.

Fiir den Schuf senkrecht abwirts gelten in (27) die unteren Vorzeichen.

Es ist also
Uy

f,g-, _ [ vl
g—w T J g—w
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. . (v—9,)w

Es sei v, der Wert von v, fir den w =g wird. lim L—v)w =n,
w>g W8

bedeutet dann, dafl in der Nidhe von w = g der Nenner w — g proportional

der n,-ten Potenz von v — v, ist; denn aus w— g=c (v — v,)" folgt

w=cn({v—2o)""l1=n p— 2 Diezu v, gehorigen Bahnelemente sind
g
Vo Yo
; _f dv . vdy
) g—w’ ) g—w
Vg Yg

Ist w < g, wie z. B. beim absteigenden Ast eines senkrecht aufwirts
gerichteten Schusses [vgl. {20)], so ist dv = (g — w) d¢ positiv; v, also
auch w wichst. Demnach sind {,, s, endlich, wenn n,<C1. Aber es ist
1,=1, denn die Widerstandskurve w = ¢ f (v) kann an der Stelle w = g,
v =0, wie an jeder anderen nur eine geneigte Tangente haben. Also
erreicht das Geschofy die Geschwindigkeit v =wv, erst fir ¢,= w0, s5,= 00,

Ist w > g, so ist dv = (g — w) d¢ negativ, also nehmen v und w ab.
Die Geschwindigkeit v = v, wird wieder erst fiir {,= o0, s,= 0 an-
genommen.

Ist w =g, so ist dv = (g — w) d¢ = 0, das heiBit, die Geschwindigkeit
bleibt konstant gleich v,; die Bewegung ist gleichférmig. v, ist die schon
von Huygens eingefiihrte Grenzgeschwindigkeit. Fin vertikaler Luftstrom
von der Geschwindigkeit v, ist also gerade stark genug, den Kérper am
Fallen zu hindern.

Fiir den Schuf} senkrecht abwirts werden die Elemente des ,,virtuellen®*
Gipfels (v, = 0):

Do Yo

;o f dv . f vdv
® g —w H Sk T g —w )
0 0 ‘
Ist w=g, so ist kein Gipfel vorhanden, denn mit abnehmender Zcit
nimmt v, wie eben gezeigt wurde, nicht ab. Ist w < g, so sind ¢,, s, die
Zeit, bzw. die Fallhohe, in der von der Ruhe aus die gegebene Anfangs-

geschwindigkeit v, erreicht wird.

§ 13. Die beiden Integrationsansitze und ihre Grenzfille

In dem Grenzfall, dafl die Verzégerung durch den Luftwiderstand
dauernd Null ist, w = 0, ist die Horizontalkomponente der Geschwindig-
keit # nach (18) unverinderlich. Ist nun w/g==0, so empfiehlt es sich, in
den Quadraturformeln v durch die schwach verinderliche GrofSle # zu
ersetzen. Da % = v cos w ist, so folgt unter Benutzung von (9) und (10)
bzw. aus (16') die neue Hauptgleichung

dx W

= (28)
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Wird nun noch o durch die neue Verianderliche p = tg w ersetzt, so nimmt
wegen d tg w = sec?w dw die Hauptgleichung die Form an:

dx  wcosw . %%
@ T 9
Die Quadraturformeln (17) gehen iiber in
1’0- ?n Pa
gtzfxdp, gs=[#%secodp = [#2Y1 4 p2dp,
» ? » (30)

Do o
gr=[%2dp, g'z=fpk2pdp- l
P ¥4

Diese Formeln geben eine Losung, wenn man % als Funktion von p = tg
ausdriicken kann; das hitte durch Integration der Hauptgleichung (29)
zu geschehen. Im Fall w = 0 ergibt sich aus (29) * = x,= const, die
Quadraturformeln (30) lassen sich also dann in geschlossener Form aus-
werten (vgl. § 14). Die beiden Integrale fiir £ und x in (80) lassen sich
anschaulich deuten. Zeichnet man den Geschwindigkeitsrii mit % als
Abstandsvektor, p/g als Winkel, so wird ¢ gleich der Bogenlinge des
Geschwindigkeitsrisses zwischen p, und p, x gleich dem doppelten Flichen-
inhalt des von x uberstrichenen Sektors (Abb. 16).

Pu

Abb. 16

In dem zweiten Grenzfall, dafl die Schwere Null ist, g = 0, ist nach (10)
die Erhohung o dauernd unverinderlich, die Geschofibahn ist also gerad-
linig. @ muf daher durch eine andere Verdnderliche ersetzt werden. Wie
aus (18) folgt, ist bei jeder nichtgeradlinigen Bahn % = v cos & monoton
abnehmend. Im Grenzfall w = w, gilt dies aber auch noch, denn nach (9)
ist fiir g = 0 die Geschwindigkeit v also auch v cos w, monoton abnehmend.
Ist daher gjw = 0, so empfiehlt cs sich, bei nicht zu steilen Bahnen % als
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unabhingige Verinderliche zu benutzen. Aus (29) geht dann die Haupt-
gleichung digw g

== 31
dx xx (81)
hervor, oder, in integrierter Form, i
dx
tgow =tgwe+ g (32)

xx
z

Die Quadraturformeln (30) sind durch die folgenden Formeln zu ersetzen:

X x
fdic fﬁcsecwda&
t: _-..—, s= '—‘—..——’
X ¥

. xdx fxtgwdx.

(33)

In Verbindung mxt (82) kann statt der letzten Gleichung auch

x tg wy— =ffgdx : xdx (34)

Za %o

geschrieben werden 4z
{Abb.17). Damit diese
Formeln eine Losung
liefern, mufl man =%
durch % ausdriicken.
Auch das erfolgt durch
die Hauptgleichung (32).
Kennt man nimlich
die Beziehung zwischen
tg w und ¥, dann kann
man auch x durch %
ausdrijcken vermittels w
(81) und umgekehrt, il X .
karzn man # durch 4 BT
ausdrijcken, dann wird
durch diese Gleichung,
in der die Variablen getrennt sind, auch tge durch # ausgedriickt.
Diesen beiden Integrationsansitzen (29), (80), bzw. (32), (88) entspre-
chen zwei Klassen von Losungen. Zur ersten Klasse gehort als Grenzfall
der widerstandsfreie Schuff, gekennzeichnet durch w =0, x = %,. Zur
zweiten Klasse gehort als Grenzfall der schwerefreie Schuf}, gekennzexchnet
durch g = 0, @ = w,. Der Grenzfall der einen Klasse ist in der anderen

x

Abb. 17
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nicht enthalten, weil fiir ¥ = #, die Gleichungen (82), (88), fir @ = w,
die Gleichungen (29), (30) hinfillig werden.

Die hier vorgenommene Unterscheidung, ob @/g oder g/w die kleinere
Grofle ist, hat an die Stelle der friiher iiblichen nach Flach- und Steil-
feuer zu treten, mit der sie sich nur zum Teil deckt. Wie in § 11 gezeigt
wurde, wichst w von dem Bahnpunkt an, wo es seinen kleinsten Wert
hat, asymptotisch gegen den Wert g hin. Die Geschoflbahn wird daher
durch den Punkt, wo w =g ist, in zwei Teile geteilt, in deren erstem
w > g, in deren zweitem w <Cg ist. Beim Steilschufl der Praxis liegt
dieser Teilpunkt w (v) = g diesseits des Anfangspunktes, im virtuellen Teil
der Geschoflbahn, falls die Anfangsgeschwindigkeit geniigend klein ist;
dann ist also durchweg w <C g. Beim Flakschieflen gegen Luftziele dagegen
liegt mit Riicksicht auf die groflen Anfangsgeschwindigkeiten der Teilpunkt
w = g sicher zwischen Abschuflpunkt und Gipfel. Beim Flachschuf} der
Praxis liegt der Teilpunkt w = g jenseits des Endpunktes der Geschof-
bahn, wenn die Anfangsgeschwindigkeit grof3; der Bahnbogen kurz ist, so
dafl auch noch fir die Endgeschwindigkeit, also durchweg, w > g ist.

§ 14. Der widerstandsfreie Schuf

Ist @/g so klein, dafl es genau genug durch O ersetzt werden kann,
ist also die Geschoflbewegung praktisch widerstandsfrei, so folgt aus der
Hauptgleichung (29) 5 — 4 cos o = #,= const . (35)
Die Quadraturformeln (30) ergeben dann

gt = %y (tg wp— tg w) ,

) ﬂ w wn
gs =%x6[tgw'sccw+lgtg (‘_4"+‘_2_)jlw7 (36)
gx =%, (tgwy— tg w) ;

gz =} (tg2w,— tg’w) .

lieraus fol 1
Hieraus folgt E 5 {tg we+ tg w) ,
(87)
xtg we— 3 27 x=.

Die Geschoflbahn ist also eine Parabel mit dem Parameter x}/g. Die
Parabelachse hat die Schwererichtung. Der zeitliche Ablauf der Be-
wegung ergibt sich aus (36) und (37) zu

X =%y, rtgwy—z=14%gt2. (88)
Die letzteren Gleichungen hiatten natiirlich auch aus den Bewegungs-
gleichungen unmittelbar gefolgert werden konnen. Aus

i=0, P=—g (39)
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schlieft man namlich sofort

F=Ee, o E=f—gl I w)
X =1y, z=1z0t — % gi2.

Das ist aber wegen 2,= %, tg », mit (88) identisch.

.Wo'

Abb. 18

Die Geschwindigkeit folgt aus (40} zu
v?= %24 42=02— gz, (41)
In der Form (G = m g Geschofigewicht)
tmoP—imo =Gsz

geschrieben, ist das der bekannte Energiesatz [vgl. § 10 (5)].
Fiir Ziele im Miindungshorizont ist 3= 0, also nach (36) und (41)

0'= — w,,

gi0=2x,tg wy=232,,
0 oo b4 Wy
g %= x} | tg w, - sec wy+ g tg _4__}_727 , (42)

g x%= 23 tg wy= 2 x4 2== 0! sin 2 o, ,

9=y, .
Bei der Berechnung der Bogenlinge s® wurde von der Beziehung
tg (% 4+ —wéo—) - tg (% — E;O—) =1 Gebrauch gemacht. Die gleiche
SchuBweite x° kann also bei vorgegebener Anfangsgeschwindigkeit unter
zwei verschiedenen Anfangserhéhungen erreicht werden: o, und w,”

b

. T . . .
wobel w, + @'’ = 5 ist. Die grofite Schuflweite bei vorgegebenem v,
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ergibt sich fiir wg==45° Mit wy= 15° bzw. wy= T5° erreicht man die
halbe Héchstschufiweite, weil sin 30°= } ist.
Im Gipfel der Geschofibahn ist w,= 0, also nach (86) und (41)

gle = %ot o= 2,
1 7 w

—_ .3 . 0
gSs = 5 %, tg wy - sec wy+ g tg Z+T ,
g%, = %, tg we= %y Zp= % v] sin 2 w,,

1 i%4o2, —1g2 1
g7, = x tg%wy= %2} =L gx, tg o,
Ve = %p-

Es ist also
— 10 Ju— — 1,0 —
t*_2t 3 s*_%sﬂ, x*—'2_x ’ g*_i«xotgwo'

Schreibt man die Bahngleichung (37) in der Form

tg o
() B
so erkennt man die Symmetrie des auf- und des absteigenden Astes. Auch
die Geschwindigkeitsverteilung ist symmetrisch, denn nach (41) folgt fiir
gleiche z auf dem auf- und dem absteigenden Aste gleiches v. Im Gipfel

hat also 7 seinen kleinsten Wert. Daher fallt auch das Minimum des

2 2

in den Gipfel. g,,:i;:‘— ist also dem

Kritmmungsradius ¢ =
g cos

Parabelparameter gleich.

Vier Aufgaben: a) Gegeben die Anfangserhéhung w, und das Ziel

P (x, 2); gesucht Anfangsgeschwindigkeit und Geschofbahn. Fiir %, erhalt
man aus (87) die Gleichung

. 1 gx?

Xy =5 Stem—s und Y= x4 sec w, .
Demnach muf} die Bedingung x tg w,— 2 > 0 erfiillt sein, das heifit, P mufl
unter der Anfangstangente liegen. v folgt aus {41), die Geschoflbahn
aus (86). %, ist eindeutig bis auf das Vorzeichen. Ist x Z= 0, so ist = 0
zu wiahlen.

b) Gegeben die Anfangsgeschwindigkeit v, und das Ziel P (x,s); ge-
sucht Anfangserhohung und Geschoflbahn. Liegt das Ziel P in einer
schiefen Ebene durch den Miindungshorizont, dann wird man den Gelinde-
winkel ¢ einfithren durch z/x = tge. Aus (387) folgt fiir tgw, die qua-
dratische Gleichung

x2
2 = x tg my— 3:’;7: (1 + tg2w,) .
Die beiden Lésungen seien w, und w,”’. Durch die Gleichung v =2gh
werde die Grofle i definiert. Nach (41) ist £ diec Hohe, in der v = 0 werden
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wiirde, es ist also die im Vertikalschuf3 erreichbare Hohe. Die Wurzeln
der quadratischen Gleichung fir tg w, sind reell, zusammenfallend oder
imagindr, je nachdem die Diskriminante

4h2— (x2+4h2)=0

ist. Es liegen also innerhalb der Parabel
4h?=x*+4hz, mit 2=2gh, (44)
die mit zwei Erhohungen w,’, w,” erreichbaren Zielpunkte, auf ihr die
mit einer Erhéhung oy = w,” erreichbaren, auflerhalb die nicht er-
reichbaren. Dividiert man die Gleichung fiir tgw, durch x, so gilt
— gx Jun i

tgwe— tg e = 272 cosawy Nun ist

2 (tg wo— tg £) cos® g = 2sin (wy— &) coswgsec ¢ =sin (2w, — &) sece—tg e,

also ergibt sich
gx
0

Demnach sind die beiden Losungen dieser Gleichung, 2w, — & und
2wy’ — ¢ supplementdr, das heillt, (2w, — &) + (2w, — &) =& oder

sin (2 wy— &) = sin ¢ + Cos €.

wy' 4 0w = % + &. Die beiden Abschufirichtungen liegen daher sym-

metrisch gegen die Halbierungslinie des Winkels ZOP = 90°— ¢. Das
Maximum der Schufiweite in der Richtung O P, also das Maximum von %
bei gegebenem &, erhilt man fiir sin (2 we— &) = 1, das heiBit, die Abschuf3-
richtung halbiert dann den Winkel ZOP. Die Schufiweite bei vorge-

. , & .
gebenem Geldndewinkel ist x sec ¢, also (% sec €)max= ~g°— (1 — sin &) sec2e.

Dieselben Uberlegungen gelten natiirlich auch bei Luftzielen. Dann ist &
die Neigung der Visierlinie gegen den Miindungshorizont.

¢) Gegeben zwei Bahnpunkte P, (%, 2;) und P, (%,, 2,); gesucht wy,, v,.
Man erhilt nach (87) zwei lineare Gleichungen fiir tg @, und 1/x}:

¢ gx: 1
x Wy — - =2z
1 g 0 ) x; 1
2
gx, 1
%y to o =2 * = 2o .
2 s Y0 2 2
' 2 x
Hieraus folgt:
2 2
2y X2 — 2, x . g X Xy (xy— %
tgwp= 1T B xeo_g._l_iL_l)_.

%y %p (%2 — %) 2 mx— 2z

Einfacher als durch Rechnung lost man die Aufgabe durch Zeichnung, da
man eine Parabel aus drei gegebenen Punkten O, P;, P, und der gegebenen
Achsenrichtung 0Z zu konstruieren hat. Hat man sie gefunden, so ergibt
sich #, aus dem Parameter #2/g, und daraus v, = %, sec w,. Von dieser
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SchuBlart machte man frither Gebrauch, um zum Beispiel die Crete der
Brustwehr (Punkt P)) noch eben zu tberschieflen und ein im Wallgang
befindliches Ziel (Punkt P,) zu treffen. Ein solcher Schuf] ist als Streif-
schufl zu bezeichnen, wobei man unter Streifen eine so schwache Be-
rithrung meint, dafl dadurch die Geschoflbahn unbeeinflufit bleibt. Wenn
Otto¥) ihn als Rikoschettschufl bezeichnet, so entspricht dies nicht dem
sonstigen Sprachgebrauch, demzufolge hierunter der heute als Abpraller
bezeichnete Schufl zu verstehen ist.

d) Gegeben drei Bahnpunkte P,, P,, P;. Diese Aufgabe ist iiber-
bestimmt, da zwar durch vier Punkte O, P;, P,, P, cine Parabel (zwei-
deutig) bestimmt ist, aber die Achsenrichtung dann nicht die vorgeschrie-
bene Vertikale zu sein braucht. Durch zwei Punkte und die Tangenten
in thnen ist ein Parabelbogen eindeutig bestimmt. Davon kann man
Gebrauch machen, wenn man die Geschofilbahn in Teilbogen durch
Parabeln anndhern will. Ebenso kann man die ganze Geschofbahn
zwischen Geschiitz und Ziel durch einen Parabelbogen annihern, der die
wahre Bahn im Anfang O und im Ziel £ berthrt.

Geschoflbahnscharen. Lassen wir bei vorgegebenem v, die Anfangs-
erhohung m, alle Werte von 0° bis 180° durchlaufen, so erhalten wir eine
Schar von Geschofibahnen. Fiir diese ist der Abstand des Parabelscheitels
von der Leitlinie, also

1zl  wvicosPw, 9
der Halbparameter o P = 5 = 5 & cos? wy, ,
o2
die Scheitelhohe 7, = ; — Jisin® e, ,

also haben alle Parabeln dieselbe Leitlinie;
Zet 3 p=rhcos?ws+ hsin?wy="h

ist thr Abstand von der Horizontalen.
Die Koordinaten des Scheitels sind nach (43)

2
K= % _gin 2 wo= N sin 2 ey, 2= h sin? @y == L {1 — cos 2w,),
2¢ 2
also liegen die Scheitel auf der Ellipse
2
Z —_—
%2 (* 2) N - _h
g o= A=k By

Die Hiillkurve der Schar fanden wir schon oben als die Parabel (44). Die
Koordinaten der Brennpunkte sind nach (43)

Ap=X,=hsin2w,, =5, —tp=—hcos2a0,

*) J. F. C. Otto, Mathematische Theorie des Ricochettschusses, Berlin 1833,
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die Brennpunkte liegen also auf dem Kreis um O mit dem Radius 4. Die
,,Simultanpunkte*’, das heifit die zur gleichen Zeit ¢ auf allen Bahnen
erreichten Punkte, geniigen der aus (40) hervorgehenden Gleichung

x2+ (s + 3 g% = (v00)%;
sie liegen also auf einem Kreise vom Radius #y¢ um den Punkt x = 0,
g=—1gt
§ 15. Der schwerefreie Schuf
Ist g/w so klein, dafl es genau genug durch O ersetzt werden kann, so
gibt die Hauptgleichung (81) wegen ¥ = — w cos w sofort tgw = tg w,,

also w = wy. Die Quadraturformeln (38), (34) gehen daher iiber in Inte-
grale mit v als Verdnderliche:

d
t:T(Z!)—T(Uo)> T(U):fﬁ’

4 45)
s=D@) D@, D= [0 |
X = $COS Wy, %= ssin Wg= ¥ tg oy .

Zur Darstellung der schwerefreien Geschollbewegung geniigen, bei bekann-
tem Widerstandsgesetz, wie man sieht, zwei Tafeln T (v) und D (v). Die
obere Integrationsgrenze wird man zweckmiBig so grofl wihlen, daff die
praktisch vorkommenden Anfangsgeschwindigkeiten kleiner sind als diese
Integrationsgrenze.

Wir fragen nach den Werten von s und ¢, fiir welche die Geschwindigkeit
v den Wert O erreicht. Sie ergeben sich aus den Formeln:

Yo 2
, _f dv _f vdv .
e ) w()
0 0

Da mit v = 0 auch w = 0 wird, kénnen diese Integrale endliche oder un-

’

. L. W
endliche Werte haben. Sei lim
>0

ny-ten Potenz von o proportional. Also bleibt die Zeit ¢, endlich, wenn

1< 1 ist; der Weg s, bleibt endlich, wenn #n,<C 2 ist. Die Erfahrung und
die Theorie legen es nahe, 1, = 1 zu wihlen.

Im virtuellen Teil der GeschoSbahn nimmt v vom Abschufipunkt aus
unbeschrinkt zu, denn es ist o] == w (v) > w (vy). Wir fragen daher nach
den Werten von s und ¢, fir die v > 00 geht. Es ist

= n,, dann wird w fiir kleine v der

Q0 (o]

Uy Vs
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s

Setzt man lim
V00
proportional. Demnach wird /{_ endlich, wenn #e > 1, die Weglinge

S— e wird endlich, wenn 7. > 2 ist.

Auch bei kleinen Geschwindigkeiten ist der schwerefreie Schufl an-
niahernd zu verwirklichen. Man mufl dann das Geschof§ der Schwere ent-
ziehen, entweder indem man es auf waagerechter Ebene gleiten oder rollen
148t, oder indem man seinen Auftrieb dem Gewicht gleich macht, wic es
beim Aerostaten geschieht.

Die Formeln (45) koénnen dazu benutzt werden, das Widerstandsgesetz
eines Geschosses zu bestimmen. Unter der Voraussetzung, dafl sich in
erster Ndherung die Widerstandsgesetze dhnlich geformter Geschosse nur
durch einen Faktor, den GeschoBfaktor ¢, unterscheiden, falls also w = ¢ f (v)
ist, werden die Funktionen

T@=cT{@® und D@ =cD({)
cingefiihrt. Auf einem méoglichst rasanten Bahnbogen werden Anfangs-

und Endgeschwindigkeit, v;, v, und die Flugzeit ¢, — f; gemessen. Dann
folgt ¢ aus

= 710, 50 Wird w fiir grofle v der #.-ten Potenz von v

c(te— 1) =T (v) — T (v).
Solche Messungen erfolgen zum Beispiel, indem man Rahmen durchschief3t.
Der Zeitpunkt des Durchgangs 148t sich elektrisch sehr genau registrieren.
Zur Bestimmung einer Geschwindigkeit braucht man zwei Rahmen, deren
Abstand bekannt sein mufl. Insgesamt sind also vier Messungen zur Be-
stimmung von ¢ erforderlich.

§ 16. Allgemeine Geschoflbahneigenschaften

Geschwindigkeitsriff. Wir schreiben die erste der Bewegungs-
gleichungen § 10 (1) in rechtwinkligen Komponenten. Wegen § 10 (2)
ergibt sich

dx az w (v)

-vit—:—a(v)ﬁc, -Wz—a(ﬂ)z——g mit a(v) = i (46)

Daraus folgt fiir die Hauptgleichung
dz _a@s+tg

Ratad 0=z} 32, 4
7 AOLEE wo 0i=zx%+3 47
Nochmalige Differentiation fihrt auf

s a4 g v a . g

i == — — > - = P — -
dx? a2 x x a®  xwcosw
Hierin ist

’

oW

’
a4 = —— — — - = — -
v v? v?
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Die empirisch ermittelten Widerstandsfunktionen haben durchweg #; > 1,
d%z
also ist dann auch @’ > 0 in der ganzen Bahn. Daher wird dxzz >0 soweit
v < 0, d. h. vom Bewegungsbeginn bis zur Stelle kleinster Geschwindig-
42z
keit; esist - < 0 soweit 2 > 0, d. h. von der Stelle kleinster Geschwin-

digkeit an im absteigenden Ast der GeschofSbahn. Der Hodograph
hat also an der Stelle kleinster Geschwindigkeit seinen einzigen Wende-

!

punkt, vorausgesetzt, dafl Gberall in der Bahn #, (v) = > list. An

4s

der Stelle kleinster Geschwindigkeit wird (d_z) = — ctg @ (Vmi) = 0.
Tmin

Die Wendetangente steht daher senkrecht auf by,. (Das Gleichheits-

zeichen gilt fiir den Fall, dafl die Geschwindigkeit im absteigenden Ast

. JT
dauernd abnimmt, also fir o (vym) —>——~-). Fir v —> 00 geht stets

2
d:z
di -0, d. h. der Hodograph trifft die negative 2-Achse unter rechtem

Winkel, falls #, > 1 ist. Im absteigenden Ast zwischen by, und b ist

dz
stets i > 0; 2 (x) wichst also monoton mit . Schneidet der Hodograph

die x-Achse, hat also die Geschoflbahn einen Gipfel, so ist im aufsteigenden

dz dz
Ast wegen (47) iiberall T 0. Es ist dann in der ganzen Bahn —— e 0;

2 (x) ist eine mit ¥ monoton wachsende Funktion, die zwischen Doo und Dpin
konvex, im iibrigen konkav nach unten ist. In diesem Fall nimmt im Sinne
fortschreitender Bewegung die Vertikalgeschwindigkeit 2 monoton gegen
den Grenzwert — v hin ab*) (vgl. Abb. 14).

Aber nicht jede Geschoflbahn hat einen Gipfel, ndmlich immer dann
nicht, wenn es im absteigenden Ast eine Stelle gibt, an derwsinw 4+ g =0
wird. An dieser Stelle hat dann der Hodograph eine horizontale Tangente,
% (%) hat hier ein Maximum, fiir alle gréfieren Werte von % ist dann Z—i <0.
Der fiir einen Gipfel charakteristische Wert z, = 0 kann also gar nicht
erreicht werden. Bei Bahnen dieser Art nimmt in der Geschofbahn zu-
nichst |2 | ab bis zu seinem kleinsten Wert; von da an wichst |z| bis zum
Grenzwert v... Die Gesamtgeschwindigkeit v dagegen nimmt stindig ab.
Denn im Gipfel des Hodographen ist wsin|w| =g, also w>g,

also wird an dieser Stelle ¥ = gsin jo| —w =

i (g2 —w?) < 0, d. h. die

Geschwindigkeit nimmt ab. An der Stelle kleinster Geschwindigkeit ist

*) So wie bei Cranz, Ballistik I (1925), S. 115, Abb. 46b, kann also der Hodograph
nicht aussehen.
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ds gz__ w2
dx  gwcosw
w (Umin) = g sein muBl, d. h. omin = veo: In allen Bahnen, die keinen
Gipfel haben, nimmt die Geschwindigkeit mit wachsender Zeit monoton
gegen den Grenzwert U ab.

; daraus folgt, da dz/dx nicht negativ sein kann, daf}

v w

Ist langs der gesamten Geschofibahn »,(v) = =1, ist also der

Widerstand eine lineare Funktion von v, so folgt aus (47) fiir die Hodo-
graphen (vgl. Abb. 14)

U &
z{x)=Cx% "

Das ist eine Schar von Geraden durch den Punkt * = 0, 2 = — _‘g; . Fir

die Stellen kleinster Geschwindigkeit ist

vo=gstt+w@v=gi+a (x2+3:)=0.
Das ist ein Kreis vom Radius —;— % durch den Punktx =0, z = —% % .
Bei linearem Luftwiderstand findet man also Erhéhung und Gréfle der
Minimalgeschwindigkeit durch einfache Konstruktion. Ist C = 0, so nimmt
die Geschwindigkeit monoton gegen ve ab. Ist C = 0, so hat die Vertikal-
geschwindigkeit dauernd denselben Wert.

In der widerstandsfreien Bewegung, w == 0, ist nach § 14 (85) ¥ = const,
also ist der Hodograph eine zur 3-Achse parallele Gerade. Die Kurve
kleinster Geschwindigkeit hat die Form g ¢ = 0, d. h., wie bekannt, hat die
Geschwindigkeit im Gipfel ihr Minimum.

Geschwindigkeitsverteilung in der Bahn. Uber die Verteilung
der Geschwindigkeit als Funktion der Hohe iiber dem Mindungshorizont
gibt die Energiegleichung § 10 (5) Auskunft. In integrierter Form lautet
diese Gleichung:

iy
1l =) +ela—u)=—fw@)vd. (49)
t

Vergleichen wir also zwei Geschofibahnpunkte gleicher Hohe (vy, 2, auf-
steigender, v,, 2, absteigender Ast), so ergibt sich aus (49) v,<v,. Ins-
besondere ist #° << 9,, d. h. die Endgeschwindigkeit bei Zielen im Miindungs-
horizont ist stets kleiner als die Abschufigeschwindigkeit.

Aus § 18 (80) ergibt sich, wenn man zunichst die Integraldarstellung
fiir z differenziert, umgruppiert und dann wieder integriert,

te?m = 2¢ 4z (50)

Nun ist # nach § 11 (18) cinc monoton abnehmende Funktion; daher ist,
wenn cinmal vom Gipfel aus {iber den aufsteigenden Ast bis z;, cin zweites
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Mal iiber den absteigenden Ast bis 2, integriert wird und wenn 2z; = 2, ge-
wahlt wird, tg%w,> tg2w,, also [w,| > w,. Insbesondere ist |w?| > wy,
d. h. die Enderhohung bei Zielen im Miindungshorizont ist (absolut
genommen) stets gréfer als die Anfangserhohung.

Es ist aber auch v, < v;, wenn man die zu gleichem |w| im auf- und
absteigenden Ast gehorigen Geschwindigkeiten vergleicht. Denn # = vcosw

ist monoton abnehmend mit abnehmendem w. Dasselbe folgt dann fiir den
: v?

Krimmungsradius aus ¢ = —secw.

gdz

’

-
dz

Bedeutet also einmal & = 2; einen Punkt im aufsteigenden Ast, dann ein
zweites Mal 2 = 2, einen gleichhohen Punkt im absteigenden Ast, so ergibt
sich |#; — x,| > x,— x,. Insbesondere gilt also: der Horizontalabstand
des Gipfelpunktes vom Abschufipunkt ist stets grofler als die halbe Schuf3-
weite x°.

Geschofibahnscharen. Es soll jetzt vorausgesetzt werden, daf} sich
der Luftwiderstand in der Form w (v) = ¢ f (v) schreiben 1i8t, wo f(v)
eine vorgegebene Funktion, ¢, der Geschofifaktor, von der Geschofiform
abhéngen soll. Dann ist also die Schar der Gescholbahnen von einem
bestimmten Anfangspunkt aus (wenn man alle Bahnen in dieselbe Halb-
ebene klappt) durch drei Parameter, die Anfangsgeschwindigkeit v,, deren
Erhohung w, und den Geschofifaktor ¢ gekennzeichnet. Ersetzen wir in
der Hauptgleichung (47) auf der rechten Seite %, % durch v, @, so ergibt
sich ds 1

Rixztgw—!—}—-?fﬁsecw. (52)

Es seien w,, ¢ fest, v, verdnderlich zwischen 0 und o©o. Lings eines
beliebigen Strahles w = const der Geschwindigkeitsebene wird d2/d* nach
(47) mit wachsendem v kleiner und strebt mit v—> 00 dem Grenzwert tg o zu.
Da sich nach § 10 (10), die Bahntangente monoton dreht, schneidet jeder
Hodograph, wenn iiberhaupt, nur einmal jeden Strahl w == const. Die
durch einen Strahl @ gehenden Hodographen bilden ein mit wachsendem *
divergierendes Biischel. Der einzige singuldre Punkt der (%, 2)-Ebene ist
der Punkt ¥ =0, 2 = Ve, WO Vs aus ¢ f (ve) = g folgt. In diesen Punkt
miinden sdmtliche Kurven der Hodographenschar. Im ibrigen geht durch
jeden Punkt der Halbebene % > 0 genau ein Hodograph. Die Hodo-
graphen, die einen Strahl w, schneiden, iiberdecken das Gebiet der Halb-
ebene oberhalb desjenigen Hodographen, der den Strahl w, als Asymptote
hat. Das ist die gesuchte Schar. Die Bahnkurven, die zu dieser Schar
gehéren und durch einen festen Punkt O gehen, iiberdecken das Gebiet

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 4

Setzt man in der Integraldarstellung fiir x in § 18 (80) ¥2dp = —

so ergibt sich
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der t-Ebene unterhalb des Strahles wy und rechts von der Lotrichtung
durch O. Durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine
Geschofibahn.

Es seien wy, v, fest, ¢ verdnderlich zwischen 0 und 0o. Alle Hodographen
gehen von dem Punkt w,, v, der p-Ebene aus, aber jeder Hodograph trifft
die negative z-Achse in einem anderen Punkt (weil v mit wachsendem ¢
monoton abnimmt). Die Schar der Hodographen wird begrenzt durch die
Vertikale durch w,,v,, gehorig zu ¢ = 0 (widerstandsfreier Schufl) und
den Strahl w = w,, gehorig zu ¢ = 00. Dafl die Hodographen der Schar
dieses Gebiet einfach iiberdecken, kann man so einsehen: Nach § 18 (28)
ist % = cim , d. h.  nimmt, bei festgehaltenem v, um so stirker ab
mit o, je grofler ¢ ist. Die Hodographen bilden also ein im Sinne fort-
schreitender Bewegung divergierendes Biischel,. wenn man die Linien-
elemente vergleicht, die zu gleichem v gehoren. Zwei Hodographen der
Schar koénnen also fiir w < w, keinen Punkt gemeinsam haben, anderseits
konnen die Hodographen durch stetige Verdnderung von ¢ ineinander iiber-
gefiihrt werden. Es muf also auch durch jeden Punkt des abgegrenzten
Gebietes ein Hodograph gehen. Zu gleicher Vertikalgeschwindigkeit z gehort
daher eine um so kleinere Horizontalgeschwindigkeit x, je grofler ¢ ist.
Daher bedecken die Geschoflbahnen, die zu dieser Schar gehoren und durch
einen festen Punkt O gehen, das Gebiet rechts von der Lotrichtung durch O
und unterhalb der parabolischen Grenzbahn ¢=0.

Halten wir ¢ fest und variieren wir v, und w, und ist P ein Punkt
auf dem Strahl w, so geht durch P eine einparametrige Schar von
Geschoflbahnen, mit w, (v,) als Parameter; ndmlich zu jedem wy > w gehort
ein 9,. Diese Bahnen erfiillen das Gebiet oberhalb des Strahles w und
links von der Vertikalen durch P sowie unterhalb des Strahles w und rechts
von derselben Vertikalen; so daB durch jeden Punkt Q dieses Gebietes eine
solche Bahn geht. Durch drei Punkte O, P, O, die diesen Be-
dmgungen geniigen, geht also bei vorgegebenem Geschofifaktor
immer eine und nur eine Geschofibahn. Diese Eigenschaft hat also
die Geschofibahn mit der Parabel des w1derstandsfrelen Schusses ge-
meinsam.

Das gilt fiir jeden Wert des GeschoBfaktors ¢. Variieren wir also auch
noch ¢, so entsteht eine einparametrige Schar von Geschofibahnen, die
alle durch O, P und Q gehen und ein gewisses Gebiet der r-Ebene erfiillen,
so daB3 durch jeden darinliegenden Punkt eine Bahn geht. Halt man
also auch noch den Geschofifaktor ¢ verfiighar, so geht durch
vier Punkte der eben beschriebenen Art eine und nur eine
Geschofibahn.

Halten wir o, fest und variieren wir v, und ¢, so geht durch jeden
Punkt P des Gebietes unterhalb des Strahles w, eine einparametrige Schar
von GeschoBbahnen, darunter auch eine parabolische Bahn. Das Gebiet,
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das diese Bahnen durch O und P iiberdecken, ist einfach belegt. Denn
durch jeden Punkt Q dieses Gebietes kann nach dem Vorigen nur eine Bahn
gehen (weil der Punkt O wegen der dort vorgeschriebenen Richtung doppelt
zahlt). Insbesondere schneidet eine Parabel, die mit einer be-
liebigen Geschofibahn Anfangs- und Endpunkt und entweder
Anfangs- oder Enderhéhung gemeinsam hat, diese Geschof3-
bahn in keinem weiteren Punkte. Die Parabel liegt zwischen
den beiden Punkten unter der wahren Gescholbahn, wenn die An-
fangserhohungen gleich sind, dariiber, wenn die Enderhshungen gleich
sind. Liegt der Endpunkt im Miindungshorizont, so liegt also die
Gipfelhohe z, der Bahn zwischen denjenigen der beiden Parabeln, d. h.
zwischen % 2°tg wy und £ x° tg [w®| [§ 14 (48)]. Zwischen diesen Grenzen
liegen z. B. die Werte £ 20 (tg wo+ tg |@®[) oder } 20 Vtg w,:tg |w®| oder
1

%0 : "
5% g T oig (0] " Jeder dieser Werte kann also als gendherter

Ausdruck fir die Gipfelhdhe gelten.

Halten wir »; und ¢ fest und variieren wir w,, so hat die zugehoérige
Schar von Geschoflbahnen eine Hiillkurve. Ist P ein Punkt derselben,
so ist P der weiteste Punkt, der in der Richtung O P mit dem gegebenen v,
und ¢ erreicht werden kann. Insbesondere sei P? der in der Horizontalen
weiteste erreichbare Punkt. Der zugehorige Schufl heifie der ,,Maximal-
schuf3“. Fir einen Schuf}, flacher als der Maximalschufl, wichst die
Schuflweite mit wachsender Anfangserhéhung w,; fiir einen Schuf}, steiler
als der Maximalschuf}, wichst die Schufiweite mit abnehmender Anfangs-
erhohung w,. Schiisse der ersten Art sollen ,flache”, der zweiten Art
nsteile** heiflen. Der Teil einer Bahn bis zum Berithrungspunkt P mit
der Hiillkurve heile ,,Hauptbogen*, der iibrige Teil heile ,,Endbogen*‘.
Lafit man w, alle Werte von - 7/2 bis — 7/2 annehmen, so beschreibt P
die ganze Hiillkurve, und das Innere der Hiillkurve wird bestrichen sowohl
von den Hauptbogen als auch von den Endbogen. Demnach gehen durch
jeden Punkt innerhalb der Hiillkurve zwei Bahnen, und zwar oberhalb
des Maximalschusses zwei steile oder zwei flache; unterhalb des Maximal-
schusses ein steiler und ein flacher; ferner oberhalb des Horizontalschusses
(wy = 0) ein Haupt-, ein Endbogen, unterhalb des Horizontalschusses zwei
Endbogen.

Approximation durch Kegelschnitte. FEin Kegelschnittbogen,
der den Bogen O P® der Geschofibahn in O und P° beriihrt, hat die Glei-
chung

(x — zctg wg) (20— x + z ctg w?) = 4232,

Je Kleiner (grofier) 42, desto hoher (flacher) ist der Bogen ; denn zu 2’ (x) =0
gehort die Gipfelhohe z,= § x°:[1 + } (ctg w, — ctg w?)]. Weiter folgt
aus 2’ (x) = 0, daf} im Gipfel (x, — 2, ctg wp)?== 4222, d. h. daf} A2 positiv
Sein muf.

4*
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Fiir 2= — ctg w,y'ctg ®® wird die Gleichung linear in s:
x (x%— %)

= wenn & = ctg wy, - ctg °
20ctgw,—ex 50 >

gesetzt wird. Das ist die schon von Newton vorgeschlagene Naherungs-

. 1 .
hyperbel mit senkrechter Endasymptote bei x = — + 2° ctg w,. Das Wider-

&
. w (v
standsgesetz moge in der Form v = — —Zf—) b angesetzt werden. Formale

Differentiation ergibt bei Beachtung von (46)
2 gx

2 (x) = — g (%) = — ffzf , 2 (x) = pr

Differentiation der Bahngleichung fiihrt auf
2 N%2 = (2"— x)2ctg wy+ x2ctg 0?,
2" N3 =2 292 ctg o, ctg 00
2" N4 == 8 g3 N3,
wo N (%) = 2% ctg wy— £ ¥ = (20— %) ctg wo— ¥ ctg w? >0.
Es ist also g"3:z"4= const. Damit ist x eliminiert und es ergibt sich
% =— C x* also

)
” : . g 3
w(v) =Covi»=Cv'hcos»w mit C=~«sl/ 5 £ .
2 2 x°° ctg w, ctg o

Fiir 2 = § (ctg w,— ctg 0% wird der Kegelschnitt eine Parabel mit der

. . € . .
schiefen Achsenrichtung x = - 2, also dem konstanten Horizontalwider-

2
stand £ = — ;— g. Das Widerstandsgesetz hat also die Form
e v ¢
w(v):-gg?z—ggsecw
Die Gipfelwerte sind bei beliebigem i
1
=3 (143 T ey |
1 x°

&

Ly =

2 7t Llctgwe— ctg )

Der Gipfel eines Kegelschnittbogens liegt also auf der Geraden x = } «°

+ % ez, diese geht durch den Schnitt 7T der beiden Tangenten x — zctgw,=0
und 29— x 4 2 ctg @®= 0 und durch die Mitte M von O P®. Fiir den Fall
der schiefliegenden Parabel ist der Gipfel die Mitte von M T. Solche
Niherungsformeln sind besser als z. B. die gelegentlich gebrauchte
x, =4 2° (1 + ) und dhnliche, die fiir die Parabel nicht gelten; denn
einer Parabel kommt eine GeschoBbahn bei kleinem w/g beliebig nahe
(vgl. §14, § 18).
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Viertes Kapitel
Potenzreihen. Grenzbahnen

§ 17. Normierte Grofien

Die Differentialgleichungen der GeschoBlbewegung lassen sich nach
§ 16 (46) in der Form schreiben:

F)=—w@), i)=—wl)o —g. 1)
Die hier auftretenden Groéflen x, 2, ¢, v, w, g kénnen durch zwei Dimen-
sionen: Linge und Zeit, ausgedriickt werden. Um die Gleichungen dimen-
sionslos zu machen, kann man etwa durch w, dividieren (der Fall y,=0
ist auszuschlieflen). Fiihrt man dann noch die neuen dimensionslosen Ver-
anderlichen ein:

w,

8
>
~3

g

£ = X L = ‘g T= -1
S 3 ? 2 ’
v? v? Vg
und schreibt man zur Abkiirzung
w . g 14
— == , - = 7} ’ —_—=V ,
Wo W Y

so gehen die Gleichungen (1) iber in die neuen normierten Differential-
gleichungen
' 5(1):_2_("_)'5, g(t):__’”_(_"lg_y, 2)

v \4

Die Anfangswerte sind

Ee=0, (=0, E&=cosw,, C(e=sinwy, Ve=1, @g=1.

Die Art des Vorkommens der dimensionslosen Grofle w, Bt sich in dieser
Weise nicht voraussehen. Durch eine Achsendrehung um den Winkel w,
und eine Umklappung um die g-Achse: '

Ecoswy+ {sinwy=1¢, &sin wy— £ coswe= 3%

wird man aber auf die Differentialgleichungen

@ (v)

w—(ﬁg—ysinwo, 3(t)=——i]/3—§-ycoswo (3)

B ==
gefithrt, mit den Anfangsbedingungen

=0, %=0, pp=1, =0, v=1.
Da &/v bloBe Funktion von v2= 2y 12+ 32 ist, so kommt in den
Gleichungen (8) we nur in den Verbindungen y cos wq, 7 sin w, vor.
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Die Bahn wird gerade, wenn y = 0 ist (schwerefreier Schuf} § 15) oder
wenn cos wg= 0 ist (senkrechter Schufl § 12). Es ist also 3 = 0, wenn
y cos wy = 0 ist. Also konnen wir setzen

T =@ (7,7 cos w,, y sin w,) , 5 =y cos wo y (T, y €OS g, ¥ Sin wy) .

Die hier vorgenommene Normierung ist nicht die einzig mégliche. Fiir
die Normierung stehen die drei Groflen w,, v,, g zur Verfilgung. Sell das
Monom g?-w® -7 von der Dimension der Linge sein, somufl a4 b+ c=1,
2a+2b+¢=0,d h a+b=—1, c =2 sein; soll das Monom von
der Dimension der Zeit sein, somuBa +b+4+¢=0,2a+2b + c=—1,
d.h.a+b=—1, c=1 sein. Man erhilt daher fir Linge und Zeit die
Normierungsfaktoren

grrwrt-%12 ° bzw. gtew;l % vl
Fiir a = 0 erhilt man die oben angewandten. Die hier gefundenen all-
gemeineren unterscheiden sich von jenen speziellen nur durch eine Potenz
von y = gfw,.

Die in (2) und (8) benutzten Normierungen sind am Platze, wenn es
sich um Bahnen der zweiten Klasse (y klein) handelt. Bei Bahnen der
ersten Klasse (y grofl) dagegen empfiehlt es sich, statt &, £, v die nor-
mierten Veridnderlichen

= =1 = —g— — oy i = — i—
Z=9¢ v‘jx’ Z=y¢ vgz, O=7y1 vot
zu wihlen. Die zugehorigen Differentialgleichungen sind
2 1 a(v) = Lo 1 @(v) g
=Z(@) = v v = Z(G)———;—V—Z 1. (4)

Wir wollen das Vorkommen von y in den Entwicklungen
&= éot+%£072+%§0t3+"'
{=Cot+ 412+ R L A ol

niher untersuchen. Durch k-malige Differentiation von (2) erhilt man,

wenn noch ‘T)‘(,V) = p (v) geschrieben wird,
k2 ko, B\ E-1. B\ .k B+l
I B S M FY ST
k+2 ko B\ E-1. Lo\ .k B+l
—_——pF e _
Es wird fiir £ > 0 behauptet, daf3 die (k 4 2)-ten Ableitungen von ¢, {,

k42 k+2
genommen an der Stelle z =0, also die GréBen &, {,, ganze Funktionen
von y héchstens der Ordnung & sind. Fiir & = 0 gilt der Satz nicht mehr,
vielmehr ist nach (2)

éoz—‘i’oém éo=—‘P0’.fo'—7-
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Wir setzen den zu beweisenden Satz bis zu &, {, voraus und beweisen
ihn durch SchluBl von n auf # 4+ 1 (» > 2). Nun ist v®= £2+4 ¢2; die
. Formeln
v=v1(EE+¢0),
V=vt(EEF LT E4 L) — v (FEHEE)? usw.
) T A+l A1
lassen erkennen, dafl v eine ganze Funktion von &, ¢, ..., & ¢ ist, und

zwar vom Grade 4 (giiltig fiir 2= 0). Bei jedem in \};0 vorkommenden

Monom (éo)a’- (é:o)b’- (;,é'o)a’- (5;,)1". ..ist stets ay+by+2a3+2by 4 =k,

daher ist das Monom in y ganz von der Ordnung
byt ast+by+2a,+2b0,=h.

h
Das gilt dann auch fiir v, falls 2 = & ist. Ferner ergeben die Formeln,
wenn Ableitungen nach v mit Strichen bezeichnet werden,

p=r'v,
p=p'vi4+ p'Vv usw.,
b . . Ao, P
dafl p eine ganze Funktion von v, v, ..., Vv ist, die in jedem Summanden

h
h Differentiationen nach 7 enthilt. Also ist auch p eine ganze Funktionvony
k+2 k42
héchstens der Ordnung %, fir 2= k. Demnach werden &, {, ganze

Funktionen hochstens der Ordnung k in p. Fiir 2 =1 aber ist der Satz
sicher richtig, denn '

£o=—poéo— po o, So=—p0to— po Lo
sind linear in y. Also ist der Satz allgemein richtig.
Entwickeln wir also
T+ 3tgwy= &secw,, 3secwy=&tgwy— ¢

nach Potenzen von 7, so werden die Koeffizienten von 7%+ 2 ganze Funk-
tionen von ¥ cos w,, ¥ sin w, von der Ordnung &, fiir £ > 0. Die Koef-
fizienten von 7 sind Egsec wy=1, &, tg wo— o= 0; die von } 72 sind
Sosecwo=—1, & tg wg— Lo= ¥,.

Nehmen wir jetzt erstens an, dafl y so klein ist, daB wir uns auf die
Glieder niedrigster Ordnung beschrinken konnen, so fallen die GroSen
7 sin w,, y cos w, fort und wir erhalten

Eseccwog= D (r), Etgo,—L=y¥(7),

oder, wenn wir zu den nichtnormierten Groflen «, z, ¢ zuriickkehren:

2 Wo vl g Wo
X Sec Wy = —2 —2 ¢ xt —g =05 W [0 4} 5
S L R T Y
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Nehmen wir zweitens an, dafi y grof} ist, so wollen wir die in (4) be-
nutzten Veranderlichen =, Z, © anwenden. Nun ist

yE=Z, E@W=2(0), E@=yE(0), im0 =pr12(0),
yi=2z, (@W=20), (@=y2(0), -, tE)=r-120).

In den Entwicklungen von = sec wp und = tg wy— Z nach Potenzen von ©
werden jetzt die Koeffizienten von p¥+1©%+2 ganze Funktionen von y
der Ordnung k. Setzt man also fiir grofle y niherungsweise 1/y =0, so
fallen die Glieder von ©2 an bzw. von 62 an fort und es bleiben als Nihe-
rungen ibrig

Zsecwy= 0, Stgw,—Z =302,
oder, wenn man zu den nichtnormierten Groéfien zuriickkehrt,

% SEC wg= Vg ¢, rtgwe—z=7%gi%. (6)

Wihrend also fiir kleine g/w, die Geschoflbahn durch die Bahn (5)

angendhert wird, erhdlt man fiir kleine w,fg nur die Parabel (6) als An-
naherung, wenn man die Glieder so weit vernachlissigt, dafl die rechten
Seiten von w, nicht mehr abhdngen. Die Gleichungen (6) sind aber als
Sonderfall in (5) mit enthalten. Bahnen dieser Art, in denen x sec w,
und xtgw,— 2 unabhingig von der Anfangserhdhung w, sind

und die sich als Funktionen der Zeit allein darstellen lassen,
sollen ,,Grenzbahnen* heiflen®*).

§ 18. Grenzbahnen

Die im § 17 eingefithrten Grenzbahnen lassen nach Gleichung (5) die
Darstellung zu:

r=X()cosw,, 2=X{)sinw,— Z(t), (M
worin X und Z Funktionen von ¢ sind, die aber w, nicht enthalten. Fur
Bahnen dieser Art kann man weitere allgemeine Eigenschaften aufstellen.
Wir betrachten wieder wie in § 16 die Schar dieser Flugbahnen, wenn ,
von — 7/2 bis + 7/2 wichst. Die Anfangsgeschwindigkeit werde fest-
gehalten, den Ort der Simultanpunkte (¢ = const) erhdlt man durch Eli-
mination von wmy,:

o (o 4 2= X2,

das ist ein Kreis mit dem Radius X ({), dem Mittelpunkt x =0,
z=—Z(t), (Abb. 19). Schiet man mit Zeitziindern, so ist dies der Ort
der Sprengpunkte fiir Geschosse mit gleich ,,tempierten* Ziindern. Spreng-

*) Es ist ein ziemlich weit verbreiteter Irrtum, zu glauben, dafl die Geschofibahn stets
so darstellbar sei; vgl z. B. Witting, Soldaten-Mathematik (Leipzig 1916), S. 21;
Kritzinger, Schuff und Schall (Leipzig 1918), S. 15; Riebesell, Mathematik im Kriege
(Leipzig 1916), S. 23,
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punkte im Geschiitzniveau werden also durch Vergroflern von w, nicht
senkrecht zur Erdoberfliche gehoben, wie meistens angenommen wird,
sondern senkrecht zur Anfangstangente.

Die Gleichung einer Bahn ist z = x tg wy— Z ({), wo Z (t) durch Eli-
mination von ¢ vermittels der ersten Gleichung (7) eine Funktion von

% sec wo Wird: 2= xtg wy— Z; {x sec wy) .

Fir die Hillkurve ergibt sich also durch Differentiation nach w,:
xseczwo—% xsinmgsecwy=10, d.h. X—Zsinw,=0.

In dem Punkt, in dem die Geschof3-
bahn die Hiillkurve beriihrt, wird
also 00 = X— Zsinw ein Maxi-
mum. OQ ist die Projektion
von OP auf die Anfangstangente . 12
(Abb. 19), es wird offenbar dann Q¥

am grofiten, wenn QP Tangente &
der Bahn in P wird. Da dann 4;}’ 1 z
andererseits O P die grofite Schuf}- wXe pe

weite in der Richtung OP ist 7 ~
(siche § 16), so ergibt sich der
Satz: Fiir die grofite Schuflweite £
sind Steig- und Fallwinkel (abso-
lut genommen) komplementir, Abb. 19
wo+ |0°| =x/2; und zwar gilt
das auf horizontalem und auf geneigtem Boden. Insbesondere folgt also: Die
Anfangserhohung fiir die grofite horizontale Schufiweite ist kleiner als 45°.
Wir bezeichnen wieder den Gelindewinkel mit ¢, der ,,Visierwinkel
QOP sci a, so dafl o + ¢ =, ist. Beim Schieflen gegen Luftziele ist die
Frage, ob bei gleichbleibender Entfernung » des Zieles der Visierwinkel
mit dem Geldndewinkel wichst oder abnimmt. Zur Beantwortung mufl
man die Ableitung von « nach ¢ berechnen. Nun ist 7 cos ¢ = x,rsin ¢ = 2,
also folgt aus (7)

Xcos{a+¢ =rcose, Xsin{a €6 —Z=rsine. (8)

Eliminiert man hieraus X (f), so ergibt sich

b

rtg(e+e)cose—rsine=2(),
oder rsine = Zcos (« + &),
wo jetzt Z als Funktion von o und ¢ aufzufassen ist. Durch Differentiation
der letzten Gleichung nach « erhilt man zunichst

rcosa%z——ZSin(m—{—e) (%E—{—l) +-‘2~7—jcos(a+e),

&
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wo unter Benutzung der ersten Gleichung (8)

ji -—% %——;Z.(—rsec(a+s)[—sins+cosstg(a+e)(% —{—1”

% sec {a + &) [Z + X sin (o 4+ ¢) Zu},

&

oder, wenn noch wegen (7)

Xsin(a 46 —Z =2
gesetzt wird,
do

de

- A
(X — Zsin og) = — 7{_—2 (9)

Fiir die Beurteilung des Verhaltens des Visierwinkels e kommt es demnach
auf die Vorzeichen von # und von X — Z sin w, an. Fiir den Gipfel einer
Bahn ist 2 =0, also folgt zunichst: Bei wachsendem Gelandewinkel ¢ wird
die Grenze zwischen dem Gebiet mit wachsendem und dem mit abnehmen-
dem Visierwinkel & durch die Kurve der Bahngipfel gebildet.

Weiter wichst auf dem Hauptbogen der Bahn (zwischen Abschufl und

Hiillkurve) die Grofle O Q, also ist dort X—Zsin o> 0; auf dem an-

schliefenden Endbogen nimmt O @ ab, also ist dort X — Z sin wy< 0.
Allgemein folgt: Der Visierwinkel a wachst mit dem Gelindewinkel &,

wenn X — Zsinw, und # verschiedenes Vorzeichen haben, d. h. auf
dem absteigenden Teil eines Hauptbogens (zwischen Gipfel und Be-
rithrung mit der Hiillkurve). Der andere Fall 2 > 0 (aufsteigender Ast) und
X—Zsinw, <0 (Endbogen) ist nicht realisierbar. Der Visierwinkel o
nimmt ab mit wachsendem Geldndewinkel &, wenn X — Z sin w, und 2
gleiches Vorzeichen haben, d. h. auf dem aufsteigenden Teil des Haupt-
bogens oder dem absteigenden Teil eines Endbogens.

Schneidet der Kreis mit dem Radius # (Ort der Punkte gleichen Ab-
standes von 0) die Gipfelkurve einmal, so wird der Visierwinkel « auf ihm
erst wachsen, dann nur noch abnehmen; schneidet er zweimal, so wird «
vom zweiten Schnitt ab wieder wachsen; schneidet er keinmal, so wird o
auf ihm nur wachsen. Diese Sitze gelten, wenn das Ziel im Hauptbogen
liegt, also bei Flachschufl. Die Ubereinstimmung mit der Erfahrung be-
statigt folgender Auszug aus einer Schufitafel fiir den Visierwinkel in
ganzen Graden und Sechzehnteln.

r e=00 | 50 100 | 15 | 200 | 250 | 300 | 350
7000 | a=14 | 148 148 147 145 142 | 13m | g
7600 | 16 | 161z | 1em | 172 | 172 | 172 | 160 | 1eu
7800 |  1ew| 179 | 17% | 18* | 18% | 18 | 18t | Ig®
8000 177 | 188 | 1se | 192 | 19t | 197 | 208
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§ 19. Potenzreihen

Benutzen wir die in § 17 eingefiihrten normierten Groflen &, £, 7, so

lauten die Differentialgleichungen, wenn in (2) wieder % (v) = p (v) ge-

v
setzt wird,
EW=—pWé (O=—pMi—y. (10)
Integrieren wir durch Reihen nach Potenzen von 7, so ergibt sich
Esecwp=a, T+ Lat?+ Fagt+ Jrag v+ } (11)
§tgwe—C =b v+ L by v?F L b3 Jp by vt .
Fassen wir in (10) v als Funktion von t auf, so wird
E=—pé—pé,

E:——ﬁé‘——Q{)E—pf usw.
und entsprechende Gleichungen fiir {. Werden Differentiationen nach v
mit Strichen bezeichnet, so wird
p=p'v, p=p'v+p’'v: usw.
Aus v2= éz—i— k2 folgt
vi=dEriEm—pvieyé,
VVv=—vi—pvi_2pvv —yl usw.
Die Anfangsbedingungen sind nach § 17
&)= cos o, o= sin wg , po=1, vo=1,

also

So=— (1 +psinay),

Po=—"0o (1 + 7sinw,),

Vo= (1 4 po) (1 + y sin wy) + ¥ cos? w,,

Po= 0"+ bo' 4 b0’ 2+ (200" + po’ + o' %) ¥ sin wy+ Py’ y? sin® w,

+ o ¥2 cos® wg .

Damit ergeben sich die Koeffizienten in (11} zu

a=1, a=—1, az=1+po'+ po' ¥ sinw,,

ay=— (1 +4p+ po' 2+ po”") — (4 P’ + o' 2+ 2 po”’) ¥ 5in wg

— po’" ¥2sin? wy— po’ y2 cos?

b=0, by=7, by=—vy,

by=y (1 4+ 2p)+ 2p, ysinwy) usw.
Ersetzen wir jetzt wieder p durch @, so wird

p(),: tbol__ 1 , ponz d-)oll__ 2 ft.)o'-l- 2
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und
=1, a,=—1, az= @y — (1 — @,") y sin wy ,
ag=— (@9’ 2+ @¢") — [(1 — @)+ 2@o"] y sin o,

— (2 — 2@ + @,") y?sin?wy+ (1 — @,') y2 cos? oy, (12)
b=0, by=7, by=—17,
by= 2@y —1) — (2 —2a,) ysin o] .

.. 1 . .
In den Koeffizienten a , 7 b, kommen nur die Groflen p cos w,, ¥ sin w,,

~ 1 ’” o~ 117

@y, @y, @y, ... vor. Die Potenzreihen sind also aufstellbar, wenn
@', @, ... bekannt sind. Man kann sie aus der Widerstandstabelle be-
rechnen (vgl. § 23). Die Differentialgleichungen (10) sind als solche erster
Ordnung in & und ¢ anzusehen, also nach dem Cauchyschen Existenz-
satze durch Potenzreithen integrierbar, konvergent in einem Gebiet, in
welchem p (v) eine konvergente Potenzreihe von v bzw. & und ¢ ist. Die
Rethenentwickiung fir p (v) an der Stelle v = vy =1 crgibt:

P =1+ (v = 1)+ b po" (V= D2 0™ (v — D)oo
Aber p (v) ist nur durch eine Tabelle, etwa fiir die dquidistanten Werte
v=vuy,=1,2, ... 1200 m/sec gegeben, also ist p (v) durch eine ganze
rationale Funktion von v vom Grade N = 1200 genau ausdriickbar. Also
sind die Reihen (11) konvergent.

Durch Umkehrung der Reihe (11) fiir £ sec w, erhilt man

7= Esecwyt- 1y E¥sectwg+ F oy Bsecd wo -0, (18)
wo
=1,
=1,
=38 —a/+ (1 — &) ysinw,, (14)

= (15—10@y + @' 2+ @) + (11 — 126y - @y’ 2+ 2@,") ¥ sin w,
+ (2 — 2@, + @) y?sin? we— (1 — @) 2 cos® w, .
Fiir die Bahn erhilt man die Gleichung, indem man in der zweiten
Reihe (11) 7 durch (18) ersetzt. Das gibt

Etgwog— & = e; Esec wy+ § e, E2sec? wy+ Loy Bsecd wo+--+, (15)
wo
e=20,
=17, 16
83:2‘?7 ( )

e=2y[4 — @y + (1 — @) ysin we) .
Differenziert man die erste Reihe (11) nach 7, so erhélt man fiir die Hori-
zontalgeschwindigkeit

Esecwo=a,+ ayt +1a, 12+ La, 84,
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oder, wenn 7 durch & sec w, nach (18) ersetzt wird,
Esec o= ho+ hy Esec wy+ } hy E2sect g+ L By E3secd wo -+, (17)

WO

ho= 1 ,

h=—1,

hy=— (1 — @) (1 + y sin w,) , (18)
hy=—38 4+ 46— 05’2 — @y + B — 2@y — @' 2— 2@,"") ¥ sin w,

— (2 =2+ @) y?sin?wy+ (1 — @) y2cos? o, .

Um die Schufiweite &% zu erhalten, kann man so vorgehen: Setzt man
in (15) {®= 0 und dividiert durch &°sec w,, so entsteht die neue Reihe

. 2
sin wo= % e, £%sec o, + % e5 £ sectwy - - - .

Durch Reihenumkehrung wird daraus

EVsec wo= ky sin wy+ % &y sin® wy+ ¥ By sind wy -+ (19)
wo '
2
k1: 7,
16 1
ky=— 5 e (20)

9 1
ky= {%—-[4—@0’—}— (1 — @) ysinwo]}};'

Da, wie wir sahen, zonenweise das Bernoullische Gesetz w (v) = q v
H y
gilt, also p (v) = v"~1 gesetzt werden kann, so ist zonenweise

P = —1)v2 p (V)= (n—1) (0 — 2 v,

und man sieht, dafl die Reihen jedenfalls bei groflem » nur langsam kon-
vergieren werden, also zur Berechnung wenig brauchbar sind. Beschrianken

wir also thre Anwendung auf die am Schlufl von § 17 eingefithrten
Grenzbahnen mit kleinem .

Kehren wir jetzt wieder zu den urspriinglichen Verdnderlichen x, z, ¢
. vw' (v) v*w'’ (v) .
zuriick, so soll o) ny (v), v ny (v), . . . geschrieben werden.
Dann 1afit sich zeigen, dafl die Widerstandsfunktion in die Reihenent-
wicklung nur durch Vermittlung dieser Gréfien eingeht. Die Koeffi-

zienten (12) waren ndmlich ganze Funktionen von @,’, @,”, ... und da
&' (v) =vow’ (v)jw,, & (v) =v:w’ (V)Jw,y, ... ist, so ist @y’ = n, (v,),
Gy = ny (), ..., also sind die @, b in (11) ganze Funktionen von

ny=n, (vy), My= Ny (vp) usw. Es ergibt sich
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xse':w0=A1t+%A2t2—|—%A3t3—}—--- ,
xtgwy —2=4%1Byt2+ § By 13+

b

=Glo)+5 62( )+ G5+
0
xtgwo—z—-%Ez( )—i— E3( )—%—"',

. 3
7_H0+H—+ Hz( )+ Ha( )"‘"';

)

g 0 3 n2
—2 .0 =K —K sin w —K sin? @, 4+ -
v? sin 2 w, 1+ g K °+6 3 0 ’
wo

A1=7}0, Azz_“wo:

@, .
Az= 7: [wo 11, — (1 — n,) g sin ] ,

A4:——z:j—{ (n2 4 ny) + [(1 — n))2 4 2 m,] w, g sin w,
— (1 —ny) g%+ (8 — 8 ny+ ny) g¥sin2 w,} .

B,=g, Bs=—l—jfg,
B, ——Tg[w(](l —2n) +21 —mn)gsinw,].
€,=1, Cz=f§:»,
Cy= - [wo (8 — m) + (1 —my) gsin o],
wo

Ca= g (@ (15 —10m -+ 0} ) + (11 — 12740 + 2mp)wogsina,
+ (8 — 8 my 4 my) g2 sin o — (1 — my) g*].

—_ %o
HO_ 1 ) Hl_ Uy )
w
Hy=— v: (1 — my) (wo+ g sin w,)

o

Hy=— "3 {w} (8 — dmy+n2 4 n) —[4 (1 —my) — (1 — ny)"

[]

— 2m,] w, g sin wy— (1 - n;) g2+ (8 — 8 ny+ n,) g% sin? wy} .

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
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K1=1, K2=“"8%:
(27)
1 w, (32 .
K3: —2— zg— {—3— Wo— [wO (4 _ nl) + (]' - nl) g sin 0)0]} :

Bricht man in der Darstellung von z als Potenzreihe nach x [vierte
Gleichung von (21)] nach dem Gliede dritter Ordnung ab und ersetzt den
letzten Koeffizienten durch einen empirisch zu bestimmenden Mittelwert,
so erhdlt man die sogenannte Formel von Gavres:

1 g«
_2— bxz (1 _l"xv: x))

0

die bei der Berechnung der Schufitafeln Anwendung findet.

8= xtg wy—

§ 20. Niherungsbahnen

Die in § 19 abgeleiteten Potenzreihen (11) lassen sich nidherungsweise
durch geschlossene Ausdriicke darstellen. Zu diesem Zwecke sollen die
beiden Reihen (11) mit den Entwicklungen

fi(@) = %[(1 +LM)7—- 1] =0yt -{—%o‘czrz—l—%aaﬁ_g_...’
L) = 2'\_4_: {-;—[(l +%)2— 1] —%[(1 +%)V—- 1]}
= firt 5 Bt Byt

durch geeignete Wahl von M und » méglichst weit in Ubereinstimmung
gebracht werden. Es ist

J (28)

=1, ay= 1), sy (1) =), ty= s 6=1) 62 6-3), -+,
=0, f=1, o= 1), Bi=gr =16 —3) .

Es 148t sich erreichen, da3 man
=, %= ay , dg=ag,
yBi=10,, yBe=10bs, yPs=0bs, ?Ba="by
erhilt, wenn namlich
v;l_____l, %:]ivz((bo’——l) (1 4 y sin wy)
gewahlt wird. Dann wird also die Bahn dargestellt durch
£ secwo =1, (1),
Etgaty—C=7f(7),

b e
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und zwar in & sec w, einschliefllich der Glieder dritter Ordnung in 7, in
£tg wo— { sogar bis zu den Gliedern vierter Ordnung. Die Gleichung
fiir & sec wy gibt differenziert:

v-1 “v-i’.

ésecw0={1+—’\%~) , $SGC(U(,=——<]—}—T:—/ ,

£ ( ; )*
& \&)
d. h. der Ansatz (29) ist gleichbedeutend mit der Annahme, dafi zwischen

den Horizontalkomponenten der Geschwindigkeit und der Verzogerung ein
Bernoullisches Gesetz besteht.

Kehren wir zu nichtnormierten Groflen zuriick und setzen wir noch

M=M & , so gehen die Gleichungen (29) ber in
Yo

also

% seC wy=Fy ({), xtgwy— 2=gF, (1),
| Mo, t\”

M und v sind aus

1 9 1 g . )
TW‘?:O—‘]*—TJ'R(”I 1) (1-{—\wgsmwo)

zu berechnen. Den Formeln (80) entspricht das Bernoullische Gesetz

y—2

v—1

LAt 81)

Zo Zo

Kehrt man die erste Gleichung (30) um und ersetzt dann in der zweiten
Gleichung (80) ¢ durch =z, so entstehen die Formeln

2
tz.i-D(x)7 xtgwo—z:lg(ﬁ_{-) - B (%), ]
Xo 2 Xo
" 1 32
1 y 2 m — 2 ¥ mn
LD (1+m) 1 Ay (14 2 1y

Diese stellen also ebenfalls bis zu den Gliedern dritter Ordnung (jetzt in x)
die Bahn dar. y und m sind zur Abkiirzung gesetzt fiir

2 =« Wo X g g . ) 2
— _ . = _2 .. -9 — 9 s T = — - 3
y= g = @m -9 (1+wO nog, m=—- (39
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Niherungsformeln von demselben Aussehen wie (32) sind von Didion
und anderen aufgestellt worden, sie werden in der Literatur als Didion-
Bernoullische Formeln bezeichnet*). Nur bedeutet dort
Wy X _ 2n—2

P — n—1 _— .
o0 e (2n — 2) (a cos wg)* 7, " ) (34)

y =

n ist der Exponent des zugrunde gelegten Bernoullischen Gesetzes,

o ein geeignet zu wihlender Mittelwert von sec w. Die Hypothesen zur

Festlegung von « sollen hier ibergangen werden. Wir wollen vielmehr

nur untersuchen, wie o zu wihlen ist, damit die Didion-Bernoullischen

Formeln eine moglichst gute Annéherung liefern. Setzt man voraus, daflim
. . YWy’

ganzen betrachteten Bahnbogen dasselbe # gilt, so ist %, (v,) = ‘;:)% =n
0

Der Vergleich von (83) und (84) ergibt also, dafl « aus der Gleichung

(o cos wor~1=1 —l—uiysinwn
0

zu bestimmen ist.

Da in (80) die Gréflen » und » — 2 im Nenner vorkommen, miissen
die Fille v = 0 und v = 2, auflerdem v = o0 besonders betrachtet werden.
y—92

Fiir » =0 nimmt der Exponent in (31) den Wert =2 an (qua-

y—1
dratisches Luftwiderstandsgesetz), und die Gleichungen der N&herungs-
bahnen werden

xsecwonvolg(l—}-W , l
(35)
goo—e= 2 gLl L) 1] g 14 I
vigo =z =y Mgl M) T TR T
Der Fall v = 2 gibt x = const und
1 t\2?
xsecw‘,:b—Mvo[(l—}—Wﬂ ——1},
36
gy —z— L M? (1+t21 TR B W L o
B TE= Y g{\ b3 g( 74—y o }
Der Fall » = oo gibt den Exponenten in (81) zu ::? =1. In dicsem
Fall ist auch FZ: =—;— (lineares Luftwiderstandsgesetz). Die Bahn-
wo o

*) Siehe z. B. Cranz, Ballistik I (1925), S. 162, Die Formeln (32) finden sich nicht
bei Bernoulli. Dieser gab vielmehr die strenge Losung fiir den Fall des Gesetzes w (v)=a v,

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 5
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gleichungen werden, wenn man — M - (v — 1) fiir A einsetzt:

14
xsecwy = Muvy(e ¥—1),
t (37)
xth)o—Z=M2g(e—ﬂ—-l+]Z). !
Is.t> schlieBlich auch der Luftwiderstand Null, so wird M = o0 und
X sec wy =ty {,
X e

xtgwy —a=73%g12.

Das ist nach § 14 die strenge Losung.

§ 21. Andere Potenzreihen

Aus der Differentialgleichung § 18 (29) ergeben sich Entwicklungen
nach Potenzen von tg @ — tg w, und von £ — %,, von denen wir im Hin-
blick auf spitere Anwendungen die ersten Glieder hinschreiben.

Zunichst ergibt die Hauptgleichung

Xo X

‘ x-—xo—--———h{;’—(tgw-—tgwo)—{—' -, (89)
also auch )
— _— b ...
tgw — tg wy = Fo B (& — %o} + . (40)

Setzt man den aus (39) folgenden Wert fiir  in die Gleichungen § 18 (30}
ein, so erhdlt man: ,

gt= (tgwo—tgw)+~ ;g;- (tg wp— tg)®+ -

P
"

gx_—_jcz . (tg w, — tg g)) . i”-Lg%‘L (tg 0, — tg 0))2+ e (41)
1. 2 2”2 0
g(xtgwo*z)=‘—2~xo (tg wo— tg )2+ —4 —5 (tg wo— tgw)3+4 -+ - .
b

Aus (40) und (41) erhilt man:

t:““?o“(xo_‘x)‘i'
ko . -
PR NP R (42)
Xo
Xtgwy— 2 = £ (g — %)%+
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Fiinftes Kapitel
Praktische Losungsmethoden

§ 22. Vorbemerkung

Im V. bis VIII. Kapitel werden Methoden zur Lésung des in § 10
formulierten ballistischen Problems entwickelt. Es geht also darum, den
Bewegungsablauf, gekennzeichnet durch Ortsvektor t und Geschwindig-
keitsvektor 9, als Funktion der Zeit ¢ darzustellen. Als Parameter gehen
ein die Vektoren 1y, Dy, also Lage und Geschwindigkeit beim Beginn der
Geschoflbewegung. Selbst wenn man annimmt, was ohne Einschrankung
der Allgemeinheit statthaft ist, dafl ty = O ist, und wenn man weiter be-
denkt, daf} die Bahnen in Vertikalebenen liegen, so bleibt noch immer eine
zweiparametrige Kurvenschar zu bestimmen ibrig. Nicht immer inter-
cssiert die Bahn in ihrem ganzen Verlauf, vielmehr geniigt es oft, etwa
die Anfangserhohung w, bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit 7, als Funk-
tion der Schuflweite x° zu bestimmen, Es wird daher nicht zweckmiBig
sein, sich auf eine einzige Losungsmethode festzulegen, sondern man wird
eine ganze Anzahl verschiedenartiger Methoden bereitstellen miissen, die
je nach der Art der Fragestellungen Verwendung finden.

Die theoretischen Gesichtspunkte fiir den Losungsansatz sind in § 18
dargelegt worden. Im VI. bis VIII. Kapitel werden im Anschlufl daran
analytische Methoden entwickelt werden. Es bleiben aber noch Fragen
der praktischen Durchfithrung offen. Die Widerstandsfunktion w (v) ist
in Gestalt einer Tafel (etwa fiir 4quidistante Werte von v) gegeben. An
verschiedenen Stellen der Theorie werden aber die Ableitungen w’ (v),
w' (v), ... gebraucht. Ist die Hauptgleichung gelést, so sind Funktionen
zu berechnen, die durch Quadraturen definiert sind [z. B. (17) und (22) in
§11]. Hier geht w (v) in den Integranden ein. Es sollen daher die Methoden
zur Differentiation und Integration tafelmifig gegebener Funktionen zu-
sammengestellt werden, soweit sie fir die Ballistik wichtig sind (§ 28).

Das Kernproblem der theoretischen Entwicklungen ist die Losung der
Hauptgleichung. Wenn auch in den folgenden Kapiteln analytische
Methoden entwickelt werden, die diese Auflosung leisten oder umgehen,
so sind doch diese Methoden nicht immer bequem genug. Entsprechend
den Losungsansitzen des § 13 kniipfen die analytischen Methoden an die
Grenzfille g/w = 0 bzw. w/g = 0 an. Sobald aber g/w nahe bei 1 liegt,
konvergieren die Entwicklungen nicht oder nicht schnell genug. Dann
t)raucht man Methoden, die auch fiir g/w == 1 praktisch verwendbar sind
§ 24).

Die Methoden, die an die Hauptgleichung ankniipfen, haben einen
schwerwiegenden Nachteil. Wie in § 11 gezeigt wurde, entstand die Haupt-

gleichung durch Elimination der Zeit. Die Quadraturen enthalten daher
b
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nicht die Zeit ¢, sondern eine andere Grofle, z. B. o, tg o, v, x als Ver-
dnderliche. Dadurch buflit die Losung viel an Ubersichtlichkeit ein. Es
besteht daher das Bediirfnis nach weiteren Methoden, in denen an Stelle
der Hauptgleichung die erste der Bewegungsgleichungen (1) in § 10 tritt.
Ist diese Gleichung gelost, kennt man also b als Funktion von ¢, so be-
stimmt sich die Geschoflbahn durch Quadraturen. Der erste Schritt ist
also auch hier die Bestimmung des Hodographen, aber der Geschwindig-
keitsrif3 ist jetzt beziffert (tempiert), jedem seiner Punkte ist ein -Wert
zugeordnet. Methoden dieser Art werden im § 25 besprochen werden.
Es wird also bewufit auf die Moglichkeit verzichtet, mit einer einzigen
skalaren Differentialgleichung 1. Ordnung auszukommen, sondern man
bleibt bei einer vektoriellen Differentialgleichung 1. Ordnung stehen, d. h.
in dem hier vorliegenden Fall wird ein System von zwei gekoppelten
Differentialgleichungen 1. Ordnung gelost.

Besonders anschaulich werden die Methoden des V. Kapitels, wenn man
die Rechenoperationen durch geometrische Konstruktionen ersetzt. Dann
schliefien sich die beiden gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung
wieder in eine einzige, jetzt aber vektorielle Differentialgleichung zu-
sammen. Der Streit, ob den numerischen oder den graphischen Methoden
der Vorzug gebiihrt, ist miiflig. Denn jeder geometrischen Konstruktion
entspricht eine numerische Operation, man kann also jedes graphische
Verfahren in ein numerisches verwandeln. Ob numerisch oder graphisch
zu rechnen ist, das hingt aufler vom persénlichen Geschmack oder den
Fihigkeiten der verfiigbaren Hilfskrifte in erster Linie davon ab, von
wieviel Verianderlichen die zu berechnende Tafel abhingt. Funktionen
einer einzigen Veranderlichen kann man numerisch oder graphisch dar-
stellen, bei grolem Genauigkeitsanspruch wird man aber die numerische
Tafel wahlen miissen. Funktionen von zwei und mehr Verdnderlichen
wird man im allgemeinen nicht in numerische Form bringen, denn die
Bestimmung von Zwischenwerten wird dann sehr mihsam. Vor allem
wichst der Umfang einer solchen Tabelle bald sehr stark an. Zur gra-
phischen Darstellung einer Funktion von zwei und mehr Verdnderlichen
besitzen wir in der Nomographie*) ein sehr wirksames und verhiltnis-
maBig leicht zu handhabendes Hilfsmittel. Alle praktischen Methoden
sind also moglichst so anzulegen, daf} die Hauptglieder, die in vielstelligen
Tafeln niedergelegt werden miissen, nur von einer einzigen Veridnderlichen
abhingen. Es muf} erreicht werden, dafl die dann verbleibenden Reste
so klein sind, daf} sie durch Nomogramme in ein, zwei oder mehr Verdnder-
lichen erfafit werden konnen.

SchlieBlich kann man die beiden Differentialgleichungen §10 (1) in
eine einzige von der 2. Ordnung zusammenfassen und die Geschofibahn
direkt, ohne Vermittlung des Hodographen bestimmen (§ 26).

*) Siehe z. B. H. Schwerdt, Lehrbuch der Nomographie. Berlin 1924,
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Die Methoden des V. Kapitels haben alle ein Merkmal gemeinsam: Die
Geschoflbahn wird, vom Anfangszustand aus, in mehreren Schritten er-
arbeitet. Die Geschoflbahn bzw. der Geschwindigkeitsrif3 wird also durch
eine Anzahl aufeinanderfolgender Punkte approximiert. Dem stehen ge-
wisse Methoden der folgenden Kapitel gegeniiber, bei denen die Differential-
gleichungen dadurch lésbar gemacht werden, dafl man die Widerstands-
funktion in geeigneter Weise durch eine analytische Funktion approximiert.
In diesem Fall kann also jeder Endzustand berechnet werden, ohne daf3
es notig wire, die Zwischenstufen jedesmal auszurechnen. Eulers Losung
der ballistischen Hauptaufgabe durch Quadraturen*) fiir die Newton-
sche Annahme, dafl der Luftwiderstand proportional dem Quadrate der
Geschwindigkeit ist, wurde der Ausgangspunkt einer Reihe weiterer
Losungen durch Quadraturen fiir geeignete Luftwiderstandsgesetze. Dieser
Abschnitt der Ballistik hat durch J. Drach, der alle solchen Gesetze er-
mittelte, seinen Abschlufl gefunden. Von den Gesetzen, die eine Lésung
durch Quadraturen ermoéglichen, haben praktische Bedeutung nur das
von Bernoulli, w (v) proportional * und das allgemeinere von d’Alem-
bert, w proportional (v* — a), in dem als Sonderfall das von Chapel,
w proportional (v — a) und als Grenzfall w proportional Ig v — a enthalten
ist. Aber die dabei auftretenden Quadraturen sind binomische Integrale,
die von mehreren Verdnderlichen abhingen und deshalb eine tafelmaflige
Darstellung mit geniigend engen Zwischenrdumen, wie sie der Praktiker
braucht, nicht zulassen. Man muf} sich auch dariiber klar sein, daf} sich eine
noch so kleine, aber systematische Verfalschung der Widerstandsfunktion
in der Bahn stark bemerkbar machen kann, weil sich im Integrationsprozef}
die Fehler unter Umstinden aufsummieren.

§ 23. Funktionen des Luftwiderstandes

Hat man bei einer Gescho88bahn auf 7z 41 Zwischenscheiben in den
Entfernungen x,, %, %,, ..., x, die Hohen z4, 2, 2,, ..., 2, gemessen,
so lafit sich die Geschoflbahn z (x) durch ein Polynom #n-ten Grades in x
approximieren. Diese Entwicklung leistet z. B, die Lagrangesche Inter-
polationsformel

(%) = 2040 (%) + 29y (%) + o+ + 20 qa (¥) + Ra(x) (1)

Hierin sind

qy(x)zII—;—:% (t=0,1,2,...,n, aber ¢Fv)
Polynome #n-ten Grades. Das Restglied hat die Form

Rn<x>'=<7iTH<x—xl)zma) (t1=0,1,2,...,7),

*) Berichte der Berliner Akademie 1753, S. 34—38.




70 Finftes Kapitel. Praktische Lésungsmethoden

wo z ein (allerdings unbekannter) Wert zwischen dem gréfiten und dem
kleinsten der Werte x, x,, %;, ..., %, ist. Die Differentiation von (1)
crgibt

2 (%) =20 gy (1) + 20/ (1) + - + 2,00 (%) + R (1), )
2(%) =20 00" (%) + 2, 4" (1) + -+ + 2a0.7(%) + R(%), |

Y @) S

X — X
il

¢ (x) = ¢ (%) 2 pe 1 —— 0 (x) 2 (x—_l—x—)g usw.

Vernachlidssigt man die Restglieder R,’, R,”, ..., so lassen sich also
2, 2", ... durch die beobachteten Groflen ausdriicken. Anderseits folgt
wegen [vgl. § 16 (46), § 10 (9) (10)]

X =—wcosw, Vo =—gcosm, 1=—gsinw —w,

(2)

fir die Ableitungen 2’, 2", ...

-4 (x) =%= tgw,
2 (x) =sec?w ML ,é’,z‘ ,
. x x .
28 E__ % w
x3 x %3 v’
ey — 6g ; w2 1 vw’ é .
) == “z',?[l ‘]‘*3“(1 ~ ) (1 + smw)] usw.

Vergleicht man (2) mit (8), so erhdlt man an der Stelle x = x,, der Reihe
nach, @, aus 2, dann %, aus z,”’, dann v, aus vy=2%, sec w,, dann w, aus

’
vy Wy . . .
2", J’?” © =, (v,) aus 2, usw. Die folgenden Glieder liefern w,”,
0 :
9 o 3 ”r
. V2w, 22 W,
wy'"”, -+ in der Form n, (vo) = —2 , 1 (Vg) = "w , ***. Kannman

0
w (v) = ¢ f (v) setzen, wo f (v) als bekannt vorausgesetzt wird, so geniigt

die Kenntnis von 2y, 25", %', denn aus w, folgt der Geschofifaktor c.
Hierzu braucht man mindestens vier Zwischenscheiben. Macht man keine
Voraussetzungen iiber w (v), so liefern # 4 1 Geschoflbahnpunkte die
Werte w,, w,’, ..., w2, also interpolatorisch:

1 1
w(v)=w0+ﬂwo" (Z’_vo)‘l‘?!wo”' (v —2)2+ -+

1 2
TR TR A

Will man umgekehrt zu einer vorhandenén Widerstandstabelle w (v)
die Ableitungen w’ (v), @'’ (v), ... berechnen, so kann man w (v) durch

_l_
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eine Lagrangesche Interpolationsformel darstellen:

w (v) = @o qo (v) + @y ¢ () +* +waga(v) + Ra(0), ©
wo ¢, (v) die in (1) benutzten Polynome, aber mit v statt x als Verander-
liche, sind. Differentiation von (4) ergibt dann Formeln fiir »’, w”, ...,
die aus (2) hervorgehen, wenn man dort z durch w und x durch v ersetzt.
Das Rechnen mit der Lagrangeschen Formel ist recht mithsam. Da die
Tafelargumente fast immer dquidistant aufeinanderfolgen, ist es zweck-
mafliger, vom Differenzenschema der Tafel auszugehen:

Yo Wy
A, w,
1%os
Uy Wy A 2 Wy
w W
1Wrs 3 W15
Uy W w
2 Wo . e Wy
o w 4,5 w A5 w5
3 Ws 2 W3
Ay wy 5 Azwy s

Hier bedeuten

Ay wyp05 = Wy41 —W,, Agw,p1=A1w, 415 — Ay W, 105,
die ersten, zweiten und hoheren Tafeldifferenzen. v,4+1— v, =4 v ist das
Tafelintervall. Arithmetische Mittel zweier in derselben Spalte folgenden

Differenzen werden als Zwischenwerte bezeichnet, also
Alwy =4 (dyw, 05 +4, wv+0.5)1 AW, 405 =% (4, wv+A2 wv+1)) et

Dann kann man w (v) durch eine der folgenden Interpolationsformeln dar-
stellen, die durch Spezialisierung der Lagrangeschen Formel entstehen,

w(vyikAv)zwyiNldlwviO.s"*‘NzAzwvtl £ -, (N)
w, Ltkdo)=w, 4+ S5 4,w, + S, 4, w, + -, ()
w(vy:{;kdv):wyj:BlAlw,io,s +B2A2w,,i0‘5:l:"'. (B)
Man nennt (N) die Newtonschen, (S) die Stirlingschen, (B) die Bessel-
schen Formeln. Um die Koeffizienten Ny, S, B, méglichst klein zu er-
halten, ist v, so zu wihlen, daf8 | k| < 1 wird. Am Anfang bzw. am Ende

einer Tafel muf die eine der beiden Formeln (N) verwendet werden, im
Innern einer Tafel sind (S) und (B) genauer. Die ersten Koeffizienten sind

Ny=S8 =B =k,

1 1
Nz_Bz——z-!—k(k 1), 52=2—!k2,
1
N3_~11—k(k—1)(k——2), Ss=—3T(k+l)k(k—-l),
BazflTk(k——l) (k—%—) usw
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Differentiation der Newtonschen Formel gibt fiir die Argumente der Tafel

1 1 1
w’ (v,):Tv[Alwv+0.5—§Azwv+l +—§A3wv+1.5 -——I—-..:}’

1 11

(N*}
w” (9,) = oE [Azwyn — 43w, 415 + 75 Aa sz —'{'"']-

Rascher klingen die Koeffizienten ab, wenn die Stirlingsche Formel
differenziert wird:
o 0) = [, — &, D, ]
YT Ae [T 6 73Ty T80 TR 1’
1 1 - (S5%)
w” ('Uv) =W[A2wv ‘—"_1—2—A4717)y +—" '} .
Bei den hoheren Ableitungen machen sich sehr stark die Abrundungsfehler
der Tafel bemerkbar. Nimmt man speziell 4 v =1, wie es z. B. bei der
Tafel des Siaccischen Widerstandsgesetzes geschehen ist*), so wird der
x-te Differentialquotient in erster Naherung durch die #-te Differenz der-
selben Zeile dargestellt (bei ungeradem # ist der Zwischenwert zu nehmen).
Bei der Siaccischen Tafel ist die dritte Differenz nirgends bestimmbar.
Daher sind die dritten und hoheren Ableitungen im Rahmen der Tafel-
genauigkeit gleich Null zu wihlen,
Fast in allen ballistischen Methoden zur Bestimmung der Geschofibahn
treten Funktionen auf, die durch Integrale erklart sind. Z. B. wurden
beim schwerefreien Schull (§ 15) die Funktionen

T (v) = Ed(z;_) und D(v):f%z;)

eingefiihrt. Da w (v) als Tafel gegeben ist, wird man auch 7 (v) und
D (v) wieder als Tafel berechnen. Es handelt sich also allgemein darum,
eine Funktion @ (v) zu tabellieren, wenn in

@) = [ o) dv

der Integrand ¢ (v) als Tafel vorliegt. Die Argumente seien v, v, %5, - - -
Es gibt also wieder ein Differenzenschema, das wir aber noch durch eine
Spalte vor der Funktionsspalte ergianzen wollen. Wir bezeichnen diese
Differenzenwerte mit 4_; ¢, also

41905

Yo Po
Ay Pos

(41 P 4,9,
Vi 4, 915

Ug P2 A, @,
A_1 a5 T :

*) Cranz, Ballistik I (1925), S. 572ff.
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Da diese ,,.Summenspalte’* erst eindeutig bestimmt ist, wenn einer ihrer
Werte festgelegt wird, wihlen wir

A9 _o5=—4 @+ 15 4190 — 3@+ gote As o —++ - -

Damit wird dann A_; ¢, 45 _A-1%—o.5 = ¢, fiir alle ». Durch Inte-
gration der Besselschen Interpolationsformel erhdlt man

Dw)=A4v[d 9, — 5 ho,+Nsdsp, —+---]1.  (*B)

Wihlt man wieder 42 ==1, so ist in erster Ndherung @ (v,) gleich dem
zu derselben Zeile gehorigen Zwischenwert der ersten Summenspalte. Im
allgemeinen wird es aber notig sein, wenigstens die ersten Differenzen
A, g, noch zu beriicksichtigen®).

§ 24. Integration der Hauptgleichung

1. Integration durch Extrapolation. Die am Schlufl von § 23
angegebene Besselsche Formel (*B) kann auch zur Losung der Haupt-
gleichung herangezogen werden. Die Hauptgleichung sei in einer der im
I11. Kapitel abgeleiteten Formen gegeben [§ 11 (16), (18), (23), (24), §13
(29), (82)). Vor allem die integrierten Formen zeigen deutlich den Zu-
sammenhang mit der im § 23 behandelten Quadraturaufgabe. Schreiben
wir etwa Gleichung (16) in § 11 in der Form

v—vo—[-f(tg + — C(fs)w)vdwhvo—}—\/ (v,w)dw, (5)
so liegt eine Quadraturaufgabe vor, sobald v als Funktlon von w bereits
bekannt ist. Kennt man ndherungsweise den Verlauf der Funktion v (w),
so kann man durch wiederholte Quadratur die Hauptgleichung -losen.
Angenommen v™ (w) sei die »-te Ndherung von v (@), so ergibt sich die
(¢ + 1)-te Naherung in der Form

w
vt =g, —i—f(p (v, w) dw . (6)

wq
Ist die Integration erst einmal in Gang gebracht, etwa bis v,, so erhilt
man durch Extrapolation des Differenzenschemas im allgemeinen einen
brauchbaren Niherungswert fiir v,,;, so dafl bereits nach einmaliger
Wiederholung der Rechnung der nichste Tafelwert praktisch genau er-
mittelt ist. Ist aus dem Differenzenschema zu vermuten, dafi etwa die
4-te Differenz iiber mehrere Zeilen praktisch konstant bleibt, so wird man
diesen Wert auch fiir die nichsten Zeilen als giiltig ansehen und so das
Differenzenschema nach vorn bis zur ersten Summenspalte erganzen. Gegen-

*) Fehlerabschiatzung siehe z. B. G. Schulz, Formelsammlung zur praktischen Mathe-
matik, Sammlung Goschen 1110.
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tiber der Besselschen Formel (*B) hat die Adamssche Formel (*A) cinige
Vorziige:

@yl ‘

f‘P‘(v("): w)do =Aolp, 11— 54 Qsos — 15 4@, (*A)

“r — s M3 r—0s — P dapro1— 0] I
In (*B) werden nidmlich die Differenzen der »-ten Zeile herangezogen,
wihrend in (*A) die Differenzen von Spalte zu Spalte um eine halbe Zeile
aufsteigen, ganz wie bei der Newtonschen Interpolationsformel (N)
(unteres Vorzeichen). Bei Anwendung der Formel (*B) missen bei Be-
riicksichtigung erster Differenzen zwei, bei Beriicksichtigung dritter Diffe-
renzen drei Werte der betreffenden Spalte extrapoliert werden, bei der
Formel (*A) wird immer nur ein Wert extrapoliert. Dieser Vorteil wird
freilich groBitenteils wieder aufgehoben, denn bei (*A) klingen die Koeffi-
zienten viel langsamer ab als bei (*B).

2. Methode von Runge-Kutta. Denkt man sich die Lésung der
Hauptgleichung in eine Reihe nach Potenzen von o — w, entwickelt, so
kann man fordern, dal die Niherungslosung bis zur A-ten Ordnung mit
der Reihenentwicklung iibereinstimmt. Nach einem Gedanken von Gauf,
der von Runge und Kutta*) auf Differentialgleichungen iibertragen
wurde, kann man ,+3 — v, durch ein geeignet ausgewogenes Mittel von
A-Werten ‘des Integranden ¢ (v, ) anndhern. Setzt man 1 =1 voraus,
so ergibt sich «
v,+1=7)y—}—dw<p(vv,wy). (RI)
Fiar 2 = 2 ergibt sich z. B.

Uyp17 Uv+ % do ((P(1)+ (pm)) ’
(p(l): @ (vy’ w‘y) ’ (R")
=@ (v,+ do¢?, o, + dw).
Fiir 2 = 8 ergibt sich z. B.

Vr1=10,+F % Ao (W + 4 92 + <}0‘3’) ,
¢r=9 (@, ), Ry
PP=0 @v,+ 1o ¢® o+ }40),
P¥=¢ (v,+ Ao [2¢? — V], 0,+ do) .
Fir 7 = 4 ergibt sich
V%r1=0,+ L do (P + 2¢?+ 2994 ¢¥),
=9, ),
=9 @,+} 409" o+ d0), (Ry)
P¥=¢ (v,+ 140 ¢? 0,+ }d0),
(v,

=@ (v,+ do¢?® 0,+ dw) .

*) Ausfihrlich dargestellt in C. Runge und H. Kénig, Numerisches Rechnen (1924),
S, 286ff,



§24. Integration der Hauptgleichung 75

Zum Unterschied von der vorher besprochenen Extrapolationsmethode
werden nur Werte des Integranden benutzt, die innerhalb des zu iiber-
briickenden Teilintervalls liegen. Ein weiterer Vorzug ist, daf§ die Grofie
der Teilintervalle auf die Verinderlichkeit des Integranden abgestimmt
werden kann, wihrend bei der Extrapolationsmethode im allgemeinen
die Gréfle des Intervalls in allen Teilen der Bahn konstant zu wihlen ist.
Der Arbeitsaufwand ist bei der Runge-Kuttaschen Methode betricht-
lich griéfier als bei der Extrapolationsmethode, die Kontrollmoglichkeiten
sind geringer. Auf ballistische Probleme ist die Methode zuerst von
Veithen*) angewandt worden, allerdings nicht auf die Hauptgleichung,
sondern auf die urspriinglichen Bewegungsgleichungen § 10 (1). Man hat
also dann ein System von vier Differentialgleichungen gleichzeitig zu be-
handeln. Das ist nicht vorteilhaft, denn es besteht die Gefahr, daf3 sich
die Fehler der Naherungsigsungen stirker hdufen. Tatsdchlich hat auch
Neuendorff*) an einem Beispiel gezeigt, dafl die errechneten Bahnen
mit den erschossenen nicht geniigend iibereinstimmen.

8. Isoklinenmethode. Diese von C. Runge**) fiir Differential-
gleichungen erster Ordnung entwickelte Methode geht z. B. von der Haupt-
gleichung § 11 (16)

& g (0,9) )

aus. In einem kartesischen (w, v)-Koordinatensystem gibt dann ¢ (o, v)
die Steigung der durch den Punkt w,v gehenden Integralkurve v (w).
Die Kurven ¢ (w, v) = const sind also die Linien gleicher Neigung (Iso-
klinen). Geht man von einem beliebigen Anfangszustand wg, v, aus, so
kann man die hierzu gehérige Integralkurve v (w) anndhern durch ein
Streckenpolygon, das aus den Linienelementen des Feldes allmihlich auf-
gebaut wird. Man hat also die Schar der Isoklinen in dem Gebiet zu
zeichnen, in dem der gesuchte Geschwindigkeitsrif} liegt und jeder Isokline
die zugehorige Richtung zuzuordnen. Je dichter die Isoklinenschar, um
so genauer stellt das Streckenpolygon den Geschwindigkeitsrif3 dar. Ist
die Niherungslosung vV (w) gefunden, so kann man durch wiederholte
Quadraturen nach Formel (6) immer nidher an die strenge Ldosung heran-
kommen. Fiir die numerische Quadratur wird man die Formel § 23 (*B)
verwenden, wenn man es nicht vorzieht, graphisch zu integrieren**).
Das Verfahren ist nicht an die in (7) gebrauchten Variablen gebunden.
C.Cranz und R. Rothe***), die die Isoklinenmethode auf die Ballistik

iibertragen haben, benutzen als Verdnderliche { =Igtg (% —f——;—)) und lgov,
ihre Hauptgleichung hat daher die Form § 11 (24)

*) Artillerist. Monatshefte 1919, S. 98.
**) C. Runge, Graphische Methoden (1919), S. 105ff.
**%) Artillerist. Monatshefte 1917, S. 197.
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dlgov
= (5)

Das bringt fiir die Berechnung der Isoklinen einige Vorteile mit sich.
Ganz allgemein wird man die Verdnderlichen so wihlen, dafi die Isoklinen
moglichst einfach zu berechnen sind. )

Die Isoklinen der v-Ebene erhilt man, wenn man die Hauptgleichung
in der Form §16 (47) benutzt:

%:f—%)j—g, wo a(v) == pat vi=x2422.  (9)

w(v)

= tgﬁhyp {+F(gy), wo F(lgo)=

Bei linearem Widerstandsgesetz, a (v) = const, sind die Isoklinen Gerade
durch den Punktx =0, z =— g/a. Die durch x,, 2, gehende Isokline
ist zugleich Hodograph, denn das Richtungselement des Hodographen
fallt hier mit der Isokline zusammen.

4. Orthodromenmethode.*) In gewissem Sinne eine Umkehrung der
Isoklinenmethode ist die folgende Methode, in der die orthogonalen Tra-
jektorien (Orthodromen) der Hodographenschar benutzt werden. In der
Hauptgleichung (9) ist %—Zx— = tg o, wenn o den Winkel der Tangente an
den Hodographen gegen die x-Richtung bedeutet. Die Normale an den
Hodographen habe den Richtungswinkel f. Dann ist tge-tg f=~— 1.
Mithin ist die Differentialgleichung der Orthodromen

w .
i w°TE
& T w (10}
X
K

Diese Differentialgleichung nun kann fir jedes Widerstandsgesctz auf
Quadraturen zuriickgefithrt werden. Wegen z dx 4+ 2 dz = v dv ergibt
sich ndmlich aus (10) als Gleichung der Orthodromen

v

%g—o/‘w(v)dv—kz':c. (11}

Da man das hier auftretende Integral an Hand der Widerstandstafel vor-
weg berechnen kann, sind die Orthodromen schnell zu zeichnen. Fir
w=av z. B. wird die Orthodromenschar eine Kreisschar

2

x4 (z + %)2: const,, (12)

fiir w = av™ eine Schar zyklischer Kurven, :
Man zieht das Tangentenvielseit so, dafl die Seiten die zu C = (,,
C,, . .. gehorigen Orthodromen rechtwinklig schneiden und die Schnitt-

*) S. Vahlen im Becker-Gedenkband, S. 17.
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punkte aufeinanderfolgender Tangenten etwa in der Mitte zwischen den
beiden benachbarten Orthodromen liegen, weil die beiden von einem
Punkt aus an denselben Kreis gezeichneten Tangenten gleich lang sind,
ein kleiner Bogen des Hodographen aber durch den Kriimmungskreis er-
setzt werden kann.

Man kann auch auf die Zeichnung der Orthodromen verzichten. In
jedem gehorig kleinen Gebiet (v, v -+ 4 v) 1483t sich w durch ein homo-
genes lineares Gesetz approximieren. Einer
Folge vy, vy, Uy, ... entspricht also eine
Koeffizientenfolge a,, a,, a,, ... des
Widerstandsgesetzes w (v) = a v, entspricht
also nach (12) eine Folge von Mittelpunkten
(0, —-g—), (0, —i) . ... der kreisfor-

2 4
migen Orthodromen. Auf diese Mittelpunkte
weist aber die Tangente an den Hodographen.
An Stelle der Orthodromenschar kann also ¢
auch eine Folge von Punkten auf der nega-

tiven z-Achse treten, g = — —g—, — _g_, R

2] a;
w(v,) . . &
—7—”—— ist. Diese Punktfolge O

wird man mit Uy, V1, Vg, ... beziffern.
Kennt man also den Punkt Pg(v,) des Hodo- &
graphen, so findet man den Punkt P, (v,)

aus den beiden Forderungen, daf} er von O

die Entfernung »; hat und daf§ die beiden
Beriihrungspunkte P,, P; vom Schnittpunkt %
ihrer Tangenten gleiche Entfernung haben. Abb. 20

Ein dhnliches Verfahren ist von Josseline

de Jong*) vorgeschlagen worden. Gegen die Anwendung in allen Teilen
des Hodographen spricht die Tatsache, dafl die Tangente an den Hodo-
graphen nahezu parallel der z-Achse werden kann. Der Kriimmungs-
mittelpunkt der Orthodrome riickt also dann sehr weit vom Nullpunkt
der v-Ebene weg. In diesen Fillen wird man also nicht umhin kénnen,
die Orthodromen nach (11) zu konstruieren.

Der Isoklinenmethode ist die Orthodromenmethode fast immer iiber-
legen, weil der Hodograph die Orthodromen stets unter rechtem Winkel
schneidet, was fiir die Isoklinen nur in Ausnahmefillen gilt. Die Iso-
klinenmethode wird ganz unsicher, wenn das Richtungselement des Hodo-
graphen nahezu mit der Tangente an die Isokline zusammenfallt.

wo a, =

*) J. de Jong, Militaire Spectator 1924. Aber J. de Jong bestimmt den zweiten
HOdOgraphenpunkt als Schnitt des mit v; um 0 geschlagenen Kreises und der ersten
Tangente Py (. Hierdurch entstehen einseitige Fehler.
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5. Mechanische Losung der Hauptgleichung. Man kann die
Integration der Hauptgleichung auch durch folgenden Mechanismus aus-
fithren. O’ O’ liege in der Zeichenebene fest, 0" 0" A” A" und A" A" P" P”
seien zwei Gelenkparallelogramme, durch die P’ P” in erforderlichem Um-
fange an jede Stelle der Ebene zu bringen ist (Abb. 21). Mit 0’ 4’ starr
verbunden ist eine ebene Kurve, die O’ P’ immer so in einem Punkte T

4 . schneidet, dal O' T =9 —w
und T P =w ist, wenn
0" P =9y ist. Macht man
dann 00 =P P =g und
zieht den Punkt P vermittelst
eines in P befestigten Fadens
in Richtung {iiber T, so be-
7 schreibt ein in P angebrachter

v .Zeichenstift die gesuchte Kurve:

NS

-T2 Die Anfangslage P, von P ist
o / dadurchbestimmt, dafiO Py=1,
und 0”0 Py = % — wo‘ sein

Abb. 21

mufl. Der Beweis folgt sofort
daraus, daf} die Tangentenrich-
tung P T der Kurve die Resul-
tierende ist aus g = PP’ und
w = P'7T. Der Mafistab fiir g
und w ist beliebig, aber bet
beiden derselbe. Die Konstruk-
tion der T-Kurve erfolgt so:
Fir jede Gestalt des Dreiecks
0" A’ P’ trage manauf 0" P’ =v
den Wert v —w =0T ab
(Abb.22). Kann w (v) = ¢ f (v)
gesetzt werden, so gilt fiir jedes ¢ dieselbe T-Kurve. Fiir ein Geschof3
mit groflerem (kleinerem) ¢ verkleinert (vergrofiert) man PP =00’ im
entsprechenden Verhiltnis.

§ 25. Der tempierte Hodograph

Im Jahre 1915 an der Champagnefront mufite ich einen Zug meciner
leichten Feldhaubitzen behelfsmiflig als Flakzug einrichten. Es war
notig, daf} ich mir genauere Kenntnis verschaffte von den Geschofibahnen
bei den groflen Anfangserhéhungen w,, die beim Flakschieflen zur An-
wendung kommen. Ich fand damals cin einfaches und schnelles Ver-
fahren*) durch folgende Uberlegung. Im widerstandsfreien Raum

*) Artillerist. Monatshefte 1918, S. 145—147.
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[w (v) = 0] ist die Geschofibahn parabolisch; es gelten wegen §10 (1) die
Formeln

by 1=0b +gde, Lyi=t,+b At + 3 gas2.

Deshalb erhilt man zum Bahnelement (t,,,) nach A4¢=1%¢ das neue
Bahnelement (t,4+1, D,4+1) durch

b7+1= bv_{—g’ r"+1= r'v+ D'y_l—%g:rv_{_%(bv_l—bv"'l) ‘(P)

Dem entspricht die Konstruktion der Abb.23. Kommt der Luftwider-
stand mit der Verzégerung || hinzu, so wird

¢, + At t, + At
bp1=0,+gdt+ [wdt, =14+ A+1} g-At2+jfm de®.
t, 4,
Nach dem Mittelwertsatz der Vektorrechnung*) 1a8it sich schreiben
t+ At
fm dt =10 A¢ .
¢

Hier ist 0 ein Vektor im kleinsten konvexen Bereich der w-Ebene, der
das Kurvenstiick 1 () umschliefit (0 hiangt von ¢ und 4¢ ab). Also kann
wie bei der Parabel der Geschwindigkeitsvektor in der Form

b7+1: bv+ (g +fﬁv) At

dargestellt werden. Nur ist jetzt g durch den Vektor g + v, zu ersetzen,
wo v, noch von » abhingt. Die Bahn 1 (#) 148t sich nicht in derselben
einfachen Weise mit der parabolischen Bahn in formale Ubereinstimmung
bringen. Das ist aber nicht so wichtig, weil t (¢) durch Quadratur bestimm-
bar ist, sobald b als Funktion von ¢ bekannt ist. Es soll also zunichst nur

der Geschwindigkeitsriff mit der Zeit ¢ als Parameter ndherungsweise be-
stimmt werden.

Fir kleine Zwischenzeiten 4¢ kann man etwa = " =1 (v,)
setzen. Mit 4 ¢ = 1% ergibt sich dann

b =0+ W) +g, (Vi)
d. h. die bei der Parabel giiltige Konstruktion (P) dndert sich in der Weise
ab, dafl man g durch g +  (b,) zu ersetzen hat. Die Formel (V,) 1d3it
sich auch so auffassen: Zuerst unterliegt die Geschwindigkeit dem Luft-
widerstand, dadurch geht v, iiber in b, + v (b,), danach wirkt die Schwere,
b, 41 (b,) geht also tber in b, 4+ 10 (b,) + g.

Kehrt man die Reihenfolge um, so geht v, zuerst iiber in b, + g und
danach diese Geschwindigkeit unter dem Luftwiderstand w (b, + g) in

Y, 4+ g+ mw(v, 4+ g). Das ist nicht dasselbe wie bill ., dann b, - g unter-

_

*) A. Klose, Deutsche Mathematik Bd. 2 (1937), S. 473—479.
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scheidet sich nach Grofie und Richtung von b,. Es gilt also jetzt
b3, =0+ g+w(,+g. (V)
In (V,) ist also =1 (b, + g) gesetzt.

Man kann sich fragen, wie man durch Abwandlung der Methode den
Mittelwert v genauer erfassen konnte. Denkt man sich in dem Integrations-

D,

(-]

L

O
Abb. 23

intervall die Losung nach Potenzen der Zwischenzeit 4 ¢ entwickelt, so
kann man etwa fordern, dafl v, 41 bis auf die Glieder zweiter Ordnung
genau dargestellt wird. Man setzt dann wie bei der Methode von Runge
und Kutta (vgl. §24,2)
0, p1=0,+ (K, 0V + K, 9?) At

an, wo bV =g - w(p,) und ¥ =g+ w (v, + « 4 :0") gesetzt wird.
Die Gewichte K, K, und der Faktor « stehen dann zur Verfiigung, um
mit der Darstellung durch eine Potenzreihe bis zu den Gliedern zweiter
Ordnung in Einklang zu kommen:

byyi=0,+gdt+mw At Fw A2+
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Zunichst muBl K;+ K, =1 sein. Entwickelt man %? nach Potenzen
von a A ¢, so ergibt sich

wo,+aedtd?)=mw +adtw, 4 -,
also ist K, @ = } zu setzen. Zwei Losungen sind besonders bequem:

1. K, =K,
gesetzt wird,

3. Dem entspricht « = 1, also, wenn wieder 4¢ = 1s¢¢

by =", g+ [ () +w(o,+ g+ m,)]. (V)

Hier wird also Anfangs- und Endwert von v nach (V,) bestimmt und fiir
10 das arithmetische Mittel genommen. '
2. K; =0, K, =1. Dem entspricht « = %, also fiir 4 ¢ = 1s¢¢

=0 +g+w,+ig+im), (V)
d. h. nach (V;) wird mit A¢=$%¢ ein Zwischenwert von b ermittelt und
das dazugehérige w als v benutzt.
Die Losung (V;) stimmt mit einer von A. Klose*) angegebenen Nihe-
rung uberein. Fiihrt man die vektorielle Differenz
A1, o5=1w (v, + g +mw,) —w(v)
ein, so lifit sich (V) auch in der Form schreiben
), =0,+ 8+ W, 4 341, 405

Die Losung (V,) hat Ahnlichkeit mit einem von E. A. Brauer**) vor-
geschlagenen Verfahren. Brauer nimmt den mittleren Widerstandsvektor
entgegen der Richtung von b, = b, 4+ % g an, seine Grofle w (v,,) bestimmt
er mit dem Argument v,,, nimlich als Schnitt der Geraden durch v,
(Richtungstangens — 2) mit der w (v)-Kurve, also aus

w(v,) =—2v, + 2v,.
Durch v, ausgedriickt, ist w (v,,) = w (v,) + (n — v,) w (v,) + ... oder

gendhert w (v,,) = w (v,) [1 — 2 @’ (v,)]. Daher entspricht die obige Kon-
struktionsvorschrift der Formel

1 ) 1
bv+1=b,,+g“—b*%(1"—_‘w*’)» wo b*=b0+§g' (B)
*

Aus (V,) folgt entsprechend
1w,
2

(4) Wy % s,
bv+1=bv+g_b* 2 (1——19)* ev e*)_
*

o,-nen, .
*) A. Klose, Deutsche Mathematik Bd. 2 (1937), S. 473—479.

**) Anleitung zur graphischen Ermittelung der Flugbahn eines Geschosses. Karlsruhe
1918, Fiir die numerische Rechnung siche auch E. Pflanz, Einfaches Verfahren zur gra-
phisch-rechnerischen Bestimmung einer Geschofflugbahn. Wehrtechn. Monatshefte 41 (1937)
S. 529534,

Vahlen, Ballistik., 2. Aufl. 6
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Hier sind e,, e, die Tangenten an den Stellen b, bzw. v, , n, ist die Nor-
male an der Stelle v,. Fir nicht zu kleine Geschwindigkeiten sind also
die Unterschiede (B) — (V) klein von héherer Ordnung als der zweiten.
Allerdings gibt (B) die Geschwindigkeitsvektoren gegeniiber (V,} durch-
weg zu klein und zu flach, also ergeben sich bei (B) kleinere Gipfelhshen
und kleinere Schufiweiten als bei (V,).

Die Methoden (V,) bis (V,) sind so einfach in der Handhabung, daf3
auch minder geiibte Hilfskrifte damit zurechtkommen. Selbst die Me-
thoden erster Ordnung geben recht brauchbare Resultate, fiir iberschlig-
‘liche Untersuchungen sind sie unentbehrlich. Bei (V;) und (V) muf} bei
jedem Integrationsschritt ein Widerstandswert aus der Tafel entnommen
werden, bei (V3) und (V,) sind jedes Mal zwei Werte erforderlich. Man
kommt aber auch bei den Methoden zweiter Ordnung mit einem einzigen
Widerstandswert aus, ohne dafl es, wie bei Brauer, notig wire, diesen
Wert durch eine umstindliche Konstruktion zu ermitteln. Zu diesem
Zweck iberbriicken wir das Sekundenintervall mit zwei Schritten von je
1/, Sek. Linge, beim ersten Schritt wird die Methode (V,), beim zweiten
Schritt die Methode (V,) angewandt. Das ergibt am Ende des Sekunden-
intervalls

=0 i 0 )+ g1+ 3{g+m (o,+ 4w, + g)]
1 1 (Vl V2)
Bei der Uberbriickung des nichsten Sekundenintervalls ergibt sich
By = 0,01+ 3w (0, 41) + g+

Die Widerstinde am Ende des ersten und am Beginn des zweiten Sekunden-
intervalls -haben dieselbe Richtung, aber verschiedenes Argument b, 41
bzw. b, =, + 1w, + g. Entwickelt man nach Potenzen der Differenz
Uy 41 — Uy, SO ergibt sich

w(v,.+1)=w(v*)+(v,,+l—y)w( )
— _ 1w -
i) |1— 5 T )+,

d. h. der Unterschied der Widerstinde ist klein von der dritten Ordnung.
Man kann also 1 (b, 41) durch v (b,) ersetzen. Abgesehen vom ersten
Schritt braucht man also bei (V;V,) immer nur einen Widerstandswert
zu bestimmen [vgl. Abb. 28]. Die Genauigkeit ist, wie man leicht sieht,
dieselbe wie bei (V), (Vy) und (B). Man kann aber auch zunichst nach
V,) und dann nach (V,) konstruieren:

n£2+11> b,+3[g+w (v, +4g)]+4[w (b, +3g+1(v, +2g))+g]\(V -

=+ ba+[mlo +1g+m (o, +dg+ml +ig)]+ie |t

Auch hier kann man mit ausreichender Genauigkeit

oo, +30) +mw(0,+3g+mw(o,+39)| =m0+
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setzen. Es wird also wie bei (V,) und (B) ein mittlerer Widerstandswert
benutzt. In dieser Form erfordern die Methoden (V, V,) und (V, V,) genau
denselben Konstruktionsaufwand wie (V;) und (V,).

Jede der Losungen (Vy) bis (V,) kann als Ausgangslésung fiir ein
strenges Iterationsverfahren benutzt werden. Hat man fiir die 4qui-
distanten Zeitwerte &y, 1, f,, . . . die %-te Naherungslosung fiir v, erhalten,

kennt man also die zugehdrigen Werte der Widerstandsvektoren (%,
W&, ..., so ergibt sich die (% + 1)-te Niherung durch Quadratur

tl’
0P = o+ g (2, — 1) + [ 00 dt .
t

Die Quadraturen konnen numerisch fiir die Horizontal- bzw. Vertikal-
komponente (etwa nach der in § 23 angegebenen Methode) oder auch
graphisch nach einem entsprechenden Verfahren durchgefiithrt werden.

Der Vektorfolge w,, 0y, 0y, ... 1dB8t sich ndmlich ebenfalls ein Diffe-
renzenschema zuordnen*):
A3 10, 4 05=10,,;— 10, Ay W, 1= 4110, 15— 4,0, 505,

Die geometrische Bedeutung ist aus der Abb.24 zu ersehen. Die Inte-
grationsformel (*B) aus §28 lifit sich also auf Vektoren ohne weiteres
Ubertragen.

§ 26. Bestimmung der Gfasdmoﬁbahn

Soll die Bahn des Geschosses ohne Benutzung des Geschwindigkeits-
risses bestimmt werden, so ist der GeschofBort t () durch eine Taylorsche
Entwicklung darzustellen:

1 . 1 .
r(t)=r0+Atbo+WAtzbo+?Atsbo+"', (13)

—_—

*) A. Klose, Deutsche Mathematik Bd. 2 (1937), S. 473—479.
o*
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o, Do ergeben sich aus §10 (1), (8), die hoheren Ableitungen aus b
durch fortgesetzte Differentiation nach ¢ Bricht man die Reihe bei dem
Gliede n-ter Ordnung in A4¢ ab, so ist der Fehler gleich

L Apa
(n 4+ 1)1 ’

(n
wo b‘z‘ ein Zwischenwert der n-ten Ableitung von v ist. Man sieht, daf
die Entwicklung (13) im allgemeinen nur fiir kleine Werte von 4 ¢ bequem
zu handhaben ist.

Nimmt man an, dafl der Geschwindigkeitsrif v (w) nach einer der
Methoden des § 24 ermittelt ist, so 1afit sich, wie zuerst Poncelet*) vor-
geschlagen hat, die Bahnkurve durch eine Folge von Kreisbogen
anndhern. Nach § 10 (14) ist der Krimmungsradius ¢ der Bahn be-

stimmt durch

22
?zg-cosw. (14)

Der Kriimmungsmittelpunkt liegt auf der Normalen. Trigt man auf
dem Kriimmungskreis zur Zeit ¢ von dem gegebenen Ausgangspunkt
das Bogenelement As=v A4t ab, so hat man damit angenihert den
gesuchten Bahnpunkt zur Zeit ¢ + A¢. Die zugehorige Geschwindigkeit
und ihre Richtung findet man gendhert [vgl. §10 (9), (10)] zu

v+ dt=9v —(gsin o 4w (v)) 4¢, I

geosw (15)
v ) I

o+odt=w—

Die Ungenauigkeit, die durch die Niherungsformeln entsteht, 148t sich
vermeiden, wenn ein tempierter Hodograph nach §25 vorliegt. Die
Ponceletsche Methode ist mit Vorteil nur bei kleinen Geschwindigkeiten
anwendbar. Bei groflen Geschwindigkeiten ist die Bahnkriimmung 1/p
meist so klein, dafl die zeichnerische Durchfithrung auf Schwierigkeiten
stofit.

An den tempierten Hodographen (§ 25) kniipft die folgende sehr ein-
fache Methode**) an. Wie in § 25 gezeigt wurde, ist in der Parabel bei
beliebigem A4¢:

Ly1=1¢,+b, At 4+ Lgas
oder auch, da
gAt=1,.4 —b,
ist,
L1 =1, -+ % (Uv -+ D,+1) At. (16)

Aus einer Folge dquidistanter v-Werte 1afit sich also durch einfache Kon-
struktion nach (16) eine Folge dquidistanter Parabelpunkte ermitteln

*) Legons de mécanique industrielle, 1828/29, II, § 55.
**) Vahlen, Artilleristische Monatshefte 1918, S, 145,
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(s. Abb. 25). Kommt der Luftwiderstand hinzu, so kann in erster Nihe-
rung einfach g durch g 4 w ersetzt werden, d. h.

La=1,+9,4t+3(g+w,) 42,
Nun ist nach der Methode (V,) [vgl. § 25] gendhert
(@+m) At =0, —0b,,
also, wie bei der Parabel,
‘ Ly1=1,+ § (b, + b,,1) 4t (17)

Diese Methode ndhert die Geschofibahn durch eine Folge kleiner
Parabelbogen an; die Richtung der Parabelachse ist die der jeweiligen

Ve Y
Vs Abb. 25 o Abb. 26

Gesamtbeschleunigung g + 1v,, also von Punkt zu Punkt veranderlich
(s. Abb. 26).

Man kann auch, um die Quadratur
t4de

Av=t(t+ d) —t ()= [o(t)dt
4
auszufiihren, die bekannten Naherungsformeln der Integralrechnung
vektoriell verallgemeinern. Sind b,, b, die Werte des Integranden an
den Grenzen des Bereichs, so ergibt die Trapezregel

Ar=3} 4t (v, + 0,) . (18)

Das ist dieselbe Formel wie (17). Setzen wir fiir b, die Taylorsche Ent-
wicklung an,

by = b, + At9, + 3 420, + - -,
so ergibt sich

Ave=A1o, + 3420, + § 3400, + -

Ein Vergleich mit (13) zeigt, dafi die Glieder 2. Ordnung noch genau
erfalit werden.
Man kann die Genauigkeit erheblich steigern, wenn man

At =} A (o + 03) + 2 472 (10, —10y) (19)
setzt. Entwickelt man b, und w, nach Potenzen von A¢, so crgibt sich

Wy — 10, =9, —0, = dt o, +3 429, + - .
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Dadurch geht (19) iiber in
Av= At +3 ARG + 3405 + 35 A6+ ko § 456 + -

Der Vergleich mit (18) zeigt, daf noch die Glieder 4. Ordnung genau erfaf3t
werden. Der Ansatz (19) ist der Trapezregel (18) iiberlegen, denn dei
Gewinn an Genauigkeit ist betrichtlich. Die Mehrarbeit ist unbedeutend.
da bei simtlichen V-Methoden zur Bestimmung des Geschwindigkeits-
risses (vgl. § 25) die vektorielle Widerstandskurve der Geschoibahn
ohnehin ermittelt wird, 1, — tv; also bekannt ist. Man erkennt {ibrigens
leicht, daB3 die Formel (19) mit den ersten Gliedern der Besselschen
Integrationsformel [vgl. § 23 (*B)] identisch ist.

Sollen drei zu den dquidistanten Zeitwerten ¢, ¢ + § At, t + At gehorige
Vektoren b, ,, b3 zur Berechnung von 4t herangezogen werden, so steht
die Keplersche Fafiregel (auch als Simpsonsche Regel bezeichnet)

zur Verfigung:
Av="%A4t (0, + 49, + vg) . (20)

Reihenentwicklung von b, und b, fihrt auf
A4t 1 (A 1 (A4t
b2=D1+( ) b+ 5 (“) b+ ( )Ul+ Tt
t)3—_“ D1 + Atbl +_2"At251 + ‘GAAta.f).l + e

In (20) eingesetzt, ergibt sich
Av=Ato, + 3 At%9, + 3 A3, + J; At% 0, + 11535 450, + -

Formel (20) ist also, wie der Vergleich mit (18) zeigt, genau bis zu den
Gliedern 4. Ordnung einschlieSlich. Sie leistet also nicht mehr als die
einfachere Formel (19). Das Glied in 4% ist bei (20), dem Betrage nach,
4°/, zu groB, bei (19) etwa 20%, zu klein. Formel (20) ist also bei Bertick-
sichtigung der Glieder 5. Ordnung leicht iiberlegen.

Die Anwendung der 3/,- Regel setzt vier b-Werte v,, 0,, b3, b, voraus,
gehorig zu den Zeitpunkten ¢, ¢ 4 3 A¢, ¢ 4§ 4¢, ¢ 4 At

Ar=1At(0; +80,+805+b,). (21)
Auch hier ist die Darstellung nur bis zu den Gliedern in A4 genau:
Adv=Ato, + 3 At2p, + } 439, & 5 Atdy, + 115 25 480, + -

Der Fehler in der Berechnung des Gliedes 5. Ordnung ist, wie man sieht,
halb so grofl wie in der Keplerschen Regel.

Man wird also fast immer die Formel (19) den Formeln (18), (20), (21)
vorziehen. Die giinstigen Eigenschaften von (19) hédngen offenbar mit der
besonderen Form des Integranden v (f) zusammen.
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§ 27. Integration durch Iteration

Grundsitzlich fihrt das folgende Iterationsverfahren zur Lésung des
ballistischen Problems: Wir schreiben die Bewegungsgleichung [§ 10 (1)]
in integrierter Form,

b:bo+gt+ftm(b)dt. (1)

Kennt man eine x-te Niherungslosung b (f) dieser Gleichung, so ergibt
sich eine (% + 1)-te Ndherungslosung v +? (¢), indem man die Quadratur

11
P +D = p, + gt+fm (0 dt &)
0

ausfithrt. Dieses Iterationsverfahren konvergiert in jedem nicht zu grolen
Zeitintervall. Soll das Verfahren auch praktisch brauchbar sein, so muf}
die erste Naherungslosung geniigend nahe bei der genauen Losung von (1)
liegen. :
Die Geschofibahnen der ersten Klasse waren durch kleinen Widerstand
gekennzeichnet, w/g==0 (vgl. § 13). Die widerstandsfreie Parabel ist daher
eine brauchbare Ausgangslosung vV (f), falls nur w/g geniigend klein
und ¢ nicht zu grof ist. Nach §14 (40) ist die Geschwindigkeit in der
Parabel

b = b, + gt. - (3)
Es ergibt sich daher als zweite Niherungsbahn
¢ :
v® =, + gt + [0 (0, + g1) de. (4)
0 :
o . w (v)
Hierin ist 1w (v + gt) = —~ (g + gt) a (XV), wo a(v) = o gesetzt
ist. Damit wird
D=1, (1 —V (1) +g(t =G (1), I
¢ ' » .
V() :_—fa (@M)ydt, G =f a(o®)tdt. [ (5)
V] V]

Die Integrale ¥ (f) und G (t) lassen sich fiir jeden Anfangszustand %o, 2o
ausrechnen. Denn es ist nach § 14 (40)

vV = %2 4 (5, —gt)?, (6)

oM st also als Funktion der Zeit bekannt.
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[3

Die Funktionen ¥V () und G (t) lassen sich aber noch nicht in Tabellen-
form bringen (vgl. die allgemeinen Bemerkungen in §22, S.68), denn
sic sind aufler von dem Argument ¢ nach (6) auch noch von den beiden
Parametern %, und 2, abhingig. Um V (f) und G (f) tabulierfihig zu
machen, fiihren wir ¥ als neue unabhingige Verdnderliche ein. #? ist
monoton abnehmend mit wachsender Zeit im aufsteigenden Ast der
Parabel, monoton zunehmend im absteigenden Ast [vgl. § 14]. Das bringt
einige Unbequemlichkeiten mit sich, denen wir aber wie folgt begegnen:
Zunichst integrieren wir bis zum Gipfel der Parabel, d. h. bis ¢, = g,/g:

ts
bF = o + g fu + [ 10 (9 + g 1) dt = by + (3 + ) 4,
Y]
Hier ist
- 1 1
B == [ w (0 +gt) dt=— [0V (t,) + G (t)],
* *
0
der ,mittlere’* Widerstand des aufsteigenden Astes. Damit geht (5)
iiber in
¢
b® = v — v, [a® di+g (¢t —t, — faVeds).
te ts

Aus (6) folgt

(1) dofD
Gl R F P —F, abo gdt=F-ll . ()
Yo —
das obere Vorzeichen gilt fiir ¢ <C ¢, also fiir den aufsteigenden Ast der
Parabel, das untere Vorzeichen fiir ¢ >- {,, also fiir den absteigenden Ast.
Man erhilt zunichst

o [l 0 o]

oder auch, wenn

o

R @M, %) = _;_fvv_ = S (@M, x4 = %fw (v) dv, ®)

Zo:bo‘l‘éo%

gesetzt wird (L, ist die vektorielle Horizontalgeschwindigkeit zu Beginn
der Bewegung):

09 =00+ g [t — 22 £ g REO, 5~ SSE0, 5. ()
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Fir v@ ergibt sich hieraus, wenn ¢ =0 <¢,, o =, gesctzt wird,
v® = 3o (1 — R (0, &) + ?95 (%o, #o) -

Die Funktion S (vV) hat bereits die gewiinschte Form. Tabuliert man

z. B. f w (v) do, so ergibt sich S (vV) als Differenz der Tafelwerte an

den Stellen v® und v,. Es ist dies iibrigens dieselbe Tafel, die bei der
Orthodromenmethode (§24) benutzt wurde. Um in R (v(l) %o) den
Parameter %, aus dem Integranden zu beseitigen, wird v = %4 u gesetzt.

Dann ergibt sich zunéchst

w?

Rmmm=wg”mwmm,memzf%%%Lrgéfum
0, uc —

1

Die obere Grenze berechnet sich aus u® = sec o = otl/x,, wo o® (1)
nach (6) zu bestimmen ist. Der Integrand von @ ist immer dann von %,
unabhingig, wenn das Widerstandsgesetz ein Bernoullisches ist:
. o W(xou
w (V) = av*. Dann wird ndmlich —w(—(;;—))— = y" und @ kann als Funk-
0, .

tion von #( tabuliert werden. Im allgemeinen Fall mufl man w (%, u)
nach Potenzen von u# —1 entwickeln. Es ergibt sich dann

w (kou) = @ (o) [1 + 7y (ko) (u — 1) + Ly (5g) - (w —1)24 -],
kow (i) #20 (k) } )

™) == w (7o)

) ny (%) =

Mithin 148t sich Q in eine Summe von tabulierfihigen Funktionen auf-
spalten:

O (uM, %) = Qg (uV) + 1y (x0) Oy (4V) + L 125 (#0) Op (V) + -~ -,

u®

Qo (u®) = _du Ig (sec w® + tg | o |)

y;z—_i ; ’ (12)

| (u®) ~f‘/ du 0, (M) f(u—l) Z—Jr“—idu,

Man braucht also fiir den Hodographen die Tafeln S, O, 0y, -**. Diec
Funktionen 0,, Q,, ‘-- konnen iibrigens auch in geschlossener Form
integriert werden, die numerische Integration nach den Methoden des
§ 28 fithrt aber meist rascher und auch sicherer zum Ziel. Bei linearem
Luftwiderstand ist #; =1, #y3=1m3=: -+ =0, die Berechnung von
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0,5, Q3, *-- eriibrigt sich also dann; bei quadratischem Widerstand ist
ny =2, n,=1, ng=mn, = -+ =0, hier brauchen also @5, @,, * - nicht
berechnet zu werden. Ahnlich liegen die Verhiltnisse, wenn im betrachteter
Bahnbogen eines dieser Gesetze nahezu gilt. Man wird also im allgemeiner
mit wenigen Tafeln auskommen.

Um die Geschofibahn zu erhalten, mufl (9) nochmals iiber die Zei
integriert werden. Das gibt zunichst

t
1@ = r,,+(n<;> ——*lz,,)t+.g,_gt2igof1€dt -—ifszu. (18)
g < 8.
Hier ist
¢ te t
fRdt: fRdt—}—fRdt,
(14)

fRdt_ x"w(x“) OV@:;[TI = x"zzz(x")P(mn, o) -

Wird Q nach (12) als Summe von Tafelfunktionen geschrieben, so nimmt
auch P diese Form an, also

P (u(l), 550) = Py (u®) 4 ny (x9) Py (uV) + § 71y (o) Py (u®) 4 -+
Hier bedeutet

 (u) f g 24 ”d” . (15)
Die durch (8) eingefithrte Funktion S kann auch in der Form
w®
§ 00, 1) = g 20 [0 EM 4y 5 WD 7 i) 1
4 w (%) g

geschrieben werden. Liegt ein Bernoullisches Gesetz vor, so ist T
von %, unabhingig. In jedem Fall aber kann T unter Benutzung von (11)
entwickelt werden. Es ergibt sich dann

T (u®, 29) = (1w — 1) + 4 (o) (0 — 1)+ htg (i) — 1) 4 -+,

also wird

det—det—l—[‘Sdt

w® y (17)

det— % w(“) f:ry%‘_ii_‘.l ?x?’z:;x“)U(um, o),
1
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{1 '\

W 0. U u

U (4D, %) =fu(u —l)i/%—i— Lny (a'co)fu fu — 1)21/;5_3—T 4

1
oder, nach (12)

U (uD, xo) = (01 + Q) + 371 (%0) (Co+ Os) + ¥ 72 (%0) (O + Qo) + -+ (18)
Damit ist die Berechnung des Hodographen und der Bahnkurve auf die
gewiinschte Tafelform zuriickgefiihrt.

Das Geschof erreicht den Gipfel in der Parabel zur Zeit ¢, = 24/g,
in"der Bahn zweiter Naherung zur Zeit ¢,,. Dieser Zeitpunkt bestimmt
sich aus der Bedingung, daff die Vertikalgeschwindigkeit z,, = 0 sein
mufl. Aus (9) folgt also

Elux —30+ S(v)) —S (v44) =0 (19)
oder, da gendhert S (n,,) = S (%g) = 0 ist, '

1

1
t**=t*—?5(vo)<t*.

Ziele im Miindungshorizont werden in der Parabel zur Zeit t° = 2 2,/g,
in der Bahn zweiter Nidherung zur Zeit % erreicht. #°° bestimmt sich
aus der Bedingung, dafl die GeschoBlhéhe iiber dem Miindungshorizont
Null sein mufl. Aus (18) folgt also

o0
. 1 }
zo=%gtoo+wf[5(vo) — S (v)] dt, (20)
0
oder, wenn im zweiten Summanden der rechten Seite ¢°° gendhert durch
9= 21¢, ersetzt wird,

tx
toozto_m+3f5(v)dt<t°-
g Fos

Wird die Rechnung mit den zuerst erhaltenen Werten von f,, bzw. ¢°°
und den genauen Gleichungen (19) bzw. (20) wiederholt, so kann man die
Zeiten t,,, t°° im Rahmen der zweiten Naherungsbahn verbessern.

Die hier abgeleitete zweite Naherungsbahn kann dazu dienen, um
eine dritte Ndherung 9 durch Wiederholung der Quadratur (2) zu er-
halten. Es treten dann zu den fiir die zweite Niherung erforderlichen
Tafeln noch weitere hinzu. :

§ 28. Integrable Fille, besonders der Bernoullische

Da die Widerstandsfunktion % (v) nur empirisch bekannt ist, kann
man sie so durch Funktionen approximieren, dal die Hauptgleichung
integrabel wird. Dann ist v oder # = v cos w als Funktion von o bekannt;
die Quadraturen § 18 (80) lassen sich also allgemein ausfiihren.
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Man kann auch umgekehrt zur integrierten Hauptgleichung das
Widerstandsgesetz finden. Wird nidmlich die Hauptgleichung § 138 (28),

d .
—M =27 integriert durch sinw =G (v), so ergibt sich

dw g
G (v) %: cos w. Die integrierte Hauptgleichung liefert also das
Widerstandsgesetz:
w 1—G2(v)
T

Der einzige integrable Fall von praktischer Bedeutung ist der des
d’Alembertschen Gesetzes*):

l§-=a+b(v), mit b (v) = b . (21)
Der wird am einfachsten wie folgt behandelt. Es sei

i =x(0)1(c), o=tg (%JF%) (22)

Logarithmische Differentiation nach ¢ ergibt

’

x_ (i"—+z—')i;.

x % A
Aus der Hauptgleichung § 18 (28) folgt
F_w e w0
, ¥ g cosw g o
also wird
w ® ¥
N L (23)
Dic Gleichungen (21) und (28) werden erfiilit durch
-2 ud L= b () ,
% G A g

integrabel fir b (v) = b-v7:

Q°
- b

o

x=12y0°, A= _172:1 x,
WO .
o =f(1 + o¥ ra=n=14g.

Go

*) Der andere d’Alembert sche Fall w (v) = a + b lgv ergibt sich als Grenzfall, da

1 .
lgv= lim —— (@" — 1) ist,
n— M
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Wir fithren o_,, ein durch

bn w He
0=1— "oy 2 (24)
Riickt 6— 6_,, so geht £ > co . Mithin bestimmt
7 O

die Neigung w_,, der Asymptote des virtuellen Astes der Geschoflbahn.
Beim d’Alembertschen Widerstandsgesetz kann also die Asymptoten-
richtung w_,, nach (25) berechnet werden, sobald die Anfangsgeschwindig-
keit nach Grofle und Richtung (bzw. %, und 6,) bekannt ist. Das bino-
mische Integral (24) ist ersichtlich integrabel fiir # positiv ganz und fiir
1n (a 4+ 1) ganz. Die integrierte Hauptgleichung ist
. 2 o¢ .
[bn Q-]
Die Geschwindigkeit ¥ hingt also jetzt nicht mehr von den beiden, den
Anfangszustand kennzeichnenden Parametern x, w,, sondern nur noch von
6_e ab. Fiir die Elemente der Geschoflbahn erhilt man aus § 18 (80):

g,

(26)

t= f(“2+1)0“"2d6 f62+ )2 023 dg
£ [on @ -=]" [on @ -
@0
w2 202 —1) o263
gngf(a + 1o 46 gZ:/‘( l)gazdd.
[bn Q- > J o [bn Q-]

Das Widerstandsgesetz (21) ist von Bedeutung insofern, als Poncelet
es fiir das Eindringen des Geschosses in feste Stoffe aufgestellt und Didion
es durch Versuche gut bestitigt gefunden hat. Fiir den besonders wichtigen
Fall des Bernoullischen Gesetzes w/g = bv* hat man ¢ = 0. Wir be-
trachten die Schar der Bahnen mit demselben ¢, und ¢_,, d. h. alle
Bahnen der Schar sollen dieselbe Asymptotenrichtung im virtuellen Ast
und dieselbe Anfangserhéhung haben. Nach (24) mufl dann in der Schar
bx® = C = const sein. Die Geschoflbahnelemente konnen also auch
in der Form geschrieben werden

C 92 .0t —1 1 . 041 1
Pt TR e VTR cap B
. 0(o2+1) 6 %dag . (62 +1)206-3de
gt= xof capn , gs= x; Cah ,
[ o (29)

P o(02—i-1)(;“2¢l¢7 s (6* —1)06-3do
g"‘z"ﬁf Ccop= 7 8T capm

L4 L]
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Zu demselben w, gehort also, mit %, als Parameter, eine Schar von dhn-
lichen Geschofibahnen. Vergleichen wir die Geschofibahnelemente, die zu
gleichem w gehoren, so stehen bei zwei Bahnen einer Schar entsprechende
Abszissen und Ordinaten in quadratischem Verhiltnis entsprechender
Zeiten, und entsprechende Geschwindigkeiten oder Geschwindigkeits-
komponenten in demselben Verhiltnis wie die entsprechenden Zeiten.
Diese Ahnlichkeitssitze sind fiir die tabellarische oder graphische Dar-
stellung der Geschoflbahnen wesentlich, da man von jeder solchen Schar
nur einen Reprisentanten darzustellen braucht. Man braucht also nur
eine einfache Schar, mit w, als Parameter, zu rechnen.
Fiir den Fall n =2, wo

Y 212 © _o0
Q:fi’%f) do == Q[tg w-sec w 4 lgtg (%—l—%ﬂw

ist, hat das Euler hervorgehoben und Otto danach Tabellen berechnet.
Dabei berechnet man, weil fir jedes w, die Gipfel entsprechende Punkte
sind, die Werte der Integrale vom Gipfel aus fiir den aufsteigenden und
den absteigenden Ast besonders. FEbenso hat Bashfort fir den Fall
n=3, wo

1o a2\3
Q:fv(l _I;f) -do:%[3tgw+tg3w]::‘°°
ist und Sabudski fir den Fall n =4, wo
1L g2)4
,Q:f(lisa_)ng
¢

— {4 tgw-sec®w + 6 (tg w-sec w + lg tg (% + _(;_)”

ist, Tabellen gerechnet.

Die Formeln (29) sind natiirlich etwas einfacher direkt herzuleiten*).
Die Formeln fiir » und z gab im wesentlichen schon Joh. Bernoulli
(Opera II, S. 893 und 518); er erwihnt, daf} der Fall # = 2 ebenso von
Hermann und Patavini gelést ist. Von dieser Losung Bernoullis
mufl man den Anfang der Ballistik (Lehre vom Schufl im widerstehenden
Mittel) datieren.

@ — o0

w

§ 29. Ermittlung der Bahnkurve

Die Hauptgleichung sei in der Form sin w = G (v) integriert; hieraus
folgt durch Umkehrung v = G- (sin w), wo G~ die zu G inverse Funktion
bezeichnet. Es bleiben dann noch die Quadraturen § 13 (30) zu berechnen.

*) Siehe z. B. des Verfassers Beitrige zur Ballistik I. Arch. Math. Phys. (3) 25 (1917),
S. 209231,
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Das kann mechanisch (vgl. die Bemerkung in § 13) oder nach einer der
numerischen Methoden in § 23 erfolgen. Fir eine genidherte Auswertung
reicht auch oft eines der folgenden Verfahren aus. Nach § 11 (17) hingen
Bogenlinge s und Tangentenerhéhung o zusammen durch.die Bezichung

Wy

2
S:/'v sec @ f[G (sin w)] dw. (30)
g cos o

w

Zu jedem o und w + Adw in zwei Bahnpunkten findet man danach den
dazwischenliegenden Bogenteil 4s. Nach dem Mittelwertsatz ist nimlich
As — _[G7* (sin oy)]?

wo @, ein geeigneter Zwischenwert zwischen w und o + o ist. Istdw
klein, so kann auch gendhert w; = o gewihlt werden. Aus

= cos w iiiwsin) as _
ds % s~ O g T
folgt ebenso
A4
Ax = cos wy-As, Az=sinwy As, At:ﬁz——s—. (1)

vy G1(sin w,)

Fuler wihlt gendhert w, = w3 = o + 4 Aw. Dabei sind die Bogen 4s
so klein angenommen, dafl man sie genau genug als geradlinig ansehen
kann. Wihlt man sie grofler, so ist es besser, den Bahnbogen durch einen
Kreisbogen derselben Gesamtkriimmung Adw zu approximieren (Le-

sin dw

gendre). Durch Multiplikation mit YIS wird dieser Kreisbogen

auf seine Sehne zuriickgefiilhrt. Man erhidlt so die Legendreschen
- . in} 4

Niherungswerte, indem man 4's ersetzt durch As20EED i ww . Noch genauer
wird die Darstellung, wenn man den Bahnbogen durch einen Parabel-
bogen approximiert, der dieselbe Anfangs- und Endneigung hat wie der
gegebene Geschoflbahnbogen (Didion). Die Gesamtkrimmung Ae ist
also wieder dieselbe wie in der Geschoflbahn. Aus §18 (80) folgt, bei
Anwendung des Mittelwertsatzes,

gAx=;i¢’fdtgw=jc" Atg o,

gdz=x: ftow dtgowo=1zx}-4tg%w,
w+4w
gAs:jcgfsecw-dtg w:%-;&g[tgw.sec o+ lgtg (%—{—%)]w
:L%kz'ASQ.

Hier sind #,, #,, #; Mittelwerte, die sich um so weniger von %, unter-
scheiden, je kleiner w/g ist. Setzt man gendhert %, = &, = ¥y = %,,
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so ergeben sich die Didionschen Niherungswerte

Atgo A te?
A= Tag A Ae=Tggds 1R@=se. (9

Die Teilung in Bogen 4 s erfolgt bei Euler so, daf3 dieselben gleiche Gesamt-
krimmung 4o haben. Bei Anwendung der Didionschen Verhiltnisse
wiirde die Teilung am besten so erfolgen, daff die horizontale Geschwin-
digkeitsabnahme auf allen Teilbogen gleich klein ist.

Zum Vergleich der Genauigkeit mufl man die Entwicklung des
Legendreschen Verhiltnisses

sin} 4w 1 /4w)? 1 [/ Adw)*
=1 (2% L el S T
Y0 5( 2)'*1%( 2) T
vergleichen mit den Entwicklungen der Didionschen Verhiltnisse. Fiir
diese ergibt die Rechnung

Atg w 1 ({Aw\?
%AQ'COS(O)—F%Aw):l—_T{(T) (6sectw —5B) 4+ -+,
Atz 5 (Aw?
A82-sin (0 + } dw) 1+F(T) + -

Es verhilt sich also bei kleinem Aw

Ax\ [Ax\ [Ax Aw 1 [Aw\? 9

(As) (As) (Z;) =1:1- ?(—) 1‘7(?) (6sec® o —35),
4z\ (4= Az 1 /4o Aew

[as)s 5): (3], o = (5] s )

Fir die Abszissen folgt daraus: Das Legendresche Verhiltnis kommt
dem Didionschen stets nidher als das Eulersche, und zwar um so besser,
je kleiner o ist. Fiir die Ordinaten folgt: Das Eulersche Verhiltnis

kommt dem Didionschen stets naher als das Legendresche; die Ab-
weichungen verhalten sich bei Beriicksichtigung der Glieder der 2. Ordnung

wie (E—-D):(L—-D)=5:6.

Diese Sitze hatte Didion an Zahlenbeispielen bemerkt (Balistique,
S.161—162). Die Didionschen Verhiltnisse kommen den wahren fiit
kleine w/g beliebig nahe, eine Eigenschaft, die den Eulerschen und
Legendreschen fehlt, die man aber verlangen mufi.

§ 30. Die natiirliche Gleichung fiir » =2

Ist fiir ein Widerstandsgesetz die Hauptgleichung integrabel, so kanr
es noch auflerdem eintreten, dafl auch eine der Quadraturen § 13 (80) ir
geschlossener Form ausgefiihrt werden kann. Gilt dies z. B. fiir die Bogen
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linge s, so erhilt man die Gleichung der Geschoflbahn in den ,,natiirlichen*
Koordinaten s und w. Das ist, wie Euler bemerkt, fiir das Newtonsche
Gesetz w/g = av® der Fall. Nach §13 (28) ist in diesem Fall

. 1 1
3 2 - = .
f fsec wdw, also % = 20

2afsec3wdw

Ly}

£ ist die in § 28 (24) eingefiihrte Funktion. w_, ist wiederum die Er-
hohung der Asymptote des virtuellen Bahnbogens. Aus §11 (17) folgt

gs—'fxzsec”wdw———fdg ! —lg = 2 (38)
Q)

oder auch
Q2 = [tg w-secw+lgtg(%—l—%’-ﬂw—“:!}oeﬂc. (84)

Die rechtwinkligen Koordinaten x, z driickt man durch die natiir-
lichen s, @ vermittelst der Integrale aus:

x:fcoswds, z=fsinwds.
Man kann sie, wie in § 29 geschehen, durch Summen auswerten
x=>cos (w4} Adw)-4s, z= > sin (w4} dw)-As

oder, wie folgt, in Reihen entwickeln. Zunichst ergibt der Taylorsche
Satz, wenn o als Funktion von £ aufgefafit wird:

COS @ == COS Wy + &; (2 — 2)) + L2y (2 — L2+ -+,
sinw=-sin wy + f; (2 —2¢) + 3B, (R — Q)24 -+,
wo

o 1 dcecosw 1 4 1 dceosow
ST Tde )y T2 e @ T de )]

ﬁ__idsinw B, = 1 d idsinw .
Y e )y T\ de (@ de )

Dabei ist £2 aus (38) bestimmt zu

& : .
o= 4 #%secd w = — a[G~! (sin w)]*sec w,
a.lSO @
—a /G~ (sin w)]*sec w dww
2=0e =

Kann man, wie im Falle n = 2, 2 mit Hilfe von (34) durch s ausdriicken,
80 erhilt man die Reihen

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 7
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x_—.scoswo—{—al!)of(eags_1)d5+...’ l
°. (85)
z:ssinwo+ﬁ190f(gags_])ds+...' ]
6

Um auch ¢ durch s auszudriicken, gehen wir von der Gleichung aus:

ﬁ: 2_ — ¢'hegs
% 2, ’

d. h. die Horizontalgeschwindigkeiten in &quidistanten Bahnpunkten
bilden eine fallende geometrische Reihe. Dies ergibt

Xodt = £1%98 cos w-ds
also

x(’tz-%(el/zaga— 1) cos wy + e, .Qofe‘/zags(eags_])ds_*_ .-, (86)
0

Alle Integrationen in diesen Reihen sind ausfiithrbar. Diese Reihen teilt
Didion (Balistique, S.174) aus einer unverdffentlichten Arbeit von
Francais ohne Beweis mit. Uber ihre Konvergenz ist nichts bekannt.

Siebentes Kapitel
Die zweite Klasse von Losungen

§ 31. Allgemeine Gesichtspunkte

Die Geschofibahnen der zweiten Klasse haben als Grenzfall, wie in § 18
gezeigt wurde, den schwerefreien Schufl (§15). Wird g/w -0 voraus-
gesetzt, so wird sich die Geschoflbewegung um so weniger von der in § 15
behandelten unterscheiden, je kleiner g/w ist. Es liegt daher nahe, die
Gleichungen § 18 (32), (83), (84) so umzuformen, daf} in erster Niherung
die in § 15 abgeleiteten Gleichungen (45) gelten. Siacci fithrt an Stelle
von x als neue Variable die ,,Pseudogeschwindigkeit’* % ein durch

X Sec Wy, = U . (1)
u ist wie x# monoton abnehmend, unterscheidet sich also in dieser Be-
ziehung von der wahren Geschwindigkeit v, die im allgemeinen zunichst
ab- und dann wieder zunimmt. w,, ist eine geeignet zu wahlende ,,mittlere
Erhohung'. Im Grenzfall der schwerefreien Bewegung wird man w,, = ®e

wihlen; in diesem Fall geht also « in die Geschofigeschwindigkeit v iiber.
Weiter soll gesetzt werden:

COS @,
v=ul, P s w ] @
w(@w) =w(ul) =B (ui)wu)l. [
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An die Stelle der Variablen z, w sind also u, 1 getreten. Im Grenzfall
gfw =0 ist A =1 zu wihlen. Bei kleinem g/w kann man also erreichen,
daf} sich A nur wenig von 1 unterscheidet, vorausgesetzt, daf§ die Gesamt-
kriimmung des betrachteten Bahnbogens, w, — w, einen gewissen Betrag
nicht iberschreitet. Der Faktor B (u, Z), durch den w (x 1) in w (u) 2
iibergefithrt wird, hat fiir 2 =1, also im Grenzfall g/w = 0 den Wert 1.
Im allgemeinen ist er von % und 4 abhingig.

1B (u, 3) 148t sich nach Potenzen von 1 — 1 entwickeln. Zunichst ist

. —1 r—1)2
w (u i) = w(u) + 11! uw'(u)+(—2|—)u2w"(u) + -

Hier bedeutet
a* w d* w
(") = |l = | —
wi (u) (d(u 7 );=1 ( d v* )M

Also ist
IB(u,3) =1+4n (w) (A —1) +%ny () (A —1)2 4 -+,
WO
”1(”):%%)—, 1y (u) = uwz}w(;)(ﬂ,

Im folgenden wird vor allem die Funktion 1/B gebraucht. H:erfur ergibt
sich die Rethenentwicklung

UB(u, ) =1+p (2 —1) +4p (4 =12+ -, (8)

WO
— — 1 3
pm=1—n, %Hz——znz"'”; —Mny,

Hat der Luftwiderstand die Form eines Bernoullischen Potenz-
gesetzes,

w(@)=wuld) =a, (uh)* (n = beliebige positive Zahl),
so wird die #-te Ableitung
W (Ul =apnn —1) - (n z+1)ur=

Man erhilt in diesem Fall die binomische Reihe
2B(u,7.)=1+(’11)(1_1)+(;)(1_])2_,_...:;,.; (4)

B (u, ) = 2* ! enthilt jetzt nur 1 als Verdnderliche oder, anders aus-
gedriickt, B hingt jetzt nur von w, aber nicht von x ab.

Setzt man in den Gleichungen § 13 (32), (38), (84) fiir die Horizontal-
beschleunigung unter Benutzung von (1) und (2)

—x=w (v) cos w =w (u 2) Coszwm = B (u, 1) w () cos wn , (5)

7*
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so ergeben sich die neuen Formeln
Uy
1
tgwo—-tgw=gsecwmf du
o

B (u, 4) ' uw (n) '
u 1 du
‘=f B(wd) w(w’
udu
S_fB (0, 2) w(u)’ ©

udu
X SEC (O, = . ) ,

u, o,

e o — 5 ff 1 du 1 udu |
& % =8 B(u, i) ww(m Bu,d) ()
U u

Die erste dieser Gleichungen, die Hauptgleichung, kann dazu dienen, o als
Funktion von # darzustellen. Damit wire dann auch 2 = 1 (#) bekannt,
so daf3 die iibrigen Integrale sich ausrechnen lassen. Um formal den
Anschluf} an die Gleichungen des Grenzfalles g/w = 0 zu gewinnen, wenden
wir den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung an (dies ist in jeder
der fiinf Formeln moglich, weil % und w () ihr Vorzeichen im Integrations-
gebiet nicht wechseln). Danach gibt es fiir jedes Integrationsgebiet u, u,
einen Wert B, gelegen zwischen dem kleinsten und grofiten Wert der
Funktion B (u, 2}, so daf} statt (6) geschrieben werden kann:

tg o, ~—~tgw=§£—f—%)ﬁ[ef () — J (ug)], _gfzfi?f,
(=) =T W), T = f e

(12

_ [
$§ = B3 (u) [D (u) "‘D(“o)]» D (u) = f if) (u) ? (7)
X SEC Wy, == B l(u [D(u) — D (up)],
1

(4 () — A (o) — J (o) {D () — D (ug}}],
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Diese Formeln sollen als die verallgemeinerten Siaccischen Formeln,
die Funktionen J, T, D, A als die Siaccischen Funktionen bezeichnet
werden. Die zweite und dritte Formel unterscheidet sich jetzt von den
entsprechenden Formeln des schwerefreien Grenzfalls [§ 15 (45)] nur durch
die Faktoren, die mit g/w — 0 nach 1 streben. Die Faktoren By, B,, ...
sind von Formel zu Formel verschieden, auflerdem sind sie Funktionen der
Integrationsgrenze. Uber die genaue Grofle der Faktoren gibt der Mittelwert-
satz keine Auskunft. Die Formeln (7) haben also nur formale Bedeutung.

Man kann aber aus den Formeln (7) Nidherungswerte fiir die Bahn
ableiten. Einige Autoren, so z. B. Siacci, Vallier u. a. haben die Funk-
tionen B, (u), By (u), ** + durch Konstante ersetzt, die in einem gewissen
Bereich (u, #,) mehr oder weniger gut die Geschof3bahn darstellen. Gegen
diese Methode ist nichts einzuwenden, wenn man sich iiber die Fehler-
grenzen klar ist. Bedenklicher ist es schon, alle Konstanten gleich grof3
zu wihlen. Eine andere Methode besteht darin, bei den Faktoren B,,
B3, - -+ nidberungsweise die Abhingigkeit von u zu beriicksichtigen. Die
erstgenannten Methoden werden darauf ausgehen, gewisse Stellen der Bahn
moglichst gut darzustellen. Bei den zuletzt genannten Methoden hat man
die Moglichkeit, die Ndherungsbahn in ihrem ganzen Verlauf der wahren
Bahn anzupassen. Die zunichst frei verfiigbare mittlere Erhohung o,
wird man so wihlen, dafl die aus (7) entstehenden Niherungsformeln in
einem bestimmten Sinne méglichst genau werden. Das ist bei den zahl-
reichen Versuchen, die Formeln (7) zu vereinfachen, nicht immer beachtet
worden. Vielmehr wird sehr oft @, nach duflerlichen und willkiirlichen
Gesichtspunkten gewihlt.

Wahl von w,,. Fiir gestreckte aufsteigende Aste ist die Annahme
Wm = wy (Siacci), fir flache Bogen, die den Gipfel enthalten, die An-
nahme o,, = 0 (Krupp) brauchbar. Manche Autoren nahmen fiir sec w,,
ein Mittel aus den Werten von sec w am Anfangspunkt und am Gipfel.
Didion bestimmt sec w,, als das Verhiltnis eines Parabelbogens zu seiner
Horizontalprojektion, der die gleiche Anfangs- und Enderhéhung hat wie
der betrachtete Geschoflbahnbogen. Nach § 18 (80) ist

Do Do
gs—-——f:'czsecwdp, gx:f;'czdp, p=tgo,
4 r4

wo in der widerstandsfreien Parabel x = x, zu setzen ist; also bestimmt
sich bei Didion sec w,, aus

Do Po
5:x=fsecwdp:fdp=secwm,
» V4

oder, was dasselbe ist, aus dem Verschwinden der Fehlersumme:
Wy

f(secw—secwm)dtgw=0. (8)

w



102 Siebentes Kapitel. Die zweite Klasse von Losungen

Man kann zwar erreichen, dafl Geschofibahnbogen und Parabelbogen
zwischen w, und o dieselbe Horizontalprojektion x oder dieselbe Bogen-
linge s haben, beides kann aber nicht gleichzeitig gefordert werden. Ebenso-
wenig gibt es eine Wurfparabel, die im Anfangs- und Endpunkt den Bahn-
bogen beriihrt [vgl. § 14]. Die Bemerkung von Siacci*): ,Cet arc
parabolique différe fort peu de I'arc véritable* ist also falsch. Didion**)
nennt ibrigens filschlicherweise den Vergleichsbogen ,un arc parabole
osculatrice a I'une des extrémités*. Sollen Anfangs- und Endpunkt
des Bogens, sowie Anfangs- und Enderhohung in der wahren Bahn und
der Niherungsparabel iibereinstimmen, so mufl nach § 14 z. B. eine
Parabel mit schriger Achse zugrunde gelegt werden. Fiir jede Ndherungs-
bahn dieser Art ist

gs———f;'v?seca)dtgw: secwmf;'vzdtgw=gxsecwm.
Man miifite also dann die Fehlerbedingungen

f;'r2 (sec w —sec w,) dtgw=10 (9)

Wy
der Bestimmung von w,, zugrunde legen.

Wahl von B. Wihlt man w,, = wy und B =1, so ist die Bezichung
zwischen x und % in einem Bahnpunkt um so genauer richtig, je ndher
er dem Bahnanfang ist. Die aus den Formeln entstehenden Néherungs-
bahnen ,,oskulieren‘* die wahre Geschofibahn im Anfangspunkte. Wahit
man B = 1, so hért die Niherung auf, eine oskulierende zu sein, sie wird
interpolierend'’. Sie hat dann nicht mehr die Eigenschaft um so genauer
zu sein, je kleiner der Bogen ist, aber sie kann bei zweckméfiger Wahl von B
auch noch bei grofleren Bogen eine leidliche Anndherung geben***). Borda
nahm % == — ¢ 42 sec wy oder, was dasselbe ist, ¥ sec wg= — ¢ (% sec w)2.
Sein Verfahren ist also sowohl zu den oskulierenden mit w,, = w,, B =1
als zu den interpolierenden mit w,, =0, B = sec w, zu rechnen. Bei
Siacci steht f cos w, statt B. Durch unsere Einfithrung von B an Stelle
von f cos w, werden aber alle hierauf beziiglichen Formeln anschaulicher
und iibersichtlicher. Von 1 verschiedene Werte von B kommen vor in
Verbindung mit der Annahme w,, = @y (Siacci), mit der Kruppschen
Annahme w,, = 0 (Charbonnier), mit der Didionschen (Takeda).

Bei der Wahl von w,, und B muf} vor allem auch beachtet werden,
daf die Zwischenwerte in (7) verschieden sind, je nach dem Bahnelement,
das bestimmt werden soll. Ein Wertepaar w,, B, das die Schufiweite
genau liefert, kann im allgemeinen nicht auch die Schufizeit genau
darstellen.

*) Balistique, Paris 1892, S. 56.
*¥) Balistique, Paris 1848, S. 160.
***) {Uber oskulierende und interpolierende Niherungen vgl. des Verfassers Buch: Kon-
struktionen und Approximationen, Leipzig 1913, S. 192,
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§ 32. Verfahren von Siacci und Vallier
Wir wihlen jetzt mit Siacci w,, = w,, setzen also u = % sec w,.

Bezeichnen wir den Siaccischen Mittelwert von B mit B, so soll B durch
die Forderung bestimmt werden, daf3 die Fehlersumme

J[B @ w) —B]G(tgw)dtgw=0 (10)

ist. Um diesen Ansatz zu verwerten, wihlen wir das ,,Gewicht“ zu
G = (tg @ — tg wy)?, damit die Fehler entfernt vom Anfangspunkte um so
mehr ins Gewicht fallen*). Ferner wihlen wir die Grenzen des Integrals
gleich wyund — w? so dafl es sich iiber die ,,ganze'* Bahn erstreckt. SchlieB3-
lich setzen wir fiir v einen konstanten Wert v, weil B nach (4) nur von 2
abhingt, wenn man w (v) durch ein Bernoullisches Potenzgesetz approxi-
miert. Fiir v; nehmen wir diejenige Anfangsgeschwindigkeit, die im leeren
Raum mit der Erhséhung o, die gleiche Schufiweite x® ergibt, also
2% == g x%sin 2 w, [§ 14 (42)]. Dadurch wird, wenn nach (2)

v w (v cos @
B o) O _ w0 .
w (u) 2 ( cosw) cos w
w0 ———
COS wq
gesetzt wird,
Cos @
= w (24) cos w,
B ) = t .
Gltgwjdtg o ( cosw)G(tgw)d gw
w v
oS w,
Nimmt man noch in erster Niherung ©® = — w,, so wird B eine blofie

Funktion von w, und x° kann also in einer Tabelle mit doppeltem Eingang
dargestellt werden.

Zur Beurteilung dieses Siaccischen Verfahrens beschrinken wir uns
auf kleine Bogen, fiir welche die Annahme berechtigt ist, dafl B von v
unabhingig ist; d. h. fiir  und fir das zugehorige u soll der Exponent
des Bernoullischen Gesetzes derselbe sein; er sei mit # () bezeichnet.
Ebenso sei er derselbe fiir v; und u, = v; 4; dieser sei mit # (v;) bezeichnet.
Dann ist der wahre Wert B, ein Mittelwert von B = 12~ wihrend
der Siaccische Wert B ein Mittelwert von (B) = A2@-1 ist. Gilt
fiir », und v derselbe Exponent, ist also % (v;) = # (v), dann kann (B)
fiir B genommen werden. Daf3 dies nicht immer der Fall zu sein braucht,
zeigt folgendes Beispiel. Es sei v, nahe der Schallgeschwindigkeit, so daf3
n (v;) den groBten Wert, etwa 5 hat. x° sei die zugehorige Schufiweite im
leeren Raum. Fiir v, werde eine Uberschallgeschwindigkeit mit % (v,) = 2

*) Siacci wihlt G = (tg w, + tg ®)?, wodurch die Fehler nahe dem Anfangspunkt
mehr ins Gewicht fallen.
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gewahlt. SchlieBlich wird der Geschofifaktor so grofl gewahlt, dafl mit der
Anfangsgeschwindigkeit v, die Schufiweite x° erreicht wird. Dann ist auf
der ganzen Geschofbahn: 1 < # (v) = # (v;) und zwischen w, und — o,
€2 % <1, also (Abb. 27)
cos w

1= B=(B), wihrend zwischen —w,
; (B ; und »°die Ungleichung 1 = B = (B)
gilt. Demnach kann ein Mittelwert
von (B) kleiner sein als jeder Wert

ist o=

*Wy -, w° = . . .
von B, B ist also dann sicher nicht

Abb. 27 der gesuchte Wert B,. Man kénnte
also in diesem Fall mit mehr Recht
den grofiten oder kleinsten Wert von B (u, A) als Niaherungswert von B
benutzen.
Das Verfahren von Vallier zur Ermittlung eines Wertes fiir B ist
im Kern das folgende. Die Taylorsche Entwicklung mit dem Restglied
in Form eines bestimmten Integrals:

Zzzo’x+%20”x2+%lf (x—§)22’” (f)d&

ergibt, wenn man fiir &/, 2, 2’’’ ihre Werte nach § 28 (3) einsetzt:
— xt _1 \/“ 5)2i d&
8= x1g Wy zgxg-i_g (x_ 5‘4 .
0

Nach § 81 (5) ist, wenn noch w,, = w, gesetzt wird, & = — B (&)w (u) cos w,.
Setzt man dies-in das Restglied ein , so ergibt sich, bei Anwendung des
Mittelwertsatzes (der Integrand des Restgliedes #ndert nirgends sein

Vorzeichen):
f(x —E)zié)g.zﬂﬂd:S: B cos wof(x ——«f)2w—§.(:—4)— dé&, u—Esec W, .
0 0

B ist jetzt der Valliersche Mittelwert. LaBt man die Formel auch fiir
Werte zwischen 0 und x gelten, so entsteht ein Fehler bei der Berechnung
von g, der am Anfang und Ende des Integrationsintervalls verschwindet.
Die Fehlerbedingung lautet also:
z - x
B —B "

[—ge BB e [ —gre@az=0. ()

0 0
Das ist eine lineare Gleichung zur Bestimmung von B, die sich lésen 1ift,
vorausgesetzt, dafl man die Koeffizienten der linearen Gleichung be-
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rechnen kann. Das kann man auf Grund einer ersten vorlidufigen Bahn-

bestimmung. Im einzelnen setzt Vallier B — B im Bereich (0, %) . als
wenig verdnderlich voraus; dann kann ¢ (£) durch eine lineare Funktion
approximiert werden:

_ %y —§ §—x
el) =& Xy — Xy T Xy — Xy
Die Gleichung fiir B wird dann
o f (8 e a4 oy [ (=52 —mas =0

¢} 0

Dabei sind die zu x; und x, gehoérigen Werte & = & (%) und & = &(x,)
durch eine erste Bahnbestimmung angendhert zu ermitteln. Das so
gewonnene B ist einer verbesserten Bahnbestimmung zugrunde zu legen
usw. Wenn das Verfahren konvergent ist, so wiirde die wiederholte An-
wendung desselben die zu der Endabszisse x gehorige Ordinate 2 immer
genauer ergeben. Uber die Darstellung der zu kleineren x-Werten ge-
hoérigen Ordinaten ist damit natiirlich nichts ausgesagt. Vallier wihlt
insbesondere fiir ¥ die Schufiweite x° ferner fiir P; den Anfangspunkt,
also x, = 0 und fiir P, den Gipfel, fiir den niherungsweise x, = 0,55 x°
genommen wird. (Gegen diesen Wert werden in §16, S.52 Be-
denken erhoben.) Nach Einfithrung der approximierenden Funktion

€ (£) ist es nicht mehr sicher, dafl das berechnete B der gesuchte Mittel-
wert ist.

Die Verfahren von Siacci und Vallier liefern zwar Mittelwerte von B,
aber diese Mittelwerte haben nichts mit den in den Gleichungen (7) auf-

tretenden Werten B, zu tun. Bei Siacci wird B — B im Mittel iiber
alle @-Werte zwischen wy und — @, zu Null gemacht, bei Vallier werden
nur zwei Punkte der Bahn herangezogen, mit der Bedingung, da_B die

Endordinate 2° richtig dargestellt wird. Diese Bestimmungen von B sind
cbenso wie diejenigen von sec w,, ganz willkiirlich, kénnen im einzelnen
vielfach abgeindert werden, da dabei der fiir jede solche Bestimmung
entscheidende Gesichtspunkt unbeachtet bleibt: sec w,, und B sind so zu
bestimmen, dafl die Formeln (7) ,,moglichst genau‘* richtig sind. Und
selbst wenn es gelidnge, ein einzelnes Element, wie die Schufiweite x°, die
Flugzeit ¢°, den Aufprallwinkel 9 die Endgeschwindigkeit ° zu berich-
tigen, so wiirden die hierfiir geeigneten Werte von B und sec w, noch
nicht dasselbe fiir die anderen Elemente leisten, noch viel weniger wiirde
dadurch die gesamte GeschofSbahn und der zeitliche Verlauf in thr genauer
dargestellt.
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§ 33. Fehlergrenzen

Will man die Formeln (7) zur Berechnung beliebiger Geschofibahn-
elemente benutzen, so mufl man sich dariiber klar sein, daf sie mit fest
gewihlten B-Faktoren nicht fiir beliebiges » gelten konnen. So aufgefafit,
sind die Formeln falsch und sie kénnen durch keine Bestimmung von B
und sec w,, berichtigt werden. Es kommt vielmehr darauf an, die Fehler-
grenzen dieser Formeln zu ermitteln und durch zweckmiflige Wahl von B
und sec w,, moglichst zu verengen. Dadurch erhilt man ein Urteil iiber
die Genauigkeit und kann, wenn man will, Mittelwerte bilden. Das ist
der im folgenden eingeschlagene Weg, der sich auch noch darin von den
fritheren unterscheidet, dafl er sec w,, und B zugleich beriicksichtigt.

1. Einfaches Verfahren, Nach (2) ist der korrigierende Faktor B
definiert durch

cos @
1 wwl w(v cosw,,n) 19
B(u,l)—w(u/'u)_w(v). cosw (12)
COS Wy,

Die Faktoren 1/B, der Gleichungen (7) liegen also sicher zwischen dem
grofiten und dem kleinsten dieser Werte. FEine erste Schitzung erhilt
man durch die Annahme, dafl im ganzen Intervall

€OoS @ cos w \*
w({@w =av® und wi{v =a-|v
COS Wy, COS @y,

gesetzt werden kann; so klein, dal diese Annahme zuldssig ist, wire also
der betrachtete Bogen zu nehmen. Dann wird

1 cos w P!
B(u,2) (cos wm) ’ (13)
es kommt also auf die Ermittlung des gréBiten und kleinsten Wertes von
cos w an, die bei einem nur auf- oder nur absteigenden Bogen am Anfang
und.am Ende liegen, wihrend bei einem auf- und absteigenden Bogen
der grofite Wert im Gipfel, der kleinste im Anfang oder Ende liegt.

In einem , flachen** Gipfelbogen (wy = w = w?), Wo w, und | w®| beide
klein sind, wird man , = 0 wihlen, also gilt

1
cost~l 0 = 7 =1. (14)
n—1
9 w?.
cos w, ein Zwischenwert. Das Wertepaar w,, = 0, B = sec w, hat Borda
benutzt.
Wihlt man fir einen aufsteigenden Ast w, = w,, so gilt

Fin Zwischenwert ist cos" ' w®=1— Fir n =2 ist also

1 é%gsec""l w; - (15)

v
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Fiir # = 3 ist das arithmetische Mittel aus den Extremwerten } (1 +sec2w,),

gendhert gleich sec w,, fiir beliebiges # ergibt die Reihenentwicklung
—1 .
1+ % i w;. Wihlt man fiir den absteigenden Ast w,, = @ dann ist

n—1

das arithmetische Mittel 1 - °%. Auf diese Mittelwerte hat Char-

bonnier hingewiesen. Die obige einfache Herleitung 148t die engbegrenzte
Anwendbarkeit derselben erkennen.

2. Schiarferes Verfahren. Wir wollen jetzt die Grenzen genauer
bestimmen. Nach dem Mittelwertsatz ist

w () =w @) + (u —2v)w (7,

wo p ein Wert zwischen v und # ist. Wird # = Z:} ({f)v ) gesetzt, so ist von
1 _
m——l‘f-("—l)(l—” (16)

der grofte und kleinste Wert zu ermitteln. Zu dem Zweck wird zunichst
2 transformiert:
COS Wy,

== 1+ tg?
A po—— cos w, Y1 +tg?o

=cos Wy Y 1+ tg2 o, + 2tg 0, (tg© — tg 0,) + (tgo — tg ©,,)?
=V1—2sinw, H + H2 =} (1 — sin w, H)2 + (cos @, H)?,

wenn man tg @ —tg w, = — sec w," H setzt. Durch Wahl von o,
werden wir erreichen, daf

O0=sinw, H=1 (17)

ist. In diesem Fall wird
=1 —sinw, H) +0-cos w,"|H| mit 0=0=1. (18)
Also wird erstens
1— 2= |H|(]sin w,| — @ cos w,,) ; (19)
zweitens ist identisch
cos? w,, - H? )
(1 —sin wy,-H) + 4’

1—Ji=sinw,H—

also durch Einsetzen von (18):
cos? w,,"H? )
2(1 —sin w,"H) +6-cos w,," | H|

1—72=sinw, H—

Folglich wird erstens

1

m=1—|—(%—l)(|sinwm|—0-coswm)-|H{ (21)
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und zweitens

1 _ . . (n — 1) cos? w,, H?
B )=t sinen = o e T cos o [H|

(22)

Um die Ungleichung (17) durch Wahl von w,, zu erfiillen, wihlen wir
auf einem Gipfelbogen w,, = 0. Dann wird nach (22)

1_,_ G-l

B~ 2+0tgw|
Fir die Faktoren B» aus (7) gelten also die Ungleichungen

n—1 tgztw]maxé !

1 —

wo |w|max der grofiere der Werte von |w| am Anfang bzw. am Ende
des Bogens ist.

Auf aufsteigenden Bogen ist sin w,, > 0, also muffi auch # =0, d. h,
tg w,, = tg o sein. Demnach muf} man w,, = @, wihlen. Auf absteigen-
den Bogen ist sin w,, < 0, also mufl auch H = 0, d. h. tg w,, = tg w sein.
Also mufl man w,, = »® wihlen. Die Ungleichung (17) ist beidemal
erfiilllt. Es ist ndmlich

. . sin @
Sin w,, H = sin @, €os 0, - (tg 0, — tg o) = m

. sin (w,, —w) (24)

x . .
oder, wenn statt « dessen Komplement 6=f2ﬁ — o eihgefiihrt wird,

sin (6 — d,)

= .
0 = cos d,, s

=1

in beiden Fillen, denn jeder der beiden Faktoren ist absolut ge-
nommen nicht grofler als 1 und beide sind zugleich positiv oder zugleich
negativ.
Bei auf- bzw. absteigenden Bogen benutzen wir Formel (21). Es ist
dann der Faktor von # —1 in (21) wegen (24):
sin (wy —

. _ e sin (wy — )
(sin wq €OS wy) o5

[IA

(tg wy —0) sin (wy — o),

sin (0 — w9

1 0] _ 0
(sin |w®| — 6 cos w?) P

[IA

(tg |@®| —O) sin (w, — w?) .

Je steiler also die Bogen sind, d. h. je grofler tg w, bzw. tg |w®} ist, je
kleiner mufl die Gesamtkrimmung , — @® des zu berechnenden
Bogens genommen werden, um eine vorgeschriebene Genauigkeit zu er-
reichen.
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§ 34. Bestimmung der korrigierenden Faktoren

Der Gedanke, die Loésungen zweiter Klasse an den Grenzfall der
schwerefreien Bewegung (§ 15) anzuschlieflen, soll jetzt ohne Annahmen
iiber den korrigierenden Faktor B, durchgefithrt werden. Genau wie
in §81 (2) werden v, @ durch die Variablen u, 4 ersetzt. Zunichst wird
die erste der Gleichungen (6), also die Hauptgleichung des Problems dazu
benutzt, um 2 als Funktion von # auszudriicken. Wird zur Abkiirzung

U

H=—¢ [ 5oz e (25)

u, ) uw(w

122

gesetzt, so ergibt sich aus der ersten Gleichung (6), wenn noch w, = w,
gewihlt wird,

i2=1—2H sin w, + H* (26)

als neue Form der Hauptgleichung. 1 unterscheidet sich also um Gréflen
der Ordnung g/w von 1. Fir 1/B (u, 1) gilt nach (3) eine Entwicklung
nach Potenzen von 2 —1; auch 1/B unterscheidet sich von 1 um Groflen
der Ordnung g/w. Bei Beschrinkung auf Glieder 1. Ordnung in g ergibt
sich daher fiir 2 und B bei Beachtung von (7),

AU (y) =1 — Hy sin w,, Hol(u) = J (1) —J {u),

. - ' (@1)
iy = 1+ sinwgHo'lny —1),  my () = M;( 5‘) |

Werden diese Niherungswerte in die tibrigen Gleichungen (6) eingefiihrt,
so ergibt sich

U,

t=T(u)—T(uo)—{—-sinwo;/‘(nl~1)Ho;v%+(g2)’
S=D(“)‘D(uo)+Siﬂwof(n1—2)Ho%+(g2), s
% sec wy = D (u) —D(uo)+sinw0f(n1—l) udu)‘f'(gz

xtgwy —z=A(u) — A (uo) —J (uo) {D () — D (uo)} + (g7 -

Die vierte Gleichung geht also bei Beriicksichtigung der Glieder 1. Ordnung
in g aus der entsprechenden Gleichung (6) hervor, indem dort By =1
gesetzt wird. Tabuliert man die Funktionen
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L= [ w070 70 Tiw= -1

so erhdlt man aus (28)

t=T (u) — T (ug) + sin wo [Ty () — T (uy)
— J (uo) {T5 (u) — T (wo)}] + &%,
x sec o = D (u) — D (ug) + sin g [Dy () — D (s
— J (uo) {0 (w)— Dy (uo)}] + (%) ,
A (o) — J (1) [D (w) — D (uo)] + (g7,
s = % seC Wy — (¥ tg we — 2) sin wy + (g?)
= % cos w, + & 5in w, + (g?) .

xtgwy —2= A (u) —

(29,

(30)

Vergleicht man diese Formeln mit den Gleichungen (7), so ergeben sich

die Zwischenwerte B, und B, aus

5= 1 B (w0 s,

.j;; — 14 B, (u, ) sin o, ,
wo
by () — D100 =Ty (u;g (;)J _(u}> (zuT) () = T3 (ol ey
w0 — D, (4) — D, (u% E;)J _(“,3) ({ul:)’.‘ (1) — D¥ (uy)} + ().

(31)

(32)

Die Koeffizienten f,, f, verschwinden zugleich mit g; sie sind Funktionen
von u und u,, aber nicht von w,, sie konnen also z. B. fiir jedes Werte-
paar u, u, einem Nomogramm entnommen werden. Aus (82) wird deutlich,
dafl die Zwischenwerte von B verschieden zu wihlen sind, je nachdem

ob die Schufizeit oder die Schuflweite bestimmt werden soll.

Gilt in demselben Bahnbogen mit ausreichender Genauigkeit dasselbe

Bernoullische Gesetz, ist also
uw (u)

= n = const ,

so ist von den Funktionen (29) nur

u

Tl<u>=<n—1)fJ<u>—;=<n~1> T (u)
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neu, wihrend sich die Funktionen )
T{(w)=(m—1) T (u),
Dy(w)=(n—1)4@u),
DY (w) = (n —1) D (u)

durch die in (7) eingefiihrten Funktionen ausdriicken lassen. Fiir die
Koeffizienten 8, und g, ergibt sich dann:

B, ) = (0 — 1) | T =0l (ug) |+ (g2,
() — 4 () &
Ba (u, uo) = (n —1) {D(—)_“Tv) J (uo)] + (g% .
Hier 14fit sich f, anschaulich deuten. Aus (30) folgt
b= n =) 2R g,
= (n — 1) (sin wy — tg &+ cos wy) + (g?) (84)
= (n —1)sec ¢ -sin (w, — &) + (g% .

Unter ¢ wird der Gelindewinkel verstanden, das ist die Neigung des
Richtstrahles nach dem Zielpunkt gegen den Horizont, w, —¢ ist also der
Visierwinkel. Bei Zielen im Miindungshorizont ist noch einfacher

i=1-|-(n—l)s.in2w0>l.
By

Ist die Annahme #; = % nicht mehr zuldssig — das ist vor allem zu er-
warten, wenn die Geschwindigkeiten in einem nicht mehr kleinen Bereich
die Schallgeschwindigkeit einschlieien — dann ist auf die Formeln (32)
zuriickzugehen.

Wihlt man ,, von w, verschieden, so hat man noch eine zusitzliche
Bedingung verfiigbar.

Mit 1, = cos w,/cos w, ergibt sich statt (26) die Hauptgleichung
22=}2 —2H Jysin w, + H?.
Gehen wir sogleich auf den Fall eines Bernoullischen Widerstands-

gesetzes ein, so ergeben sich die Zwischenwerte von B (u, 4) zur Berechnung
von ¢ bzw. x zu

1 .
B =14 (n —1) (1 —4) +B,sin w,,

2, m

: )
B, m=1+("_1) (1 — 2q) + Bysin w,,

wo fi,, 4 die in (33) berechneten Groflen sind. Man kann jetzt 4, so wihlen,
daf} die Glieder 1. Ordnung méglichst verschwinden. Selbstveérstandlich
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ergibt sich fiir 1, ein verschiedener Wert, je nachdem B,,, oder B, ,
betrachtet wird. Im folgenden soll nur B,,, weiter untersucht werden.
An Stelle von (34) ergibt sich jetzt

Bs=(n —1)

XL =2 _ —1) (tg wp — tg €) cos o, ,

% SeC Wy,
also wird
Bl =14 n—1)[1 — 15+ sin we-cos wy* (tg wy —tg &) 4,). (86)
4, m

Hieraus folgt, dafi z. B. das Wertepaar
By =1, S€C W, = COS Wy -} Sin wy+ tg € (387)

gewidhlt werden kann, um die Glieder 1. Ordnung in g/w voll zu erfassen.
Allerdings gehort zu (87) nicht immer ein reeller Wert e, denn es muf
sec w, = 1 sein. Liegt das Ziel im aufsteigenden Ast der Schufibahn
und ist die Gesamtkrimmung des betrachteten Bahnbogens klein, so ist
mit grofler Anndherung ¢ = w,. In diesem Fall wird also w,, = w,. Fir
Ziele im Miindungshorizont, also fiir e=0 gibt es kein reelles w,,, denn
es ist dann sec w,, == cos w,. Der kleinste Gelindewinkel ¢, firr den
By, = 1 gesetzt werden kann, berechnet sich nach (37) aus sec w, =1
= €0s Wy + sin wy-tg ¢, also ¢ = } w,. Fiir Gelindewinkel & << 4 w, wird
also w, =0 zu setzen sein. Setzt man dies in (36) ein, wihlt also
Ao = sec w,, so befriedigt das Wertepaar

1
B4, m

die Gleichung (36). Liegt der Endpunkt des Bahnbogens im Horizont
des Anfangspunktes, so ist in (38) ¢ = 0 zu setzen.

Die Genauigkeit der Rechnung 148t sich beliebig steigern, wenn die
Groflen H (u, 2), 4 (u) und B fu, i) durch Iteration angenihert werden.
HO, HO H® . sei eine Folge von Niherungswerten der durch (25)
eingefithrten Funktion, indem

=14+ m—1){1 —coswy(1 +tge)]>1, w,=0 (38)

| s 1 du
H® (u, }.) = —g j BOG—1) (u, 1) uw (u)
u

gesetzt wird. Die ersten Glieder der Folge sind H® =0, HY = J (u) —J (u,).

"Bet jeder neuen Niherung treten natiirlich auch neue Siaccische Funk-
tionen auf. Der Arbeitsaufwand steigt also betrichtlich. Besser ist es
schon, die Bahnkurven in Teilbogen aufzuteilen. Die Gesamtkrimmung
ist in jedem Teilbogen so klein zu wihlen, daBl die Beriicksichtigung
der Glieder 1. Ordnung zur Darstellung ausreicht.
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§ 35. Integrable Fille

Von Fillen, in denen durch Wahl der Funktion w die Quadraturen in den
Formeln (7) ausfihrbar werden, haben wir schon den Bernoullischen
behandelt. Einen zweiten solchen Fall hat Didion gefunden. Es ist der
des Gesetzes

w:av2(1+%), (39)

das Didion zur Verbesserung des Newtonschen aufgestellt hatte, da

die Versuche ergaben, dafl der Widerstand schneller wichst als das Ge-- !

schwindigkeitsquadrat. Es gibt allgemeinere integrable Gesetze, die das
Bernoullische und das Didionsche als Sonderfille enthalten. Mit
solchen Gesetzen kann man wegen der gréfleren Zahl darin vorkommender
Koeffizienten eine bessere Anniherung an die Widerstandstabelle er- -
reichen. Fs ist im folgenden zweckmiBig, x statt x als unabhingige Ver-
anderliche einzufithren, wie es auch Didion getan hat. Dann hat man

zunichst
dt:j.—{, also tzfix—,
x x
0 .
ferner aus § 23 (3):
g = -—% , also integriert tgw, —tgw = g dx
gdx
und durch eine zweite Integration xtg w, —2=
Nehmen wir als Beziehung zwischen % und x an:
x\T vyx \u
(;0) te=(1+e (1+M%) (40)

mit beliebigen Konstanten #, p, v, ¢, M, so erhédlt man daraus durch Diffe-
rentiation und Elimination von x die Beziehung zwischen x und x, ndmlich

o VH (i)z'f[(x)f_!_e]l“%. (41)

rM \x, X

Dieses Gesetz geht aus einem Gesetz zwischen w und v von der Form
R 12
w=av ( + ?) (42)

hervor [vgl. (89)]. Integrable Fille erhdlt man z. B., wenn 1/ eine negative
ganze Zahl ist. Beschrinken wir uns auf den Fall » == —1 und setzen,

Vablen, Ballistik. 2. Aufl. 8
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1
wodurch die Allgemeinheit nicht weiter eingeschriankt wird, » ESL so
erhalten wir durch Ausfithrung der Quadraturen:
R
x\>
142 _) —1 l
¥ ( M x
= 1 9 — &
A 8] ’
M x4
tg we —tg 0 =
2—v 1
o b it
2= {(1+¢€ 9 — ¢ 2
P (1+¢) @=») = 2&(1+ &) T + &%y
M ﬁifo Xo
xtg wg —8 =
2 1
(+lx)7 2x 1 14 vfc_T“ 14v x
gx?) L\ Mio M, M xo) M iy
o2 |1 +e) @2 —2e(l+4) 1 p+D)x® e
2 MTit

Diese Formeln liefern einerseits fiir den Bernoullischen Fall ¢ =0

die Formeln

x7l = xo71 (1+Mx) s
0

y —1 . vo1 -

b=

ey o

e

tg g —tg o = 52—
g oy g o @ =) 7

(43)

(44)

o 8M vx \r_ 2% _l
#e o zW@—v)[(‘*Mﬁao) M,

Andererseits erhilt man, wenn man ¢ # 0 beibehilt, aber zur Grenze
lim » = 0 iibergeht, die Formeln von Didion:


Dell
(43)

Dell
(44)
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#l=g,1 [(1 + &) eM & —s] ,

1 £
J— f— ] 38
=i Y T
_r
C M —1
b= (148 ———— —¢,
M,
M.O Mfl?o__.
tgey —tgo = &5 (1 42 S PY P ikadnt JPIP B
9
MJ-UQ Mxo
2g ) z
P S 2 %o o 0 2
¥tg Wy — 3 7 (1+¢) TR 2¢(1+¢) i( et
2\ Mx, 2\ M x,

Bei Didion ist w = a2? + 7‘;_03,

. . a .
also — S€C Wy, " X = a (sec wm-x)2+—j€(secwm-x)3,
1 X SEC
also A= e | g= R M
M x4 sec 0, R

Die Einfihrung von x statt % als unabhingige Verdnderliche ist,
wenigstens bei Gesetzen der Form (41) nicht nétig, da man vermittelst
(40) x explizit durch % ausdriicken kann. Dagegen ist die Einfithrung von
¢t als unabhingiger Verdnderlicher nur im Bernoullischen Fall ¢ =0
moglich, da man aus der dritten Formel (44) x explizit durch ¢ ausdriicken
kann. Tut man das, so kommt man auf die Formeln (30) in § 20.

Derartige Losungen des ballistischen Problems durch endliche Aus-
-driicke hitten grofle Vorziige, wenn es moglich wire, ihnen die nétige
Genauigkeit zu geben. Dazu miifite man ein integrables Widerstandsgesetz
finden, das sich der Tabelle genau genug anschmiegt. Die Formeln (7)
werden nun meist als Naherungsformeln verwandt, indem man 4 und B,
als Konstante ansieht. Man mufl dann zur Erreichung einer bestimmten
Genauigkeit die Geschoflbahn nicht als Ganzes, sondern in Teilbogen
berechnen. Dazu aber geniigt ein integrables Widerstandsgesetz, das sich
zonenweise der Tabelle gut anschmiegt, wie es das Bernoullische
tut, das sich durch Einfachheit empfiehlt. Es ist aber erwiinscht, die in
jedem Falle erforderlichen Rechnungen auf ein Mindestmaf} zu beschrianken,
also den Hauptteil der Rechnungen nur ein fiir allemal auszufithren und
tabellarisch darzustellen. Dabei ist es dann nicht mehr angebracht, ein

S*
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Niherungsgesetz zugrunde zu legen, sondern man wird zweckmifiger die
Widerstandstabelle selbst den Berechnungen unterlegen.  Das ist der
heute iibliche Weg. Die praktischen Hilfsmittel zur Berechnung der nun
ebenfalls durch Tabellen darzustellenden Integrale in (7) gibt § 23.

§ 36. Die 33 Schufbahnaufgaben erster Art. Sekundire Funktionen

Ersetzt man in den genauen Formeln §81 (7) die Funktionen B, ()
durch eine gemeinsame Konstante B,

B, (1) = By () = -+ = Bj (1) = B = const ,
so entstehen die Naherungsformeln

b= T () — T (],
X SEC W, == %[D (u) — D (uo)],

tg wo——tgw=~18~sec W [J () — I (ug)]

1 g — = gy [ (1) — A (o) — () {1 () — D ()]

Diese Formeln werden als die Siaccischen bezeichnet, wenn man
in ihnen sec w,, = sec w, und B = B-sec w, setzt. In der Losung von
Krupp-Grofl wird dagegen sec w, =1 genommen. Nach dem, was
in § 81 iber die Bestimmung von sec w,, gesagt wurde, empfiehit sich die
erste Annahme bei steigenden, die letztere bei Gipfelbogen, wihrend fir
fallende Bogen am besten w,, = ®® genommen wiirde; wofiir man zundchst
naherungsweise — w, nehmen kann. Die iibliche Berechnung lediglich
nach der Siaccischen Annahme sec w, = sec w, gibt also nicht stets
die beste durch diese Formeln erreichbare Anndherung. Ebenso darf
man die Schuibahn nicht als einen Bogen berechnen, sondern muf} sie erst
in Bogen kleiner Gesamtkriimmung zerlegen, falls sie nicht selbst ein
solcher , kleiner Bogen ist. In jedem Falle handelt es sich aber nur um
ein Naherungsverfahren, dessen Wert nicht iiberschitzt werden darf.
Die Siaccischen Bahnen fallen unter unsere ,Grenzbahnen* (s. §18):

Die dritte Siaccische Gleichung (46) kann man schreiben:

SEC Wy,
B

Das ist die integrierte Hauptgleichung, die Gleichung des Geschwindig-

keitsrisses. Bezeichnet man den Wert der rechtsstehenden Integrations-

konstanten mit C, so kann man die vierte Siaccische Gleichung schreiben:
1

Cx—z ‘“B“z; A (u) = const. (48)

tg w +

- J (u) = const. (47)
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. Wir bezeichnen die sieben Elemente x, 2, {, u,, w,, #, w als die Ele-
mente eines Schufibahnbogens O P. Da zwischen diesen sieben Elementen
die vier Siaccischen Gleichungen bestehen, kann man zu drei gegebenen
Elementen die Werte der vier ubrigen finden. So entstehen ———Igg =35
Aufgaben, von denen aber zwei (u, u,, %), (¥, u#,, t) wegfallen, da mit «
und u, nach (46) zugleich x und ¢ bereits bestimmt sind. Von praktischem
Interesse sind von diesen Aufgaben z. B. die folgenden:

Gegeben u,, w,, w. Die dritte Siacci-Gleichung liefert J(u), daraus
u vermittelst der Tabelle. Dann erhilt man ¢, x, 2 aus der ersten, zweiten
und vierten Gleichung. So findet man z. B. zu w = 0 die Elemente des
Gipfels: u,, t,, 2., 2.

Gegeben u,, w,, z/x (d. h. der Gelandewinkel e=arctg 2/x). Man hat u
zu ermitteln aus der Gleichung, die durch Division der vierten durch
die zweite Siacci-Gleichung entsteht:

. Z SeC Wy (A (u) — A (u)

tg w, —?’— B {D (u) —_D (uo) J(uo)}

Diese Aufgabe mufl man losen, um die Elemente des Auffallpunktes
auf geneigtem Boden, oder bei z = 0 auf waagerechtem Boden zu finden.

Die Auflosung solcher Aufgaben wird erleichtert durch Tabellen fiir
die Funktionen

D) —D ), T —Twmy, Ju —Ju), :
} (49)

A (u) — A (uo) —
D) =D () —J (uo) = Y (u, uy)

von zwei Argumenten #, u,. Fir diese ,sekundidren’ Funktionen sind
Tabellen vorhanden, aber so angeordnet, dafi ‘als Argumente %, und
D(u) — D(u,) genommen werden.

Die erwdhnten 83 Aufgaben teilen wir in drei Gruppen.

Die erste Gruppe umfafit die 19 Aufgaben: Gegeben u;, und u,
oder eins von beiden und ¢ oder x oder w, und w. Das fehlende %, oder »
ergibt sich dann aus dem Werte einer der drei Funktionen 7, D, J und
dieser Wert aus einer der drei ersten Gleichungen. Hat man aber 4, und u,
so erhdlt man zunichst ¢ und x aus den beiden ersten Gleichungen; und

dann ergeben die beiden anderen die Werte von tg w, — tg o und tg 0, — p
zur Berechnung von tg w,, tg o, 2.

Die zweite Gruppe umfafit die sieben Aufgaben: Gegeben (w, w,, %),
(0, wo, 1), (o, %, 8), (w,, %, 2), (0, %, 1), (o, %, 1), (%,21). In jeder dieser
Aufgaben haben zwei der vier Differenzen T (u) — T (o), D{u) — D(u,),
J(u) —dJ(uy), A(u) — A(u,) gegebene Werte. Die Ermittlung der zwei
Unbekannten # und u, aus zwei solchen Gleichungen erfolgt auf Grund
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von Tabellen fiir diese sekundiren Funktionen am besten, wenn diese
graphisch als Kurvenscharen dargestellt sind.

Die dritte Gruppe umfafit die sieben Aufgaben: Gegeben (w, w,, 2),
((J), Zr t)) (wO: Zy t)r (u) (l), Z), (ur (00, Z), (u(lr CO, Z), (uO) wo, Z).

Ein einheitliches Losungsverfahren fir diese und alle 83 Aufgaben kann
man sich auf Grund der Tabellen der sekundiren Funktionen, wie folgt,

herstellen. Im Koordinatensystem mit der Abszisse

p ) D) —D(ug)
und der Ordinate I—)—%Eﬁg—zg —J(up) = YV zeichne man die vier
Kurvenscharen mit den Gleichungen

Up = const,
u = const,

T (u) — T (u,) = const,
J () — J (ue) = const.

Dann werden samtliche Aufgaben geldst, indem man eine bestimmte
Kurve einer Schar mit einer bestimmten Kurve einer anderen Schar oder
mit einer bestimmten Geraden zum Schnitt bringt.

Zwei Aufgaben, die durch Vertauschung von % mit #%, und @ mit w,
auseinander hervorgehen, sind nicht wesentlich verschieden; aus der
Losung der einen erhilt man die der andern, indem man die #-Kurven als
uy-Kurven und umgekehrt auffait. Demnach ist in folgender Zusammen-
stellung von zwei solchen ,,dualen‘‘ Aufgaben immer nur eine bericksichtigt.

=
E Aufgabe gelost durch Schnitt von mit
34 (4, ug, .) einer u-Kurve einer u,-Kurve
2 (| (g, g, ) | 5 (J (u) — J (ug))-Kurve » »
6 , (u'o’ t1 ') ” (T (u) - T (uo))' 11} 2 12
6l (ug, %, .) »» Parallelen zur Y-Achse » »
1 (ﬂ), wOv x) (24 2y 2 i3] 29 (J (u) - J (1'40))‘:[{111"/e
5 (x, ty -) 2 ’s I3 I3 i (T (u‘) - T(“o))‘ s
2 1t (x, 2, wp) ' . ' ' ,s Parallelen zur X-Achse
B
2 || (2, wg, uy) | der Geraden Y 4z B*X= 'g %o 5 Ug-Kurve
SEC Wiy
2 (z’ Wq, u) 113 2 E2] (3] ” u- *” .
2 (Z, @y, t) ’ 3 »” 39 2 (T(u) - T(uo))'hurve
2 || (2, @y, ) > » 5 " » ()= J (u))
33 | l

Wenn auch bisher nur ein Teil dieser Aufgaben praktisch in Betracht
kommt, so ist es doch von Wert fiir jede dieser Aufgaben, falls sie auf-
tritt,.den Weg zur Losung zu haben. Die Abszissenachse der dazu er-
forderlichen Rechentafel kann mit einem reziproken Maflstab versehen
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1 .
m die Zahl
D(u) — D(u,) steht. Zur Herstellung der Rechentafel sind also Tabellen
fur die sekunddren Funktionen (49) erforderlich; von der letzten fiir alle
Wertepaare #=u,. Man wird zweckmiflig die zwei Kurvenscharen
#o = const, u = const auf einer, die zwei Kurvenscharen T (u) — T (u,)
= const, J (#) —J (#,) = const auf einer zweiten durchsichtigen Tafel ver-
einigen. Nur acht Aufgaben erfordern ein Aufeinanderlegen beider Tafeln.

werden, so dafl bei dem Punkt mit der Abszisse

§37. Schuflbahnaufgaben zweiter Art. Schuf$faktoren

Kennt man w (#) noch nicht, darf man aber vermuten, daf} sich die
Widerstandsfunktion von der eines anderen Geschosses nur um einen
konstanten Faktor unterscheidet, so kann w (u) = ¢ f (4) gesetzt werden,
wo jetzt f(u) als bekannt angesehen werden kann. Die Tabellen in (46)
sind also jetzt mit f(u) statt mit w () anzulegen. In (46) ist also jetzt
tiberall B durch ¢B zu ersetzen.

Bei den eben behandelten Aufgaben wurde angenommen, dafi der
Geschofifaktor ¢ bekannt ist. Eine zweite Art von Aufgaben entsteht, wenn
auch ¢ zu den gesuchten Gréflen gehort. Da aber in den Gleichungen (46)
die Grofie ¢ nur in der Verbindung ¢B vorkommt, so kann man aus ihnen
nur diese Grofie ermitteln, und erst daraus ¢ nach Abschitzung von B
nach §383 oder §84. Der Geschoffaktor ¢ bleibt also immer mit derselben
Unsicherheit wie der korrigierende Faktor B behaftet. Deshalb muf} die
Ermittlung des Geschofifaktors moglichst auf solche Boégen gegriindet
werden, auf denen sich v und @ wenig dndern, also B in engen Grenzen liegt,
d. h. auf flache Bogen geringer Gesamtkrimmung.

Befindet sich unter den vier bekannten Groflen 4, und u, so sind die
Werte der rechten Seiten der vier Gleichungen (46) bekannt. Also ergibt
sich der Wert von ¢B durch Vergleich mit der linken Seite einer der vier
Gleichungen, je nachdem, ob noch ¢ oder x oder (w,, @) oder (w,y, 2/x)
gegeben sind.

Ist u, (oder u) gegeben, so mufl man zunichst # (oder u,) ermitteln.
Da aber ¢ jedenfalls zu den Unbekannten gehdrt, so kommen nicht die
linken Seiten der Gleichungen (46), sondern deren Quotienten in Betracht,
oder allgemeiner die aus den linken Seiten gebildeten Monome der Di-
mension Null. Solche Ausdriicke sollen ,,Schufifaktoren‘* heiflen. Deren
gibt es also unendlich viele abgeleitete, aber nur drei urspriingliche, z. B.
irgend drei unabhangige der sechs Verhiltnisse der vier Groflen:

L1 X SeC Wy COS My, (g wy — tg W) : (tg Wy — —“;} . (610]

Mit Riicksicht auf den Dualismus der Aufgaben ergeben sich demnach
die folgenden sechs Aufgaben:
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(u) — T (uo)
Gegeben: (x, ¢, .), also der Wert von ,
: ) D (6) = D )
T () —J (s
x, 0y, w), also der Wert von ,
00, 0) D ) =D (o)
(t, gy, ), also der Wert von J () —J (ua) ,
(2 Wy, %| , also der Wert von Y (1, 1)
2 @0 %) a0 der D) —D ()’
2 Y (u, u)
—, oy, |, also der Wert von ! ,
(x ’ ) T (u) — T (uo)
2 (u’ uO)
—, Wy, 0}, also der Wert von
5100 DD

Demnach lost man diese Aufgaben, indem man auf einer gegebenen
yy-Kurve denjenigen Punkt aufsucht, in dem der betreffende SchuB-
faktor {51) den gegebenen Wert hat. Das liefle sich durch Kurvenscharen
der sechs Schufifaktoren (51) erleichtern. Ist so # gefunden, so kommt
man auf eine der ersten Aufgaben zuriick.

Sind #, und u unbekannt, so hat man deren Werte aus den Werten
zweier der sechs Schufifaktoren (51) zu ermitteln; das hitte zu erfolgen
durch graphische Interpolation auf der Tafel der Schuffaktoren.

Die obige Theorie der Schufifaktoren ist vollstindiger und allgemeiner
als diejenige von Siacci oder von Chapel, welche das quadratische
bzw. kubische Luftwiderstandsgesetz annehmen, sich nur auf den Gipfel
(0 = 0) und den Endpunkt (z = 0) beziehen und nur einen kleinen Teil der
iiberhaupt moglichen Aufgaben behandeln. Auch wird oben der Begriff
,,Schufifaktor* zum ersten Male klar definiert.

Achtes Kapitel
Reihen nach Potenzen von /g

§ 38. Losungen der ersten Klasse

Bei Geschofibewegungen, die dem Grenzfall der widerstandsfreien
Parabel nahekommen, wird man eine Reihenentwicklung nach steigenden
Potenzen von ®@/g anzusetzen versuchen, wo @ ein geeignet zu wihlender
mittlerer Widerstandswert ist. Wir setzen

=T eE) =g (1)

Die Entwicklung von x nach Potenzen von t heifle:
R R R SR LR (2)




- §38. Losungen der ersten Klasse 121

Entsprechend bezeichnen wir die Koeffizienten aller Entwicklungen nach
Potenzen von 7 mit vorderen Indizes.

Setzen wir diese Entwicklung in die Hauptgleichung [vgl. §11 (16%)]

gdx=vwdo (3)
ein, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich
de =0,
dix = ofv &), (4)

dox = 2,(v®) usw.
Fir w ergibt die Entwicklung:
w)=w+7w+31%wt -,
o = () ,
W= ()0 =@,
oW = o' % 4 ' v usw.
Hieraus folgt erstens

ok = const = %, , (5)
also
. 1 .
oU = Xg Sec w , Od)ziw(xosecw).
Zweitens folgt
) 1
X = ov'ou”)dw=5 o dw (6)

also wird auch ;v = ;¥ sec w eine gegebene Funktion von .
Drittens folgt

ok = Qflv'lrb dw:%flvz'ow'dw, (7)

also v = ,% sec w. Damit ist auch ,w bekannt, usw.
Setzt man die gefundenen Werte fiir o, 1%, ,%, - - in die Reihe (2) ein,
so erhalt man die Entwicklung:
i 1, .
—=1 +—fsec 0w (%q5eCc w) dw
X g
+ 74 [sec o [w (x,5ec w) + @’ (%, sec w)]fsec w-w (%osec w)dwdw

LY
W, W,

+..

Setzt man die Reihe fir x in die Integrale der Formeln § 18 (30) ein, so
erhilt man entsprechende Entwicklungen fiir die Schufibahnelemente
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t, xz, 2, s. Die Entwicklung fiir ¢ wird z. B.:

o _—
gt = —f;'vodtgw —T f;'voscc w-& (kgsec w)dwdtg w — -++ usw.
ty Wy Wy
Die in diesen Entwicklungen vorkommenden Integrale, wie z. B.:
J [#osec o - @ (xgsec w) do d tg o

hingen von den zwei Argumenten w und %, ab. Dadurch wird ihre Voraus-
berechnung und tafelmiflige Darstellung fiir die Praxis so gut wie un-
moéglich. Fiir ein Bernoullisches Gesetz w = a-v" jedoch 1a8t sich aus
jedem solchen Integral eine Potenz von %4 herausziehen, so dafl unter den
Integralzeichen nur noch die Variable w vorkommt. Danach ist die Be-
rechnung und Tabulierung méglich. Dasselbe wire bei einem mehr-
gliedrigen Gesetz
W= a, U™ _,_azvn, 4 e —%—a,‘v"u

moglich, aber jedes einzelne Integral erfordert dann eine groflere Anzahl
von Spalten einer Tabelle.

Uber die Konvergenz dieser Reihen, die von der nur tabellarisch
gegebenen Funktion @ abhéngen, gilt das § 19 tiber solche Reihen Gesagte.

§ 39. Losungen der zweiten Klasse

Bei Geschofibewegungen, die dem Grenzfall der schwerefreien Geraden
nahekommen, wird man eine Reihenentwicklung nach steigenden Potenzen
von g/w ansetzen, wo @ wieder wie in § 38 ein passender Mittelwert ist.
Die in § 36 {46) zusammengestellten Siaccischen Formeln konnen offenbar
als erste Glieder einer derartigen Entwicklung angesehen werden. Schon
Siacci hat seine Formeln als Ansatz eines strengen Verfahrens betrachtet
und durch Hinzufiigen eines korrigierenden Faktors zu verbessern versucht
[vgl. §§381 bis 84]. Nunmehr sollen die Siaccischen Formeln additiv
verbessert werden.

Natiirlich ist dabei der Konvergenzbeweis oder besser die Fehler-
abschitzung, eine notwendige Erginzung. Mit der bloflen Konvergenz,
die den Theoretiker um so mehr interessiert, je schwerer sie erkennbar ist,
ist dem Praktiker nicht gedient; er braucht schnelle Anniherung an den
gesuchten Wert, wie sie sich auch bei divergenten, nimlich sogenannten
semikonvergenten Prozessen findet; aufierdem braucht der Praktiker, wie
schon hervorgehoben, eine Abschitzung des Fehlers, den man begeht,
wenn man den Prozefl nach einer endlichen Anzahl von Gliedern abbricht.
Die Konvergenz der in Folgendem behandelten Reihen ist (vgl. auch §19)
aus cinem von Poincaré in der astronomischen Mechanik gebrauchten
Satz zu folgern*).

*) Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften II. 1. 1. S, 205,
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Die Siacci-Formeln kénnen in zwei verschiedenen Weisen als die
Anfangsglieder von Entwicklungen auftreten, entsprechend den zwei Be-
dingungen, unter denen ihre Giiltigkeit verbessert wird. Erstens kann
man die Siacci-Formeln als diejenigen Glieder ansehen, die unter Ver-
nachlissigung hoherer Potenzen von g als der ersten iibrigbleiben. Zweitens
kann man die Siacci-Formeln als die Glieder ansehen, die unter Ver-

nachldssigung von tg?w, oder tg? %’ oder sin w, iibrigbleiben (Char-

bonnier 1927, Popoff 1981). Charbonnier berechnet die zweiten
Glieder der vier Elemente tg w, ¢, x, 2. Dabei treten bei jedem Element
drei neue Tabellenintegrale, also im ganzen zwolf auf. In meinen Ent-
wicklungen nach Potenzen von g lafit sich das allgemeine Glied hin-
schreiben. Statt der Pseudogeschwindigkeit wird die dem Fall g = 0 ent-
sprechende schwerefreie Geschwindigkeit g eingefiithrt, wodurch die Ent-

d
wicklung der Zeit einfach ¢ = — [“" wird. Aber dic Finfiihrung der
@

Pseudogeschwindigkeit u = x sec w, oder der schwerefreien Geschwindig-
keit s hat den Nachteil, dafi dadurch die Ableitungen der Funktion w
auftreten und die Formeln unnétig verwickelt machen*). Ich gebe daher
eine zweite Entwicklung, in der ich die natiirliche Geschwindigkeit v
beibehalte. Diese Vereinfachung gestattet auch, den Fehler abzu-
schitzen.

Die als Koeffizienten von g' auftretenden Tabellenintegrale enthalten
w in der ¢-ten Potenz im Nenner, so daf} die berechneten Tabellenintegrale
immer brauchbar sind fiir Geschosse mit proportionalen Widerstands-
tabellen. In meiner unten folgenden Darstellung lasse ich die Verwendung

. w .
normierter Grofen fallen, fiihre statt w die Grofle - = ¢ en, und nehme

’

an, dafl die Groflen ¢, g%= ¢/, ... berechnet und in der Tabelle ein-

getragen sind. Die Entwicklung wird einfacher und iibersichtlicher, sie
ist bis zur Aufstellung der ersten nachsiaccischen Glieder nebst Ab-
schiatzung der Fehler durchgefithrt. Die Grofle ¢ ist fiir grofle v wenig
veranderlich, also schon ¢’ klein, wie man aus Abb. 4 ersehen kann. Fiir
das Chapelsche Gesetz w prop. v — 268 wird ¢/ = 263/v% also z. B. fiir
v = 1000 m/sec ¢’ = 0,000263, abgeschen von einem Geschofifaktor.

§ 40. Die Siacci-Reihen erster Art
Der durch die Gleichungen

A= F, B=—E g 9

*) Charbonnier, Balistique extérieure II, S. 345,
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und die Anfangswerte bestimmten Schuflbahn [vgl. §10 (1)] ordne ich die
durch

w :
LW LW 1
x S X E=—k (10)

und dieselben Anfangswerte bestimmte ,,schwerefreie’* Schufibahn zu, deren
FElemente mit

0%, 08 05, 0¥, o = W (¢¥), o®

bezeichnet werden. Die Gleichungen [vgl. §10 (9), (10)]

V= —w, vo=10 (11)
ergeben
o
do dev
w=w, und di=——2" = — o, (12)
Ow ol
vy
ferner wird
oX == ¢U COS Wy, o0& = ov Sin wyq, of = ¥,

also

0 d v
o= — | L= cos m,,
0

Wdey .
0% = ——f sin g ,
0 ow
o o dov
oS = — "
Ow

Diejenigen Punkte der zu (9) und (10) gehorigen Schufibahnen sollen einander.
zugeordnet werden, die gleichen Zeiten entsprechen. Schliellich soll
vérmittels (12) statt der unabhiingigen Verinderlichen ¢ die , schwerefreie*
Geschwindigkeit @ als unabhingige Veridnderliche eingefiihrt werden.
Differentialquotienten nach v werden mit Strichen bezeichnet. Es ist also
z. B. fur irgendeine der vorkommenden Funktionen y

ay _ dy.

(13)

dow =¥, di =y=yr=—w) (14)
und es sei '
0
(¥)g=0= 0¥, (_33.’_) =1y, :
& /g=0 (15)
0%y o'y .
3—2 = 2 2y, ’ ] = 1! iV
8" /g=0 ag g=0
dann kann man formal setzen
y=oy+wgtaygr+- . (16)
Da (w)y=0 = w,, also .
(€oS w)y—g = €OS @y,  (Sin W),—¢ = sin @y (17

und

(©)g=0 = @
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ist, so wird

0% = oV COs W) = ¢ cos wy
| (15)
08 = (v sin w) = o sin w, .
Machen wir jetzt die orthogonale Substitution
X COS Wy -+ 2 sin wy == (%) , 1’9:
% sin wy — 2 cos Wy = (3), (‘):

so wird in den neuen Verdnderlichen (x), () wegen (18):
; of%)y =, o(8) =0 (20)
und die Gleichungen (9) werden

(%) = —%-(9’5) + gsin w,,
1)
()= —%-(z‘) —gcosmg.
Aus ,
v = (3P @
folgt durch die Operation (15)
@010 = o{#) 1(%) + of8)1(8) = v-1(%) , v =1(%),
ebenso ‘
@50 + 0% = (%) a(x) + 1(%)® + of3) 2(8) +1(2)%, (22)
also, wegen (20) und (22)
v 5
Allgemein folgt aus ,(v?) = ( 3 +,((2)?) _
0@+ g F = o(&) (%) + o (F)in(®) + 0

+o(8) " f2) +1(8) " mae) + 0

durch den Schlufi von ¢ —1 auf 7, dafl o/ eine ganze Funktion von
1{(®)/ov, o(%)/ev, ..., {%)/e isobar vom Gewichte 7 ist, in der %)/ den
Koeffizienten 1 hat. Wir setzen w/fv = ¢, also

w=cv, w=c'v+c, @ = ¥+ - (24)
Aus
c=c(@+wg+pgit ) |

= o)+ ¢ () (wg +o0g? ) + 3¢ (@) (g + g+ )

folgern wir

ot = ¢ (o0)
oV N

1€ = ¢ (0) "0 = of’ 17’-—(
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allgemein
€= ocl'iv + %ocngqv, ﬂv +%Oc”,2a7_)' ﬂv.yv _I__ RN
at+f=1 at+f4+y=i (25)
(a)ﬂv T 21)21 '..)i_1)9

also ist ;¢ — of’* (%) von (%) unabhingig.

In den Differentialgleichungen (21) fiir (x), (2) fithren wir als un-
abhangige Verianderliche mittels (12) die schwerefreie Geschwindigkeit gv
ein. Die Gleichungen werden

@ (%) = ¢ (x) + g sin o, } (26)
o0 () = ¢ (8) —g-cos wy.
Die von g freien Glieder ergeben
o0 o(%) = oco(%), also gw=oc"¢, l @1
w0 of5) = o6-off) = 0. f
Die Glieder mit g ergeben fiir (%)
010'1(5&)’ = 15'0(2’7) + Oc.l(k) + Sin g
) L
= ( ) o ) o 1(x) + o 1(%) -+ sin
o =aa(x) +sino, o8
(l(i)) * o2 = sin @y, , (26)
Ow
. dow .
(%) = owf_oz;_z sin o, ,
ferner fiir (2) '
@ 1(2)" = 1€ o(8)+ o¢*1(2) — cos ey
=% 5 —
, =0 1(8) — cos @ , |
(I—(Zl) g0 g0 = — COS @y, (29)
07)
o dov
18) = — ovf o COS Wy .
Fur die Glieder mit gi ( > 1) schreiben wir die Gleichungen (26)
o (%) = (c — o) (4) ,
e (30)
woa- (G~ — @
0
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und erhalten fiir (%) wegen (24)

%%éwu@+Hmw+~~Hw~WW+ﬂh@}@n
= [ic — o &)} o) + sr€2(®) + 0 16 iq(B)

Aus dieser Gleichung findet man ,(x) durch eine blofe Quadratur, weil
rechts der Koeffizient von ,(x) Null wird [vgl. (25)].
Aus der zweiten Gleichung (30) folgt etwas einfacher

2)

o‘U

2
oW .

ow‘ov'( ) = o101(8) + o A geriq(8) (32)
Fiir 7 = 2 ergibt sich aus (81)

ow2.(%j—) '= o0 o(&) + 10°1(%) + oco(d) — o'~ 5{%) .

Durch Einsetzen von

of == of’ "0 + § o¢" 0% = of "2(®) + Lo Yo' (=),

1 '-i(é_)
2 0,0

1€ = o¢ (%) [nach (25)]
erhilt man '
0t (B () o (59)
Ebenso aus (32) mit (25)
oo (2] = (31, (34)
Durch die schwerefreie Geschwindigkeit o ausgedriickt, wird
P = — f —75'(]—:;)) , wo sich die Integration wie im folgenden immer von 7,
bis gv erstreckt. Fir die durch (19) eingefiihrten Koordinaten wird
of2) = o,
5) = [ 2% sin a,

’ 1 T R EAY 1 ryfove
2(;’5):0wf(06 % o€ oV )‘;2(1;(2{) + 14 1(3) i,

o2) = gv fwl dw, USW.
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Daraus durch Multiplikation mit d¢ = — %

und Integration
ow

oy = — [ 4, J5) =0,

do U oV dgv
= —f/‘ dovsin g, 4(z)= Ao <% cosmy, usw.
Wl @

Alle auftretenden Integrale sind Tabellenintegrale, die an Hand der
Widerstandstafel vorweg zu berechnen und in die Tafel einzutragen sind.
Die in £, 4(2), o(%), 1{2) auftretenden Integrale sind die in § 81 (7) eingefiihrten
Siaccischen Funktionen T, J, D, A. Die in (), {(¥) auftretenden sind
neu und sollen mit K und B bezeichnet werden. Da sie mit sin w, multi-
pliziert sind, fallen sie bei Flachbahnen mit kleinem w, fort. Nimmt man
sie hinzu, so werden die so erginzten Siacci-Formeln auch fiir Bahnen
mit nicht kleinen w, brauchbar. Geniigen diese Glieder noch nicht, so
nimmt man die Glieder 4(%), 5(2), 5(%), o(2) hinzu. Damit werden fiir die
Geschwindigkeitskomponenten und fiir die Koordinaten weitere Tabellen-
integrale nétig. Von w, kommen in 4(x) und 4(x) nur sin® w,, cos? w,,
in 4(2) und ,(2) nur sin w,-cos w, vor. Allgemein sind die Integranden
von 4(x), ;(¢) ganze isobare Funktionen von (%), 4(2), ..., i—1{%), i—1(2)
vom Gewichte 7. Die Funktionen ¢ = w/v, ¢’ = (wfv) = w'fv —wfv?, ...
sind ebenfalls in die Tafel einzutragen. Fiir grofle v ist ¢ langsam ver-
dnderlich, schon ¢ klein, fiir das Chapelsche Gesetz gleich 263/v% bis
auf einen GeschofBfaktor.

Behalt man nur die Glieder bis zur ersten Ordnung in g bei, so erhalt
man die Formeln

(x) = D —gBsin w,,
(2) = gA cos wy

oder, wenn man zu den urspriinglichen Koordinaten [s. Gleichung (19)]

zuruckgeht
xsecwyg=D —g(B —A) sin g ,

xtgwy —g=gA.
Bet der Abschitzung der Integrale kann man folgende Formeln an-

wenden, in denen v — v = Ao gesetzt ist und der Index m Mittelwerte
kennzeichnet:

T: —f dov = Av H
oW W
do Av
D= _.f°v v
o (@/V)m
K= — [ 20 _ 42 wk =27,

0'1212 wﬁ: Wm
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1 [dv\'
B——deov zﬁ(—w—m—-)’

J___fdov 4w J_Av

- Do (0w), o=
_ wdw 1 [Av :

A= \/‘J_ﬁ—_‘f(w—m)’ usw.

Die Siaccische Pseudogeschwindigkeit & sec @, mag fiir Flachbahnen,
d. h. fiur Bahnen, die der Waagerechten nahebleiben, zweckmiBig sein.
Die schwerefreie Geschwindigkeit jv empfiehlt sich dagegen bei rasanten
Bahnen, das sind solche, die der Anfangstangente nahebleiben, bei denen
also_die Gesamtkriimmung Aw/4s klein bleibt. Aber die Wahl einer Ver-
dnderlichen, die nicht diejenige ist, von der w abhangt, fiihrt zwangs-
ldufig dazu, dafl aufler w auch w’, w”, ... auftreten und dadurch die
Formeln umstindlich werden. Fbenso zieht die Einfithrung der mero-
morphen Funktion tg w,, die beliebig grofie Werte annehmen kann,
anstatt der in den urspriinglichen Gleichungen (21) vorkommenden holo-
morphen sin wy, cos w,, deren Betrige Eins nicht iiberschreiten, weitere
Komplikationen nach sich. Deshalb werden bei Charbonnier schon die
zweiten Glieder sehr weitliufig, Popoff begniigt sich mit Angabe der
ersten Glieder, die natiirlich die Siaccischen sind.

§ 41. Die Siacci-Reihen zweiter Art
Ich gehe von den Formeln [vgl. §10 (9), (10)] aus

?)=—w—gsinw, Vo= —gcosw, (35)
setze
g _ N S 3
w7 und 1+ysinw*k' (86)
Dann besteht die Reduktionsformel fiir %
=1—yksinw. (87
Die w-Formeln. Aus den Gleichungen (85) folgt
o _ 84— k% _par, (88)
cosw v v
wo gesetzt ist
dv dv
—}’?:dJ, J=— Y (89)

Hier, wie im folgenden, ist die Integration von v, bis v zu erstrecken.
Aus (88) folgt durch Integration

Q—Q—[kaJ, (40)

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 9
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gesetzt ist. Aus (38) folgen ferner

sin® @ — sin® Wy = — nfkafJ-sin"-1 w-cos? o,
cos™ @ — €os™ Wy = nfk dJ-cos™ w-sin o,
tgh o —tgt w, = —nfde-tg”‘lw-secw.

und insbesondere fiir # = 1 die Reduktionsformeln
sin @ = sin w, —fde'cos2w,
€OS W = COS W, —I—fk dJ -cos w-sin o,
tg o =tg w, —~fde'secw
und aus den beiden ersten noch
sin (wy — o) = fde-cos w-cos (wg — o),
cos (wy — ) =1 —[—fk dJ -cos w-sin (w, — )
und aus (43) und (37)

k sin o = sin wy— k& ¥ sin w-sin w, ——kfde-coszw,

k cos @ = cos wy — k y sin w*cos w, —l—kfk dJ -cos w-sin o .

Die ¢ und s-Formeln. Aus (85) folgt
gdt= —kydv=~FkdT, gtszdT,
wenn man :
—ydv=dT, T=—[ydv
setzt. Ferner aus .(45) vermittels v dt = ds
gds= —kyvdv="FdS, gs———fde,
wenn man
—yodo=4dS5, S:—fyvdv
setzt.
Die x- und z-Formeln. Aus (47) folgt
gdx =kdS cos o,

gdz =kdS'sinw,
also )
gx:fde-cosw,
gz =fde-sinw
und
X COS Wy - 28in wy = (%),

% sin wy — 2 cos wy = (3)

}

(41)

(43)

(44)

(45)
(46)

(49)

(50)

(51)
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gesetzt:
(%) =fk dS-cos (wy — w) ,

:fde-sin (g — @) .

Die Reduktion. Durch Anwendung von (37) auf (40), (45), (47)
erhilt man

| o)

Q—-0Q,=J —fyde-sinw,
gt=T—fyde-sinw, (58)
gs=3S —fyde-sinw.

Aus (52) folgt durch Anwendung von (44)
= [kdS + [kdS[[kdJ cos wsin (wy — )],
g (2 = fk dS[fk dJ cos w-cos (wy — )]
und durch Anwendung von (87) auf % in f kdS
g (x)=S ——fyde-sinw
+ [[f kdJ cos w:sin (wy — )]k dS, (55)
g-(2) = f[ kddJ-cos m-cos (wg — )]k dS.

I 6y

Die Ordnung jedes Integrals ist die Anzahl der darin vorkommenden
Faktoren y = gfw. Die von k£ und o freien Glieder in (53) und (55} sind
von der Ordnung 1. Die folgenden Glieder sind die Restglieder, die man
durch Einsetzen von Mittelwerten fiir £ und w abschitzen kann. Es
treten dann die neuen Tabellenintegrale auf:

frdd,  [rdaT, [ydS, [JdS, (56)

die von der Ordnung 2 sind. Unter Beschriankung auf die Tabellenintegrale
bis zur zweiten Ordnung bekommt man die Formeln

Q—0,=J —fde-kmsinwm,

gt = T—fydT-kmsinwm,

gs =S— [ydS kpsinw,, (57)
g(x) =S —fde-kmsinwm—{—deS-k,"’n COS Wy " Sin (Wg —w,y,)

g(a) = [JdS -k} cosw, cos(wy—wy,).

Hier bedeuten k, und w, in jedem Gliede andere Mittelwerte. Die

Integrale J, 7', S entsprechen den Siaccischen J, T, D. Das Integral

[T ds = f[J — J(0o)] dS = [J (@) dS — J(v5)[S(v) — S(v,)] ent-

spricht dem Slacmschen A. Kann man bei rasanten Bégen, also bei
O
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groBem v, kleinem p und wenig verinderlichem o, £ =1 und o, = w,
nehmen, so erhilt man

Q—Qon—fde-sinwo,

gt =T——fydT-sinw0, l

gs :S—fde-sinwo, (58)
g (%) =5—fyd5-sinwo,

g (2) = fJ dS-cos w,

und aus den beiden letzten Gleichungen

g % Sec w, =S—f(y—J)dS-sinw0,

g(xtg wy —2) = deS. } (58)

Die Formeln (58) bilden den ersten Schritt zur Verbesserung der
Siacci-Formeln. Auf die ZweckmiBigkeit der Einfiihrung von
Q=Ilgtg (% —%) statt tg w, wie bei Siacci, hat mich mein friiherer
Schiiler Dipl.-Ing. Gustav Giinther aufmerksam gemacht.

Die Fehler der Formeln (58) bekommt man, indem man auf die Formeln
(68) bis (55) die Reduktionsformeln anwendet.

Die von k£ und o freien Glieder sind dann die der Formeln (58).
Die iibrigen sind entweder durch Einsetzen von Mittelwerten fiir £ und
abzuschitzen, wobei Integrale dritter Ordnung auftreten; oder sie sind
ebenso weiter zu reduzieren. Innerhalb der Integranden treten immer nur
y und J auf in Verbindungen der betreffenden Ordnung.

w, kommt nur in Potenzen von sin w, und cos w, vor. Nach den
Graden geordnet, erhidlt man die folgenden Entwicklungen:

Q—~0y=J—[ydd-sinwy+ [ y2dJ sin® v,
—nydJ-cosZwo—i—
gt=T—[ydT -sinwy,+ [y2dT sin® w,

—nydT-coszwo—}—
gs=S—fde-sinwo—}—fyzdS-sinzwo +(59)

—nydS-coszwo+ SRR
g % sec w(,:S——f(y—J)dS-sin wo—l—fy(y—J) dS-sin? w,

— [y (r—J)dS-costwy + -+ ,

g(xtgwo—z):deS+nydS-sin2wo—fJ2dS-coszw0—|—
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Abgesehen von der Herleitung unterscheiden sich die” Reihen erster Art
von denen zweiter Art dadurch, daf bei den ersteren jedes Integral hoherer
Ordnung durch eine Quadratur aus einer ganzen Funktion von Integralen
der niedrigeren Ordnungen gebildet wird, wihrend bei den letzteren aus
jedem Integral solche hoherer Ordnung dadurch entstehen, dafl man im
Integranden auf % und o die Reduktionsformeln anwendet. Bei den ersteren
hiufen sich die Quadraturen von auflen, bei den letzteren von innen.
Bei den Reihen zweiter Art ergibt jeder weitere Schritt zugleich den Rest
in einer abschitzbaren Form.

Die in (59) auftretenden Funktionen J, 7, S entsprechen den in
§ 81 (7) ecingefithrten Siacci-Funktionen J, g7, g D.

§ 42. Integrable Formen fiir das Widerstandsgesetz

Bei den Entwicklungen fiir die erste Klasse nach steigenden Potenzen
von wfg tritt unter den Integralzeichen die Funktion w (und ihre Ab-
leitungen) nur in den Zihlern auf; bei den Entwicklungen fiir die zweite
Klasse nach steigenden Potenzen von g/w tritt w nur in den Nennern auf.
Dadurch wird es nahegelegt, im ersten Fall w zu approximieren durch
Gesetze von der Form

W= V" F g™} e UV, (60)

im zweiten Fall durch solche der Form

lz_il__l_ 2 NI _{_i_". (61)

w o™ U™ e

Denn fiir solche Formen des Widerstandsgesetzes zerfallen alle auftretenden
Integrale in voraus berechenbare Tabellenintegrale. So entsteht die Auf-
gabe, aus der Widerstandstabelle solche. Formen abzuleiten. Es geniigt
hierzu, den Weg fiir » =2 zu zeigen. Andererseits wollen wir die Frage
noch nach anderer Richtung verallgemeinern. Es sei fiir ein Geschof3 eine
Widerstandstabelle w = w, (v) erschossen, fiir ein zweites Geschof3 ebenso
w = w, (v). Findet sich jetzt w, = ¢ wy, so wollen wir das zweite Geschof3
dem ersten , ballistisch dhnlich* nennen. Die dltere Annahme war, dafl
alle Geschosse ballistisch dhnlich sind, wenigstens mit einer fiir die Praxis
ausreichenden Anndherung. Heute reicht diese Annahme nicht immer aus.
Sind die beiden zu w; (v) und w, (v) gehorenden Geschosse nicht Zhnlich,
so kann man sie als zwei Normalgeschosse einfithren und die Widerstinde
anderer Geschosse in die Form ¢, w; (v) + ¢, w, (v), bzw. die reziproken in

die Form zu setzen suchen. Ist wy (v) die Widerstands-
¢, @y () Co Wy (1)

tabelle eines dritten Geschosses, so liefert die Gleichung:
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w () wi(v) wf(vy)
wi(v) wi(v) wi(wy) | =0 (6= +1bzw. —1)
wi () wi(v) wg (o)

wi (v) als lineares Aggregat von w!(v) und w(v). Ist dies nicht
fir alle Geschwindigkeiten v, v,*) des in Betracht kommenden Inter-
valles méglich, so ist das dritte Geschol als drittes Normalgeschof3 einzu-
fiihren usw.

Die Berechnung der fiir Widerstandsgesetze der Form (60) oder (61)
auftretenden Tabellenintegrale wird vereinfacht, wenn man die Tabellen der
Normalgeschosse durch Bernoullische Gesetze w = a-v™ approximiert. Aus
jeder Stellew,, v, einer Tabelle leitet man vermittels n = ——voz;% , a= ijf—

(1}
das ,,oskulierende** Gesetz her; aus je zwei Stellen wy, v,, @y, 7, folgot
durch Aufissung der Gleichungen

lgw (vy) =1lga+nlgy, } ©2)

lgw () =lga+nlgy

lgw (vg) —lgw (vy)

lg vy —lg vy
das oskulierende hervorgeht. Beste Anniherung an mehr als zwei Stellen
wire nach der Methode der kleinsten Fehlerquadratsummen zu be-
wirken.

Statt mehrere Normalgeschosse zugrunde zu legen, kann man auch
aus der Tabelle eines solchen durch Anndherung an verschiedenen
Stellen derselben Bernoullische Gesetze ¢y u™, ¢, o™, ... ableiten und
diese als Gesetze von ,fiktiven Geschossen einfiihren.

Ahnlich ist das Verfahren von v. Eberhard, das darauf hinauskommt,

i iy
wio T wo
zu approximieren, wobei w die Verzogerung des Normalgeschosses ist,
also w:v und w-v als Verzégerungen von zwei , fiktiven' Geschossen
gedacht werden konnen. Bei dieser Wahl von fiktiven Geschossen kommen
offenbar zu den Tabellenintegralen

__fdv D= __f B fgdv gdv_dov
- ’ o ! WY WU

moglichst wenig (nur 7) neue hinzu. Beiv. Eberhard wird ¢ + 4, v 4 45:0
als Korrektur des reziproken Geschofifaktors aufgefafit.

das ,,interpolierende’* mit # = , aus dem fiir o; = v,

die reziproke Verzogerung durch ein dreigliedriges Gesetz {; +

*) Man kann auch v, = v; nehmen, dann ist die dritte Spalte obiger Determinante durch
die Ableitung der zweiten zu ersetzen.
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Neuntes Kapitel

Storungen der Schufibahn,
inshesondere durch Tageseinfliisse

§ 43. Die Hauptformeln

Die Schufitafeln, auf denen das Schieflen beruht, geben zu den Anfangs-
elementen v,, w, und dem Geschoflfaktor die Endelemente x°, £, w°, »°
an, wie sie teils durch Rechnung, teils durch Schiefiversuche gefunden
worden sind. Die Anfangselemente eines Schusses werden aber mit
gegebenen Anfangselementen der Schufitafel nicht immer genau iiberein-
stimmen, sondern kénnen infolge stérender Einfliisse davon abweichen.
Man wird dann nicht die ganze Schuflbahn neu berechnen, sondern sie
aus der nidchsten in der Schufitafel enthaltenen durch Anbringung von
Korrekturen ableiten.

Es handelt sich also in erster Linie um die Aufgabe: Um welche
Betrage Ax° A:¢° ... dndern sich die Endelemente x° #°, ..., wenn
die Anfangselemente v,, w,, w, kleine Anderungen Av,, dw,, Aw, er-
fahren?

Dabei werden, was meist geniigt, diese Anderungen wie kleine Grofien
erster Ordnung, also wie Differentiale behandelt.

Bei sonstigen hierauf gerichteten Untersuchungen wird ein bestimmtes
Luftwiderstandsgesetz angenommen und die sogenannten Bernoulli-
schen Naherungslosungen der Differentialgleichungen fiir x und 2z zugrunde
gelegt. Demgegeniiber werden im folgenden nur einige sehr allgemeine
Voraussetzungen gemacht. Dadurch wird der Geltungsbereich einiger
bekannter Formeln erst erkennbar, einige werden verbessert, einige neu
hinzugefiigt, z. B. die auf den Einfluf des Regens auf die Schufibahn beziig-
lichen. Der theoretischen Erorterung folgen Vorschlige fiir die praktische
Verwertung.

Wir nehmen jetzt an, dafl entweder g/w, oder w,/g so klein ist, daf
wit die Gleichungen §17 (5) fiir Grenzbahnen zugrunde legen konnen.
Die erstere Annahme wird auch sonst unausgesprochen gemacht, denn
auf ihr und auf der Annahme des Bernoullischen Gesetzes beruhen die
sogenannten Didion-Bernoullischen Niherungslosungen (s. § 20).

Diese allgemeinen Formeln §17 (5)

ﬂ,f’xsec wozdi(ﬂt)
S Vo

(1)

g (xtgwo—z)ziw(i"’&t)

a
° Wo Yo

geniigen, um die gesuchten Ausdriicke fir Ax°% A4t° ... abzuleiten.
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Andert sich zunichst w, nicht, so erhilt man durch logarithmische
Differentiation aus (1)

Wo Wo Yo
“(?z‘x)_A@_@'.A(wot R Iy .
. 0 0 N Te e, T wm O
vl Yo Y
und ebenso
@o — £ Do
A4 —ﬁ(xtgwo z)) __Aw0+A!I’__Aw0 _f_a'ctgwo—,é_ﬁ(vo t) 6
Wy (2 tg o —2) g ' xtgwy—z Wy )
A & Do W, A
Setzt man t=1t% x=1°% z=3:"=0, Az°=0, 2°= —tg|w’|-2°
so ergibt die Differenz der Gleichungen (2) und (3):
Yo 40
‘g,tgm"l,"(va‘)_zlwo @
0 tg w, w, W
Yo
und dann ergibt (2):
Wy
A(v§ o _ tgay,  Aw,
==
%xo glo®l  w

oder

Ax° Av, tgwe ) Adw,
R R a1 o)

Aus (4) kann durch Einsetzen von x°=v°cos ®® die Anderung
von t° aus (5) diejenige von x° berechnet werden. Die Groflen x° 9
0, |w®| liefert die Schufitafel.

Bei diesen Formeln wird von periodischen Anderungen der Schuf-
weite x° und der Schufizeit ¢° abgesehen, wie sie bedingt werden durch
Geschwindigkeitsinderung der konischen Pendelung (s. Kap. X1 § 58) und
dadurch bewirkte Phaseninderung der Pendelung am Endpunkt. Wir
betrachten z. B. nur kleine Anderungen von v,, wie sie mit wachsender
Schufizahl infolge Erwidrmung des Rohres hervorgerufen werden. Ist
dv, der kleine Geschwindigkeitszuwachs, durch den die Zahl der konischen
Pendelungen bis zum Aufschlag um Eins vermehrt wird, dann erreicht
in jedem der Intervalle:

...vo+26vo....Uo_|_a‘v0...vo...vo_a‘vo...vo__ga‘vo...

die Schufiweite x° einmal ein Maximum, einmal ein Minimum, und die
zugehorigen Zeitdifferenzen ergeben die Zeitdauer einer konischen Pen-
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delung am Ende der Schufizeit. Hiermit finden die kleinen periodischen
Anderungen infolge wachsender Schufizahl ihre bisher nicht gegebene
Erklirung. Diese kleinen periodischen Anderungen sind also in den
Formeln (4) und (5) nicht berticksichtigt, wie sie auch sonst nicht beriick-
sichtigt, vielmehr in die Streuungen eingerechnet werden.

Andert sich 7, nicht, sondern nur w,, so folgt aus (5) fiir Ay, = 0:

Ax® tgwy \ Adw
— |1 B® 4w,
x° ( tglw"l) W ()

Riihrt die Anderung von w, von der Anderung des Luftgewichtes &
her, so ist (s. §9):
Aw, A6
wy, 0

in (6) einzusetzen. So wird die Formel (6) meist geschrieben. Es ist aber
zu bemerken, daB eine Anderung von w, auch davon herriihren kann,
dafl man zu einem etwas anderen Geschof} iibergeht. Dann ist dwg/w,
gleich der relativen Anderung des Geschofifaktors ¢, also

Aw, Ac

_ Umgekehrt kann aus Schiefiversuchen vermittelst (6) die relative
Anderung des Geschofifaktors ¢ ermittelt werden. Dann lifit sich die
Schufitafel vermittelst (6) und der entsprechenden Formeln fiir 4¢° usw.
fir das neue Geschofl umrechnen.

Andert sich v, und infolgedessen w,, so entnehme man aus der
Widerstandstafel zu den Werten v,, w, die Differenzen Diff v,, Diff w,
und berechne # aus der Gleichung:

Diff w, " Diff v,

1
W Vo

durch die » als definiert anzusehen ist; dann wird aus (5) gefunden:

Ax® Ig wy \ Av, -
e A Fae 0

Es 4ndere sich das Gewicht G = m g des Geschosses infolge Anderung
der Masse m. Es bleibe unverindert die Pulverladung oder, allgemeiner
ausgedriickt, ihre Energieentwicklung. Dann idndert sich die Geschwindig-
keit vy so, dal m v} unverindert bleibt. Die Energie der Rotation kann

neben der Energie der Translation vernachldssigt werden (s. Kap. XIII).
Also ist Amwvl =0, d. h.

A, 1 Am
Yo 2 m
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Infolgedessen ergibt (7)

Ax° n tg w, Am
e e ©)

Da der Quotient tg w,/tg|w®| kleiner als Eins ist, folgert man aus (8)
in Ubereinstimmung mit der Erfahrung: Kleine Schufiweiten wachsen,
groffere nehmen ab durch Verkleinern des Geschofigewichtes, fiir n = 2;
sonst nur bei hinreichend flachen oder hinreichend steilen Bahnen.

Dabei ist aber die Anderung des Luftgewichtes mit der Hohe nicht
beriicksichtigt, wovon man nur bei Flachbahnen, aber nicht bei Steil-
bahnen absehen darf.

Andert sich nur @,, so geht man zweckmifig auvf die Gleichungen
§ 18 (7) zuriick:

x = X cos wy, z2=Xsinw,—2Z=20.

Da X und Z unabhingig von o sind, erhilt man die Gleichungen:

Ax°

" —tg w4 w, —l——v— -A1¢0,
A2° Xxe Ze ©)
T: Ctgwodwo—}—( —A)Ato—()
also wegen
2%  i%tgw, —3° __x° 14 tgﬁ|rcf>°7|7)
Z° T xtgaw, —2° a° tg Wy
zur Bestimmung von 4x° und 449
"CO
F-At":ctg]wol'él g , (10)
Ax°
b (ctg| w®]| — tg we)d w, . (11)
Die sonst ibliche Formel ist:
Ax° 1) ,
= ctg|w®| — tgg] Ol Aoy, (11)
. r s . - Axo'a 2-tg w,
die gewdhnlich geschrieben wird: 2 T g oy tg| o] Awy (s. z. B.

Cranz, Ballistik 1917, 1, S. 287). In der Form (11’) kann man sie besser
mit (11) vergleichen. Weil g[Z)) of ein echter Bruch ist, liefert (11') groflere

Korrekturen als (11), so lange tg wy-tg || <1 ist.

In § 18 nannten wir eine Bahn flach oder steil, je nachdem 4x°/ 4w,
grofler oder kleiner als Null ist; nach (11) heifit das jetzt: je nachdem
wy + |0®] kleiner oder grofler als 90° ist. Und fiir die HochstschuBweite
(42°=0), v, + |0’ = 90° folgt wegen |w®| > w,, dafl wy, < 45° sein
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muf}; wihrend (11") ergdbe w,= 45° Demnach entspricht (11) besser
der Erfahrung als (11').

Die Formeln (6), (7), (8), (11’) finden sich schon bei Majevski*), aber
hergeleitet aus den Ausdriicken, die sich unter Annahme des Bernoulli-
schen Gesetzes w = a 9™ fiir die Schuflbahnelemente ergeben.

Der Unterschied der Formeln (11) und (11°) erklirt sich so: In (11)
werden die Schufibahnen durch die Grenzbahnen aus § 18 angenihert,

x = X () cos w,
z2=X()sinwy —Z (i),

wo X (t), Z (¢) nicht von w, abhingen. Die Majevskischen Formeln
dagegen stiitzen sich auf die in § 20 behandelten Niherungsbahnen

x = F cos w,
g = F,sin wy —gF,,

wo F,, Fy aufler von ¢ auch noch von w, abhidngen, wie man aus § 20 (30)
erkennt.

Zur Rechtfertigung unserer Annahme ist auch auf die Reihenent-
wicklungen des §19 zu verweisen.

Den EinfluB3 einer Anderung von SIS
w, konnen wir auch geometrisch ab-
leiten. Setzt man die Schwenkung
der Schufibahn um den Winkel 4 w,
als zulissig voraus, so sind (Abb. 28)
PPRS, (QP°ROS®  Parallelo-
gramme, also

POt RS,
PoQ + ROS°, Abb. 28

*) ,Probleme des Schieflens‘, deutsch von Klu8mann, Berlin 1886, S, 25 und 26;
©®, (1), (®), A1) = (7), @, (10), (11).

Man vergleiche hierzu die Formeln (1), (2), (8) bei Majevski, a.a. 0. S.22, 23;
Cranz, ,,Ballistik* (1896) S. 89 und oben (19) bis (24) in § 12.

Majevskis Formel (11) unterscheidet sich von (11°) noch durch den zu 4wy hinzugefiigten
Faktor sin 1’. Da dies sowohl dem Ubersetzer (s. S. 25 und 26 Anm.) als dem Rezensenten
im ,,Arch. f. Art.- u. Ing.-Off.«, Bd. 93 (1886) S. 490 unverstdndlich ist, sei bemerkt, daf§

dadurch Ubergang von BogenmafB zu Minuten bezweckt wird, — Noch nach Majevski
Ax° A6
kommen vielfach falsche Formeln vor, z. B. —;f— =——5" Vgl. ,,Arch. f. Art.- u. Ing.-

Off.**, Bd. 93 (1896) S. 73, Bd. 94 (1887) S, 231, Bd. 97 (1890) S. 225. Die Bemerkung Bd. 94
(1887) S. 244: ,eine durch Schall gemessene Entfernung bleibt als SchuBweite richtig, da
Temperaturinderungen Schallgeschwindigkeit und Schufiweite gleich beeinflussen*, beruht
auf der zhnlichen falschen Annahme, dafl

Ax 496

=_pZl

%0 d

45 "
wenn k 5 die relative Anderung der Schallgewindigkeit 8 ist.
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also PO+t P°Q 3 RS=0R-Aw,. Nun ist erstens
Ax®= P°Q° = P°T —Q°T,

zweitens
PT = PTctg |w?], Q°T = PT tg w,,
drittens

PT = PQ%cos wy= RS cos wy = OR ¢cos wy*Adwyg = x° Ay,

also ergibt sich wieder (11).

Aber diese Ergebnisse lassen auch erkennen, dafl es sich nur um
Niherungsformeln handelt, wie sie ja auch aus den Niherungsformeln (1)
gewonnen sind. Fiir die Formel (11’) braucht man iibrigens nicht zu den
speziellen sogenannten Bernoullischen Formeln zuriickzugehen; es
geniigt anzunehmen, dafl x und z in folgender allgemeiner Weise dar-

stellbar sind:

vl W,
X = Q@ v—tcoswo ,

Wo (}
z—B:— ﬂtcs t w——v:g——— i(J}itcosw
T, P\, P8 g @o w? cos? w, Vo o
Denn daraus folgt:
2
Ax=22Ag.
0
LY A w, v? ) o Up gsin wg (12)
Az = w, ' cos?w, +w—0tgw0 A —2 w? cos® w, wAwo
+ (45 —tgwy A);
setzt man in die zweite Gleichung rechts ein:
W, w0, w? cos? w,
= = = 0 = @ t _—
Adp=pde,  g=_px, ¥ g @],
dz= —tg|w®|-dx, z2=20, x = x°,
links: Az=0,
so folgt:
Ax° Ax°
0= (1 -+ tg? wo) 4wy + tg wy- 0 —2tg? wyr d wy — o tg |w®|
Ax°
- %° tg @y 4
also:

Ax®
xO

tglow] = (1 —tg? wp) Ay,

in Ubereinstimmung mit (11°).
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§ 44. Geneigtes Gelinde

Die Schufiweite x° bezieht sich auf die waagerechte Ebene z = 0.
Wie dndert sich die Schufiweite, wenn das Geliande vom Geschiitz zum
Ziel hin um einen kleinen Geldndewinkel A ¢ abfillt (4& > 0) oder an-
steigt (de << 0)? Die berichtigte SchuBweite x° + A x° ergibt sich nach
dem Sinussatz zu

B e sinaf]
sin (|w®| —4¢) sin | w®] = # sin|w®| — 4 € cos »°
also ist fiir die Berichtigung 4 x°:
4 x°

x°

=x°(14+Adectg|w?),

= ctg|w®|-de. (117)

Dabei hat man die absolute Erhohung e, der Seelenachse gegen die
Horizontale beibehalten. Andert man w, mit Riicksicht auf den Ge-
landewinkel so, dafl die relative Erhohung der Seelenachse gegen die

Visierlinie unverdndert bleibt, so ist 4wy, = —A¢, also nach (11) die
Anderung der Schuflweite in der Horizontalen:
Ax°®

= (—ctglw®| + tg wy) d¢.
Dazu kommt die nach (11”) zu berechnende Anderung fiir Neigung der
Visierlinie; demnach ist fiir die Anderung der Schuiweite in der Visier-
linie:

Ax°®
xO

= —tgwydw,. (11")

Gegen einen steigenden Fesselballon schieit man also mit beibehaltener
relativer Erhshung zu kurz, wenn man gegen seinen Ankerplatz richtig
eingeschossen war.

§ 45. Geneigter Geschiitzstand

Ein Geschiitzrohr kann Drehungen um drei Achsen ausfithren. Eine
Drehung um eine senkrechte Achse, wodurch dem Rohr die Seiten-
richtung gegeben wird, nennen wir Schwenken. Eine Drehung um die
waagerechte Achse (Schildzapfenachse), wodurch dem Rohr die Hohen-
richtung gegeben wird, nennen wir Kippen. Eine Drehung um eine Achse,
die zu den beiden anderen senkrecht ist, nennen wir Neigen. Im allgemeinen
soll keine Neigung vorhanden sein. Eine vorhandene Neigung wird durch
Libelle ermittelt und durch Ausgleichen des Geschiitzstandes beseitigt.
Wo das nicht oder nicht schnell genug méglich ist, mufl man Erhéhung
und Seitenrichtung mit Riicksicht auf die Neigung berichtigen. Welche
Fehler entstehen nun, wenn eine kleine Neigung um den Winkel ¢ vor-
handen ist?
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Die Ebene des Winkels w, zwischen Seelenachse und horizontaler
Visierlinie (x-Achse) bilde den kleinen Winkel ¢ mit der Ebene xz. Auf
der Einheitskugel um O bilden also die Ebene des Winkels wg, die hori-
zontale xy-Ebene, die vertikale Ebene durch die Seelenachse ein recht-
winkliges sphirisches Dreieck mit einem Winkel /2 — ¢ zwischen der

Hypotenuse w, und der horizontalen Kathete, die
x mit ¢ bezeichnet sei [vgl. Abb. 29]. Die andere Kathete
ist die wahre Erhshung der Seelenachse iiber der
Horizontalen. Bezeichnet man sie mit w, — A w,, so
ergibt das rechtwinklige Dreieck:
sin (wg — 4 w,) = sin wy*cos g,
also
o2
Wy AW, Awg=tg w,* 9
, Diese kleine Grofle zweiter ‘Ordnung ist zu ver-
x nachlassigen. Auflerdem aber ist die Vertikalebene
¢ der Seelenachse gegen die Vertikalebene durchs Ziel
Abb. 29 (die xz-Ebene) gedreht um den Winkel ¢ nach der
Seite der Neigung. Um den Winkel ¢ weicht also die
Linie Geschiitz—Schufl von der Linie Geschiitz—Ziel ab. Diese Seiten-
abweichung ist zu berechnen aus:

tg 1 = tg wy'sin o;
oder, da ¢ und ¢ klein sind, aus
t=tg wy 0.
Ist auch @, klein, so hat man einfach:
L= w0,
in Bogenmafl, Nimmt man w, und ¢ in Graden, ¢ in Teilstrichen*),

z 7 7 . .
d. h. setzt man bzw. 180 ®o 180 ° 3900 * fiir wy, o, ¢, so erhilt

8
man ¢ = __812 wy * 6, also die bekannte Niherungsformel:

t=3w,0.

Das ist die Korrektur in Teilstrichen, die man wegen des schiefen
Geschiitzstandes am Seitenvisier vornehmen mufl und zwar nach der
Seite des hoherstehenden Rades.

§ 46. Bewegter Geschiitzstand

Beim Schieflen von einem (Luft-, Feld-, Wasser-) Fahrzeug kommt
zu der Abschufigeschwindigkeit die Fahrgeschwindigkeit nach Grofle
und Richtung hinzu. Die vektorielle Zusammenfiigung beider Geschwindig-

*) Sechzehntel Zentesimalgrade.



§47. Anderungen von g. Regen 148

keiten erfolgt am besten in einem Koordinatensystem, das von Flug-
und Schufirichtung unabhingig ist. Es seien v,, v,, v, die Komponenten
der Schufi-, v,, v,, v, die Komponenten der Fahrgeschwindigkeit in einem
solchen System (z. B. x-Achse waagerecht nach Osten, y-Achse waage-
recht nach Siiden, z-Achse senkrecht nach oben), dann sind v, + U,
v, + 9, v, + b, die Komponenten der Geschwindigkeit, mit der der
Schufl als abgefeuert anzusehen ist, die also der Berechnung der Schuf-
bahn zugrunde zu legen sind.

§ 47. Anderungen von g. Regen

Zu den Schufibahnelementen- gehort auch g und man kann daher auch
den FEinflu von Anderungen von g auf x9 #° ... aufsuchen. Gemeint
sind hier solche Anderungen von g, wenn eine andere geographische Breite
oder eine andere Hohe iiber dem Meeresspiegel zu beriicksichtigen sind
als diejenigen, die der Schufitafel zugrunde liegen. Das kann Fehler
von 1/,%/, ausmachen. Vor allem aber wirken auch Regen (Schnee, Hagel)
aufler als Erhohung des Luftwiderstandes noch als senkrechter Druck auf
das GeschoB3, als scheinbare Vergroflerung von g. Ist G das Geschof3-
gewicht, G + 4G das Geschofigewicht, wenn man das Geschofi dem Regen
aussetzt, z. B. auf einer Federwaage, so ergibt sich Ag aus:

Ag  AG
g G
Zur Ermittlung von 4 x° und A¢° differenzieren wir
VA
xtgwy —z=2Z=g-—,
g Wo g g

wo Z[g nach der §48 gemachten Annahme von g unabhingig ist, und
erhalten:

Ax-tgwo—Az=ZAt+Ag-—§—~
Setzen wir hierin
Ax s . . . o
At:_ﬁk—’ Z=xtgwy,—2, Z=2xtgw,—2, &= —xtglo’],

z2=0, Adz=0, x =",
so bekommt man:
Ax®  —tgw, Ag

T glet g (18)

27-60
A=

zur Berechnung von Ax° und 4:°

Von schrig fallendem Regen ist auf diese Weise nur die Vertikal-
komponente beriicksichtigt. Fillt der Regen schrig von vorn unter einem
Winkel o’ gegen die Vertikale, so gibt er mit g zusammen eine Resultante
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g + Ag, die schrig nach hinten unter einem Winkel A ¢ gegen die Vertikale

geneigt sei.

Ag-tgo’
g+4g

Aa:ﬁ';‘_a'. (14)

Fir Ae ergibt sich tgde = , also anndhernd

Der Schuf} erfolgt jetzt, wie unter einer schrig nach hinten gerichteten
Beschleunigung g + 4g, also wie unter der absoluten Erhéhung w, + A&
auf einem um 4 ¢ ansteigenden Gelidnde. Also ergibt sich
nach (11") fiir die Verkiirzung der Schufweite:

Ax® Ag

_ .5 4 0

le 70 tg o= (@ +ctglw®).  (15)
s | 9 Fillt Regen schrig von hinten, so ist —« fiir « zu

sl setzen. '
Lag Fallt Regen schrig von rechts unter einem Win-
297Bgoc kf:l o'’ gegen die Vertikale, S0 gibt er mit g zusammen
eine Resultante g 4 Adg, die schrig nach links unter
Abb. 30 einem Winkel o gegen die Vertikale geneigt sei. Fiir ¢

ergibt sich

Ag-tga” . Ag .
tgo=—>-—2>=_ also anndhernd o= —2-qa". 16
¢ g+4g g (19

Der Schuf} erfolgt also wie unter einer schrig nach links gerichteten
Beschleunigung g 4 A4g; die Ebene der Schufbahn wird um den Winkel o
gegen die Vertikale geneigt. Die Anderung der horizontalen Schuweite
erfolgt also wie bei senkrecht fallendem Regen.

§ 48. Superposition. Endliche Storungen. Andere Elemente

Andern sich mehrere Elemente zugleich, so addieren sich die da-
durch verursachten Anderungen nach dem Prinzip der Superposition
kleiner GroBen. So folgen aus (6), (7), (11') die Formeln:

Ax® 1 —tg2w,
20 tglef

Ax° 1 —tg?w, tg w, tg w, ] A,
7 - = 0 _ — — —9 .
= e Ao = [ =2 [1 -2 =

Awo——(l tg w, ) Aw,

N tg| w?| Wy

Daraus erhdlt man die bei unverinderter Schuflweite x° erforder-
liche Anderung der Erhéhung w, fiir Anderung von w, bzw. v,, indem
man 4 x, = 0 setzt, das ergibt:
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sin (|@°| — wy) cos wy, Aw,
Awy = .
cos 2 wy-cos W

. .
Awoz[(n _9) sin (| w®] — w,) cos w, —tg2w0:l' Avvo .

. 1}
cos 2 wq* cos o

2

Das sind Majevskis Formeln (6) und (8), der aber (|w°] — w,) sin 1’
fiir sin (w®] — wy) und wq sin 1 fiir w, setzt. Diese und dhnliche Formeln
ergeben sich also aus den bereits abgeleiteten, ohne dafl man auf die ur-
spriinglichen Formeln §43 (1) fiir ¥ und 2 zuriickgeht.

Das angewandte Prinzip der Superposition kleiner Groflen setzt
voraus, dafl die Anderungen A x°, A w, usw. wie kleine Grofien behandelt
werden konnen, neben denen Produkte und Potenzen von ihnen zu ver-
nachldssigen sind. In der Tat sind diese Groflen bei der Herleitung der
Formeln (4), (5), ... wie Differentiale behandelt worden. Sind sie groBer,
so mufl man die Taylorschen Entwicklungen anwenden, z. B.:

Ax-—xAt—}— Awy 4 - -+

+§[‘<>+

2
+ ng (Aw,)? +---}+---usw.

Wir haben bisher nur die Anderungen des Aufschlagortes in Betracht
gezogen. Fiir dic Anderungen der iibrigen Endelemente 2°, w9 #° sind
entsprechende Formeln, z. B. fiir 4:° aus (4) abzuleiten; aber diese sind
von geringerer Bedeutung. Anderungen der Flugzeit ¢ infolge von Tages-
einfliissen wiren zwar fiir das Schieflen mit Zeitziinder wichtig, man
miifite dann aber auch die Anderungen im Abbrennen des Ziindsatzes
infolge von Tageseinfliissen kennen und beriicksichtigen. Von der Beriick-
sichtigung dieser zwei Arten von Einflissen: Anderung der Flugzeit
und Anderung der Brenndauer, ist die wirksame Ziinderstellung abhingig.
Da man die Anderungen der Flugzeit errechnen kann, kann man die
Anderungen im Ziinderbrennen erschieflen. Das ist notwendig, da
Laboratoriumsversuche von den Verhiltnissen beim Schusse zu stark
abweichen. Die erforderliche Schufizahl wird, infolge der notwendigen
Mittelbildungen, um so grofler sein, je unregelmifiger der Ziindsatz ab-
brennt. Ein langsam brennender Ziindsatz ist in dieser Hinsicht un-
giinstiger als ein schnell brennender, da bei ihm schon kleine Fehler in
der Dichte oder Linge (z. B. beim Ziindereinstellen) grofie Fehler in der
Brenndauer nach sich ziehen. Eine gréfiere Prézision im Bz-Feuer und
Berticksichtigung der Tageseinfliisse hierbei erfordert also schnell brennende
Zindsdtze oder mechanische Zeitziinder.

Die abgeleiteten Formeln beziehen sich auf das Schieflen gegen Ziele
im Geschiitzniveau z = 0. Fiir einen beliebigen Punkt x, 2 folgen an
Stelle von (4), (5), (10), (11), (18) aus (1) die folgenden Formeln:

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 10
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AW A2
ﬂ:ﬁ At+ 0 t —tgwo'Awo+ ?}0 9 (17)
x x Wo Yy
Vg Wo
A% 4% 4 %8
4z _ % Y o B _ W
T*tgw ~ At w, t|+ 4w+ o tgw, (tgwo ;) P g (18)
Vo Wo w?

0

In diesen Formeln sind als aus Schufitafeln bekannt anzusehen die
Elemente der durch das Ziel x, z gehenden Schufibahn, von Tageseinflissen
abgesehen, also die Groflen v,, w,, o, %, 2, ¢, %, tg w, g. Ferner sind
bekannt die Anderungen infolge der Tageseinfliisse Av,, Aw,, 4g. Da
nun die korrigierte Schu8bahn durch das Ziel gehen soll, so mufy 4Ax = 0,
Az =0 sein und man erhilt aus (17) und (18) durch Elimination von

) A Yo
x v
ZAt 4 —2-t
x Yo
Yo
die Formel ,
Ai A Y 8
w, 2 w?
(1 4 tg 0 tg wy) Adwy = U?,O_ (tg @ —tg o) + (tg W ——;) vgé’—
W, : _wg—

fiir die erforderliche Anderung der Erhéhung w,, und durch Elimination
von 4 wg:

Wo 2

. 4 A0
: x % gl= — 2
(14 tg w-tg w) p At + W ¢ (1 + tg2 w,) o
’ o Wy
%8
2 w3
—l—tgwo'(tgwo——;) g
o

fiir die Anderung der Ziinderstellung A¢, soweit dieselbe von der Flug-
zeit abhingt. Diese Formeln wiren anzuwenden beim Schieflen gegen
Gebirgsziele und Luftziele, sobald man diesem Schieflen auch im tbrigen
den entsprechenden Grad von Genauigkeit geben kann.

Fine andere Anwendung der Formeln (17), (18) ist die folgende.
Setzt man fiir z, 2, ¢, tg o die der Schufibahn entsprechenden Funktionen
von #%, z. B. vermittels der Siaccischen Formeln, so liefern (17), (18)
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eine benachbarte Schufibahn, entsprechend den Anderungen A w,, Av,,
Aw,, Ag. Das kann erstens fiir 4 w, = 0 benutzt werden, um eine Schuf}-
tafel auf andere Werte von v,, w,, g, z. B. fiir ein anderes Geschof3, um-

zurechnen. Nimmt man z. B. nur w, als verandert an, so folgt aus (17)
und (18):

Ax Awo . Aw, .
= T, (4”+ g ) (19)
A(xtgwy—2) 4 (vtgwy—2) , Aw,
x x ", (20)
(At+Aw°) (tg wo —tg o).

Da man fiir die drei Grofien 4x, Az, A¢ nur zwei Gleichungen hat,
kann man noch eine dritte lineare Gleichung willkiirlich hinzunehmen;
nimmt man z. B.

4t __ dw,
P T T (21)
so folgt
Ax Adw, '
T Tw, (22)
und
A(xtg wg —2) Aw,
Txtge,—5  w, (28)
Gleichung (22) gilt aber auch fiir jeden Wert x 4 dx, es ist also auch
A(x+dx)  Aw, '
¥ +dx w,
also auch
Adx Aw,
ix ~wy @
Aus (23) folgt ebenso
A(dx'tgwo_dz) . AwO
dx-tg wy —dsz =2 we (25)
Beachten wir, dafl dz/dx = tg w ist, so folgt aus (24), (25):
Altgwy —tgw)  Aw,
on—tgo T w, (26)

Die vier Gleichungen (21), (22), (23), (26) besagen nichts anderes, als
dafl man die Siaccische Tabelle der Funktionen D, T, J, A, giltig fir
ein Normalgescho3 und normales Luftgewicht, durch Multiplikation mit
dem reziproken Geschofifaktor ¢ bzw. Luftgewichtsverhéltnis (bzw. bei A
dessen Quadrat) auf ein beliebiges Geschoff und beliebiges Luftgewicht
anwendbar macht. (21) z. B. besagt bei Anderung des Geschoffaktors ¢,
dafl Act =0, c¢= const bleibt.

10*
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Die Formeln (17), (18) liefern aber auch, indem man nur Aw, & 0
nimmt, eine Schulbahnschwenkung. Ordnet man die gleichzeitig er-
reichten Punkte zweier Schuflbahnen einander zu, d. h. nimmt man 4¢ =0,
so erhidlt man

A—xx = —tgwydw,,

As 27
— =Adaw,.

x

Uber diese Schulbahnschwenkung, die auch schon in den Formeln
§ 18 (7) ausgedriickt ist, s. Kap. X, §58.

Fir die Beriicksichtigung der Tageseinflisse beim Schieflen ist es
notwendig, dafl die anzubringenden Verbesserungen vorweg ermittelt
und tabellarisch oder graphisch dargestellt werden. Die Ermittlung nach
den aufgestellten Formeln durch Rechnung geniigt dabei nicht, sondern
bietet hierfir nur die Grundlage. Erginzung durch Schiefiversuche ist
aus folgenden Griinden notwendig: DBetrachten wir z. B. die Formel
§ 43 (6) im Hinblick auf eine Luftgewichtsinderung:

Ax® (1 tgwo)Aé.

%0 Tigle]) 5

é

Die zusammengehorigen Werte von x° w,, «° liefert die Schuf}-
tafel, aber nur zum kleinsten Teil erschossen, groftenteils auf Grund
von Niherungsmethoden errechnet, also mit den Unsicherheiten dieser
Methoden behaftet. Andererseits ist aber die obige Formel selbst nur aus
den Niherungsannahmen (1) entsprungen. Zusammengenommen darf
man also die Formel selbst nur als Anndherung ansehen und kann sie
durch eine empirische Formel der Art
Ax°® 44

e (28)

ersétzen, in der 1 ein durch Schiefiversuche zu ermittelnder von x® ab-
hingiger Faktor ist, der ndherungsweise den Wert

tg w,

tg | w?]

hat.

Eine andere Fehlerquelle ist die unregelmiflige Verdnderung des
Luftgewichts 6 mit der Hohe (s. Kap. XII). Die entsprechenden Miangel
haften der Beriicksichtigung der iibrigen Einfliisse an.

Um die Anderung von v, zu beriicksichtigen, mufl man diese aus den
Anderungen der Elemente berechnen, von denen sie abhingt. Das ist
eine Aufgabe der inneren Ballistik (s. Kap. XV). Oder man ermittelt
Awy auf Grund von einigen gut beobachteten Probeschiissen nach § 43 (7).



§ 49. Wind

Es wehe Wind von der Geschwindigkeit w horizontal, den Kom-

ponenten W' = w cos WX in der SchuBrichtung und w” = wsin wx quer
zur Schufirichtung. In bezug auf den bewegten Luftraum seien die
Anfangselemente v, + 4vy, @, + 4wy, wihrend sie in bezug auf den
festen vy, w, sind. Ist w, also 47,, 4w, klein, dann ist die Anderung
der Schufiweite im bewegten Luftraum 440 zu berechnen aus § 13 (7)
und (11):
Ax° tg w Av,
2 = ‘:2 —n (1 — —’c—g%)] '—T.O +[ctg|w®] —tg wg] dwy. (29)

Ferner wird der bewegte Luftraum gegen den festen um w+¢? in der
Windrichtung verschoben, also um w’-¢°
in der Schufirichtung und um w"-°

quer zur Schufirichtung; und die Schuf- 4 bA
ebene ist gegen die xz-Ebene gedreht o - W
um den Winkel ;:

W” e ¥
Y= arc tg m , (30) 4 w

A
Av,, Aw, sind zu berechnen aus dem
rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten Abb. 31
0S =V(xo+ w')> + w"% und 2, also aus
(v + Avg)2 = (%0 + W')2 + w2 + 2%, (81)
und aus
z
tg (wy + A wy) = 0 . 32
ot o) = e 62
Da nach Annahme w, also auch w’ und w” klein gegen v, sind, folgt
aus (30) 1p=V; , aus (81) vy dvy = xow', also Avy=w'-cos w,, und
[
aus (32) folgt
Adwy 2 - w’
COSZ(A)O— ] _——V —tg wp = —tg wy %o
%o

Demnach wird die Schufiversetzung in der SchuBrichtung nach (7) und (11)

0 0
w' {t“ . [2 —n (1 Eﬁ"’_ﬂ cos wg + %— (ctg| @®] — tg o,) sin wo}
0

Yo o tg|w®|

und quer zur Schufirichtung
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Setzt man diese Schufiversetzungen bzw. gleich cos wx- A und sin W x- B,
so wird

A=w{t"—£[1 _(n—l)wcoswo]},

X sin w°

B = W{to —ﬁ}

Xo

(33)

und es ergibt sich:

Bei gegebener Windstirke und allen Windrichtungen wird
der Schufl nach dem Umfang einer Ellipse versetzt, deren
grofle Halbachse A in der Schufirichtung, deren kleine Halb-
achse B quer zur Schufirichtung liegt, wo 4 und B der Wind-

geschwindigkeit w proportional sind,

- aber von der Windrichtung nicht ab-
hingen.

¢ Die wichtigste in 4 und B vorkommende

0
\ Grofe £0 —=—ist Null auf der Parabel[s. §14 (40)],
0

bedeutet also den ,,Zeitverlust, der auf der
Schuflweite x° infolge des Luftwiderstandes
0 1 0
/Z N/ eintritt. Die GroBe Z_o (n —1) S \@e T &) (;10; ;)I—Ow )
hat fiir Flachbahnen niherungsweise den Wert
xO
eI 1 =iy
nur bei grofleren Windstirken und Entfernungen zu beriicksichtigen.
Kann man sie vernachlissigen, so gilt der einfachere Satz: Die Wind
versetzung ist gleich Windgeschwindigkeit mal Zeitverlust.
Die ersten Glieder w'-¢°, w''-t° bedeuten die Versetzung eines Fahr-
zeugs mit oder ohne Kraftantrieb, das ebensolange wie das Geschof3 (£° sec)
der Stromung (w', w'') ausgesetzt ist. Die zweiten Glieder rithren davon
her, dafl dem Geschofl, im Gegensatz zum Fahrzeug eine horizontale
Anfangsgeschwindigkeit erteilt worden ist. Diese Glieder wiren dieselben
bei einem schwerefreien Schuf, z. B. einem Torpedoschufi mit Niveau-
einstellung. Das dritte Glied tritt infolge der Kriimmung der SchuBbahn
auf, hiangt ab von der Schuflweite x° kann erschossen oder theoretisch
bestimmt und den Schufitafeln eingefiigt werden. Zu dem Zwecke macht
man gewisse vereinfachte Angaben iiber die Schufibahnen, die mit einer
Berichtigung (§48) darauf hinauslaufen, die Bahnen als ,,Grenzbahnen®*
anzunehmen (§18). Bedenkt man noch, daff bei allen diesen Betrach-
tungen die Korrekturen wie Differentiale behandelt werden, so wird man
keine iibertriebenen Erwartungen an die Genauigkeit dieser Formeln
stellen diirfen. Immerhin sind sie in” vielen Fillen ausreichend (s. z. B.
Prescott, Phil. Mag. 1917). Die Herleitung obiger Formeln setzt auch

Abb. 32
ist dann also klein und
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voraus, daf das Geschof3 kugelférmig ist, oder daB es, wenn es ein Lang-
geschof} ist, sich mit der Lingsseite relativ zum Windraum so einstellt,
wie sonst zum windstillen Raum. Die aus der Nichterfiilltheit dieser Be-
dingung entstehende Abweichung aufzufinden gilt (s. z. B. Kritzinger,
Schufl und Schall, S. 110) fiir ein , recht schwieriges Problem der Ballistik
der Zukunft”. Bei dem Grade der Anniherung, den man obigen Formeln

2 2
nur beilegen darf, ist das nicht der Fall. Ist namlich 7’;—2 + % =1 die

Ellipse, auf deren Umfang ein Kugelgeschofl bei gegebenem #, durch alle
Winde derselben Stirke nach obigen Formeln versetzt wird, so wird diese
Ellipse fiir ein Langgeschof3 desselben Widerstandes, wie folgt, deformiert:
Der momentane Luftwiderstand (§7) wird gedndert um einen Faktor
14 ka2 wo « der Stellungswinkel des Geschosses gegen den Windraum
ist. Hierbei ist

e — w'ooow L w
TTRET T EW T 2 a0
also proportional der seitlichen Versetzung y, in Einklang mit (33). Einer
relativen Anderung des Widerstandes prop. ¥2 entspricht aber eine relative
Anderung der SchuBweite auch prop. ¥% (§43). Demnach geht die Ellipse
annidhernd iiber in eine leicht konstruierbare, von der Ellipse wenig ab-
x(1—k 99\ [y)?
=2 (5
pirisch zu bestimmende, von dem Schufi abhingende Konstante ist*).
Ist w nicht klein gegen 7,, so mufl man 4 x° nach dem Taylorschen
Satze nach Potenzen von Awv, und 4w, entwickeln und fiir Aoy, und

Aw, ihre genauen Werte nach (31), (82) einsetzen. Die Glieder w’ t° und
0

w'’ % bleiben unveridndert, das Glied W,,}{ in der Querversetzung wird
[}

nach (30) ermittelt. Der obige Satz gilt dann nur noch annihernd.

weichende eiférmige Kurve =1, wo %k eine em-

§ 50. Hohenwind

Wir haben bisher angenommen, dafl der Wind in den vom Geschofl
durcheilten Héhen gleichmiBig weht, dafl also w nach Grofie und Richtung
unabhingig von z ist. Das ist im allgemeinen nicht der Fall. Es sei daher
jetzt w(2) der Betrag des Vektors der Windgeschwindigkeit in der Hohe 2.
Bezeichnen wir mit P,, P? zwei Punkte der Flugbahn von gleicher
Hohe z, der erste auf dem aufsteigenden, der zweite auf dem absteigenden
Aste gelegen. Die Schufiversetzung auf der Schufibahn P, P? ist nach
obigem bei gleichmiBiiger Windgeschwindigkeit gleich dem Vektor mit den
Komponenten

*) Siehe des Verfassers ,,Flugbahn-Stérungen, Theorie und Praxis* Heerestechnik. Bd. 2
(1924) S. 48.
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vﬁw=w~&—g—”f%P—m_nﬂﬂ&igqy
Xz Sin w?* sec w, |/

. ’” X% — X,
wo F (2) und G () Funktionen von z bezeichnen. Der vektorielle Unter-
schied der Schuiversetzungen auf den SchufSbahnen P, P? und P, ;, P74z
hat also die Komponenten

weG(g+d2) —w'G(2) =w-dG (2),
w'F (24 ds) —w'-F(z) =w'-dF (3).

Das gilt zunichst fiir den Fall, dafli w nach Groéfle und Richtung un-
abhingig von z ist. Andert sich nunmehr w oberhalb der Hohe z + dz,
so werden die Schufibahn P, ;, P#*?% und der oberhalb der Hohe 2z 4 dz
verlaufende Teil der Schufibahn P, P? in derselben Weise beeinflufit, wie
aus der Superposition kleiner Gréfien folgt. Demnach bleibt der vektorielle
Unterschied der Schufiversetzungen beider Bahnen unverindert, er
hat namlich die Komponenten w' (2) dG (2) und w" (2) dF (2). Aus solchen
Unterschieden von Schufiversetzungen setzt sich aber die gesamte Schuf}-
versetzung der Bahn P, P° zusammen, d. h. sie hat die Komponenten

0 0

[ @)dG ), [w'(s)dF (3) (34)
Z» 24

und fiir die Bahn P,P? hat die Schufiversetzung die Komponenten
z 2

[w (@)dG ), [w(2)dF (). (85)

Wir wollen den Wert dieser Integrale in der Weise abschitzen, dafl wir
eine mittlere Hohe z,, zwischen 0 und 2, aufsuchen, vermittels deren sich
dieselben in der Form (84) darstellen lassen. Dann ist also die Wind-
versetzung so zu berechnen, wie fiir konstanten Wind, den , ballistischen*’
Wind, wenn man den Wind nimmt, der in der mittleren Hohe z,, weht.
Dazu miissen zunichst die Funktionen F (z) und G (2) durch 2 ausgedriickt
werden, zuvorderst

=,

P

Fo) = (r—t) —

Wir beschrinken uns auf Bégen, fiir die die Gréfle g/w, klein ist und
lings denen die Gréfle vw'/w den Anfangswert v, w, /wy=n (nahezu)
beibehilt. Ferner verlegen wir den Koordinatenanfangspunkt in den
Bahngipfel und fithren die normierten Groflen &, ¢, 7, y = g/w, des § 17
ein. Dann gelten nach §19 (11), (12), (15), (16), wenn dort w,=10
gesetzt wird, die Entwicklungen:
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E=7_%—’62+%’L’3+"" l
—%¢=%ﬂ—%wt+g%fl#+~~, (36)
A LR LA T ]

die konvergent, nidmlich durch die Ausdriicke § 20 (29) summierbar sind.
Die zu berechnende Funktion F wird jetzt

¢
F =) — 5 5.
&
Nun lassen sich bekanntlich durch Reihenumkehrung 7 und & in kon-

¢ entwickeln, deren erste Glieder lauten:

s e i

vergente Potenzreihen nach I/——

2;1 2¢ 8 2 27\’ 87)
— — n_ —_—
=V __3_< 7)+ 36 (l/ 7 )+
Ferner wird, wie sich aus (86) ergibt,
é=1_1+%12+..., (88)
also
—L=l+t+2 ntz__{_...
(39)

—9¢ 7——3n( —2:)’
:—_—1 “ee
+l/ ” + 3 ; +

Setzt man fiir die Wurzel ihren positiven Wert, so erhdlt man durch

. . 1 . .
diese Formeln die Werte: 7%, &, —=; setzt man den negativen Wert ein,

? é;l
. 1 L —2¢
so erhilt man 7, &, —E— Demnach wird jetzt, —;}—:]/ gesetzt:
w_g =oy 230 4+3n Ve +
£—& =2y 422 V3
&—¢& 40 —15#n

é; =2V_2V2+ 18 'V3'
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Damit ergibt sich

FO=—S 40—y +- (40)

Die Windgeschwindigkeits-Komponente w'’ kann man durch Messung
in verschiedenen Hohen und Interpolation als ganze Funktion von {
ausdriicken:

w' =a+bl+ -
Wenn man noch zur Abkiirzung
dF ({) 6n 4 12
_ = e £ — - e
g 7 Y2

setzt, wird nun die Schquersetzung fiir die Bahn P, P° soweit sie
von w' herrithrt:

'
/ 4
\/‘(a+bé+---)l ; c --)dc.—.—;aé*
b “ rVr (41)
£ , 4 2 £
— __a‘%'(—~C)“f=-——b-*+ _b-l(-—cj)‘/:+---
yVr 0Ty 2y T
Nihme man statt dessen w” in der mittleren Hohe {,,, so bekime man:
Sa
4
f(a+b§m+"')( )d&‘=——ﬁa-§* l
: VVV v (42)
e T 1 ) TG R TAP
yVy ¥ 7V7
Die Forderung der Ubereinstimmung der niedrigsten Glieder in (41) und (42)
ergibt also
-
e —_—— —_ % e
O (R T ) (43)

Will man also eine von der speziellen Schufibahn unabhingige Be-
stimmung von £, haben, so mufl man ¢{,, = 3¢, , d. h. den Wind in halber
Schuflbahnhohe nehmen. Der begangene Fehler ist dann um so kleiner,

je klemer / ———"i ist. Fur das quadratische Luftwiderstandsgesetz

(n =2) 1st e¢=0; in diesem Fall ist also mit groferer Anniherung
Zm = %‘ C* -
Wir missen jetzt die Untersuchung auf den Teil der Windkorrektur
d(G —F
f w’ dG ausdehnen. Statt dessen betrachten wir den Ausdruck w’ ——(—3?—)— .

Fir kleine w wird dieser gleich (» —1) mal
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wE T (H—ﬁ) .

z w
Nun wird o= ’cgw=d—!S und
1 d¢
w . _V+gv2+..
also 72:— +V+§V2+" =—14+34y+
Man erhilt also:
W'd(Gd—EF)zgw’(n,—l)V2—{—“'. (44)

Also gilt auch hier, wie oben, der Schlu8, dal {,, = % {, zu nehmen ist

und der Fehler von der Ordnung l/ :fi wird.

Zusammenfassend bekommen wir also den Satz: Bei der Be-
rechnung der Windkorrektur trigt man der Verdnderung des
Windes mit der Hohe am besten Rechnung, indem man sie
wie fiir einen mit der Hohe unverianderlichen Wind berechnet
und dabei den in halber Schufihéhe wehenden Wind nimmt.

Da der Satz seiner Natur nach nur eine Annidherung ergeben kann,
kann man die urspriinglichen einschrinkenden Annahmen, dafl v »'/w
wenig verdnderlich ist und y und o klein sind, fallen lassen; der Satz
gibt dann immer noch die beste Anndherung, die in so einfacher Weise
erreichbar ist.

Falsch dagegen ist es, die Windversetzung einfach den Zeiten pro-
portional zu setzen, in denen das Geschof3 die betreffenden Schichten
durchfliegt, wie es z. B. Kritzinger (Schu und Schall, S.120) tut;
denn das Geschof3 verhilt sich nicht wie ein Fahrzeug, wie wir oben ge-
sehen haben. Falsch ist es ferner, anzunehmen (Kritzinger, S. 120), da8
die Schufibahn durch eine Trennungslinie in 2/; Schuffhohe in zwei Teile
zerfallt, auf die gleiche Zeiten kommen. Im luftleeren Raum muf} diese
Linie in 3/, Schufhéhe gezogen werden. Da nimlich z,, = % &, die Schuf}-
héhe des oberen Viertels und % die zugehorige Schufizeit ist, so folgt
aus z=1 g und z,, = 4 g™, daB £ =1 sein mufl. Einer solchen
Bahn kénnen Bahnen im Luftraum durch Vergréerung der Querschnitts-
belastung beliebig nahe kommen (§8). Als der ballistische Wind wurde
noch 1917 — ohne Begriindung — der Wind in 2/; Schulhohe genommen.
Im September 1918 habe ich (Art. Monatshefte) angegeben, dafl besser
1/, Schufhdhe zu nehmen ist; den Beweis dafiir in der 1. Auflage meiner
Ballistik veroffentlicht, die 1921 gedruckt wurde. Ende 1921 glaubt
Becker (Technik und Wehrmacht) aus Versuchsergebnissen das Unzu-
langliche jedes derartig genommenen ballistischen Windes nachweisen
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zu kénnen. Von einem Nidherungsverfahren darf man nicht mehr ver-
langen, als seiner Herleitung entspricht. Entwickelt man unter den obigen
Voraussetzungen die Hohe des ballistischen Windes nach steigenden Po-
tenzen der Schuflhohe, so wird der erste Koeffizient 1/,, ist also im Gegen-
satz zu den folgenden von der speziellen Schufibahn und Windrichtung
unabhingig. Man kann sich daher die Windschichtung durch eine , lineare**
ersetzt denken, wie man ein Bogenelement als geradlinig annimmt. Bei
sehr unregelmifligen Schichtungen oder sehr groflen Héhen mufl das
Niherungsverfahren versagen; aber fiir die gewohnlichen Fille ist es den
dlteren und unbegriindeten Regeln dieser Art vorzuziehen. Durch Beriick-
sichtigung zunichst der zweiten Glieder 1i8t es sich verbessern und tritt
dann mit den schirferen Verfahren durch Integration lings der Schuf-
bahn eher in Konkurrenz, denen es durch Einfachheit, also Anwendbarkeit
und vor allem dadurch iiberlegen ist, dafBl es die Kenntnis des Windes
nur in 2 Hohen erfordert. Im Feldkriege kann man selten mehr verlangen.

§ 51. Graphische Hilfsmittel

Wir nehmen jetzt an, dafl fiir ein bestimmtes Geschiitz, ein bestimmtes
Geschof3 und eine bestimmte Ladung die Schufiversetzungen infolge Wind,
Anderungen von Luftgewicht und Anfangsgeschwindigkeit ermittelt und
etwa tabellarisch dargestellt sind. Fiir die prak-
tische Beriicksichtigung dieser Tageseinfliisse soll
nun im folgenden ein graphisches Verfahren ab-
geleitet werden.

Die Windkorrektur, infolge ihrer Grofe die
wichtigste, ist etwas umsténdlicher als die anderen,
weil sie nicht nur die Entfernung, sondern auch die
Seite betrifft. Wird nach dem Punkte Z geschossen,
so wird der Schufl z. B. nach Z’ versetzt (Abb. 83).
Man mifite nach Z; schieflen, um Z zu treffen.
Fir jede Windrichtung und -stirke werden die
zwei Komponenten a und & der Versetzung nach
der Schufirichtung und quer zur Schufirichtung in
Tabellen angegeben. Diese Zerlegung ist unprak-
w tisch. Man kann vielmehr die Versetzung ZZ’ in

‘% zwei solche Komponenten zerlegen, dafl diese
A bei derselben Windstirke ihre Grofe, unab-
héngig von der Windrichtung, beibehalten. Bei

Abb. 33 gegebener Windstirke besteht nimlich die Schuf-
versetzung ZZ’ aus zwei Versetzungen, erstens ZZ"’

in der Windrichtung, zweitens Z”’Z’ in der zur Windrichtung symme-
trischen Richtung. Z.B. zur Windrichtung: ,halb rechts von hinten*
ist symmetrisch: [ halb links von hinten* usw. Beide Versetzungen
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hangen in ihrer GréBe nur von der Windstarke ab, sie haben namlich

die Werte: AL B . 4_B
2 -2 7

nach einem bekannten Satze iiber die Ellipse mit den Halbachsen A4 und B
(s. Abb. 82). Kennt man zu jeder Windstirke und Zielentfernung die
groBe Versetzung ZZ"” und die kleine Versetzung Z"'Z’, so verfihrt man
so (Abb. 88): Man tragt die grofle Versetzung entgegen der Windrichtung
von Z nach Z, an; darauf die kleine Z,Z; in der symmetrischen Richtung
(nach Augenmafl). Dabei ist selbst bei der geringsten Aufmerksamkeit
kein Irrtum méglich. Nach Z; ist Richtung und Entfernung zu nehmen.

Man braucht also ein Instrument, das zu jeder Zielentfernung und
Windstirke die beiden Windkorrekturen liefert. Das kann z. B. durch
ein durchsichtiges Zelluloidlineal erfolgen, von dem Abb. 34 ein Stiick

77" =
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Abb. 34 Abb. 35

darstellt (Mafistab 1:25000). Man legt es mit der Mittellinie 0 — 0 durch
das Ziel und entnimmt ihm mittels Zirkel (am besten einem dreispitzigen)
die grofie Korrektur einerseits, die kleine anderseits der Mittellinie an der
durch das Ziel gehenden Stelle. Nur die zu den Windgeschwindigkeiten w=4,
8, 12, 16, 20 m/sec gehorigen Korrekturen sind direkt zu entnehmen,
die andern durch Halbieren und Vierteln genau genug nach Schitzung.

Nach dem so gefundenen Punkte Z; wird mit dem Lineal gleich di€
Seitenrichtung genommen, wihrend die Entfernung noch korrigiert werden
mufl. Deshalb braucht das Windlineal keine oder nur eine rohe Ent-
fernungsskala zu enthalten; dagegen ist Angabe der Geschofiflughthe
nétig, da nach § 50 der in der halben Geschof3flughéhe herrschende Wind
genommen werden mufl. Man trigt sie an den Stellen ein, wo sie eine
ganze Zahl Hektometer betrigt. Um die Entfernung gleich fir Luft-
gewicht korrigiert abzulesen, schlage ich einen Mafistab vor, auf dem die
Teilstriche entsprechend dem Luftgewicht auseinander- oder zusammen-
geriickt sind. Die zu den Luftgewichten 1,00 bis 1,40 gehérigen MafBistébe
konnen auf einem Zelluloidlineal vereinigt werden (s. Abb. 35). Man liest
auf der durch das betreffende Luftgewicht gehenden Geraden ab. Diese
Gerade kann auch durch einen Faden markiert werden, der vom Nullpunkt
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der Skala ausgeht und am Ende derselben bei dem betreffenden Tagesluft-
gewicht in einer Kerbe festgeklemmt wird. In der Zeichnung sind nur die
Luftgewichte 1,00, 1,04, 1,08, ..., 1,40 und die zugehorigen Ablesegeraden
verzeichnet, und auf den Ablesegeraden nur die um 200 m differierenden
Entfernungen, was bei der wirklichen Ausfithrung auf 50 m (= 2 mm) zu
verengen Ist.

Die Verinderung der Anfangsgeschwindigkeit vy kann man z. B. in der
Weise beriicksichtigen, dafl man den Nullpunkt des Luftgewichtslineals
verschiebbar einrichtet (s. Abb. 86). Die Zahlen + 12, +8, +4, 40,
—4, —8, —12 bedeuten die Geschwindigkeitsstufe, so daff die Stufe
4+ 0 die Geschwindigkeit v, ist und die Stufen -4 12 den grofiten in Be-

tracht kommenden Werten von Au,

900 entsprechen. Der Schieber wird so ein-

' gestellt, dafl die Tagesgeschwindigkeits-
stufe in der Mittellinie des Lineals liegt.

gz Der auf die Feuerstellung im Batterie-
9%  plan aufzulegende Linealnullpunkt liegt

0
P+
&+
PAAd
/A

%% dann auf derjenigen Schriglinie, die der

Abb. 36 betreffenden Zielentfernung entspricht.

Nur die zu 1000, 2000, 3000, 4000, 5000,

6000, ... gehorigen Schriglinien sind verzeichnet. Fir andere Ent-

fernungen geniigt Schitzung nach Augenmaf}, da die Linien sehr dicht
zusammenliegen. Gré8len, die kleiner sind, als dafi sie noch in der Zeichnung
zum Ausdruck gebracht werden konnen, braucht man nicht zu beriick-
sichtigen. Hat man eine Zielentfernung x°® unter Beriicksichtigung aller
Korrekturen aufler der von v, erschossen, so ergibt Anlegen des Lineals
und Verschieben des Nullpunktes vermittels des Schiebers, so dafi die
Entfernung x® abgelesen wird, die Geschwindigkeitsstufe. Dabei konnen
die Stufenzahlen 0, 44, 48, -+ 12 verschiedenartiger Geschiitze so
in Ubereinstimmung bezeichnet werden, daf} die von einem erschossene
Stufe auch fiir die anderen mafigebend ist, sofern nicht verschiedenartige
lokale Einflisse mitwirken.

Kommen mehrere Ladungen in Betracht, so wird man am besten
fiir jede ein Windlineal und ein Luftgewichtslineal anfertigen.

Was die Genauigkeit angeht, so ist folgendes zu sagen. Auf dem
Batterieplan im Mafistab 1 : 25000 kann man die Entfernung Batterie—Ziel
im allgemeinen nicht genauer als bis auf 25 m genau abgreifen. Man braucht
daher bei den an der Entfernung anzubringenden Korrekturen tber dieses
Genauigkeitsmafl nicht hinauszugehen. Das hat erst dann Zweck, wenn
man den Mafistab des Batterieplanes so vergrofiert, dafl die Entfernung
genauer abgegriffen werden kann. Das kommt wohl nur fiir ortsfeste
Batterien in Frage. Das beschriebene Linealverfahren hilt dann in bezug
auf Genauigkeit der Korrekturen genau Schritt mit der Genauigkeit
der Entfernungsablesung.
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Dieses Tageseinflufgerit zeichnet sich durch Einfachheit nicht nur vor
dem noch 1918 geiibten (s. z. B. Ludendorf{f, Kriegserinnerungen, 3. 464)
primitiven und unzulinglichen Tabellenverfahren, sondern vor allen mir
an der Front bekannt gewordenen Verfahren aus, die zum Teil ernsthafter
Kritik nicht Stand hielten. Die um die Mitte 1918 von der Gen.-Insp.
d. Art.-Schieflschulen aufgestellten Anforderungen betreffen mehr die Art
der Ausfithrung, als das Wesen der Konstruktion, und sind, wenn das

Gerit nur sonst richtig durchdacht ist, von jedem geschickten Mechaniker
erfilllbar. '

Zehntes Kapitel
Schuflbahnschwenkungen

§ 52. Fingliedrige (starre) Schwenkung

Betrachtet man die Schufibahn zur Erhéhung w, wie eine starre Kurve
und schwenkt sie in ihrer Ebene um den Winkel 4 w,, so ist die erhaltene
Kurve nur eine rohe Anniherung an die Schuflbahn mit der Erhéhung

wo + A w,. Bei dieser Schwenkung geht jeder Punkt P in einen andern P
iber, derart, dafl O P in der Linge unverdndert bleibt, in der Richtung

sich um 4w, dndert. Ist 4w, klein, so kann der Bogen P° PO als gerad-
p°

X% AWy
w7
ax° ]70( So

ax°

Abb. 37

linig und gleich x°4 w, angesehen werden. Ist S° der Endpunkt der
geschwenkten Bahn, so kann man auch P°S° als geradlinig und
£ P°S°Po—|w®| annehmen. Setzt man P°Sy= Ax° so wird dem-
nach (Abb. 87) Ax°%: £° A wy = ctg |w?®| oder

AR _ ctglad] Aot [vgl §44 (117)]. (1)

Dieses Ergebnis der oft angewandten starren Schwenkung steht in Wider-
spruch mit der ebenfalls gebrduchlichen Formel § 43 (11’) und mit der
besseren Formel § 43 (11).

Bei Annahme starrer Schuflbahnschwenkung liefert eine Schufitafel
der Werte w,, x° punktweise die ganze Schuflbahn, indem man w,, 2° als
Polarkoordinaten, die Anfangstangente als Koordinatenachse nimmt.
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Insbesondere erhilt man den Gipfel P, zur Erhéhung w, daraus, dafl
fiir die Schufiweite O P, die Anfangs- und Enderhthung zusammen gleich
w, sind; eine bekannte, aber nach obigem nur sehr rohe Niherungs-
konstruktion.

§ 53. Zweigliedrige SchuSbahnschwenkungen
Die in § 18 ausfiihrlich untersuchten Grenzbahnen lassen nach § 18 (7)
die Darstellung zu
xsec wg = X (f), rtg wy —2=2(l), (2)
wo die rechten Seiten von der Erhohung w, unabhingige Funktionen der
Zeit ¢ sind. Diese Bahnen lassen sich in der aus Abb. 88 ersichtlichen Form

o
Abb. 38
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Abb. 40

schwenken. Die zur selben Zeit ¢ gehdrigen Punkte verschiedener Bahnen,
z. B. die Sprengpunkte gleich tempierter Geschosse liegen auf dem Kreise

22+ (z +2)2 = X? (8)
mit dem Halbmesser X ({) und dem Mittelpunkt x =0, 2= — Z (t)
(Abb. 89). Dafi diese Schwenkungen gute Niherungen geben, ist aus
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der Abb. 40 ersichtlich. Die ausgezogenen Linien sind die fiir die 10,5-cm-
Gebirgshaubitze L/12 von Krupp fiir die 6. Ladung geltenden, die ge-
strichelten sind die durch die angegebene Schwenkung aus der fiir
w, = 162/, Grad abgeleiteten.

Auch die durch die Siaccischen Niherungsformeln definierten Bahnen
sind Grenzbahnen der eben besprochenen Art.

Die Siaccischen Formeln (vgl. § 86) fir w,, = w,

(=5 [T =T )],
% SeC Wy = —é— [D (u) — D (u)],
1 @
tgwy —tg o =g S¢c¢ wo[d () —J (uy)],
2 tg o — 5 =g [4 (1) — A () —J (1) {1 2) — D (]
ergeben, wenn man sich u aus der ersten Vi

ausgerechnet in die zweite und vierte
eingesetzt denkt, dall xsecw, und
2 tg wy — 2 blofl von ¢, nicht von w, ab-
hingen. P

Die Formeln in § 43, aus denen wir (11')

folgerten, nimlich 0 Wy
22 W,
x=—-—20¢ |—Iicosw
w() (P ( vo 0) ) Abb. 41
vl W, vl g Wo
@ | ——1C0os wy| tg Wy — ——"—5— Y |[——1COS @y,
Wy Vg w? cosw, Up

ergeben eine Schwenkung, indem man Punkte der alten und der ge-
schwenkten Schuf3bahn mit demselben ¢-cos w, einander zuordnet. Bei der
Schwenkung bleibt x und (x tg wy — 2)-cos? w, unverandert, d. h. jeder
Punkt verschiebt sich so auf seiner Ordinate, dafl das Stiick PS konstant
bleibt (Abb. 41).

§ 54. Mehrgliedrige Schwenkungen
Die in §40 bei der Entwicklung der Siacci-Reihen erster Art ab-
geleiteten Formeln

xsecwyg=D —g (B — A)sin w,,
- b oo
2tgwy —z=gA4

ergeben die erste Weiterbildung der oben behandelten Schufibahn-

Vahlen, Ballistik. z. Aufl. 11
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schwenkung (Abb. 88). Diese neue Schwenkung stelit die Abb. 42 dar,
in der

OR=x, RP=z, 0Q=D, TP=gB, UT=gA4

ist. Bei der Schwenkung bewegen sich T, U auf den Schenkeln des rechten
Winkels mit dem Scheitel §. Der Punkt P beschreibt die Isochrone, den
Ort der Sprengpunkte gleich tempierter Ge-
schosse, eine zyklische Kurve 4. Ordnung, wie
r man aus der Abb. 42 wie folgt ersieht. Die

0 ahnlichen Dreiecke URO, UQT ergeben

RU-UT=0U-UQ

oder
2 RU-(RT — RU)=0U-(0Q —0U),
Ez also
, | RU-RT — RU2=0U-0Q —0U?,
0 A d. h.
Abb. 42 OR24+ RU-RT =0U-0Q.

Setzt man hier die obigen Werte ein, so bekommt man fiir x und 2 die
Gleichung 4. Grades:

[**+ (2 +gd) (z+ g B)J = D*[x* + (s + g 4)?] .

Die Schwenkung 148t sich durch einen Mechanismus verwirklichen:
Der Stab T'U gleitet mit je einem Stift in 7" und in U in zwei Schlitzen

lings QT, QU und wird durch eine Fithrung wie in der Abb. 41 senkrecht
gefiihrt.

Fir ¢’ = 0 ist auBlerdem B = A und man erhilt die Siacci-Formeln
fiir die Grenzbahnen; die obige Gleichung 4. Ordnung reduziert sich auf
eine Kreisgleichung, die Punkte 7, U fallen in Q zusammen, die Schwenkung
nach Abb. 42 geht in die nach Abb. 38 iiber.

In bezug auf die Verdnderliche v, reprisentiert eine SchuBbahn eine
ganze Schar von solchen, da man auf ihr den Anfangspunkt ver-
legen kann.

Demnach ist aus einer einzigen Schuflbahn, zugehorig zu v,, w,, ®,,
mit hinreichend grofier Anfangsgeschwindigkeit jede beliebige durch
Schwenkungen, Verlegungen des Anfangspunktes und Transformationen
(angendhert) zu gewinnen. Hierin besteht die Bedeutung der Siaccischen
Tabellen der Funktionen D, T, J, A4, in denen deshalb alle Schufibahnen
(angendhert) enthalten sind.
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Elftes Kapitel
Die Schuf}bahn als nichtebene Kurve

'§ 55. FEinleitung

‘Wir haben bisher die Schufibahn als ebene Kurve betrachtet und be-
handelt. Diese Annahme ist nur so lange berechtigt, als Geschoflachse
und Bahntangente in einer senkrechten Ebene liegen und der Luftwider-
stand eine in dieser Ebene liegende Resultante hat. Bei einem rotierenden
Geschofy wird diese Symmetrie dadurch aufgehoben, dafl der Luftwider-
stand hebend auf den Geschoflkopf wirkt, dieses Drehmoment sich mit
dem der Rotation um die Lingsachse zusammensetzt und diese Achse aus
der Schuflebene seitwirts aufwirts herausgedreht wird. Damit ist die
sogenannte konische Pendelung eingeleitet, der Luftwiderstand bekommt
eine seitliche Komponente, die Schufibahn wird uneben, das Geschof} weicht
seitlich ab. Die Ursache dieser Seitenabweichung wurde in dieser Weise
zuerst von Magnus*) qualitativ richtig erkannt. Analytisch ist die
konische Pendelung rotierender Langgeschosse mehrfach behandelt worden.
Die Ergebnisse stimmen nicht iiberein, eine neue Behandlung ist erforder-
lich.**) Hier soll eine Darstellung der Pendelung gegeben werden fiir den
Fall, daf} der Winkel || zwischen Geschoflachse und Bahntangente wie eine
kleine Grofie behandelt werden kann. Diese Beschriankung ist erstens fiir
die Praxis vorldufig zuldssig und ausreichend, denn nur soweit dieser Winkel
klein ist, hat die Schuflbahn die fiir ein ZielschieBen erforderliche Regel-
mifigkeit und Genauigkeit. Sie ist zweitens theoretisch naturgemif,
da die Lésung unter dieser Annahme jedenfalls den ersten Schritt fiir
cine Losung bei nicht kleinem || darstellt. Anderseits werden einige in
fritheren Arbeiten iibliche vercinfachende Annahmen hier nicht gemacht,
weil sie fiir die mathematische Natur des Problems nicht wesentlich sind.
So wird die Beschrinkung auf Flachbahnen und grofie Geschwindigkeiten
oder Steilbahnen und kleine Geschwindigkeiten fallen gelassen, und es
wird kein spezielles Luftwiderstandsgesetz angenommen. Das Problem
wird auf ein mathematisch sehr einfaches zuriickgefiihrt, nimlich auf die
Differentialgleichung fiir geddmpfte Schwingungen. Die Koeffizienten
der betreffenden Gleichung hingen in einfacher Weise von dem Geschof3,
seiner Bewegung und dem Luftwiderstand ab und sind sogar bis auf
einen, der langsam verdnderlich ist, konstant.

*) Abhandl. der Kgl. PreuB. Akad. d. Wissenschaften, Berlin 1852,

**) Vgl. Encyclopédie des sciences mathématiques, tome IV, vol. 6, p. 68ff.

Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Ergebnisse siche z. B. in Cranz, Ballistik, 1896,
S. 238,

Die obige Behandlung fand ich im Sommer 1916 in Kurland, trug sie erstmalig Sommer
1918 in einer Vorlesung iiber Ballistik vor und verdifentlichte sie im Sommer 1919 in den
Artilleristischen Monatsheften.

11*
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Die Beschrinkung auf kleine |a| hat weiter den Vorteil, dafl das Problem
der Rotation und das der Translation des Geschosses, sonst untrennbar
verbunden, sich getrennt losen lassen, wenigstens im ersten Grade der
Anniherung, praktisch ziemlich weitreichend. Von den drei Koordinaten
eines Schuflbahnpunktes erweist sich infolge der Pendelung schon im
Anfangsgliede der Entwicklung nach der Zeit nur die seitliche beein-
fluBt. In bezug auf diese Seitenabweichung sagt die Encyclopédie (a. a. O.
S. 70): ,,La théorie de la dérivation des projectiles présente encore des
lacunes fondamentales”, und Siacci (Balistique, 1892, S.123) sagt:
,,Les difficultés analytiques que 'on rencontre dans le calcul de la déri-
vation, comparées a sa petitesse et A ses anomalies, ont fait renoncer a
la déterminer pour les applications pratiques.” Der einzig beachtliche
Ansatz in dieser Richtung besteht in den Majevskischen Funktionen M
und B*) fiir den Grundri3 der Schufibahn, die den Siaccischen Funk-
tionen J und A4 fiir den Aufrifi der Schufibahn analog sind. Aber die Her-
leitung dieser Funktionen ist von Vernachlissigungen begleitet, deren
Tragweite man nicht ibersieht. Wir leiten daher diese Funktionen auf
einem neuen, und zwar sehr einfachen Wege her. Dabei wird sich eine
Berichtigung derselben ergeben. Der Vergleich mit der Erfahrung liefert
uns dann eine Bestitigung.

§ 56. Die Differentialgleichung fiir die konische Pendelung

Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

%, ¥, 2 rechtwinklige Koordinaten, Anfangspunkt in einem be-
liecbigen Bahnpunkt, der als Anfangspunkt der Bahn
genommen wird; x positiv vorwirts, y positiv rechts,
2 positiv aufwirts;

&, n, & rechtwinklige mit x, y, z gleichsinnige Koordinaten, fest
im Geschofl, Anfangspunkt im Schwerpunkt; -Achse mit
Geschoflachse zusammenfallend; zu Beginn der Bewegung
sollen y- und 7-Achse, sowie (x2)-Ebene und (&()-Ebene
zusammenfallen;

| Winkel zwischen Geschoflachse und Bahntangente;

0 Winkel der Bahntangente gegen die z-Achse;

0—% Winkel der {-Achse des Geschosses gegen die z-Achse, 9 klein;

v Winkel der senkrechten GeschoBmittelebene gegen ihre
Anfangslage, die x z-Ebene, positiv nach rechts, klein;

@ Winkel, um den sich das Geschofl um seine Achse von ¢t =0
an gedreht hat, also Winkel der £-Achse mit der senkrechten
Geschof}-Mittelebene oder der 7-Achse mit dem horizontalen
Radius des GeschoBquerschnittes, positiv bei Rechtsdrall;

*) Majevski, Losung der Probleme des direkten und indirekten Schieflens. Deutsch
von Klufimann. Berlin 1886. S.13 u. 14
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m die Masse des Geschosses;
® Winkel der x-Achse mit der Tangente des Aufrisses der
Schufilbahn auf die x z-Ebene;
@ Winkel der x-Achse mit der Tangente des Grundrisses der
Schufibahn in der x y-Ebene;
P, q, v Drehgeschwindigkeitenbzw.um die &,1,{- Achse, positiv bei
Drehung bzw. im Sinne v, £, n§;
A, B, C die drei Haupttrigheitsmomente des Geschosses in bezug
auf die Achsen &, 7, {;
W., W,, W, die Komponenten des Widerstandes W = mw in Richtung
der &-, -, {-Achse;
m b die Querkomponente von W, senkrecht zur {-Achse;
hg, By, B, die Komponenten von % in Richtung der x-, y-, z-Achse.

Die Geschwindigkeiten p, ¢, 7 driicken sich durch die Geschwindig-
keiten ¢, v, % der Eulerschen Winkel ¢, 9, 6—% bekanntlich so aus*):

p= —Dsinp 4 psindcos g,
q = Y cos ¢ 4 psindsing, 1)
¥ =@ 4 Ppcosd.
Daraus folgt umgekehrt:
D= — psing+qcosg, }
psind=pcosp +gsing.

W osin §
Abb. 44

Auf der Einheitskugel um den Anfangspunkt, in dem sich in dem
betrachteten Zeitmoment auch der Geschofischwerpunkt befindet, ist ¢ sin 0
der Bogen eines Parallelkreises, # der Bogen eines Meridians, wenn man
die x y-Ebene als Aquatorebene nimmt (s. Abb. 43). Durch diese beiden
Groflen wird die momentane Lage der Geschoflachse gegen die Bahn-
tangente bestimmt. Daher fassen wir ¢ sin é und ¥ zu dem komplexen
Winkel (Abb. 44)

psind +id=qa (8)

*) Siehe z. B. Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1, S. 565,
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zusammen. Dann ergibt sich

a=Psind +id = (p +17q) (cos p — isin ¢),
und daraus
a=(p+1ig)(cosg —ising) —i(p+iq)(cosep —zising)(r —pcosd).
Der absolute Betrag |«| des Winkels « ist der Winkel Geschof-
achse—Bahntangente.

Die Bewegungsgleichungen fiir das rotierende Geschof3 bestehen jetzt
erstens aus den drei Translationsgleichungen:

= 2 —he,

v

w
y=—7y——hy, (4)
2 ———vfz——hz—g.

Zweitens aus den drei Rotationsgleichungen
Ap+(B—C)ar+L =0, |
Bi+(C —A)rp+M=0, | (5)
Cr +(A—B)pg+ N =0. [

Die Momente L, M, N driicken sich durch die Komponenten W,, W,,

W, und durch d1e Koordinaten des Widerstandspunktes die mit E 7, C
bezelchnet seien, wie folgt aus:

L=tW,—qW,, ]
M=EW, —CtW,, : (6}
N =qW, —EW, . ]

Nun ist wegen der Symmetrie des Geschosses B = A; ferner liege der
Widerstandspunkt auf der GeschoBachse, also ist £ =0, =0, also

L=t(W, M=—tW, N=0.

Folglich C# =20, also » = const, d. h. die Drehgeschwindigkeit
eines Geschosses um seine Achse ist konstant.*)
Die Gleichungen (5) fiir p und g werden jetzt:

Ap+(A—C)qr+ W, =0, }

-
: (7)
Ag+(C—Apr —ClW,=0.

*) Miiite man bei groBen Drehgeschwindigkeiten » die Reibung mit der Luft beriick-
sichtigen, so wiirde 7 nicht konstant sein, sondern langsam abnehmen. Dann wiirde auch
die obige Annahme, daB der Widerstandspunkt auf der Geschoflachse liegt, nicht zutreffen

(vgl. § 7).
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Mit 1 und 7 zusammengesetzt ergeben sie:
AGp+ig) —(A—Cir(p+ig+L(W, —iW)=0
oder mit cos ¢ — i sin ¢ multipliziert und « eingefiihrt:

Adé+i(Cr—Apcosd)a+ (W, —iW,)(cosp —ising)=0.

Diese Gleichung lat noch eine Vereinfachung zu. Die Querkompo-
nente von W ist W |a| (s. §7 S. 22), deren Komponenten sind W sin 6
und W, also die Querkomponente komplex Wa. Die Komponenten
von ¢ nach £ und % sind — & cos ¢, — ¥ sin @, '
die von ysin d sind — ysin dsin ¢, + ysin b
cos ¢ (s. Abb. 45); also ist

——Ws =W (— % cos ¢ —ypsin dsin ¢),

—W, =W (—9sin ¢ + ysin d cos ¢) .
Demnach wird

—W, +iW, =W (—sing +icos ¢)

+ W ysin d (cos ¢ + zsin ¢) , :
also y sind
— (W, —iW,) (cos ¢ —isin ¢) Abb. 45
=W ((psind+19) =Wa. \
Dadurch vereinfacht sich die Differentialgleichung fir « zu:
Aé¢+2(Cr+Apcosd) g —{Wa=0.

Da nach Voraussetzung |a|, also 9 und ¥ klein sind, kann 1 cos ¢
zunachst fortgelassen werden. Ferner konnen in (W die von |«| ab-
hingigen Teile, die mindestens zweiter Ordnung in |«| sind (s. § 7)
fortgelassen werden. So wird die Gleichung fiir «:

Aé+iCre —fWa=0. (8)

Die Diampfung, der Koeffizient von ¢, ist proportional der Dreh-
geschwindigkeit » und dem Quotienten aus Lings- und Quer-Trigheits-
moment. Nach Integration der Gleichung fiir « kann man die zunichst
fortgelassenen Glieder in {W und im Koeffizienten von & als Funktionen
der Zeit hinzufiigen und daraus eine zweite verbesserte Losung fir «
gewinnen. Dieses Verfahren lifit sich fortsetzen, so dafl « (f) mit be-
liebiger Genauigkeit ermittelt werden kann.

e

§ 57. Die Integration

Zum Zwecke der Integration transformieren wir die Gleichung § 56 (8)
fiir « vermittels der Substitution:

.C . . i Cr | \?

Cr
-t —t+y .
a=¢ 24 7 azoc(—

in .
74 g2 = d2.
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Das ist eine Riccatische Gleichung fiir 7, worin

5:’7‘/2'_, A= C2r® 4 AW (10)
ist. Setzen wir 7 = & 4 ¢, so erhalten wir fir ¢ die Iterationsformel
. 0+ E+4é?
b=
und daraus fiir y den Ausdruck
7:6—i.+ 0o _ % _g % + i +12 00 _
20 (20)2 (2 0)® (2 9)® (2 0)% (2 0)%

Die Koeffizienten sind aus einer Rekursionsformel bestimmbar, sie sind
. n+1
alle ganz, beim Nenner (2 8)" vom Vorzeichen (— 1)*, beim Zihler § vom

Werte (—1)*. Die Konvergenz dieses Ausdrucks ist gesichert, da die
Funktion W, infolgedessen auch (W und 4 nur numerisch gegeben sind
[vgl. die Bemerkungen zu den Reihenentwicklungen in §19]. Wir
kénnen sogar A oder 6 zonenweise durch eine solche Funktion von ¢ mit
jedem gewiinschten Genauigkeitsgrade approximieren, daff der Ausdruck

fir 7 abbricht. Zu dem Zweck approximieren wir 4~ durch eine lineare
Funktion der Zeit.*) Dadurch wird
d? 6=
e =
und infolgedessen die Riccati- Gleichung integriert durch

5§ 4+iyAd 4

d.h. 266 —-882=0

—§__2 — . 11
7 =0 2§ 24 44 (11)
Denn es wird
., 2086 —3862
~F g2 — 62 - .
| 77 45
Demnach wird
Va 4
a:e—zﬁti f~——dt Udt;
also sind
—ifodt TALL
Lo— und S (12)
a a
Cr+74
partikuldre Losungen fiir «, wenn ¢ und 7 die Wurzeln —%?L der
folgenden Gleichung sind:
Ac® —Cro-+CtW=0. (18)

*) Es entspricht dies dem einfachsten integrablen Fall der Riccatischen Gleichung.
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Die allgemeine Losung fiir die betreffende Zone ist dann

L ,—ifedt )~ i frdt
o 7ne —l—;-e . (14)

ya
Aus ihr ergibt sich die spezielle Losung dieser Zone, indem man x und 2
so bestimmt, dafi « und ¢ gegebene Anfangswerte haben.

Die Drehgeschwindigkeit » ist grofl und infolge giinstiger Geschof3-
form und Gewichtsverteilung ist jedenfalls anfinglich {W nicht sehr

) A C2 2 114 c2r?2
grof. Daher ist anfangs T = _4*/;;2 ——67 von —;% nicht sehr
verschieden, also
C A
T = —2-1;; + }2‘/-7 grofl und etwas kleiner als —CAL, 5
c A4 w
6= —2—1% ——% klein und etwas grofler als Tr
. . 4
Mit wachsendem {W nimmt 7 ab, ¢ zu. Hat ¢ den Wert Cr und z

Cc
den Wert ﬁ erreicht, so ist 6 =1, C%2r2=4A4ALW, A= 0. Diesen Zeit-

punkt nennen wir die Stabilitdtsgrenze und A die Stabilititsdis-
kriminante. Nur im Gebiete der Stabilitit 4>0 1Bt sich 4A=" durch
lineare Funktionen der Zeit zonenweise approximieren, gilt also die Formel
(14) fur o

Es kann ¢, also {W Null und negativ werden*), wenn der Schwer-
punkt weit vorn liegt, oder wenn der Sog am Boden stark wirkt. Dann
bleibt A positiv und die Bewegung bleibt stabil, « klein, die Geschof3-
achse nahe der Bahntangente: der Sog wirkt stabilisierend. Anderer-
seits ist es aber unerwiinscht, den Widerstand durch starken Sog infolge
ungiinstiger Bodenform zu vergréflern. Mit ginstiger Bodenform muf}
man also Kopflastigkeit des Geschosses zu verbinden suchen, um mog-
lichste Stabilitit zu erreichen. Aluminiumziinder sind deshalb fiir die
Stabilitit ungiinstiger als Messingziinder.

§ 58. Geometrischer Verlauf der Pendelung

Um uns von der Bewegung in einem bestimmten Moment, z. B. zur
Zeit ¢t == 0, ein Bild zu machen, wihlen wir jetzt ein Zeitintervall so klein,
dafBl innerhalb desselben W, also A sich nicht merklich dndert. Dann
konnen fiir o, 7, 4 ihre Anfangswerte 6,, 7, 4o gesetzt werden. Bestimmt

*) Bei kleinen Geschwindigkeiten scheint dies nach den Kummerschen Versuchen
(s. § 7) nicht der Fall zu sein; fir grofie Geschwindigkeiten ist es nicht festgestellt.
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man nun % und 1 so, dafl « und ¢ die gegebenen Anfangswerte o, und ¢,
annehmen, so erhilt man aus § 57 (14):

®p Op — 1 €

a=A D emiat g 0 e—int, (16)

V4o |2

Die hierdurch dargestellte Bewegung ist eine oskulierende Anniherung
an die wirkliche Bewegung im Zeitpunkt ¢ = 0.

Insbesondere ist im Bahnanfang, falls das Geschofl ungestort ist,

o 8in 6, = 0, b =0, also o=0. (17)

Ferner ist 8, = #, und 4 = 0. Nun ist im Anfang

45 —dop =23
Y

wenn das Geschof§ zunidchst mit Erhaltung der Achsenrichtung fliegt,
also ist wegen § 10 (14)

Yo _ gsind,

Fo =2 = LI 18
’ Qo Yo 1s)
Demnach wird
o= Posin & + i — EI00 (19)
Yy
und der Ausdruck fir « wird
w = Ayfemioot —e=int} (20)
. " A gsin d, . ) . .
wenn zur Abkirzung —=——— = A4, gesetzt wird. Hieraus liBt sich
0 Yo
8 die momentane Pendelung im Anfang er-
kennen.

Der Punkt 4y e~ *%! beschreibt im System

mit der 9- und wsin d-Achse einen Kreis

/; ity it mit dem Radius 4, um den Nullpunkt
« (s. Abb. 46) im Sinne des Uhrzeigers, be-
Ysmd ginnend im Punkte 4,, einen Umlauf voll-

| ot endend in der Zeit 2x/6,. Der Punkt
/ ’ Ay e~*et beschreibt einen ebensolchen Kreis
Abb. 46 in der Zeit 27/7,. Die Umlaufszeit 27t/ 0,

ist groB, die andere 27/7, klein*). Die zur
ersten gehorige Geschofipendelung heifle Prizession, die zur zweiten ge-
hérige Nutation. Aus beiden ist die Gesamtpendelung zusammengesetzt.

2m . A 2= A4  Dralls .
*) _: ist wegen (15) anfanglich etwas grofer als T = ___rav%gi , die
- . : w .
Winkelgeschwindigkeit 6, der Prazession anfinglich etwas grofler als % , damit

wird ein bekanntes Ergebnis prizisiert; s. z. B. Cranz, Ballistik 1896, S. 511
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Die Nutation ist vom Luftwiderstande anfanglich fast unabhingig, da die
Drehgeschwindigkeit 7, nahezu Cr/4 ist. Bei der Gesamtpendelung
beschreibt o einen Kreis vom Radius 4, im Nullpunkt lings der positiven
#-Achse beginnend, dessen Mittelpunkt langsam auf einem Kreise vom
Radius 4, um den Nullpunkt wandert. Die Radien beider Kreise wachsen,
weil A, wachst. Die Umlaufszeit der Nutation wichst, die der Prizession
nimmt ab. Nach einer Nutationspendelung kommt die Geschoflachse
immer wieder, aber mit der Zeit in abnehmendem Mafle in die Nihe der
Bahntangente. Da der Mittelpunkt der Nutationskreise nur langsam
weiterriickt, bleiben die Nutationskreise lange Zeit grofitenteils rechts
der Bahntangente. Die praktisch wichtigen Schufibahnen reichen iiber
dieses Gebiet kaum hinaus.

In jedem Bahnpunkt wird, solange a klein und die Bewegung stabil
ist, dieselbe durch die Formel {16) beschrieben, wenn man den betrachteten
Bahnpunkt zum Anfangspunkt der Koordinaten und der Zeit nimmt.
Die Bewegung kann vom Bahnanfang an diesen allgemeineren Charakter
haben, wenn niamlich durch das Bucken des Rohres ein Drehstofl auf die
Achse des Geschosses ausgeiibt wird. Dann ist namlich ¢, 3= (Z g/v,) sin d,,
Yo &+ 0, und folglich im Bahnanfang auch a4 F 0 (s. Kap. XIV). Die
Werte von a,, &, treten zu den iibrigen Anfangselementen als neue
Anfangselemente hinzu. Dafl in der Tat o, & 0 ist, wird sich weiter
unten ergeben.

§ 59. Die Siacci-Majevskischen Translationsgleichungen
mit Beriicksichtigung der Seitenabweichung
Aus [s. §58 (18)]
By = g sin d,

Yo
folgt der Anfang der Entwicklung von ¢ nach ¢

5 — giméo b
Vo
Aus 9, =0 und der Gleichung § 56 (8) fiir «, die am Anfang wegen
(17), (18) iibergeht in:
Cr

o sin 8y = ~—- o, D=0,
folgt ebenso:
_Cr g ®
T4 v 2

Die Querkomponente k= w |a| der Verzogerung w durch den Luft-
widerstand zerfillt in die zwei Komponenten w# und wy sin ¢ senkrecht
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zur Geschoflachse, also nach den Koordinatenrichtungen in die drei Kom-
ponenten:
he= wdsingd,
hy=— wysind, } (21)
h,=— wdcosd.

Von den drei Translationsgleichungen § 56 (4):
w

= ——2%—h,,
v
; w .
. w .
z-——;}—z—hz-g l

ergibt die erste unter Einfiihrung von % als unabhingiger Verinderlicher
und Benutzung von

x x
x x dx x w sin 6 .
dx = —dx —hydt="-dx —hy,—="-dx — _ ddx,
x x x
also
x=fi(1+w°?saﬂ)dx. (D)
x x ] )

Das erste Glied der Entwicklung von x nach % oder nach ¢ bleibt
also von ¥ unbeeinflufit; & beeinfluft erst das zweite Glied.
Die erste und dritte Translationsgleichung (22) ergeben:
gx —tx=h,z —(h,+ g x,
d. h.

PR L
X X

dt

integriert

e fpioandE
=f{ +w0(—slna_cosa)} | ] )

Z—xtgwo_ff{ g—i—wﬁ(—cos&—l—smé)}—?-i‘&; (A)

X

die unter dem Integral stehenden Glieder mit # beeinflussen also das
Anfangsglied nicht,
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Die erste und zweite Translationsgleichung (22) ergeben ebenso
yx—yvx=hey —h,x,

a0 =, Yy, A
X X x

Yo, — Yy _plax _ [ls inot ¥ .2%
p tgwo—f{hwx hy}xi—f{ﬂxcosé-l—tpsmé}x_ ot (M)

wenn mit &, der Anfangswert von & bezeichnet wird.
Nimmt man also @, = 0, so folgt

_ y in ot & 2% 4
y—‘/\f{ﬂxcosé—{—'zpsmd}k y dx . (B)

Die Formeln (T), (D), (J), (A) sind als Verbesserung der Siaccischen, die
Formeln (M), (B) als Verbesserung der Majevskischen anzusehen. Aus
einer ersten Losung fiir &« = 0 erhilt man eine zweite, genauere durch
Einfithrung von ¢ und o als Funktionen der Zeit usw.

Benutzt man die Taylorsche Entwicklung
d(t;gtw)o_,_ o= Gg b

%ztga‘;o—}—t(

so folgt aus (M), wenn man im Integranden die Elemente der ebenen
Bahn einsetzt:

! . dx . gcosdy Cr g 3\ z N
%Zf(— (Dot'ﬁ'ctg(s—ip)'}—“{“‘"':f(&lo‘ t2+7 ‘;)— E ;dt“}— .

Yo

oy
= (mocosé +2A Eg— ??
(1} 0
also
Y120, dh de=0
(x/o ’ wq ]
also
. iné 3
j =g e g
Vg 3 (23)
_Cr.gwosinéo- 4
Y= Te o :

Wenn also das Geschofl ungestort die Bahn beginnt, ist die Seiten-
abweichung in erster Anniherung der vierten Potenz der Schufizeit
proportional.

Dieses Ergebnis beruht auf den Annahmen, dafl 8, =0, g, = 0 ist.
Wir wollen jetzt auch die Annahme verfolgen, daf3 ¢, + 0 ist; d. h. am
Bahnanfang bilde die senkrechte GeschoBmittelebene einen Winkel 1,
mit der senkrechten Berithrungsebene der Bahn, das ist mit der x z- Ebene.
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In diesem Falle folgt durch Einsetzen von —% =@yt 4 -+ in den
Integranden von (M): %———% —t—}— . Vergleicht man dies
mit —y— = c;'lot + -+, so ergibt sich jetzt @, % 0. Der GrundriB der Bahn

beruhrt zwar die x-Achse, aber die Anfangskrurnrnung ist nicht Null.
Durch Integration erhilt man, wenn noch x = x, gesetzt wird,
.12 12
3’:*Woxo?‘!‘"'ZWowoCOSCUo'?‘{""} (24)

also: die Seitenabweichung ist angenihert proportional der zweiten

Potenz der Schufizeit, wenn das Geschof} schrig gestellt die Bahn beginnt.

Dgr Vergleich mit der Erfahrung in §61 wird ergeben, daf} in der Tat
0 ist, daBl also die Entwicklung (24) und nicht (23) gilt.

§ 60. Dieselben Gleichungen vereinfacht

Wenn ¢y & 0 ist, wird auch das Anfangsglied von y nach (24) durch
¥ nicht beeinflufit. Setzt man deshalb angenihert # = 0, also nach (21)

hy=0, h,=0, h,=h,

so werden die Translationsgleichungen einfacher:

= ——2x,
v
. w .
j=—"0y —h, (25)
LW
B=—i—g.
Diese Gleichungen crgeben einerseits fir den Aufriffi der Bahn in der
% g- Ebene*)
= [ =) T ), ™)
x dx .
= | - =D() =Dz (D)
tgop— tgo = [ £ = 7 () — 7 (i), )
J xx
gdx xdx . S T oy
*tgwy —z= S E w5 T A(x) —A(xo) —J (#){D(x)—D(%0)}, (A)

*) Der Aufrif3 der Bahn ist also angenihert die ebene Bahn, die man erhilt, wenn man
die Querkomponente des Luftwiderstandes vernachlissigt.
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wo T, D, J, A die Siaccischen Funktionen sind; andererseits genau
so fiir den Grundrify der Bahn in der x y-Ebene:

hdx .
tg @y —tg @ = =M (x) — M (x,), M)

hdx xdx . . iy . .
xtga‘;o—y:ff —— ————= B(x)— B(x) —M(x0)[ D{x)—D(x4)] . (B)
Niherungsweise ist

. h . . h .

=B, sum=Ulam,

wenn (k), (k%) geeignete Mittelwerte von £ und 42 sind. Dadurch ergibt
sich eine niherungsweise Ableitung des Grundrisses aus dem Aufrif3 der
Bahn.

M und B entsprechen den von Majevski so bezeichneten Funk:
tionen, wenn man % wie in den Siaccischen Formeln durch z ausdriickt
und % in noch zu erorternder Weise bestimmt. Um die Formel fiir
xtg W, — v in die von Majevski*) iberzufiihren, mul man zunichst
setzen [vgl. §381 (2), (5)]:

¥ sec wy =, — % =Bw(u) cosam, .

to & ff hdu udu
P Do Y= Buw(u) Bw(u

und dieser Ausdruck wird dem entsprechenden bei Majevski gleich,
wenn man A proportional B2sec? wy/u setzt; dabei darf aber der Pro-
port1onahtatsfaktor nicht mehr von @, abhangen sondern nur vom Ge-
schofl und seinem anfinglichen Bewegungszustand.

Eine oskulierende Approximation erforderte aber B =1 (s. § 81). Will
man also den Anfangswert von % richtig finden, so miifite man B =1
setzen, Das ergibe k-u proportional sec? w,. Wir werden statt dessen
weiter unten (§61) finden, dafl %-u proportional cos w, ist.

(3]
~—

Dann wird

§ 61. Vergleich mit der Erfahrung
Die Richtungskosinusse der Schmiegungsebene der Bahn im Punkte
x, v, 5 sind proportional
(45 —58): 6% —35): (k3 —%9);
die Kriimmung an der Stelle (x, y, ) ist
1 ViE 5T Gx it Gy —EIP
4 v?

*) Siehe z. B. Enc. d. sc. math. IV. 6. 5. 72 (1). Bei Majevski, a.a. O., fehlt der
Faktor sec? ayg.
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und die Windung, wenn % klein gegen g ist

x y z I x ¥ zl

0 | x y z 0 /3 g
1 EE A N N S ' ok
T FEF 298 v? g2 cos? @ T gx

Insbesondere ist im Anfangspunkt:

%g=0 %o = Uy COS X9 = — W, COS W,

Yo=10 yo=10 Vo= —hy

2o =0 Zg = U SIN W, By = — WesSinwy —g,

also sind die Richtungskosinusse proportional

Zoho: Xog: — %o by

die Kriimmung ergibt sich zu

die Windung zu

1 _ Ve taiet+ ik

3 b
0 v}
1
3 g %o

Nun 1afit sich erfahrungsgemifi die Seitenabweichung fiir kleine und
mittlere Entfernungen dadurch ausgleichen, dafi man der Aufsatzstange
eine seitliche Neigung gibt, aber ihre rechtwinklige Stellung zur Seelenachse

14
Abb. 47

beibehilt.*) Bezeichnet man mit ¢ den Winkel der Ebene
Seelenachse—Aufsatzstange mit der senkrechten Ebene
y =0, so bestimmen die drei Richtungen Seelenachse,
Visierlinie, x-Achse ein rechtwinkliges sphirisches Drei-
eck, dessen Katheten die Erhohung w, und der Winkel ¢
sind, um den die Visierlinie gegen die x-Achse gedrcht
ist. Genau dasselbe Dreieck erhilt man unter der An-
nahme, daf3 die Bahn eine ebene Kurve ist, deren Ebene
den Winkel ¢ mit der vertikalen xz-Ebene bildet
(s. Abb.47). Dann ist ¢ die ,;scheinbare' Seitenabwei-
chung infolge der Verdrehung der Schufibahn. Die Tat-
sache, dafl man die Seitenabweichung durch Schrig-
stellen des Aufsatzes nahezu ausgleichen kann, ist also
gleichbedeutend mit den Tatsachen, dafl erstens die

Bahn nahezu eben, die Windung, also & nahezu Null, 2 nahezu konstant
ist, und dafl zweitens dic Anfangsschmiegungsebene der Bahn um einen

*) Diese Tatsache hatte ich 1894 aus den Schuftafeln der Feldartillerie, die damals
noch nicht den seitlich geneigten Aufsatz hatte, abgeleitet und nebst dem daraus fir die
Anfangsschmiegungsebene weiter unten abgeleiteten Satz der Kgl. Preuf. Versuchsanstalt
in Spandau mitgeteilt.
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von der Erhéhung nahezu unabhingigen Winkel gegen die Vertikalebene
geneigt ist. Der Kosinus dieses Winkels ist nach obigem:

g% 1 1

2 2 ~2 L2 3 e 2 2 - 2 =
Vao gt +aihy + 5k l/1+h‘; (1+i‘;) V1 + st ar o
g x? g% cos? w,

also sein Tangens gleich k/g cos wy. Da dieser von der Erhohung
unabhingig sein soll, mufl %, proportional cos w, sein. Nun folgt aus

h=h,=wysind
fir den Anfangswert

By = Wy g SIn Gy == Wy Yo COS Wy ,

also ergibt sich noch, dafl y, von §, unabhingig sein muB.

Fir die Entscheidung zwischen den zwei Fillen des § 59 geniigt es
schon zu wissen, dafl tg o = A,/g cos w, einen von Null verschiedenen
Wert hat, denn daraus folgt auch y, 3 0, d. h. das Geschof} verlidfit schrig
gestellt das Rohr und diese Schrigstellung bedingt hauptsichlich die
Seitenabweichung, denn infolge derselben wird die Seitenabweichung an-
ndhernd der zweiten statt der vierten Potenz der Zeit proportional. Wire
es technisch moglich, y, = 0 zu machen, so wiirde die Seitenabweichung
auerordentlich verringert.

Soweit % als konstant angesehen werden kann, 1463t sich die Schuibahn
noch genauer beschreiben. Setzt man nidmlich:

g2+h2=G2: G>0a

yg —2h
G =Y,

yhtzg
G b
so werden durch diese rechtwinklige Koordinatentransformation, die eine

Drehung um die x-Achse um den Winkel arc tg—z— bedeutet, die Bahn-

gleichungen
LW
x = ;‘xa
y= Ty,
v
=27 ¢,
v

d. h. die Schufibahn verlduft in der schrigen x Z-Ebene wie die eines nicht

rotierenden Geschosses unter dem Einflul einer schrigen Erdbeschleu-

nigung G. Genauer erhidlt man aber die Lage der Bahn, wenn man

die ebene Schuflbahn xsec wy=1vyt + ***, xtgwy, —z=3gt?4 --- um
Vablen, Ballistik. 2. Aufl. 12
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die Anfangstangente x tg wy —2 =0 um den Winkel ¢ dreht. Zu dem
Zweck machen wir erstens die Transformation:

— xsin wy + gcoswy, =2,
X COS Wy + zsin wyg = X,

zweitens die Transformation:

ycose —Zsino=Y
ysino4Zcoso=3.

Da die Schufibahn in der Y-Ebene verliuft, so ist fir sie ¥V =20,
y=Ztgo=tgocoswy3git®+ ---. Das bestitigt die zweite Ent-
wicklung aus § 59 und ergibt zugleich y,w, = g tg 0. Da man ¢ aus den
Schufitafeln ableiten kann, ist hierdurch vy, bestimmt.

Wir wollen den Satz, daB die Bahn anndhernd eine ebene Kurve 1st
deren Ebene mit der vertlkalen einen von der Erhohung unabhanglgen
Winkel ¢ bildet, fiir die franzosische 75 mm-Feldkanone, Modell 1897,
nachpriiffen. Unter Zugrundelegung eines Winkels ¢ = 1°20’ 34" sind
die Abweichungen berechnet und in der vierten Spalte der folgenden
Tafel zusammengestellt; die fiinfte Spalte enthdlt die Febler.

. i
Schuf- Erhshung Abweichung Abweichung Fehler
weite W, Schufitafel berechnet —
: Teil-
km Grad | Min. m m m striche
1 1 6 0,4 0,449 rund 0,4 0 0
2 2 43 2,2 2220 ,, 22 0 0
3 4 | 46 6,5 5836 , 60 . 0,5 0,16
4 7 16 14,9 11,950 ,, 12,0 2,9 0,70
5 10 | 19 29,5 20,96 |, 21,0 8,5 1,70

Der Fehler ist also bis etwa 8000 m Schufiweite unmerklich und
tiberschreitet erst zwischen 4000 und 5000 m einen Teilstrich. Der Satz
ist also in der Tat bei kleinen und mittleren Entfernungen mit einer prak-
tisch vollig ausreichenden Genauigkeit richtig.

Die anfingliche Schrigstellung des Geschosses wird nicht durch den
Luftwiderstand, sondern dadurch veranlafit, dafl das Geschof3 durch das
Bocken des Rohres eine aufwirts kippende Bewegung erhilt, die sich im
Moment, in dem das Geschof3 das Rohr verld3t, nach dem Kreiselgesetz in
einer seitlichen Drehung suflert, nach rechts bei Rechtsdrall, um so stérker,
je groBer # ist; in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen von Heyden-
reich.*) Der Drehwinkel g, sin 6, mufl proportional der das Bocken ver-
ursachenden waagerechten RiickstoSkomponente, also proportional sin 0y
sein; in Ubereinstimmung mit dem obigen empirischen Ergebnis, da8
yo von §, nicht abhingt.

*) Siehe z B. Encyclopédie, a. a. O. S. 65,
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Die Tatsache der anfinglichen Schrigstellung des Geschosses haben
wir oben aus der Verdrehung der Anfangsschmiegungsebene erschlossen.
Zu demselben Ergebnis kommen wir durch Vergleich der beiden Reihen-
entwicklungen, die wir im § 59 fiir die Seitenabweichung y gaben, mit
den Schufitafeln, die y° dem Quadrate der Zeit proportional geben:
y°®=Fk-#* (Charbonnier) oder mit anderen empirischen Formeln fiir
die Seitenabweichung. Deren gibt es mehrere. Zunichst gilt nach Haupt
eine empirische Formel der Art:

Y=o (wy — @) t,

WO i, eine mit w, etwas veranderliche Grofle ist.
Setzt man darin
g%
2
v()

t_'_.-.’

Wy — W =

so erhdlt man y = y,cos wo-g—ﬂ + ---. Das stimmt mit unserer
0

Formel (24) iiberein und ergibt fiir u, den Anfangswert: yy =1 %_lgg Ug.

Die Formel von Hélie:
=z,
wo U, der sogenannte Ablenkungswert, eine von @, unabhingige Grofe ist,
gibt nach Einsetzen von gg= g%+ - -+ den Ausdruck y°= %I%z— O
in bezug auf ¢ in Ubereinstimmung mit der unsrigen, in bezug auf %
ergibt der Vergleich: ¥ = % o €0S @,, so daB nur fiir Flachschiisse 2
als unabhingig von wy anzuschen ist. 9 ist empirisch ermittelt, also ergibt

sich auch hieraus wieder y,. Nach Prescott*) ist y° proportional

220 — &2 41, d.h. proportional x%+ - - oder also proportional ¢ - -,
Der Proportionalitdtsfaktor kann natirlich nicht durch die Anfangs-
elemente x,, 2, allein ausgedriickt werden, da die Abweichung noch vom
Geschof} abhingt. Geschosse, vollig gleich nach Form, Gewicht und An-
fangsgeschwindigkeit, haben verschiedene Seitenabweichungen, wenn ihre
Massenverteilung verschieden ist.

Durch die vorstehenden Vergleiche ist die Richtigkeit der Formel

Y = %y, wosin 624 - -+
Wo
Yo
der Anfangswert von %, wie oben. Um auch iiber die anfingliche Ver-

erhiirtet worden. Damitergibtsichauchhy=-— 3, ——— 9= — 9, W, sin dy,

*) Phil. Mag. London Bd. 34 (1917) S. 338, Gleichung (13).
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anderung von % = ypwsin 6 etwas aussagen zu konnen, beriicksichtigen

wir, daBl k= 9 (w-sin 6) + 1/)% (w-sin 6) anfinglich sehr klein bleibt.
d

Da nun a7 (w-sin ¢) anfinglich den endlichen Wert [aus §19 (21), (22)

durch Differentiation abzuleiten]

2

w .
o= —2 n—}—(n—l)ismwo €OS w,
Y Wy

hat, wihrend %, nach Voraussetzung klein erster Ordnung ist, so folgt,
daf} auch v, klein erster Ordnung ist. Da auch 2% = pw sin §-¥ anfangs

klein erster Ordnung ist, so gilt dasselbe fiir 2 % + % %. Demnach ist

die Grofle 2 x nur langsam verdnderlich. Man kann also angenihert
setzen

h?}/‘:hoxo,
d. h.

Xo .
h = — yyw, —>sin §,
x
oder, wenn man & = u oS Wy, ¥4 = %, COS W, einfithrt:
"
h=— 9w, — cos wy, -
u

Und es leuchtet ein, daf}, wenn man iiberhaupt mit einer gewissen An-
ndherung k& umgekehrt proportional u setzen kann, dann der Pro-
portionalititsfaktor den oben angegebenen Wert haben muf. In den
Formeln (M) und (B) ist also fiir % in zweiter Anndherung der obige Wert

%zz}o%o— cos? w, zu setzen. Nunmehr kann man auch das zweite Glied
der Entwicklung von % nach ¢ angeben. Aus y=1h,2- - und
§ + =5 =—h folgt nimlich —h = hy (1 +—ZZ°—t) o

o

§ 62. Hauptgleichungen und Quadraturen

Fiir den Grundrifl der SchuBbahn fanden wir das Formelsystem § 60
(M), (B) als Seitenstiick zu dem Formelsystem fiir den Aufriff. Ebenso
gibt es nun auch das Seitenstiick zu den Formeln § 18 (30) und zur Haupt-
gleichung, wovon wir im folgenden Kapitel Gebrauch zu machen haben.
Aus den drei Gleichungen § 60 (25) erhilt man zunédchst durch Kom-
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position mit %, ¥, 2 und Beriicksichtigung von %2 y24 22 =92,
xx+yy+zz2=0v, tgw:;, tgw:%:
gtgw +htgd

it tgRo+ tgta
alsdann durch Komposition mit —2, 0, x und mit —y, %, 0:

b= —

o 9
o= —gcosiw,
xm= —hcos2@.

Und aus diesen Gleichungen ergibt sich

—dt =

dx 1 tg? tg2o . X X
2 dy Vot ®o . F 0, g
w X w g I3

Diese zwei Gleichungen bilden das Hauptgleichungspaar fiir den rium-

lichen Geschwindigkeitsril. Aus den letzten Formeln erhilt man durch
Multiplikation mit 1, bzw. %, bzw. 2, bzw. y:

x? %2 . -
g = ?tgwdtgw, y=f—h—tgwdtgw.

Wenn also der Geschwindigkeitsrifl bekannt ist, d. h. die zwei Glei-
chungen zwischen %, w, ®, dann ist die Auffindung der Schuflbahn auf
Quadraturen zuriickgefiihrt.

§ 63. Geschiitzneigung und Seitenabweichung

Fiir eine seitliche Neigung des Geschiitzes um den Winkel ¢ fanden
wir nach Abb. 29 in §45:

tgt=tg wesin o,

wihrend das Dreieck Abb. 47 in § 61 fir die Neigung der Schufibahn-
ebene ergibt:

tge=sinwytgo.
Bei kleinem ¢ und nicht zu groflem w, ist daher in beiden Fillen
t=wy0,
d. h. durch Geschiitzneigung oder schiefe Schildzapfenachse kann die

Seitenabweichung auf kleinen und mittleren Entfernungen gerade aus-
geglichen werden. Auf grofSle Entfernungen schiefit man mit indirekter
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Beobachtung, braucht also keinen Ausgleich. Eine Neigung der Schild-
zapfenachse ist zweckmiflig bei unabhingiger Visierlinie und namentlich
dann leicht herzustellen, wenn diese Achse, wie z. B. beim russischen
Feldgeschiitz, von der Radachse verschieden ist. Ubrigens handelt es sich
nur um sehr kleine Neigungswinkel. Auch beim SchieBlen gegen Luftziele
ist dieser Ausgleich, wenn auch weniger genau, noch zu empfehlen, da
dadurch wenigstens der Hauptteil der Seitenabweichung beseitigt wird.

Zwolftes Kapitel

Kosmische Ballistik
§ 64. Altere Ansitze

Das Luftgewicht hingt von der Héhe, also bei einer gegebenen Schul -
bahn von irgendeinem Element derselben, z. B. von tg @ ab. Demnach
kann man der Verinderung desselben Rechnung tragen, indem man in
den Differentialgleichungen fiir den Geschofifaktor ¢ eine passende Funk-
tion von tg w einsetzt. Zu dem angegebenen Zwecke macht zuerst Sparre
eine solche Substitution. Aber die Einfithrung von tg @ in ¢ findet sich
schon bei Borda, Legendre und Francais, wenn auch nur, um die
Gleichungen integrabel zu machen (vgl. § 28). Da von diesen Verfahren
die spiteren als natiirliche Weiterbildung erscheinen, mogen sie hier
kurz beriihrt werden.

Setzt man wieder zur Abkiirzung tg w = p, so folgt aus §18 (30)

. .ap ., dp
; 8= T T TV dx
Differentiation nach der neuen Variablen p ergibt
. dx dp , A4
2 a T dap =
also
adp 5, % _ 2wcose  2¢
dxdp x2  2v2cos?ew  cosw ’

wenn man das Newtonsche Gesetz w = cv? zugrunde legt. Demnach erhilt

man eine integrable Gleichung, z. B. fiir die Substitution ¢ = co—c-cgs%zi
(Borda). Denn das gibt: 0
d dp  2¢ dp _ 2¢ ,
T dx sy’ M dx T o w, P TR TR
wenn j—i = p’ gesetzt wird. Daraus folgt durch eine zweite Integration:
’ 20
P ___po — PO (ecosw,. . l) (1)

2 ¢y s€C W
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ds
und, wegen p = ﬁ, durch eine dritte
e,
_ Po g s — o
Z_p°x+2co-secwo<co-secc; ) @

Das ist in Ubereinstimmung mit den Formeln § 20 (30), (81) fiir den Fall
7 = 2. In der Tat ist das Bordasche Gesetz

cos e
w==cy" 2
COS @,
zu schreiben
— X = (g SEC Wy * %2 (8)
oder
¥ [x)?
F ok
wie oben §20 (31} fur
y —2
y —1 2.

Legendre und Francais verbessern die Bordasche Substitution bzw.
durch die folgenden:

c:co-l—i—apz und c=¢y" 1toape
Vi+e 1/(1+i§p2)(1+p2)

in denen « aus der Forderung bestimmt wird, daf} fiir p = p,, ¢ = ¢, sein
mufl. Diese Substitutionen liefern zwar integrable Fille, aber der Anderung
des Luftgewichtes mit der Héhe tragen sie keine Rechnung.

In welcher Weise das durch eine derartige Substitution erreicht werden
kann, zeigt z. B. St. Robert so: Da die Abhingigkeit des Luftgewichtes d
von der Héhe 2 durch die Formel § = §, (1 — ¢2) gegeben ist [§ 9], hat
man noch fiir eine gegebene Schufibahn die Hohe z durch p oder durch o
auszudriicken. Da z mit dem sehr kleinen Koeffizienten ¢ multipliziert
wird, geniigt es, wenn z niherungsweise durch o ausgedriickt wird.
Ein solcher Ausdruck ist z. B.

g . .
sin? @ sin @ sin o

z=12, |1l ——=—5—], Dbesser s =25, (1 —— 1 —— 0} )
sin? w, sin w, sin w?

, (49

der an den Stellen w = w,, ® = 0 genau, an der Stelle ® = »® angenihert
(bzw. ebenfalls genau) richtig ist, also eine interpolatorische Approximation
darstellt. Majevski fihrt die Rechnung fiir das kubische Gesetz w = ¢ v®
durch und kommt zu sehr unhandlichen Formeln.
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§ 65. Der Bernoullische Fall

Man kann aber das Hauptresultat sogar fiir das allgemeine Bernoulli-
sche Gesetz, das jetzt
w=c¢q (1 —e&3z)ov"

wird, und eine geeignete Darstellung von z durch w fast ohne Rechnung

ableiten. Die Hauptgleichung § 13 (28) wird namlich jetzt:
g . dx do

o xn+l

ibt al E = pn ndo
ergibt also, wenn —= = TR
8 ! o ’ cos®tl @

A R 73

P %
Durch diese Formel, in der das Integral iber den gegebenen Schufibahnbogen
von O bis P zu erstrecken ist, erhdlt man den Wert von % in der fiir ver-
anderliches Luftgewicht berichtigten Schufbahn an der Stelle mit der

Neigung w. Und zu # findet man die Werte der iibrigen Schufibahnelemente
%, 2, s, t durch die Formeln §13 (30).

= d Q2 gesetzt wird:

We

_ﬂ:f(l——sz)d!). (5)

w

-n

Die Anderung, die (%) infolge der Beriicksichtigung der Luft-

gewichtsabnahme erleidet, betragt also

jgo—szd.Q.

w

Wir wollen diese Anderung insbesondere fiir die Endgeschwindigkeit %°,

also das Integral —¢ f 2d£2 berechnen. Zu dem Zwecke stellen wir 2
als Funktion von £ durch Vermittlung einer Variablen ¢ durch die
folgenden Gleichungen angenzhert dar:

e =1z, (1 —dY,

Q=a0c-+bo2.

Fir z = 2, ist 0 = 0, also auch Q2 = 0, also auch w = 0. Fiir g3 = 0 wird

0= 11, und soll 2=, bzw. 2= £ werden. Das ergibt a = Q"%'Qo_,
0
b= “Q°_2H)—. Nun wird

2, +1 2, '
—sfzd.Q:—sfz* (1 —g? (a+2b0)d0=—s§z*-2a=—af%z*d!).
& -1 &
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Hitte man statt des variablen Luftgewichtes &, (1 —e2) das kon-

stante Luftgewicht §, (1 — ¢4 ¢2,), das in § der Gipfelhshe 2, gilt, an-
0\ —n
genommen*), so wiirde die Anderung von (%) denselben Wert haben.

Hierzu sind einige Bemerkungen zu machen. Bezeichnen wir die Schuf}-
bahn fiir das Luftgewicht &, mit @ (0), fiir das Luftgewicht &, (1 —¢&32)
mit @ (¢ 2), fiir das Luftgewicht 6, (1 — ¢ 2 z,) mit @ (% ¢2,), dann heifit
der bewiesene Satz: % hat denselben Wert in den zu ° gehorenden
Punkten auf @ (¢2) und auf @ (% ¢2,). Dieser Satz gilt aber nur an-
gendhert, da die zwischen z und w angenommene Beziehung nur an-
genihert richtig ist. Die zu w? gehérenden Punkte beider Schufibahnen
sind nur angendhert die Endpunkte. Also gilt auch angenihert: %9, also
auch #° hat denselben Wert auf beiden Schufibahnen.

Wir wollen die Beschrinkung aufheben, die in der Annahme

z2=2, (1 —d?

lag. Wir wollen aber daran festhalten, daf3 z eine Funktion von o ist, die
im Intervall wyg = w = 0 von 0 bis g, steigt und im Intervall 0 = o = w?

/ -

’ : \<\’

.
v
'
I
+ -
2, n 2°

Abb. 48

von z, bis 0 fdllt. z, als Funktion von £ betrachtet, mufl also, wegen

%% >0, wie in Abb. 48 dargestellt, verlaufen.

2,
Nun gilt fiir den Inhalt f 2d$2 des von der Kurve und der 2-Achse
0o

gebildeten Segments bekanntlich der Satz, dafl er annizhernd gleich %
des Produktes aus Basis £2, — £2° und Hohe z, ist**). Demnach ist der
obige Satz fiir #° von der besonderen Darstellung des z durch w ganz
unabhingig. Fiir die oben gewidhlte Beziehung zwischen z und 2 wird die
Kurve in Abb. 48 eine Parabel und der Inhaltssatz gilt genau.

Auf den beiden Schufibahnen @ (¢ z) und @ (% £ 2,) hat %, denselben
Wert und #° annihernd denselben Wert. Wie steht es mit den Zwischen-

*) Majevski findet statt dessen * z,, was an der unzweckmifligen Dar-

2
3+ tg? ey
stellung von 2 durch w und der ungenauen Annahme w®= — w, liegt.

**) Vgl. z. B. Vahlen, Konstruktionen und Approximationen (Leipzig 1911), S.21L
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werten #? Der Unterschied von (%)_ auf beiden Schufibahnen wird

—- f 2 —%2,)d2. Das Integral bedeutet den Unterschied der Seg-

mente I—1II (bzw. I+ I' —II —1II') in Abb. 48, ist also anfangs bis
in die Nihe des Scheitels negativ, dann positiv. Also gilt annihernd
der Satz:

In Punkten mit gleichem  ist auf dem aufsteigenden (absteigenden)
Aste x auf der Schufibahn @ (& 2) kleiner (groBer) als auf der Schufibahn
@ (% £3,). Berechnet man also die Endelemente %9, 59, ¢° fiir beide Schuf3-
bahnen nach den Formeln § 13 (30), so sind die Integranden fiir die Schuf}-
bahn @ (¢ 2) kleiner auf dem ansteigenden, gréSer auf dem absteigenden
Aste als fir die Schufibahn @ (% ¢2,). Daraus kann man annihernd
schlieflen, daf} die Endelemente fiir beide Schuf3bahnen gleich werden. Die
Endelemente fiir die Schufibahn @ (¢2) erhilt man also aus den End-
elementen fiir die Schufibahn @ (0), indem man an ihnen Korrekturen nach

Wo

Gleichung § 43 (4) anbringt, wo = — %e2, zu setzen ist. Dabei

kann man z, z. B. nach der Niherungsformel (s. § 16)

.
2 = - (tg 00 + tg|w®)

berechnen.

§ 66. Losung durch Variation

Das Verfahren des § 65 ist seit langem in praktischem Gebrauch*); eine
theoretische Begriindung fehlte bisher. Die vorstehenden Entwicklungen
lieflen sich durch Abschitzung der Fehler noch verschirfen. Wichtiger
ist es jedoch, die Beschrinkung auf das Bernoullische Gesetz aufzuheben.
Gleichzeitig wollen wir auch noch den EinfluB8 der Anderung von g nach
Grofle und Richtung infolge der Geschoflhohe und der geographischen Breite
mitberiicksichtigen, wihrend wir den Einflufl der Coriolisbeschleunigung
lieber durch das Verfahren des § 5 ermitteln.

Mit g bezeichnen wir die scheinbare Schwerebeschleunigung am An-
fang der Schufibahn. Im Punkte P(x,y,z) hat sie sich dann geindert:
erstens infolge der Ortsverinderung um eine Beschleunigung mit den

: 2 .
Komponenten [§ 4 (2)] ——% g, ——3—;— g, + _R_z g; zweitens infolge der

verinderten Zentrifugalbeschleunigung um eine Beschleunigung, deren
Komponenten § 4 (4) angegeben sind. Im ganzen kommt also hinzu eine
Beschleunigung mit den Komponenten:

*) S. Enc. des sciences math, IV, 6. S. 53.
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x
Iy = ~7g+v2,um,
¥ 2 6
Iy=—-5 g+, (6)
2z
by = —ﬁg+1’2ﬂz,

wo .
Uz = 2 (1 —cos2Acos?l’) —}ysin2Acos?l" + $zcosAsin2l,
py=—%xsin2A cos?I" + y (1 —sin2A cos2I') + }zsin Asin 27T,
u,=%xcosAsin2rl' +1ysinAsin2I" 4 zcos?I.

in der Richtung ds,

ay
dx’

ds
“dx

und zwei in den Richtungen der y- und z-Achse, die gleich sind — 4,

Die Komponente 1, ersetzen wir durch eine 1

5 nach den drei Achsen
dx
dx dy dz
ds’ ds’ ds’
Fassen wir nun die gesamten Beschleunigungen, soweit sie in die
s-, ¥-, z-Richtung fallen, in den Bezeichnungen dw, %, dg zusammen,
so wird:

ow=w — wo+Vl+tg2w+tg%[~%g + vzm],

d d
— Ay 2%; denn die drei Komponenten von 4, ——

erhilt man durch Multiplikation mit bzw.

ahz—%g+v2m—tg@[—%g+”2m], U
dg = — > +v2y, —tg o - + »2

Damit sind die Anderungen von w, k, g fiir jeden Schuflbahnpunkt
gegeben, und es sind nunmehr die Anderungen der Schufibahnelemente
x, v, 2, t, w, @, die hierdurch verursacht werden, zu ermitteln. Wir
bezeichnen diese Anderungen oder Variationen mit 6%, 6y usw. und nennen
die neue Schufibahn die variierte. dx z. B. bedeutet also den Unterschied
der x-Koordinaten eines Punktes der urspriinglichen und des entsprechen-
den Punktes der variierten Schulbahn. Es muf} daher festgesetzt werden,
was unter ,entsprechenden‘* Punkten beider Schufibahnen verstanden
werden soll. Wir setzen fest, entsprechende Punkte sind solche, in denen
die Tangenten gleiche Winkel mit der x-Achse bilden. Da der Kosinus
dieses Winkels gleich ist

dx 1
Vdx®+dy? Fdst Y1 ftgto +tg2o

»
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so bleibt diese Grofle beim Ubergang von der Schufibahn zu der variierten
unveriandert, d. h. es ist § (tg? w 4 tg2@) =0.
Zur Abkiirzung werde die Grofie

htgd +gtgw=F (8)
gesetzt. Dann ergibt das Hauptgleichungspaar (§ 62):
dx w dtgw w dtg o

x g VYlttottgto ° V1+tgtw +tg2d

durch Zusammensetzung zunichst:

E-dlgz =w-digyl +tg?ew +tg2m.

Also durch Variation:

dlg (& + 6%) —dlg:’czé%-dlg]/l Ttg?o + t22 o,

oder
w
. d—
dlg (1 +ﬁx£) LR
&
oder integriert:
w
o "% ai
ER AR ®)
&

%
Ferner ergeben die Gleichungen:

i £

durch Zusammensetzung:
k k .k

- k
TRt e +gth) = Tl =Ty di = e iV =
k

#2Y1 +tg? 0 + tg2 o

Also durch Variation:

k
(e—f—éi) d (t + o1) ——fc—'dtzo,
x X X
d. h.
k k k
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-
o= — | —dt. (10)
Zrsl -
p X
0
Ebenso:
52
b= — | " ds.
et o5
0
6%
o= — | " dx,
7T o5

(11)

s
62:—— il gw dZ.
k s k
zitg w zitgw

0

In den Integranden kommen die Variationen von tg @ und tg @ vor.
Das Problem ist also auf Quadraturen zuriickgefiihrt, sobald diese Varia-
tionen bekannt sind. Fiir diese hat man
' o{tg?2w + tg2@) =0
und

dtgow  dtgo
P

Setzt man tgw = P-cos®@, tgd = P-sin®@, so kommt:

cos@-dP—sin®@ - P-d®  sin®@-dP+cos®@ P-dD
g o h

also
dlgP=tg(®+9P)d?D,
wenn

é:
7 tg ¥
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gesetzt wird. Wegen 6 P = 0 folgt nun:
0tg (@ +VP)dD =0,

also

tg (@ + 6D + ¥ + 6%) d (D + 60) = tg (@ + V) dO;

eine Differentialgleichung erster Ordnung mit der unabhiingigen Variablen
@ auf der gegebenen Schufibahn, der abhingigen Variablen ®@ + 6@ auf der
variierten Schufibahn, wihrend ¥ und ¢¥ lings der gegebenen Schufbahn
bekannt sind. Ist diese Differentialgleichung nach irgendeiner der bekannten

Methoden [vgl. Kapitel V] integriert, so ist §@® bekannt und damit auch
dtg w = P-[cos (@ —{—6@) —cos D], 19
dtg & = P-[sin (@ + @) —sin@]. } (12)

§ 67. Kleine Anderungen

Die bisherigen Formeln sind so abgeleitet, daf3 sie auch fiir endliche
Variationen gelten. Nehmen wir jetzt an, was meistens zutrifft, dafl die
Variationen wie kleine Groflen behandelt werden diirfen, so ergeben sich
wesentliche Vereinfachungen. Man erhilt namlich aus § 66 (9), (10), (11),
wenn in den Integranden nur die Glieder erster Ordnung in den Va-
riationen mitgenommen werden:

Sl % =f51g%d1gx,

Zo

k

= — | dlg —
ot f g dt,

k
6s=—fdlg;§ds,

‘ o (13)

dx = ——f&lgﬁ%dx,

Und die Gleichung 6 [tg (@ 4+ W) dD] = 0 ergibt:

0D + 0¥

dd=0; (14)
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das ist eine lineare Differentialgleichung fiir 6@. Also:

2d 9 2d @
50 "0 am(ZfP—i—"‘I’)J f Sin(2d 2 ¥) 28
—oP=e sned 29 4P (19
SchlieBlich wird
dtgow= —Psin®@ 0P = —tg P, 16
dtgo=  Pcos@ D= tgwdd. } (16)
Die Variationen von lg & berechnet man am einfachsten aus
k= P-sin (@ + ¥)-VYg*+ h. (17)

Im Hinblick auf die Kompliziertheit des Problems sind diese Formeln
als iiberraschend einfach zu bezeichnen. Die unter den Integranden vor-
kommenden Bestandteile der Variationen von 6w, ég, 64 sind von ver-
schiedenen Groflenordnungen. Es sind erstens der von der Luftgewichts-
abnahme herriihrende Teil von dw, zweitens die von der Schwereabnahme
herrithrenden Teile von der Ordnung 1/R, drittens (evtl) die von der
Coriolisbeschleunigung herrithrenden Teile von der Ordnung », viertens die
von der Zentrifugalbeschleunigung herriithrenden Teile von der Ordnung »2.
Die Anderung des Luftgewichtes iibt den bei weitem stirksten Einfluf3
aus, und ist in vielen Fillen zu beriicksichtigen, wo die iibrigen Einfliisse
noch vernachlissigt werden kénnen. Wir wollen deshalb diesen Fall noch
besonders betrachten.

§ 68. Blofie Luftgewichtsinderung

Nehmen wir also 6% =0 und entsprechend dem St. Robertschen
Gesetz der Luftgewichtsabnahme

L (18)

—63—: —afs—»‘{f— ' (19)

zu berechnen. Wenden wir hierauf zur Berechnung von x° den oben
benutzten Niherungssatz fiir Segmentinhalte an, so erhalten wir

) xo
0%° . zep 10 2o (20)
z° %o
. . dw
Denselben Wert bekommen wir aber, wenn wir - = — % & 2, annehmen,

d. h. die Geschwindigkeiten x° in den zu w? gehorenden Punkten haben
auf den SchuBibahnen @ (ez) und @ (% ¢z,) anndhernd dieselben Werte.
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Fiir die Zwischenwerte der x auf beiden Schufibahnen schliefen wir
jetzt wie am Schlufl von § 65, indem wir dort Ig x fiir Q setzen: In ent-
sprechenden Punkten der aufsteigenden (absteigenden) Aste ist der Wert
von % auf der Schufilbahn @ (ez) kleiner (grofler) als auf der Schufibahn
D (353,).

Infolgedessen konnen wir wie frither fiir die Elemente ¢°, x°, 49, 39
s? schlieBen, dafi dieselben auf diesen beiden Schuflbahnen annihernd
gleiche Werte haben. Damit ist das erwihnte praktische Verfahren von
neuem, und zwar ohne Zugrundelegung eines speziellen Luftwiderstands-
gesetzes begriindet.

Kann man fiir groflere GeschoShohen nicht mehr dw/w = —ez an-
nehmen, sondern mufl man dw/w als empirisch gegebene Funktion von 2
nehmen, so kann die Berechnung des Integrals

ox [ ow dx
¥ J w i
To
z. B. so erfolgen:

Es sei x4, x,, %y, ..., %, eine fallende geometrische Reihe vom Quo-

tienten ¢, dann ist
di _ i —

. =gq —1
o x, q ,
also
dw dx < dw;
7'7‘“(‘1—1)__0 ?i'

Als entsprechende Punkte der gegebenen und der variierten SchuBbahn
nahmen wir bisher solche mit gleichem tg? w + tg2®. Man kann statt
dessen auch x oder auch v wihlen. Lezteres mufl man beim senkrechten

oder fast senkrechten Schuf}, fiir den sinw = 41, cos w = g$ o ist.

Dann kann man die Formeln § 12 (27) direkt variieren und erhilt z. B.

65-‘/‘M usw
- J (wtgp? '

§ 60. Losung durch Iteration

Wir kénnen aber auch direkt an die in § 10 (1) aufgesteliten Bewegungs-
gleichungen
b=g+ 1w, P=1 (21)
ankniipfen. Hier ist jetzt die Schwere g nach Grofle und Richtung eine
Funktion des Geschoflortes t und die Widerstandsfunktion tp hingt,
aufler von der Geschwindigkeit v, ihrem Betrage nach auch noch vom
GeschoBort t ab. An Stelle der Ausdriicke § 10 (2) tritt also jetzt

g=g(1), w=1wirb). (22)
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Es ist jetzt micht mehr moglich, zuerst die erste der Gleichungen (21)
zu losen und danach durch Quadraturen die Bahnkurve t (¢) zu ermitteln.
Die beiden Differentialgleichungen (21) sind jetzt gekoppelt und nur gleich-
zeitig 18sbar. Das hindert aber nicht, die praktischen Lésungsmethoden
des V. Kapitels auf die kosmische Ballistik zu iibertragen. Vor allem die
Methoden, die den tempierten Hodographen [vgl. § 25] beniitzen, kénnen
unverindert herangezogen werden. Nur muf} die Bestimmung der Geschof3-
bahn nach §26 gleichzeitig Schritt fiir Schritt vorangetrieben werden.
Da sich Schwere und Geschoflwiderstand vergleichsweise nur langsam
mit der Geschofihéhe dndern, konnen im allgemeinen wihrend eines
Integrationsschrittes diese Abhingigkeiten vernachlissigt werden. Es
geniigt also, die Verdnderlichkeit von ¢ und v wegen der Geschofhohe
nach jedem Integrationsschritt zu beriicksichtigen.
Oft 1at sich die Widerstandsfunktion genau genug in der Form

to (r, ) = ¢ (r) ™ (v) (28)
darstellen. Hier rithrt z. B. die Ortsabhingigkeit von der Veridnderlich-

keit des Luftgewichtes her. Fiihrt man an Stelle der Zeit ¢ eine neue Zeit-
variable 7 ein durch

c(t)dt=dr, (24)
so geht Gleichung (21) tber in
dap _ — dt b -
EZQ(I)"I—YD(D% Vi (25)
Hier bedeutet
—y_ 8(1)
80 ="

eine fiktive Schwercbeschleunigung. Mit wachsender Hohe nehmen |g
und ¢ beide ab, ¢ aber stirker als |g]. Daher wichst |§] mit der Geschof}-
hohe. Auch die Differentialgleichungen (25) sind noch immer gekoppelt.
Diese Koppelung verschwindet erst in den beiden in § 18 betrachteten
Grenzfillen.
Ist nimlich die Bahn nahezu widerstandsfrei (Losungen der ersten
Klasse), so geht (25) im Grenzfall iber in
?r _ §(
dvr  c(1)

Das ist also jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in t. Thre

(26)

d
Losung liefert t (z) und b (1) = cd—z. Durch Quadratur der Formeln (24)

ergibt sich dann der Zusammenhang mit ¢. Dieser Fall ist praktisch von

Interesse bei den Gipfelbogen der Fernbahnen. Die Bahn kann gedeutet

werden als Parabel mit schwach veridnderlichem Parameter. Sie ist also

symmetrisch beziiglich des Gipfels, solange die Richtung von g fest ist.
Vahlen, Ballistik. 2. Autl. 13
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Ist die Bahn nahezu schwerefrei (Losungen der zweiten Klasse), so geht
(25) im Grenzfall iiber in
dv

Hier sind also die Uberlegungen des § 15 anwendbar, mit dem Unterschied,
daf aus § 15 (45) nicht ¢, sondern 7 hervorgeht. Nachtrégliche Quadratur
von (24) liefert dann wieder ¢ als Funktion von z. Mit geringen Ab-
anderungen sind auch die Methoden des VII. Kapitels, also auch die
Siaccischen Formeln, iibertragbar. Steilbahnen mit geringer Gesamt-
kriimmung spielen bei der Flakartillerie eine Rolle.

Dreizehntes Kapitel

Der Drall

§ 70. Zweck. Konstanter und progressiver Drall

Die Geschofiwirkung am Ziel wichst, wenn man die Geschofimasse
vergroflert. Wollte man dies ohne Vergrofierung des Kalibers erreichen,
so mufite man von Kugel- zu Langgeschossen iibergehen. Das bringt
einen weiteren Vorteil mit sich, da nach §7 (16) die Verzégerung durch
den Luftwiderstand der Querschnittsbelastung umgekehrt proportional
ist, also bei gleichem Kaliber durch Vergrofierung des Gewichtes verkleinert

wird. Um Langgeschossen die erforderliche
» Stabilitit beim Fluge durch die Luft zu geben,

2ntl— | mufite man ihnen eine Drehwucht um die
| —— ] Léngsachse erteilen. Dies geschieht durch die

7 schraubenférmig in die Rohrwandung (Seele)
cingeschnittenen ,,Zige", und die Fiithrungs-
ringe des Geschosses, in die sich die Zuge ein-
schneiden. Man mufite also von glatten zu

,gezogenen'* Rohren tibergehen. Die schraubenférmige Windung der Ziige

heifit der Drall. Als Mafl des Dralles nimmt man entweder die ,,Drall-

linge'* oder den ,,Drallwinkel“. Die Drallinge ist die Linge, die einem
vollen Umlauf der Ziige oder einer vollen Umdrehung des Geschosses
entspricht. Der Drallwinkel ist der Winkel, unter dem die Ziige die Geraden
der zylindrischen Seele schneiden. Ist D der Drallwinkel, 2 R das Kaliber
in Metern, so ist also tgD gleich 2 R dividiert durch die Drallinge in

Metern, oder gleich z dividiert durch die Drallinge in Kalibern. Das ergibt

sich durch Aufbiegen der Seele zu einem Rechteck von der Linge des

Rohres und der Breite 2z R, in dem die Ziige in gerade Linien iibergehen,

die gegen die Lingsseite um D geneigt sind. Diese Uberlegungen gelten

fir den gleichbleibenden Drall. Beim wachsenden Drall wichst der

Abb. 49



§ 7). Geometrische Drallgesetze — § 72. Drall kleinster Beanspruchung der Ziige 195

Winkel D, in der aufgebogenen Seele werden die Ziige krumme Linien,
deren Neigung gegen die Lingsseite vom Anfang bis zur Miindung wichst.
Fiir die Stabilitdt des Geschosses kommt es auf die Drehwucht an, mit
der es das Rohr verlafit, also auf den Enddrall. Der danach gewibhite
Enddrall bestimmt beim gleichbleibenden Drall diesen von Anfang an.
Infolgedessen wurde das Geschofl am Anfang durch den Druck der Pulver-
gase auf Druck und zugleich durch den Drall auf Torsion so stark bean-
sprucht, dafl Rohrplatzer vorkamen. Das war der Grund, zu wachsendem
Drall iiberzugehen. Man setzte den Anfangsdrall so weit herab, dafl Rohr-
platzer nicht mehr vorkamen, und liefl den Drall vom Anfang zum Ende
gesetzmifliig wachsen.

Beim Ubergang zum wachsenden Drall mufite man zur Vermeidung
von Torsionsbeanspruchungen den vorderen Fiihrungsring durch einen
»Zentrierwulst'‘ ersetzen, in den sich die Ziige nicht einschneiden, der aber
mit dem hinteren Fiihrungsring die axiale Fithrung des Geschosses sichert.

§ 71. Geometrische Drallgesetze. Kreisdrall. Parabolischer Drall

Solange keine weitere Bedingung gestellt wird, kann man das Gesetz,
nach welchem der Drall wiachst, ziemlich willkiirlich wahlen. Die ein-
fachste Annahme war, dafl die Ziige nach der Ausbreitung der Seele in
eine Ebene Kreisbogen werden, die die schmalen Kanten des Rechtecks
unter gegebenen Winkeln schneiden: , Kreisdrall. In der Tat kann man
einen Kreisbogen bestimmen, der zwei Parallele unter gegebenen Winkeln
schneidet. Man schneide ndmlich umgekehrt einen Kreis mit zwei Par-
allelen unter den gegebenen Winkeln und setze nachtriglich den Mafistab
der Figur so fest, dafl der Parallelenabstand die Seelenlinge gibt.

Beim ,,parabolischen** Drall wiachst tgD = dy/dx linear mit der Ent-
fernung x vom Rohranfang, d. h. es ist d tgD/dx konstant, also y eine
quadratische Funktion von x, die Ziige sind Parabeln. Die Aufgabe,
zwei Parallelen durch eine Parabel derselben Achsenrichtung unter ge-
gebenen Winkeln zu schneiden, wird wie beim Kreise gelost.

FEin drittes Drallgesetz ist dD/dx = const, wiahrend beim Kreis-
drall dD/ds konstant ist, wenn s die Bogenlinge der Ziige bedeutet.
Da D klein und wenig verdnderlich ist, stimmen alle drei Gesetze nahe
iiberein. Die Gleichung der Ziige wird von der Formy =ax 4+ & 22+ - - -,
Die beiden ersten Glieder geniigen, um den beiden Forderungen des An-
fangs- und Enddralles zu entsprechen.

§ 72. Drall kleinster Beansprudhung der Ziige

Eine Beobachtung, die wir im Kriege machten, ist die folgende:
Der Anfang des gezogenen Teiles der Rohre liefl vielfach eine Ab-
nutzung in der Art erkenren, dafl die Felder von der Fithrungskante
her beiseitegedriickt waren; sie waren an der Fihrungskante abgeschrigt,
13*
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und zwar meistens treppenformig. Auf die Nachteile solcher Beschidi-
gungen sei hier nur kurz hingewiesen: ungenauer Geschoflansatz, Beschi-
digung der Fiithrungsringe, Vergroflerung des Laderaumes, alles das er-
gibt eine Beeintrichtigung der ballistischen Leistung. Dazu kommt eine
schnellere Abnutzung des Rohres. Fiir die Ballistik des Geschosses kommt
es nun blofl auf den Enddrall an, der hauptsichlich durch Stabilitits-
forderungen bestimmt ist. Die Art der Progression des Dralles ist also
so zu bestimmen, daf} erstens der Enddrall ein gegebener ist, und dafl
zweitens die Beanspruchung der Ziige sich iiber deren Linge méglichst
gleichmiflig verteilt. Die Aufgabe der Zige ist, dem Geschof} eine be-
stimmte Drehwucht zu erteilen. Wenn ein Stiick der Ziige dem Geschof3
einen bestimmten Zuwachs an Drehwucht erteilt, ein anderes gleich langes
Stitck einen geringeren Zuwachs, so wird das erstere zugunsten des
letzteren unnétig stark beansprucht, also schneller abgenutzt. Demnach
1aBt die oben angefiihrte Beobachtung darauf schlieflen, dafl der An-
fangsdrall zu grofl genommen wird. Aus diesem Ansatz soll das Drall-
gesetz geringster Beanspruchung der Ziige entwickelt werden.

Es sei m die Masse, x der Weg, v die Geschwindigkeit des Geschosses;
ferner g+ R der Trigheitsradius. Fiir ein rein zylindrisches und homo-
genes Geschofl wire ¢2 = 0,5, also infolge der Bogenspitze g% etwas
kleiner als 0,5 bei homogenen Vollgeschossen. Infolge der grofleren Dichte
des Mantels gegeniiber der Dichte der Fiillung ist bei Geschossen mit
Sprengladung erfahrungsgemifl 4% nahezu gleich 0,56*).

Nun ist die Umfangsgeschwindigkeit gleich vtg D, fiir die Winkel-
geschwindigkeit ergibt sich also v tg D/R. Also ist

tg D 2
die Drehwucht = }m (—v-]ge~q R) =3imuotg? D-g2,
die Tlugwucht =T = £ m 12

Die Drehwucht ist also nur ein kleiner Teil der Gesamtwucht des Ge-
schosses. Z. B. ergibe D = 50425’ tgD = 0,1 eine Drehwucht, die nur
0,56¢/, der Flugwucht ausmacht. Bei der Lésung des Hauptproblems der
inneren Ballistik kann man deshalb in erster Anndherung von der Dreh-
wucht absehen. Soll jetzt die Drehwucht vom Anfang der Bewegung an
bis zum Verlassen des Rohres proportional der Weglidnge x anwachsen,
so muf}

Ttg?D=-"x (1)

q?

sein, wo ¢ eine Konstante ist, deren Wert sich aus dem Enddrall, der
Rohrlinge und der Geschwindigkeit beim Verlassen des Rohres ergibt.
Ist das Problem der inneren Ballistik gelost, d. h. ist v, also auch T als

*) Kaiser, Konstruktion der gezogenen Geschiitzrohre. Wien 1892, S, 443.
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Funktion von x bekannt, so ergibt sich aus (1) auch D als Funktion von x,
d.h. das gesuchte Drallgesetz. Wir fithren noch die Triebkraft P — %Y;
x
ein, die dem Druck der Pulvergase proportional ist. Die Abhingigkeit
des P von x wird durch die ,Druck-
kurve'* dargestellt, in der die Ordinate
AB = P, die Abszisse 0 A = x und der
Kurvenbogen O B die Fliche T=f Pdx
einschlielen. Der mittleren Hohe 7T'/x
dieser Flache iiber der Basis x ist nach (1)
ctg? D proportional; danach kann durch
graphische oder mechanische Verfahren
der Wert von tgD zu jedem x leicht
gefunden werden. Bezeichnet man mit Abb. 50
P =T/x die zum Weg x gehorige
mittlere Triebkraft, so kann man die Gleichung (1) auch schreiben:
P (2)

?{:

tg? D =

demnach ist die mittlere Drehwucht P’¢%-tg2 D konstant und ihrem
Werte nach gleich ¢. Die Gleichung (2) dient zur Ermittelung des Anfangs-
dralles, da der Anfangswert der mittleren Triebkraft P’ bekannt ist. Denn im
Anfang ist die mittlere Triebkraft P’ = T/x gleichder Triebkraft P=dT/dx,
und diese ist statisch zu definieren als Druck der Pulvergase multipliziert
mit dem Querschnitt, Da die Bewegung erst beginnt, wenn die Trieb-
kraft einen betrichtlichen Wert erreicht hat, mufi der Drall mit einem
sehr kleinen Winkel beginnen.

Nach (1) ist die Zunahme der Drehwucht proportional der Zunahme
der Weglinge x. Dem Teil dx der Weglinge entspricht aber ein Teil
ds = sec D-dx der Linge der Ziige. Soll also, genauer, die Drehwucht
nicht proportional der Weglidnge, sondern proportional der Zuglinge
anwachsen, so ist die Gleichung (1) durch die Differentialgleichung
zu ersetzen:

d(TtgzD)quzsec D-dx. (8)
Dies ergibt integriert:
¢
T’tgzqu—zs. (4)
Da nur die Beziehung zwischen 7" und x, nicht die zwischen T und s als
bekannt gelten kann, ersetzen wir s durch: > sec D-Ax, nehmen die

1
Differenzen Ax alle gleich . X, wo X die Linge des gezogenen Teils

. . . . X . .
1st, und bilden, indem wir noch :qu =k setzen, die Gleichungen:
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Ty-tg?D; = ksecD,,
thgD —T1; th—ksech, (5)

b

T, tg2D —Tn _1'tg Dn 1—~ksech 1-
Aus diesen Gleichungen und dem Anfangsdrallwinkel D, kann man
der Reihe nach dic zu den Weglingen

9
lX, “x, Sx .. MPx_x
n n n n

gehorigen Drallwinkel Dy, Dy, Ds, ..., D, berechnen. Dabei ist aber der
Wert der Konstanten ¢ oder k£ zunichst noch unbestimmt. Er ist aus der
Forderung zu ermitteln, dafi D, den vorgeschrichenen Wert des Enddrall-
winkels annimmt. Die Addition der Gleichungen (5) ergibt, dafl 7°,-tg2D,,
grofler ist als k-n sec D,y und kleiner als 2-% sec D, also gleich &-n sec D,
wenn mit D’ ein Mittelwert des Drallwinkels bezeichnet wird. Ist D’
etwa 2 bis 3 Grad, so ist sec D' =1,001, also kann aus der Gleichung
T, tg*D, ="knsecD der Wert von k2 mit einer Genauigkeit von
etwa 10/, bestimmt werden. Hat man zu diesem k£ aus (5) die n
Drallwinkel D,, D,, D, ..., D, berechnet, und sollte der letzte von
dem vorgeschriebenen Enddrallwinkel noch merklich abweichen, so
kann man diese Werte wie folgt verbessern. Man ersetze in (5):

k durch £ (1 +74),
D1 durch D, ( + 71)

b

D, durch D, ( —}—7)

(6)

also jedes
tgD durch M: tgD-(1+7)-(1 +4tg2D)=tgD (1 + 7-sec?D)
1—7tg2D
und jedes
1
- o2
secD durch cosD —j-siniD secD + j-tg2D,
dann erhilt man zur Bestimmung der Korrekturen 7, 71, 72, «-+, Jn—1,

die als kleine GroBlen erster Ordnung anzusehen sind, die » linearen
Gleichungen:
Jyrsec?D; = Y k-secDy 7,

Jyrsec®Dy — J;-sec?Dy = L k- (sec D7+ )
L (7)

J 2 2 1 . Jn—l\l
nsec?D, —dJ, _y-sec?D, =1Lk [secD, ;] +T_—1/’ )
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in denen zur Abkiirzung immer j7-7-tg?D =J gesetzt ist und J,

wie j, den Wert 0 hat. Aus diesen Gleichungen berechnet man der
Reihe nach

Jy=(1)7,
=@, | 9

wo (1), (2), ..., (n) Zahlenfaktoren sind. Aus der letzten der Gleichungen (8)
ergibt sich die Korrektur j von %, da ja die Korrektur j, von D,, also
auch der Wert J, bekannt ist. Die Berechnung der Groflen J aus den
Gleichungen (7) und die Berechnung der Groflen j aus j-7-tg2D=J
gestaltet sich sehr einfach, da die dabei erforderlichen Gréflen T-tg2D
und sec D schon in den Gleichungen (5) der Reihe nach berechnet sind.

Als man vom gleichbleibenden zum wachsenden Drall tberging,
bestimmte. man den Anfangsdrall aus der Forderung, dafl die grofite
Drehbeanspruchung des Geschosses unter einer gewissen, vom Geschofi
abhingigen Grenze liegen sollte. Mit dieser primitiven Art den Drallverlauf
festzulegen, mufite man sich begniigen, da damals der Verlauf der Ge-
schwindigkeits- und der Gasdruckkurve nicht bekannt war. Nebeh der
gebotenen Riicksicht auf die Geschoffestigkeit darf aber die auf die Be-
anspruchung der Ziige um so weniger aufler acht gelassen werden, als das
Geschof3 nur einmal, die Ziige dauernd beansprucht werden. Nach (3)
ist nun diese Beanspruchung gleich

d(T tg?D)
dx

— P-tg?D + 2T -tgD- d;ng : 9)

Da nun beim iiblichen parabolischen Drall d tgD/dx konstant ist (§ 71),
wiahrend 7 und D nur wachsen, P bis zu seinem Maximum wichst, so ergibt
sich, dafl bei parabolischem Drall die Ziige von Anfang an, und jedenfalls
bis zur Stelle des Druckmaximums, in stark wachsendem Mafle beansprucht
werden. Das beweist die UnzweckmiBigkeit dieses Dralls. Dasselbe gilt
also auch fiir die beiden anderen geometrischen Drallgesetze. Dagegen
erfiillt der Drall kleinster Beanspruchung der Ziige auch die Forderung in
bezug auf Geschoflbeanspruchung. Letztere ist ndmlich gleich der Ge-
schwindigkeit des Anwachsens der Drehwucht, also zur Zeit ¢ gleich
d(T tg? D)/dt, also wegen (8) gleich cv-secD/q? erreicht also am Ende
den groBten Wert. Aber der erfahrungsmiBige Enddrall liefert keine Rohr-
platzer. Dieser Drall hat also noch den weiteren Vorteil, daff die am
Ende liegende grofite Drehbeanspruchung von der nahe am Anfang liegen-
den grofiten Druckbeanspruchung des Geschosses soweit als méglich
getrennt ist.
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Zur Bestimmung des Anfangsdrallwinkels D, erhilt man aus (8)
und (9) wegen T, = 0 die fiir sec D, quadratische Gleichung

Py~ tg2Dy = q—cz sec D, (10)

in der P, der Anfangswert der Triebkraft, d. h. des mit dem Querschnitt
multiplizierten Gasdruckes ist.

Fir den Enddrall liefert die Riicksicht auf die Drehbeanspruchung
des Geschosses eine obere Grenze. Eine untere Grenze erhilt man aus
der Forderung der Stabilitit. Sind 4 = B, C die Trigheitsmomente,
r die Winkelgeschwindigkeit, S der Schwerpunkt, W der Luftwiderstand,
H dessen Angriffpunkt auf der Achse, SH = k, so heiflt die Stabilitits-
bedingung (s. §57)

e r:>hW (11)
4 A )
Die links stehende, fast konstante Gréfle ist als das Maf3 der Stabilitit
anzusehen, ihr Uberschuf iiber die rechts stehende Grofe als die Reserve-
stabilitdt, die rechts stehende Grofle als die untere Stabilititsgrenze.
Mit Riicksicht auf die Beziehung

tgD = 1’5]—{‘ (12)

ergibt sich daraus eine untere Grenze fiir den Enddrall. Aus (11) und
(12) folgt namlich

tg?D > 4 R2%h 21—1112 - (18)
Aus (11) oder (18) lassen sich folgende Schliisse ziehen: Lange Geschosse
erfordern stirkeren Enddrall, um dieselbe Reservestabilitit zu haben.
Denn verdoppelt man z. B. die GeschoBllinge, so verdoppeln sich an-
ndhernd auch C und k, wihrend A sich etwa verfiinffacht. Die Frage,
ob grofiere Miindungsgeschwindigkeiten geringere Achsendrehung (Wille,
Waffenlehre, Berlin 1905—10, S. 822) oder ob sie stirkeren Enddrall
(Heydenreich, Die Lehre vom Schufl fiir Gewehr und Geschiitz,
Berlin 1908, S. 98) erfordern, ist so zu beantworten: Grofleres v ergibt
auch grofleres W, also ist nach (11) auch gréfiere Drehgeschwindig-
keit 7 erforderlich, wenn man dieselbe Reservestabilitit wiinscht. Und
fiir den Enddrall folgt aus (18), dafl die untere Grenze fiir ihn wichst,
abnimmt oder gleichbleibt, je nachdem ob W stirker, schwicher oder
ebenso wichst, wie v2; da das in verschiedenen Intervallen verschieden
ist (s. Tabelle in § 6), kann man keine allgemeine Regel aufstellen. In
dem Beispiel bei Heydenreich ist » einmal gleich 180, das andere Mal 500;
die zugehorigen Werte von W liefert die Kruppsche Tabelle proportional
0,044 und 0,983. Da nun 0,9838/5002 = 0,0000089. .. etwa dreimal so gro83
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ist, wie 0,044/1802 = 0,0000018..., so ist fiir denselben Enddrall die
Stabilitdt fiir v = 500 viel geringer als fiir v = 180; das entspricht den
Heydenreichschen Beobachtungen.

§ 73. Drall kleinsten Druckes

Den Drall kleinsten, also konstanten Druckes zwischen Fiihrungs-
ringen und Zugflanken suchen Terquem®*) und Kaiser**). FEin solcher
Drall beansprucht langsam durchlaufene Stellen mehr als schnell durch-
laufene.

Der Druck ist proportional dem Zuwachs an Drehwucht, also pro-

portional e 1 mo?qg2tg?D, wenn do das Bogenelement des Fiihrungs-

vdvtgD  dotgD
dx 4t

d. i. die Umfangsbeschleunigung konstant ***), also gleich der mittleren

vtg D

ringes ist. Wegen do = tgD-dx wird also auch

Umfangsbeschleunigung v tgD/t. Aus = const ergibt sich, wenn

das Hauptproblem der inneren Ballistik gelost ist, durch Einsetzen von v
und ¢ als Funktionen von x auch tgD als Funktion von #, also die Drall-
kurve. Statt dieses einfachen Weges integrierte Terquem die Gleichung
d %} (vtgD)? _c
do
durch
(vtgD)2=2Co

und diese, nach Einsetzen von tgD = do/dx, durch

55

€ . . . .
wo er v prop. |/1 — -, annimmt. Hiergegen, und namentlich gegen die

——

nachtrigliche Anndherung des gefundenen Dralls durch einen kreisférmigen
oder parabolischen Drall gleichen Anfangs- und Enddralls, wendet sich
mit Recht Kaiser. Man konnte dann von vornherein einen solchen Drall
nehmen und durch die Forderung bestimmen, an zwei Stellen x;, %,
denselben Druck zu geben. Das ist einfacher als bei Kaiser durch die
) v, tg D, vatg Dy )

Gleichungen ; = L = const zu bewirken, da der Wert der
Konstanten durch die Miindungswerte von v, ¢, D bestimmt ist.

*) Revue d’artillerie, tome 13, S. 217.
**) Konstruktion der gezogenen Geschiitzrohre, Wien 1892, S. 447.
*#*¥) Einen Drall konstanter Drehbeschleunigung hatte schon v. Scheve vorgeschlagen:
Arch. f. Artill.- und Ing.-Off. 93 (1886) S. 3.



202 Vierzehntes Kapitel. Ubergangsballistik

Vierzehntes Kapitel

Ubergangsballistik

§ 74. Die zwei Phasen des Uberganges

Mit dem Moment, in dem das Geschofl mit dem vorderen Fiihrungs-
ring (bzw. dem Zentrierwulst) die Miindung verlafit, beginnt die erste
Phase des Uberganges. Das Geschof gewinnt Spielraum fiir eine Ab-
weichung seiner Achse von der Seelenachse. Es ist anzusehen, wie ein
Kreisel, der aufler seiner Translationsbewegung eine Rotation um einen
Punkt seiner Drehachse ausfithrt. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des
(hinteren) Fihrungsringes. Die Schwerkraft wirkt ablenkend auf die
Geschoflachse, anfinglich in sehr geringem Mafle, wie auch anfing-
lich der verfiigbare Spielraum fiir eine seitliche Abweichung gering ist.
Nur genaue Beobachtungen, vielleicht kinematographische Aufnahmen,
konnen dariiber entscheiden, ob diese Ablenkung durch Reibung des
Geschoflimantels an der Rohrmiindung gehemmt wird; an Blindgingern
war nichts davon zu bemerken. Wir nehmen im folgenden an, daf} eine
solche Hemmung nicht eintritt; der gegenteiligen Annahme wire durch
Anbringung einer Korrektur Rechnung zu tragen.

Diese Phase erreicht ihr Ende und die zweite beginnt mit dem Moment,
in dem der (hintere) Fiihrungsring das Rohr voéllig verlassen hat. Damit
hat die Wirkung des Geschiitzes auf das Geschofl aufgehort, aber es wirken
noch die nachdriangenden Pulvergase, die einige Zeit noch die Geschofi-
geschwindigkeit zu vergroflern suchen. Erst wenn diese Wirkung auf-
hort und auf das Geschof3 nur noch Schwere und Luftwiderstand wirken,
ist das Ende der zweiten Phase erreicht. Das ist zugleich der Anfangs-
punkt der Schullbahn, die die duflere Ballistik behandelt. Die Lage des
Geschosses und sein Bewegungszustand in diesem Punkte sind fir die
Schuflbahn entscheidend. Diese zu ermitteln, ist die Aufgabe der Uber-
gangsballistik.

§ 75. Die erste Phase
Die Energie der Drehung des Geschosses

T=3}(dp2+ Bg+Cr)
wird wegen
A= B und [vgl. §56 (1)]1

p = —d-sin @ + -sin d-cos ¢,
g = ®-cos @ 4 -sin d-sin ¢,
r = @ + p-cos d

gleich:
T=3A4-[824 (psind)?] +3Cr2=1% 4|2+ Cr2.
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Die Verzogerung w und die Beschleunigung g setzen sich zu einer resul-
tierenden Beschleunigung g’ zusammen, deren Richtung als die ,,Quasi-
Senkrechte bezeichnet sei. Auf diese Quasi-Senkrechte beziehen sich
jetzt die Winkel 4§, #, v, o.

Die Energie der Lage des Geschosses ist gleich dem ,,Quasi-Gewicht**
m g’ multipliziert mit der Héhe des Angriffspunktes von g’ iiber einer durch
die Mitte des hinteren Fiihrungsringes gelegten Quasi-Waagerechten.
Der Angriffspunkt von g’ ist der Schwerpunkt, sein Abstand von der Mitte
des hinteren Fithrungsringes sei /. Dann ist U = m-g’-/-cos é die Energie
der Lage.

Die Zeitdauer der ersten Phase ist gleich dem Abstand der beiden
Fiithrungsringe dividiert durch die Miindungsgeschwindigkeit, also eine
Grofle von einigen zehntausendsteln Sekunden. Von der Verdnderung des
w in dieser Zeit wird abgeschen.

Die Lagrangeschen Gleichungen*):

401 Tty _, 49T T+0) _,
dat oy oy B at o¢ o -
. ; . . oT oT
ergeben, weil T und U von ¢ und y nicht abhingen, daf} kL) und £

zeitlich konstant sind. Das ergibt

@+ pcosd= g+ Ppycos by (=7),
A-sin28-p 4 Crrcos 6 = Asin? by + C ¥ cos by ;
zur Berechnung von v, wenn die Neigung 6 der Geschoflachse gegen die
Quasi-Senkrechte bekannt ist.
Die Energiegleichung
TH+U=T,+ 0,
ergibt

JAlP+5Cr2+mglcosd=4Alay|*+4+Cr2+mg lcosd,,

zur Berechnung von |¢|. Der Winkel 6 — 4, am Ende der ersten Phase
L1 . .

ist glexch; , wenn g = —,z;—lﬁ der anfingliche Kriimmungsradius ist. Da-

nach ist IZc [, v, # fiir das Ende der ersten Phase zu berechnen, wenn diese

GrofBen fir den Anfang derselben bekannt sind, oder umgekehrt, je

nachdem, welche Werte sich empirisch ermitteln lassen.

Da am Anfang der ersten Phase GeschoBachse und Seelenachse noch
{ibereinstimmen, sind die Werte von p, # am Anfang der ersten Phase 0,
also sind f P di, f # d¢ ihre Werte am Ende derselben, die Integrale iiber
die Zeitdauer der ersten Phase erstreckt. Wegen der kurzen Dauer der-

selben kann man fw dt = ypy At ft‘)' dt = 9, At setzen, wo At die Dauer

*) S. z. B. Enzyklopadie der math. Wiss. IV. 1. S. 481,
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der ersten Phase ist. Die so berechneten Grofien o, # geben die Stellung
des Geschosses am Ende der ersten Phase.

Bei den vorstehenden Uberlegungen ist vorausgesetzt worden, daf
wahrend der ersten Phase der Drall nicht mehr ,arbeitet, d. h., daf3
das Geschof3 keinen Zuwachs an Drehwucht mehr erhilt. Dazu muf, da
die Geschwindigkeit des Geschosses noch etwas wichst, der Drall etwas
abnehmen, ndmlich in der Weise, dafl »-7gD konstant bleibt. Ein Drall,
der noch arbeitet, nachdem der vordere Fiihrungsring die Miindung ver-
lassen hat, wiirde wegen des Fehlens der vorderen Fiihrung ein stirkeres
Flattern des Geschosses bewirken*).

§ 76. Die zweite Phase

Nachdem das Geschofl das Rohr ganz verlassen hat, erteilen ihm
die nachdringenden Pulvergase noch eine kurze Zeit eine allmihlich
abnehmende Beschleunigung. Wir konnen diese auffassen als verminderten
Sog; denn wihrend spiter ein Teil von w von dem Sog am Geschofiboden
herriihrt, besteht wihrend der zweiten Phase ein Uberdruck am Geschof-
boden, stirker als der Druck an der Spitze. Bezeichnen wir deshalb diese
Beschleunigung mit — dw, so ist nach § 10 (9)

dv
dt
Anfinglich ist dies positiv, v wichst; dann wird einmal

= —(w —dw -+ g-sin w).

w— 0w -fgsinw=20,
die Geschwindigkeit erreicht ein Maximum. Alsdann nimmt » ab, bis
dw = 0 geworden ist. Nicht der Punkt, in dem » sein Maximum erreicht,
ist als Anfang der freien Schufibahn zu nehmen, wie das sonst gesagt wird,
denn in diesem wirken die Pulvergase noch; sondern der Punkt, in dem
diese Wirkung ganz aufgehort hat.

Durch Messungen zusammengehoriger Werte von s und ¢ (vgl. §15),
findet man zusammengehorige Werte von v und w — dw, also, da w
bekannt ist, von » und dw. Hat man auf diese Weise die Funktion dw von
v empirisch ermittelt, die noch von einer (oder mehr) dem Schuf eigenen
Konstanten abhingen wird, so kann man umgekehrt die Bahn des Ge-
schosses wihrend der zweiten Phase berechnen nach den Formeln:

;= f dv
o w—O0w -+ gsinw ’

S___f vdv
- w—0w+ gsinw '’

x:fcoswds,
3 :fsinwds.

*) Durch Pappscheiben-Durchschiisse festzustellen. Vgl. Becker in Technik und Wehr-
macht. S, 221.




§77. Die Aufgaben 205

Sie gehen aus § 11 (22) hervor, wenn man dort w durch w — dw ersetzt.
Integriert man bis zu dem Zeitpunkt, fiir den dw =0 ist, so erhilt man
Ort und Zeit fiir den Endpunkt der zweiten Phase. Die Geschwindigkeit
in diesem Punkte ergibt sich aus der Gleichung dw = 0. Stellung (y, %)
und Geschwindigkeitszustand (p, 19) erhilt man aus den Werten von v,

®, ¥, # im Anfang der zweiten Phase wie in Kap. X1I, nur ist jetzt w — dw
fiir w zu setzen.

Finfzehntes Kapitel
Innere Ballistik

§ 77. Die Aufgaben

Die Hauptaufgabe der inneren Ballistik ist die Ermittelung der
GeschofSbewegung im Rohre und der dabei entwickelten Drucke und
Temperaturen. Kennt man den Weg s, den das Geschoff von der
Masse m bis zur Zeit ¢ zuriickgelegt hat, als Funktion von ¢, so ist
auch seine Geschwindigkeit v = § = ds/d¢ zur Zeit ¢ bekannt; ebenso
seine Beschleunigung o = s, also auch die Kraft m §, mit der es sich bewegt.
Diese ,,Effektivkraft® m s ist nach der Newtonschen Bewegungsgleichung
gleich der Triebkraft des Pulvers, wenn man zunichst von den kleinen
Verlusten durch den Widerstand der Luft, der Reibung im Rohre und,
bei geneigtem Rohre, der Schwerkraft absieht. Demnach ist m § auch
die Pulvertriebkraft ¢-p, wenn mit p der Druck auf den Geschofiboden,
mit g der Querschnitt der Seele bezeichnet wird.

Die Bewegungsgleichung lautet also

m§=qp. (1)

Es sind die vier Grofien ¢, s, v, p, von denen die zusammengehorigen Werte
gesucht werden. Ist der Zusammenhang zweier bekannt, so ergeben sich
die iibrigen durch Differentiationen und Integrationen. Ist z. B. p, also §

als Funktion von ¢ bekannt, so ergibt sich v =5 = fﬁédt, s = ffs dt dt.

. L ds . dv
Ist v als Funktion von s bekannt, so ergibt sich :fT’ § =g U5 usw.

Die empirischen Ermittelungen beschrinkten sich frither auf Messung
der Miindungsgeschwindigkeit und des Héchstdruckes am Stofiboden des
Rohres durch kupferne Stauchzylinder. Diese beiden Grofien sind auch
die praktisch wichtigsten, die erstere mit Riicksicht auf die gewiinschte
SchuBleistung, die zweite mit Riicksicht auf die Rohrbeanspruchung. In
neuerer Zeit ist man auch dazu iibergegangen, den Verlauf der Bewegung,

der Geschwindigkeit und des Druckes durch verschiedene Apparate
Zu messen.
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§ 78. Berichtigung der Bewegungsgleichung

Es wird nicht die ganze Pulvertriebkraft in die Effektivkraft ms um-
gesetzt. Vielmehr geht ein Teil fiir Reibung, Luftwiderstand und Schwer-
kraft verloren. Ist gW dieser Teil, so ist die Gleichung (1) zu ersetzen durch

ms=gq(p —W). (2)

Den Hauptteil macht die Reibung aus. Man kann diesen Teil unmittelbar
messen, indem man das Geschofl durch den senkrecht gestellten Lauf
unter geniigender Belastung hindurchtreibt. FEr betrdgt nach Cranz
beim Infanteriegewehr nur etwa { m s, und nach Gossot und Liouville
beim Geschiitz weniger als 1 (L:G) m's (L Ladungsgewicht, G GeschoB-
gewicht). Die Verzégerung durch die Schwerkraft ist selbst beim Schufl
senkrecht aufwirts so klein, daf3 sie neben der Pulvertriebkraft kaum in
Betracht kommt. Sie betrdgt z. B. bei der Feldkanone nur gyg, beim
Infanteriegewehr nur ;3§54 der Pulvertriebkraft. Die Verzogerung durch
den Luftwiderstand ist ebenfalls zu vernachlédssigen.

§ 79. Berichtigungen der Massen

Es seien § m v2 und 3 M V2 die Energien der Geschofimasse m und der
Ricklaufmasse M. Aber auch der Pulvermasse [ wird kinetische Energie
erteilt. Diese wird durch Berichtigungen der Massen m und M beriick-
sichtigt. Die Masse /, teils verbrannt, teils unverbrannt, denkt man sich iiber
den ganzen Raum der Linge s vom Stoflboden des Rohres bis zum Geschof}-
boden verteilt. Esist also der Teil - M]ﬁ { bzw. Mh‘i—hl in dem Raum
vom Schwerpunkt der Massen m und M bis zum Boden des Geschosses
bzw. des Rohres. Bezeichnet man diese Entfernungen mit s, und sy,
so ist nach dem Satz von der Erhaltung des Schwerpunktes, da die Schwer-
punkte der beiden Pulveranteile die Entfernungen 1 s, bzw. } sy vom
Schwerpunkt haben:

M
i RN 7.1
MSM—{—M+ <1 1 su msm+M+m I},
oder
l M l
‘W—{_M—f-m 2) _(m_{_AM—f—m 2)5'"“
nach ¢ differenziert:
/ l M
Mt 2)V <m+——_—M+m —2-)0. (3)

Dabei sind die Schwerpunkte von M und m in die Boden von Rohr und
Geschof3 verlegt; ein Fehler, der beim Ubergang von den Entfernungen s
zu den Geschwindigkeiten grofitenteils fortfallt. Man begniigt sich sonst
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. l S .
damit, m durch m + 5 Zu ersetzen und M unberichtigt zu lassen*). Diese

Berichtigung hat sich empirisch bewihrt. Nach dem Vorstehenden ist sie
um so besser, je grofler M zu m ist.
Es seien nun m, M die bereits so berichtigten Massen, also die gesamte
kinetische Energie
T=%imo24L1Ml2.

1 1 1 1 1 1
. ; IR /S S 7. —_ =
Nun ist v: V: i vV P wenn — 4 57 " gesetzt
wird, also wird
T—dupd V) =1us, @

wenn § = ds/dt die Relativgeschwindigkeit des Geschosses im Rohr ist.
In gezogenen Rohren erhilt das Geschofl bei einem Drallwinkel D
die Drehwucht

tmovtg?D - x?,
wenn % R der Trégheitsradius des Geschosses ist. Muf} dieser Betrag be-
ritcksichtigt werden, so ist m zu multiplizieren mit
1+ =2tg2D. (5)
Der entsprechende Betrag fiir M kommt um so weniger in Betracht, je
mehr die Masse M der Drehung widersteht.
Die zur Erzielung der Drehwucht aufgewendete Arbeit ist infolge der
Reibung an den Zugflanken etwas grofler, namlich gleich
te (D + D)
2 pg2]) . 52D
Ymotg®D - x tg D , (6)

wenn tg [ der Reibungskoeffizient ist.

§ 80. Das Pulver. Die Abelsche Gleichung

Man verbrenne in einer geschlossenen Versuchsbombe vom Volumen %
eine Pulverladung vom Volumen 4-%B. Der echte Bruch 4 heifit Lade-
dichte**). Es entstehe der Druck p. Nach der Verbrennung verbleibt
ein Riickstand vom Volumen A4-8B**). Das von den Pulvergasen ein-
genommene Volumen ist also 8 —A4- 8.

Abel hat nachgewiesen, dafi die Gleichung besteht

fa4-8 f4 -

- = - . ‘
PR A48 1-—a4 0
Diese Gleichung heifit die Abelsche Gleichung und ist als die erste Haupt-
gleichung der inneren Ballistik anzusehen. Da man p und 4 messen

*) S. z. B. Cranz, Lehrbuch der Ballistik, Ergénzungsband 1936, S. 133.
**) Bei dieser Festsetzung sind 4 und A unbenannte Zahlen, f ein Druck. Definiert man
aber 4 als Quotient Ladegewicht durch Verbrennungsraum, so bekommt A die Dimension
reziproke Dichte, f die Dimension Druck durch Dichte. *
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kann, liefert jeder solche Versuch eine lineare Gleichung zwischen den

f

. U |
Pulverkonstanten f und A, ndmlich == A + —. Aus mehreren solcher

Gleichungen, mindestens zweien, sind f und A zu bestimmen. Bei mehr
als zwei Gleichungen kann man f und A durch Ausgleichung nach der
Methode der kleinsten Quadrate ermitteln. Man erhilt so eine Probe fiir
die Genauigkeit der Gleichung (7).

Die Abelsche Gleichung liefert nach vielen Versuchen den Gasdruck p
mit einer fiir die Praxis vorldufig ausreichenden Genauigkeit. Dabei mufl
aber vorausgesetzt werden, dafl der Druck gemessen wird, bevor eine
Verformung oder Erwidrmung der Bombe ecingetreten ist. Unter dieser
Voraussetzung kann eine Beziehung zwischen Druck und Volumen der
Pulvergase und der in der Pulverladung enthaltenen Energie aus Griinden
der Dimension nicht anders heiflen als Druck mal Volumen gleich Energie,
da der Zahlenfaktor rechts infolge zweckmiBiger Wahl der Pulverkon-
stanten f'gleich 1ist. Daf} die Energie der Ladung ihrer Menge proportional
ist, ist dabei als selbstverstdndlich vorweggenommen. Als , Menge‘ wird
sonst das Gewicht genommen; das Volumen zu nehmen ist bei Gasen
viel natiirlicher und macht die obigen Uberlegungen viel klarer und ein-
facher. Wir werden im folgenden die in der Pulverladung enthaltene
Energie unabhingig davon, ob sie aus ihrem Gewicht oder ihrem Volumen
berechnet wird, mit E bezeichnen.

Ist nicht das ganze Pulver 4-%, sondern nur 4-8-7 (0 < < 1) ver-
brannt, ist also die Energie E -7 frei geworden, so ist der zugehorige Druck

_ fa-B-1i o 7
— 12 (19
1—au

1 1
so dafi die Punkte (7, 7) auf einer Geraden liegen. Von dieser ist der

1
Punkt ({T’ 1) bekannt, ebenso die Richtung
1

lim(l l) =lim d
P

i=0\p: 1T

__.1_4.
T 1—a4a’

(1 —a)4
1—a4

=lim(l — (1—19)| : p, P (9

1

1
Danach ist die (F, %.)-Gcrade zu zeichnen. Andererseits bekommt man
durch eine Bombe mit Registriermanometer die Druck-Zeit-Kurve der
Punkte (p,). Die (p,#)-Kurve als Grundriff und die (p, 7)-Rurve als
Aufrifl ergeben die Zweitafeldarstellung der (p, 7, £)-Raumkurve. Aus
. di
dieser konnen wir die spiter benutzte Pulverfunktion ¢ (z) = PL d%

ableiten.
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Fihren wir in (8) die Bezeichnungen
B, =B —(1 —)4-B—Ai4-B=BL—4-B+:P
E =f4-8
ein, so wiirde die verallgemeinerte Abelsche Gleichung (8) in E-7 = p, B,
iibergehen. Hier ist, wie man sieht, auf die Temperaturdnderung wihrend
der Verbrennung nicht Riicksicht genommen. Tatsichlich mufl noch die

innere (kalorische) Arbeit B hinzugefiigt werden. So entsteht die Energie-
gleichung der Versuchsbombe

Hier bedeutet, wie man aus (10) abliest, &, den von den Pulvergasen nach
Verbrennung des Pulveranteils ¢ erfilllten Raum. E-{ ist die bei der Ver-
brennung des Anteils 7 in die Pulvergase iibergegangene Energie.

(10)

§ 81. Entziindung und Abbrennen, geometrisch

Auf der Oberfliche eines einzelnen Pulverkorns schreite die Ent-
ziindung mit der Geschwindigkeit ¢’, im Innern schreite die Verbrennung
mit der Geschwindigkeit e fort. Bei geringen Drucken, z. B. an freier
Luft, kann man ¢ und &’ direkt beobachten. Ein zylindrischer Pulverstab
verbrennt von oben nach unten mit einer konischen Spitze konstanten
Winkels 2o (Mache). Demnach ist ;

Die Ziindgeschwindigkeit e’ ist aber verschieden, je nachdem in welcher
Richtung gegen die Schwerkraft die Ziindung fortschreitet, weil die Pulver-
gase der Schwerkraft entgegen aufsteigen. Auch Luftstrémungen sind
von EinfluBl. Bei den hohen Drucken der inneren Ballistik kommt das
aber aus dem Grunde nicht in Betracht, weil die erhitzten Pulvergase
sehr schnell die ganze Ladung umspiilen und daher die Ziindung sich
fast momentan iiber die Oberfliche aller Pulverkérner erstreckt. Wir
machen daher weiterhin die Annahme, dafl sich die Gesamtoberfliche
zugleich entziindet. Bei Schwarzpulver soll diese Annahme erst be-
rechtigt sein, wenn dasselbe durch starke Kompression (spezifisches Ge-
wicht = 1,85) seine kérnige, porose Struktur verloren hat und homogen
geworden ist (Vieille).

Es wird ferner angenommen und durch die Erfahrung ziemlich gut
bestitigt, dafl das Abbrennen eines Pulverkorns in parallelen Schichten
erfolgt (Piobert). An Stellen starker Kriimmung treten moglicherweise
Anderungen ein. Sei e die Dicke der bis zur Zeit ¢ verbrannten Schichten.
Dann ist das verbrannte Volumen eines Kornes zur Zeit ¢

%.e_é_@.ez_'_%@.e?s‘ . (12)
Darin bedeuten, solange e klein ist gegen die Abmessungen des Kornes,

% die Oberfliche des Kornes, § seine gesamte Germainsche (Kanten-)
Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 14

= sin «.
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Krimmung, & seine gesamte Gaufische (Ecken-) Krimmung*). Bei
grofierem e sind §, 9, & als Integrale darzustellen.

Da angenommen wurde, daf} alle Pulverkérner der Ladung sich zugleich
entziinden, ist das Volumen des zur Zeit ¢ verbrannten Pulvers gleich

SFe—3>9 2 +1S 82, (18)
die Summen bezogen auf alle Korner der Ladung. Bei unregelmiBigen
Formen und Groéflen in einer Ladung sind die drei Koeffizienten als
empirisch zu ermittelnde Groflen anzusehen; bei regelmifBig gebildeten
Kornern sind sie zu berechnen, wenn bekannt ist, wieviel von jeder Form
und Grofle in der Ladung enthalten sind.

Jeder Punkt im Innern eines Pulverkorns hat einen kleinsten Ab-
stand von der Oberfliche desselben. Das Maximum dieser kleinsten
Abstdnde nennen wir den Kornhalbmesser, den wir mit d bezeichnen.
Den Kornhalbmesser zur Einheit genommen, habe ein rechteckiges Blitt-

2
chen die Abmessungen 2 = . = s Zur Zeit ¢ ist das Volumen

2-%-%—(2—28) (%—28) (%—28)

verbrannt, wo ¢ = e/d gesetzt ist.
. . 2
Das verbrannte Volumen bezeichnen wir mit 2 - 5 T so daf} ¢

eine unbekannte von 0 bis 1 wachsende Zahl ist, die angibt, ein wie
grofler Teil verbrannt ist. Setzen wir in Einklang mit (18)

i=a{l —letuee, (14)
so wird ‘

a=14+m-+n,

}_m—i—n—!—mn ]

T a ’ (15)

_omn

- |

Grofle und Form des Blattchens sind bestimmt durch d, m, n. Statt
m, n kann man als Formfaktoren auch nehmen a/i und 2*/u.

die Ober-

Fir das Bldttchen betragt das Volumen 8 =8 P

1 1 1
s _ ( . y i
dche ¥ =4 e + o + o ) , die gesamte Kantenkrimmung (Mantel
summe der Einheitszylinderquadranten lings den Kanten)
1 1\ =
f—— 8 M 1 + —_— + 1 —
o ( m n) 2"

*) Vgl. Steiner, Werke 1I, S.173. Dort wichst der Korper um eine Schicht kon-

stanter Dicke, darum ist dort das Glied mit ¢2 positiv. Man beachte die Nichtumkehrbarkeit:
Der abnehmende Wiirfel bleibt Wiirfel, der wachsende mnicht.
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die gesamte Eckenkrimmung (Oberflichensumme der Einheitskugel-
oktanten um die Ecken) & = 4=z.

a &
Also wird 5%? =2=x ” und %@ =n-%. Bei allgemeineren
% '\

Formen miifite man also —35— und =~ als Formfaktoren des Pulvers

einfiihren. Von ihrer Grofle hingt die , Ausstrahlung des Blittchens
ab. Fir flache Blittchen, wo m und = klein sind, ist a nahezu 1,
2 2
l=m-+n — ml—:_n;n—*_—};in ~—m-+n, also —(;— um so grofler, je flacher
die Bldttchen. Die Erfahrung hat ergeben, daf}, wenigstens fir sehr
flache Blittchen, der spezifische Druck f des Pulvers proportional 2/a
ist*). Die Pulverkonstante f ist also das Produkt aus einem Formfaktor

und einem Stoffaktor. Die Gleichungen:

20 4+m4+n)?2—6m+n-+mn)=>1—m?+ (1—n)2+ (m—n)?
ol e e Bl

n m N
ergeben L<— und §1 die oberen Grenzen werden nur beim
a 3 3’
Wirfel (m=n=1) errelch Fiir die Kugel erreichen bekanntlich
@ .
5%3; und %@—2 ihre grofiten Werte.

Bei Kornerformen, deren Oberfliche von mehrfachem Zusammenhange
ist, wird der Koeffizient u im Falle eines Zusammenhanges gerader Ordnung
gleich Null. Fiir zylindrische Rohren oder Ringe mit den Radien R, r, der

) C g n(h—2e)(R+r)(R—r——2e)
Hohe & wird 1=1 — =1—(1—¢)(1—B¢
FE 1=a1~ps
_ B2 __ =€ _
_(l_l_ﬂ)s ﬂ(‘),WOS R_ bW 2h’ﬁ bZW' R—?’
ist, je nachdem welche der beiden Groflen 2 oder R —vr dxe kleinere, also
gleich der Korndicke (dem doppelten Kornhalbmesser) ist.

§ 82. Brenngesetze.
Die zweite Hauptgleichung der inneren Ballistik

Ist die lineare Brenngeschwindigkeit ¢ = de/dt des Pulvers grof} (klein),
so heifit das Pulver scharf (mild). Die Brenngeschwindigkeit ¢ muf} ab-
hingen von dem Druck p, unter dem das Pulver verbrennt, und von
seiner Dichte 6**). Da diese drei GroSlen von den Dimensionen LT,

*} Emery, Mémorial des poudres et salpétres 14 (1907/8) S. 134,

**) Nach Wolff (Kriegstechn. Zschr. 6 [1903]) auch von der Ladedichte 4. Vgl. hierzu
die Bemerkungen der Enc. des sc. math, IV, 6. S, 166, 167, und Mache, Mitt. ber Gegen-
stande des Art.- u. Geniewesens, Wien 1916, S. 127,

14*
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ML-*T-% ML-® sind, kann die Brenngeschwindigkeit ¢ nur die Form
haben:

cojm

e = const. (ﬁ) . (16)

0
Fiir Schwarzpulver hat Sarrau in der Tat gefunden, da8 bei ballistischen
Drut¢ken e etwa der Lten Potenz von p proportional ist, wihrend z. B.
St.-Robert den Exponenten zu £, Sébert und Hugoniot zu 1 angeben.
Fur kolloidale Pulver ist er nach Gossot und Liouville £, nach Char-
bonnier, Mache, Schmitz 1. Diese Abweichungen untereinander und
von dem theoretisch zu erwartenden Gesetz (16) erkliren sich aus der
Nichtberticksichtigung der Dichte 6, die im Gesetz (16) natiirlich nicht
die anfingliche Fabrikationsdichte, sondern die Dichte im Moment der
Messung bedeutet. Die letztere weicht von der ersteren ab, erstens infolge
des Druckes, zweitens infolge des Wirmeiiberganges von den Pulvergasen
auf die Ladung. Der Druck wiirde die Dichte steigern. Diese Steigerung
bleibt jedenfalls unter der Elastizititsgrenze, da unverbrannte Pulver-
korner die urspriingliche Dichte aufweisen (Heydenreich). Der Wirme-
iibergang verringert dagegen die Dichte, was bei Schwarzpulver, aufler
bei sehr festem, sogar zum Zerfallen in kleinere Korner fihrt (Vieille).
Die Verringerung des Nenners ¢ in (16) zeigt sich als scheinbare Ver-
grofierung des Zahlers, bzw, des Exponenten, was den Vieilleschen Ver-
suchen entspricht. Wenn sehr festes Schwarzpulver in einzelnen Féllen
etwas langsamer abbrannte, als dem Exponenten } in (16) entspricht,
so ist daraus zu schlieffen, dafl der Druck die Dichte doch etwas steigerte.

Ein anderer Umstand, der verhindert, daf das theoretische Gesetz (16)
rein in Erscheinung tritt, ist der folgende. Die Brenngeschwindigkeit é,
bezogen auf das Pulverkorn der urspriinglichen Dichte, ermittelt man
aus den verbrannten Pulvermengen und diese aus den entwickelten Gas-
drucken. Daraus folgt, dafi man so nur dann die wirkliche lineare Brenn-
geschwindigkeit mifit, wenn nicht durch Zerfallen von Kornern (Zer-
sprithen) plotzliche Anderungen der brennenden Oberfliche eintreten.
Zerfillt z. B. ein Wiirfel in acht gleich grofle, so wird die brennende Ober-
flache sofort verdoppelt. Bei porosem Pulver kann Zerfallen auch ein-
treten ohne sprunghafte Anderung der brennenden Oberfliche.

Fir die Zwecke der Ballistik kommt es nun gar nicht auf das theo-
retische Brenngesetz (16) an, in dem 6 und e mit den erwdhnten Unsicher-
heiten behaftet sind, sondern auf das Brenngesetz, wie es wirklich zum
Ausdruck kommt. Um das auszusprechen, fithren wir zunichst statt der
Dicke e die normierte Dicke & = ¢/d und also die normierte lineare Brenn-
geschwindigkeit & = e/d ein, und nehmen das allgemeinere Brenngesetz an

E=rc-p=. (17)
Wir nennen « den Brennexponenten, ¢ den Brennkoeffizienten. Von dem
EinfluB} der Dichte & sehen wir also ganz ab. Wir behalten aber die Mog-
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lichkeit im Auge, daBl ¢ keine Konstante, sondern eine Funktion ¢ (¢)
von ¢ ist. Die Groflen ¢ und & haben aber nur bei gleichmiBig geformten
Pulverkérnern einen bestimmten Sinn, sonst nur ihre Mittelwerte. Auch
kann man nur bei Pulvern aus gleichmifligen Kornern von der verbrannten
Pulvermenge auf die verbrannte Dicke ¢ schlieflen. Deshalb fithren wir
lieber direkt die verbrannte Menge ¢ und die , kubische** Brenngeschwindig-
keit di/d! ein. Wird dann das Brenngesetz (17) ersetzt durch:

%:q;(i)-pa, (18)
so ergibt sich wegen (14) und wegen

di de _ di

de dt dt’

die Funktion ¢ (¢) durch Elimination von ¢ aus (14) zu
p()=a(l —21e+3ped-c. (19)

Fiir die Funktion ¢ (¢) und also auch ¢ (i) ergeben sich von vornherein
Beschriankungen. Bei Blattchenpulver der Abmessungen 2d, 2d/m, 2d/n
muf} sie bei sonst gleicher Beschaffenheit des Pulvers nur von d, m, n
abhingen. Und sie mufl immer denselben Wert haben, wenn (1 —¢) 4,

d
(1—¢) pot (1—e¢) o demselben Wertetripel gleich sind, d. h. sie ist eine

bloBle Funktion dieser drei Grofien, oder auch von (1 — ¢} d und den beiden
Formfaktoren 1/m, 1/n. Die Brenngeschwindigkeit hingt also von der
GroBle und von der Flachheit des Blittchens ab. Das ist verstindlich,
denn bei einem brennenden Bldttchen herrscht in einem Punkte nahe der
Oberflache eine -um so hohere Temperatur, je kleiner und flacher es ist.
Ist schon bei einem einzelnen regelmifig abbrennenden Korn ein Brenn-
gesetz der Form (18) verstindlich, dann um so mehr bei einer Kartusche
voll Koérnern. Wir wollen nunmehr von dem Zusammenhang der Funktion
¢ (¢) oder ¢ (i) mit den Pulverkonstanten a, 4, u absehen und an
deren Stelle die Pulverfunktion ¢ (7) als fiir das Pulver bei gegebener
Kornung, Menge, Form der Ladung und Grofle des Verbrennungs-
raumes*) kennzeichnend ansehen; das ist allgemeiner, umfafit auch
unregelmiBiges Abbrennen der einzelnen Korner und Zerfallen derselben,
da trotzdem fiir die ganze Ladung ein gesetzmifliges Abbrennen statt-
finden kann.
Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall« = 1 (Charbonnier, Mache,
Schmitz):
di=e¢ (@)pdt. (20)
*) Die fiir konstanten Verbrennungsraum ermittelte Funktion ¢ (¢) darf aber nicht

ohne weiteres auf den veranderlichen Verbrennungsraum beim Schuf} iibertragen werden,
wie sich aus Untersuchungen von A. Klose ergibt.
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§ 83. Die Energiegleichung.
Dritte Hauptgleichung der inneren Ballistik

Es sei E die Gesamtenergie der Pulverladung, also E -7 die Energie,
die nach Abbrennen des Teiles 7 freigeworden ist. Sie hat dann die kine-
tische Energie T, erzeugt, dabei die Arbeit A, geleistet und es ist die Gas-
spannung | p d% iibriggeblieben, wo die Integration zu erstrecken wire
von dem in dem betrachteten Zeitpunkt bestehenden Volumen B der
Pulvergase bis zu dem Volumen beim Austritt des Geschosses aus dem
Rohre. Statt dessen integriert man bis 8 = o0 und nimmt den Fehler
mit in A; hinein. Bei der Integration nimmt man das ,,polytrope*
Gesetz an:

p BY = const.

Dann erhilt man

> a% i%  pB
fpd%:fp%”—%—;—:?%? %r:y__l.
B

Die Energiegleichung (Résal) lautet also

Pi%i_
y —1

E-e=T,+A;+ (21)

Eine polytrope Konstante y gibt es nicht, man nimmt fiir y einen Wert
zwischen dem isothermen 1 und dem adiabatischen, der stets grofler als 1
ist, z. B. y = 1,11 fir Geschiitze, y = 1,22 fiir Gewehre bei rauchlosem
Pulver. Cranz versucht y als Funktion von s zu bestimmen*). Auf
den Gleichungen von Newton (2), Charbonnier (18), Résal (21) beruht
Cranz’ ,,Vorschlag fiir eine vollstindige theoretische Losung des inner-
ballistischen Hauptproblems* (a.a. O., S.133).

§ 84. Praktische Losung (Vahlen 1941)

Bei der Pulververbrennung im Geschiitz setzt sich die frei werdende
Energie E d7 zusammen aus der Energieumwandlung d(p %), wie sie nach
§ 80 (11) fir die Versuchsbombe charakteristisch ist. Dazu tritt die innere
kalorisehe Arbeit dB, die durch die Temperaturidnderung der Pulvergase
bedingt ist; diese ist der inneren Spannung gleich, also

dB=Bdp. (22)
Ein Teil der Energie setzt sich in kinetische Energie dT des Geschosses

um, bzw. leistet mechanische Arbeit dA bei der Durchpressung des Ge-
schosses durch die Ziige. Diese mechanische Arbeit ist nach § 78 (2):

AA=Wqds=WdSB. (23)

*) Cranz, Lehrbuch der Ballistik, Erginzungsband 1936, S. 137,
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Damit schreibt sich die differentielle Energiegleichung, die an Stelle der
Résalschen Energiegleichung § 83 (21) zu setzen ist:
Edi=d(pB)+dB+4d(T +A). (24)

Aus der Bewegungsgleichung § 78 (2) folgt zunichst, wenn mit 5 d¢t = ds
multipliziert wird:

d(3ms?=dT, gpds=pd8,
also*)
dT +dA =pd%B. (25)
Fithren wir (22) und (25) in die Energiegleichung (24) ein, so erhilt man:

d(T+A+B) =3Edi

d(pB)=3Edi. | (26)

Die Gleichungen (26) geben integriert:
T: + (As —Ay) + (Bi Bi) =3E (i —d), (27)
PiBi —piy Biy = FE (1 — 1) (28)

Wie weiter unten gezeigt wnrd, sind A;, A;, B;, B;, und 7, empirisch zu
ermitteln. Die kinetische Energie

Ti=3psz,  ds=3dt (29)

1aBt sich aus Riicklaufmessungen ermitteln. Nimmt man noch die Brenn-
gleichung § 82 (20) hinzu:

di= ¢ (i) p dt, (80)
so folgt aus den Gleichungen (27) bis (30) die Lésung. Von jedem Werte-
system s, ¢, 7, p ausgehend, erhilt man das zu ¢ + d¢ gehorige, indem man
ds aus (29), di¢ aus (30), dann p + dp aus (28) berechnet, wo 7 4 d1,
s+ ds fur 4, s einzusetzen ist. Der Raumpunkt (s, 7, #) beschreibt eine
Raumkurve, die man am einfachsten im Zweitafelsystem darstellt: Auf-
ri} die (¢, £)-Kurve, Grundrifl die (s, #)-Kurve. Jedem Punkt (s,z) des
Seitenrisses ist ein Wert des Parameters p vermittelst (28) explizit zu-
geordnet. Statt (80) kann man auch das allgemeinere Brenngesetz

di =g (i, p) dt
nehmen. Bisher hat man die kalorische Arbeit B; vernachlidssigt und von
A; nur die Einpreflarbeit A, als die weitaus grofite beriicksichtigt. Bei
diesen Vernachldssigungen wiirde sich das eben skizzierte Verfahren
besonders einfach durchfiithren lassen.

In (28) ermittelt man zunachst empirisch den Druck p; , mit dem die
Bewegung des Geschosses beginnt, also den Einprefidruck. Darauf wird
das Pulverquantum E -7, ermittelt, das gerade geniigt, das Geschof} in den
Lauf einzupressen. Dann ergibt sich aus § 80 (11), da ja bis dahin die

*) Vgl. Clausius, Wiarmetheorie (1876) S. 39.
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Verhiltnisse im Geschiitz mit denjenigen der Versuchsbombe iberein-
stimmen, also aus

E ’io —_ %,‘0 Pio + Bio

der Anfangswert B; der kalorischen Arbeit.

Wihrend die Anfangswerte Pi, A, B jedenfalls empirisch zu er-
mitteln sind, ist fiir die Herleitung der Funktionen A;, B, ein indirekter
Weg vorzuzichen. Man kann durch ein Registriermanometer den Druck p,
aus Riicklaufregistrierungen den Weg s als Funktion der Zeit ¢ er-
mitteln. Dann ist auch s, also auch T und vermittelst

i 4

: di

S =7

i 0
auch ¢ als Funktion von ¢ bekannt. Man kennt also %; die Integration
von (25) liefert A, die Integration der ersten Gleichung von (26) liefert B.
Zur Kontrolle des Anfangswertes A kann man den Miindungswert von T
heranziehen. Unter der Voraussetzung, dafl dann alles Pulver verbrannt
ist, also ¢ =1 gesetzt werden darf, folgt A; aus (27).

Hat s den Wert erreicht, bei dem das Geschof3 das Rohr verlafit, und
ist noch z <C 1, so fliegt ein unverbrannter Pulverrest mit hinaus. In den
vorstehenden Rechnungen sind weiter nicht beriicksichtigt die Verluste,
die durch die zwischen Rohr und Geschof} entweichenden Gase entstehen.
Um diese Betrdge wire E in (24) zu verkleinern. Im allgemeinen sind
diese Verluste aber nicht bekannt.

Ist aber schon vorher ¢ =1, so ist von hier an d7¢ = 0, also nach (26)

d (T + A+ B)=0. DadA und dB positiv sind, ist dT negativ, T nimmt

ab. Also ist anzustreben, dafl das Pulver nicht verbrannt ist, bevor das
Geschofi das Rohr verldfit.

Aus der Mundungsenergie ergibt sich zunichst v 4+ J und daraus

M
v:m (v 4+ V) die Miindungsgeschwindigkeit, um so grofler, je

grofier M :m ist. Durch die Riicksicht auf die Materialbeanspruchung
und -abnutzung sind hier gewisse Grenzen gesetzt.

Aus (27) folgt, je kleiner A; und B, sind, desto grofler ist T,. Also ist
moglichst geringe Reibung und Wirmebildung erwiinscht.

§ 85. Losung nach Gossot und Liouville

Die geschilderte Methode bezieht sich nur auf die Annahme, da§ der
Brennexponent o = 1 ist [vgl. §82 (17)]. Da diese Annahme noch nicht un-
bestritten feststeht, verdienen Methoden Beachtung, die an einen speziellen
Wert von « nicht gebunden sind, wenn dieselben auch Vereinfachungen
anderer Art vornehmen.
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Wir setzen also jetzt das folgende Brenngesetz voraus:

ad () .
wo d@ (i) = (), das wir mit Riicksicht auf d¢ = a;s , P ———%
so schreiben: dd (4) dT \e
“ds T ( q ds) (82)
oder, wegen tmuv?=T,
RN
T\ d® (i) ( E)
(E) qds =¢ gds /]’ (33)
wenn
1 m

gesetzt wird.

Indem man p und v durch T ausdriickt, fihrt man die korrigierenden
Faktoren der Masse ein. Dem tragen wir Rechnung, indem wir in (84) m,
statt m schreiben.

In der Energiegleichung [§ 83 (21)], die wir jetzt schreiben:

L

Z:’y—l‘qu %—i_ _‘_—1 (35)
wird der kleine Bruch A/E vernachldssigt. Es wird ferner in

B=gqs—qsyd-[1—i(l—a)] (36)
fiir das zweite Glied rechts ein Mittelwert g s, eingesetzt, so daf} s, ein
kleiner Bruchteil von s, ist, der um so weniger in Betracht kommt, je
linger das Rohr im Verhiltnis zur Pulverkammer ist. Diese Entfernung
von 7 aus (36) ist um so mehr zuldssig, je mehr Pulver vor Beginn der
Geschoflbewegung verbrannt ist, je ndher 75 =1 ist. Also wird

%Zq(é‘—é‘l), (37>
dB =gqds (88)
und die Energiegleichung
d T
, 1 E | T
=T ags T E (59)

Wir fithren jetzt normierte Grofien der Dimension 1 ein durch dic Sub-
stitutionen

D6E) =Y,
L=
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und bestimmen A vermittels

C-hl-e=1. (41)
Dann werden die Gleichungen (38), (39) des Problems
1 dZ
-1
D-1(Y) = S—=1 dlgx+z )
ZIIIZ _d—Y_ —— ( dz .
ax — ldx

Durch diese Gleichungen werden Y, Z Funktionen von X und den An-

1
fangswerten Z, =0, Y, =0, X, = "3 LB,. Die Gleichungen enthalten an

Konstanten nur: erstens den Entspannungsexponenten y, der jedenfalls
nahezu den Wert 1,41 hat, zweitens den Brennexponenten «, drittens
die fir das Pulver kennzeichnende Funktion @. Demnach bestehen
zwischen den normierten Groflen X, Y, Z, X, zwei Gleichungen:

Y=Y (X, XO) H Z=2Z (Xa XO) ) (43)

in denen nur noch numerische Koeffizienten vorkommen, die also fiir
ein bestimmtes Pulver ein fiir allemal bestimmt werden kénnen. Jeder
Schufl mit gemessener Miindungsgeschwindigkeit gibt einen Punkt der
,,Flache der Geschwindigkeiten* Z = Z (X, X,). Den Druck p erhilt
man aus

dEZ E ,
P=nx T w e ()

also die Stelle X,, wo der Druck, also Z’ seinen grofiten Wert Z, er-
2

d
reicht, aus dX%‘ = 0. Die Auflésung dieser Gleichung ergibt X, als Funk-

tion von X,, eine ,, Kurve der Hochstdrucke*‘ mit rein numerischen Koeffi-
zienten; mfolgedessen wird auch Z; eine solche Funktion von X,. Jeder
Schuf m1t gemessenem Hochstdruck gibt einen Punkt dieser Kurve der
Héchstdrucke.
Die Gleichungen gelten nur, bis das Pulver verbrannt ist. Dann ist
@-1(Y) =1 und die Energiegleichung (42) wird:
1 iaz
S S 1
y—T digx — 47T (45)
und ergibt:
(1 —2Z) Xr—1 = const ,
also, da dann fiir £ = 1 der Hoéchstdruck erreicht wird:
1—2 ( X \t=7
1 _Z* B ,x*
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Fiir den Druck wird
E ,_E 1—-2Z
P—*q—h—z—'q—h X y—1), (47)
insbesondere fiir dén Héchstdruck

_E{p-—-1) 1-—2Z, )

§ 86. Losung nach Emery fiir konstante Emission

Der ilteren Annahme einer bei konstantem Druck konstanten linearen
Brenngeschwindigkeit ¢ kann man als neuere Anndherung versuchsweise
gegeniiberstellen, dafl die kubische Brenngeschwindigkeit di/d¢, also die
Aussendung der Pulvergase konstant ist. Dann ist ¢ (¢) = const, also
di

nach §85 (81), wenn 4, vernachlassigt wird, @ (¢) = f IR D-i, wod

eine Konstante ist. Nimmt man dann

1 m -
C‘E)TI/TE o l (49)

=i, |
so werden die Gleichungen § 85 (42):
1
Y == 1 4z +Z,
y—1 dlgX 50
ay dzZ\* (50)
ze 41 (4L
ax (dX)
Schreibt man diese Gleichungen
y 1 dZX:#
-8 — 0 Ny
Y X; y—1 dngX;ﬂ+ZX° ) -
~8 -8 \a
@ xgopn SR = (A2X0)"
dXX;# axX X;#
l1—a

worin f = 15w ist, so erkennt man, daB Y X;# und ZX;# blofle

Funktionen von X X;# sind. Dadurch kommt eine Art Ahnlichkeit der
Bewegungen zum Ausdruck: gleichen Werten von X X7 # entsprechen
proportionale Geschwindigkeiten. Also gilt dasselbe fiir die theoretischen
Héchstdrucke, die demnach demselben Werte von X X;# entsprechen.
Gehort der theoretische Hochstdruck zu einem Werte von Y, der grofler
ist als 1, so wird er praktisch nicht erreicht. Der wirklich erreichte Hochst-
druck ist dann der am Ende der vollstindigen Pulververbrennung, wo
also Y =1 ist, und wird wie oben erhalten aus §85 (44).
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§ 87. Ansatz zur Losung bei allgemeinem Brenngesetz
Nimmt man kein besonderes Brenngesetz an, sondern hat man empirisch
die Bezichung gefunden:
1 dt
ool —_—
l%p) di
so erhdlt man vermittelst
aT aT qds a%

p:qu = B und  di 70 N

m

i

die Differentialgleichung:
~ (B + 58) _ ¥ +3®
6 TI 7 ' T”
TVom

)

zu der die Energiegleichung [§83 (21)] kommt:

T3 _ 8 .
T y—1H(Ei—T—A)"’
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen ¥ und T
1 1
von 7. Setzt man LA Bi=B-X, T+A=E-Z, ﬁ-————=~, so
E y—1 K
Kz +x 22
wird die Energiegleichung: ¢ =gz Eliminiert man hiermit ¢
K+ax
aus dem Brenngesetz, so bekommt man:
az 2
X iz | (58 4z ’
K+ ax 32+ o)

cine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Funktion Z von X.
Es kdme darauf an, entweder die empirische Funktion & durch integrable
Funktionen zu approximieren oder die Differentialgleichung bei all-
gemein gelassener Funktion numerisch oder graphisch zu integrieren.

§ 88. Empirische Formeln von Sarrau
fir Hochstdruck und Miindungsgeschwindigkeit
Die beschriebenen Verfahren liefern, soweit sie anwendbar sind, den

Verlauf der Geschwindigkeiten und Drucke allein auf Grund der SchufB-
daten. Fir die Praxis kommt es vor allem auf Ableitung der Miindungs-
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geschwindigkeit und des Hochstdruckes an. Fiir diese hat Sarrau
empirische Formeln gegeben:
Die Miindungsgeschwindigkeit ist

f e =2y I (6A)‘/a Sr Cie =2y
Umax. = M T 7 ‘ Gs/a —y (52)
und der Hochstdruck auf den GeschoBlboden
., fa 04
Py = T TR G )" (58)
auf den Stofiboden
ki.fe, 04 G I (54)
62

Darin bedeuten M,, K und K! Konstanten, S den GeschoBweg, ¢ das
Kaliber, G und I' das Gewicht von Geschof3 und Ladung, d das spezifische
Gewicht des Pulvers, f, a, 4, 4 haben die bereits erklidrten Bedeutungen;
7 ist die Brenndauer unter konstantem Druck py; y hat bei scharfen
Pulvern den Wert %, bei milden }. Fir letztere gibt Sarrau aulerdem

die Formel
vmax.zA f_a> (P5>3/ (24) (1 _%iw . (55)

T T c

Die Formeln sind nicht homogen. Die Konstanten haben Dimen-
sionen; ihre Zahlenwerte hingen von den zugrunde gelegten Maf-
einheiten ab. Nimmt man mit Sarrau Dezimeter, Kilogramm, Sekunden,
so wird:

log My, = 349425, log K = 8,961, log K! = 4,25092,
log A = 8,16767, log® = 3,18878.

Die Formeln dienen auch umgekehrt dazu, die sonst schwer bestimmbare
Brenndauer t zu ermitteln. Der Druck wird gemessen am Stoflboden des
Rohres, wihrend hier nach (53) der Druck am Geschof3boden genommen
wird. Diese Drucke sind etwas verschieden wegen der Bewegung des
(verbrannten und unverbrannten) Pulvers. Es muf die Beziehung zwischen
beiden ermittelt werden. Nimmt man, wie {iblich, an, dafl diese Be-
ziehung nur vom Geschofigewicht und vom Ladegewicht abhingt, so
kann sie nur in einer Beziehung zwischen dem Verhiltnis der beiden
Drucke und dem Verhiltnis der beiden Gewichte bestehen, da aufier
diesen zwei dimensionslosen Monomen keine von diesen unabhingigen
gebildet werden kénnen. Gossot und Liouville nehmen iiberdies an,
daBl das erste Verhiltnis einer bloflen Potenz des zweiten proportional
ist, und finden, dafl 0,3 eine gute Anniherung fiir den Exponenten
glbt wahrend Sarrau 70,25 genommen hatte, wie ein Vergleich von (53)
mit (54) ergibt.
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§ 89. Empirisches Verfahren
von Vallier, v. Zedlitz und Heydenreich fiir den Druckverlauf
Hat man nach diesen Formeln oder auch empirisch den Hochstdruck

p. gefunden, so kann man nach Vallier den Druckverlauf angenihert
finden wie folgt.

Wir fithren die normierten Variablen ein:

r . t

—_— = , — =T . 56

Px Lx (56)

¢ erreicht sein Maximum 1 bei 1 — 7 = 0. Also besteht eine Entwicklung
1 ——6:%(1 — T4 e

in der § die Gipfelkriimmung der (g, 7) - Kurve, der normierten Druck—Zeit-
Kurve ist. Bis auf Glieder dritter Ordnung ist nun

1——2—(1 — Pt ===l +(1—7)+ 31—+ P

Also kann man annehmen:
6 = (rell=-9)8, (57)
Diese Kurve hat iiberdies die Eigenschaften fiir kleine 7 zu wachsen
wie eine Potenz von 7, vom Maximum bei 7 = 1 an abzufallen, wie eine
Adiabate und sich der Achse ¢ = 0 asymptotisch zu nihern. Bei zweck-
mifliger Bestimmung von g soll sie die Druck—Zeit-Kurve mit guter An-
niherung wiedergeben. Da diese Kurve anfinglich steil ansteigt (s. Abb. 50
§72), miifite § <1 sein, wihrend Vallier 8 > 2 angibt. Die Kurve (57) ist
also jedenfalls am Anfang eine schlechte Anndherung. Ist so oder besser
empirisch (Heydenreich) die normierte Druck—Zeit-Kurve, also die
Funktion ¢ von 7 gefunden, so ergibt sich

‘(rzf&d'z: 1
Px it
0

t t

m . m
dt = fsdt = v
ff’ 9Puti s 97 b

0

und (58)
a:ff&dtdt:———m—?s
qPs by
0 0
Also wird
vt @
sh=5
oder
vt _ ot (59)
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und
1 mo?
2 gs 1 g2
T 20

Die Grofle §mov?s = T/s ist die ,mittlere Triebkraft" zur Zeit ¢, die
Grofle T/gs der ,mittlere Druck®, ihr Verhiltnis zu p, ist der normierte
mittlere Druck zur Zeit £. Seinen Wert an der Miindung bezeichnet
Vallier mit 1/y.

Ist ein Quadrupel zusammengehdoriger Werte fiir p, v, s, ¢ beobachtet,
z. B. an der Miindung, so kann man aus den Vallierschen oder Heyden-
reichschen Tabellen der Funktionen ¢, 6, o, }06%0, 6t/o der zwei
Variablen 7, 8 den Wert von f entnehmen. Es miissen nidmlich die
Spalten fiir

s, 1# e
’ 2 ¢’ g
in derselben Zeile nach (56), (59) die beobachteten Werte von
P T:s vt
T M
enthalten, % ist die mittlere Geschwindigkeit zur Zeit ¢, v: -j— eine nor-

mierte Geschwindigkeit.
Hat man keine Beobachtung, so empfiehlt Vallier die empirische
Formel
B _ 1

T, T
die aber fiir sehr milde Pulver versagt.

Dem Verfahren liegt die Annahme zugrunde, dafl zwischen den
normierten Variablen ¢ und  eine nur von einem Parameter (f) abhingige
Beziehung besteht, d. h. daf} die normierte Druck-Zeit-Kurve durch ihre
Gipfel-Kriimmung bestimmt ist. Die empirischen Tabellen von Heyden-
reich bestitigen die annihernde Richtigkeit derselben. Die Beziehung (57)
kann nur als eine angeniherte Darstellung dieser Beziehung gelten. Das-

selbe gilt von der v. Zedlitzschen Annahme einer Beziehung der Form

1

5 =@ + b s—n, die sich aber den Heydenreichschen Tabellen besser

anschmiegt*), da sie mehr Parameter enthilt. Die Tabellen selbst sind
das Wesentlichste, Annaherung durch irgendwelche Formeln ist von unter-
geordneter Bedeutung. Fiir den Exponenten » gibt v. Zedlitz die empi-
rische Formel:

n = 100,0767_2( r )‘A E/s Iéa Y, .

P4 Smind.

*) Artilleristische Monatshefte 1910, S. 157.
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Der gesamte Geschoflweg im Rohr, $pgnq., ist in mm, der Héchst-
druck p, in kg/cm?2, das Kaliber in cm, die Energie E in Metertonnen,
bezogen auf 1 kg Pulver, zu nehmen.

§ 90. Temperaturen und Rohrbeanspruchungen

Uber die beim Schufl erzeugten Erhitzungen und Beanspruchungen
des Rohres ist bisher wenig Sicheres bekannt. Die Temperaturen der
Pulvergase ergeben sich aus Druck und Volumen angenihert nach der
van der Waalsschen Gleichung®). Die Beanspruchung eincs Rohrteiles

3
im Abstand K Halbkaliber von der Seelenachse ist 110K proportional.

Dic duleren Schichten, etwa von K=1,5 ab, werden deshalb zu wenig
ausgenutzt. Darum geht man, wenn es auf hohe Drucke ankommt, zu
Mantelrohren iiber: jeder Mantel, heifl auf den nichstinneren aufgezogen,
steht nach Erkalten unter einer Temperaturspannung. Die Mintel sind so
zu dimensionieren, dafl sie moglichst gleichmiBig beansprucht werden**).
Bei milden Pulvern kann, gegeniiber scharfen, die Beanspruchung fast
auf die Hilfte sinken, wihrend, wenigstens in langen Rohren, dieselbe
Miindungsgeschwindigkeit erzielt werden kann.

Sechzehntes Kapitel

Ballistische Wahrsdheinlichkeitsrechnung
§ 91. Abweichungen oder Fehler

Eine Anzahl Schiisse, unter gleichen Anfangsbedingungen abgegeben,
werden den theoretischen Zielpunkt P° nicht treffen, sondern die Auf-
schliage Py, P,, ..., P, werden sich um denselben herum gruppieren.
Und zwar werden in der Nihe von P° mehr Aufschlige liegen, als in
weiterer Entfernung. Nach welchem Gesetze das stattfindet, lehrt das
Gauflsche Fehlergesetz, das wir weiter unten aussprechen und in § 94
beweisen werden.

Die Abweichungen der Schilsse P; (i == 1, ..., n) von P? rithren davon
her, daf erstens kleine Unregelmifligkeiten in den Anfangsbedingungen
auftreten, dafl zweitens die Geschosse etwas verschieden sind und in
ihren Bahnen verschieden durch Luft und Schwerkraft beeinflufit werden.
Uber die Trennung dieser Einfliisse siche weiter unten.

Man muf} Seitenabweichungen 4 y®und in horizontalem Gelinde Langen-
abweichungen A x°, auf einer vertikalen Scheibe Hohenabweichungen A 2°

*) S. z. B. Enzyklopddie der math. Wissenschaften V, 1, S. 669.
**) Kaiser, Geschiitzrohre. Wien 1892.
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unterscheiden. Um uns von diesen speziellen Annahmen unabhingig
zu machen, und um den Einflul von geneigtem und unebenem Gelinde
auszuschalten, denken wir uns zu jedem Schuf8 P; diejenigen Anderungen
der Seitenrichtung &; und der Hohenrichtung #; berechnet, die ihm theore-
tisch entsprechen. Also bestimmen sich &; und #; aus [vgl. §43 (11)]
A4y°  Ax®
b= s e = (otg |00] — tg @) 7. (1)

Wir nennen &;, 5; die ,normierten‘ Abweichungen (Fehler). Die
Groflen &, 7, reprisentieren also die Abweichungen der Schufibahn
an Stelle der Abweichungen der Aufschlige P,, die noch von der Form
des Geldndes abhingen.

Das GauBsche Fehlergesetz besagt nun: Bei einer hinreichend grofien
Anzahl #n von Schiissen ist die Anzahl der Schiisse mit einer Seiten-
abweichung zwischen & und & 4 4§ gleich

nAh: e~ MEAL. (2)

7T

Das bedeutet also, dafi die Anzahl erstens der Grofle des kleinen Inter-
valls 4 & proportional ist, und daf sie
zweitens mit wachsendem £ sehr stark
abnimmt, ndmlich wie die Exponen-
tialfunktion ¢~*#' (Abb. 51). Dieses
Abnehmen der Anzahl mit der

Grofle der Abweichungen wird um _ & « —
so starker sein, je grofler k ist. Bei

einem sehr prazisen Schieflen, wo Abb, 51

also die Aufschlige sich dicht um

den Zielpunkt P° lagern, wird h grof3 sein: k ist also eine von der
Prazision des Schieflens abhingige Konstante, das Prdzisionsmaf fir
Seitenrichtung. Ebenso ist

ey

n-

e~¥1 Ay ®)

7T

die Anzahl der Hohenabweichungen zwischen # und % + 4n; & ist das
Prizisionsmaf fiir Héhenrichtung. Aus den Anzahlen (2) und (3)
erhilt man

n.L e—h’E’AE-Loe—k"l’An =N hk
JT JT T

e~WE-Ea AL Ay (4)

als Anzahl der Schiisse, die eine Seitenabweichung zwischen & und & 4- 4§
und zugleich eine Héhenabweichung zwischen % und 5 + 4% haben.
Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 15
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§ 92. Abzihlung

Denken wir uns in einem kleinen Abstand Eins vom Anfangspunkt
der Schuflbahn senkrecht zur Anfangstangente eine Ebene, so werden die
zu den Punkten P, gehorigen Schufibahnen mit ihren Anfangstangenten
Punkte 11, in dieser Ebene bestimmen, die wir die ballistischen Bild-
punkte nennen wollen. &;, %, sind die rechtwinkligen Koordinaten von 11,
I7° der Anfangspunkt. Auf diese Weise denken wir uns zu einem irgend-
wie begrenzten Ziel das ballistische Abbild in der &-5-Ebene hergestellt.
Dann ist es leicht, die Anzahl der Schiisse anzugeben die auf eine be-
liebig begrenzte, ebene oder unebene Zielscheibe fallen. Sie ergibt sich
durch Summation von ( ) iiber das ballistische Abbild, ist also gleich

ff e~WE-Fa dEdy . (5)

Diese Formel enthilt (2), (8), (4) als Spezialfille in sich. Denn integriert
man von & bis § + A&, und von 5 bis 5 + A7, so erhilt man (4). Integriert
man von & bis & + 4¢, und von 5 = —oo bis § = 400, so erhilt man

too
ni_ 'e—h’f’-A§-i_fe—k'"'d1}; '
14 &

JT

das stimmt aber mit (2) {berein, denn es ist
rr
nwfe—k’ﬂ’dnzn, (6)
Vr

da nach (3) die Zahl links die Anzahl der Abweichungen # zwischen — oo
und 4o bedeutet, also gleich # ist. Integriert man von # bis n 4+ 47n
und von & = — oo bis -+, so erhilt man ebenso (38).

Integriert man iiber ein Rechteck von £ & = 0 bis 2§ = Z, und von
ky =0 bis k9= H, so erhilt man

. nio(E)teH), (N
wobei die Funktion ¢ (f) definiert wird durch a®

%fe—t’dtzétp(t). - ()

Fiir die Funktion ¢ (f) sind Tabellen berechnet worden*).
"H
Bezeichnet man die Anzahl (7), die zum Punkte I = ( W k) gehort,

kurz mit [£ H] oder mit [[T], so erhilt man auch die Anzahl in einem

*) S, z. B. Cranz, Ballistik Bd. 1 (1925) S. 675.
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beliebigen Rechteck mit den Ecken (Z, H), (£, H'), (&, H), (&', H'),
namlich

[EH]—[&'H]+[E'H]—-[EH]]|. (9)
Allgemeiner, das Zielgebiet sei ein Polygon I II'II" ' ... dessen

Seiten abwechselnd der &- und der #-Achse parallel seien, dann liegen in
dem Zielgebiet (Abb. 52):
L] =]+ ") =] + -] (10)

Schiisse. Das ergibt sich, wenn man das Gebiet durch Parallelen zur
&-Achse (oder zur #-Achse) in Rechtecke zerlegt
und auf jedes den Satz (9) anwendet.

Ein krummlinig begrenztes Gebiet kann man
durch ein solches Polygon beliebig gut approxi-

mieren und danach die in dasselbe fallende Schuf3- -
zahl nach (10) berechnen. Man kann II, IT”, Tor

v, ... auf der Begrenzung, und von IT’,
1774 3 . . -
I, ... erstens keinen im Aufleren, zweitens
keinen im Inneren wihlen, dann erhilt man
durch (10) erstens eine untere, zweitens eine r

obere Grenze fiir die gesuchte Anzahl, und damit

ein Urteil Giber die Genauigkeit der Anndherung.

Zur Verminderung der Rechnung wird man in Abb. 52
Hinblick auf (7) die Punkte so wihlen, daB

jedes @ (Z,) und jedes ¢ (H,) moglichst oft zur Verwendung kommt.

Auflerdem lassen sich Doppelintegrale wie (5): —Z— f f e~ F-H 4R 4H,

deren Integrand blofi von der Entfernung JZ2 -+ H? abhingt, durch
hierfiir eingerichtete Polarplanimeter ermitteln*).

§ 93. Wahrscheinlichkeiten

Wir haben bisher nur von Schuflanzahlen gesprochen, weil diese
das primédr Gegebene sind. Wir fithren jetzt die ,,Wahrscheinlichkeit**
ein. Dieses Wort findet sich ldngst in der Sprache, ehe Mathematiker
und Philosophen sich damit befait haben. Wir wissen, was die Worte be-
deuten: ,,Es ist wahrscheinlich, dafi ...* Ich betrachte daher ,,Wahr-
scheinlichkeit* als Grundvorstellung ebenso wie GewiBheit, Unsicherheit
u. dgl. Wir haben in dieser Beziehung eine zweite Grundvorstellung, die
wir dahin ausdriicken wollen, dafl wir sagen: Wahrscheinlichkeiten sind
,vergleichbar. Das heifit, es hat einen Sinn und wir wissen, welchen
Sinn es hat, zu sagen: ,,Dies ist wahrscheinlicher (oder ebenso wahrschein-
lich) als jenes*’. Damit ist natiirlich nicht gesagt, dafl wir imstande sind,
stets diese Entscheidung zu treffen.

*) S. z. B. Enz. d. math, Wiss. II}, 1. Halfte S.131.
15%
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Die Vergleichbarkeit besteht also in der Anwendbarkeit der Worte
und Zeichen =, >, <.

DafBl die Vergleichbarkeit noch nicht die Meflbarkeit nach sich zieht,
kann man sich z. B. klarmachen an der Hérteskala der Mineralien: Man
kann wohl sagen, Diamant ist hirter als Quarz, aber man kann nicht sagen,
er ist so und so viel mal so hart.

Wir nennen ein Ereignis 4 von einem Ereignis B ,unabhingig®,
wenn nach dem Eintreten von B die Wahrscheinlichkeit von A dieselbe
ist wie vorher. Wenn nichts anderes gesagt ist, werden im folgenden
Ereignisse als unabhingig voneinander angesehen.

Wir legen den Wahrscheinlichkeiten zunidchst die Eigenschaft der
,,Addierbarkeit* bei: Die Gesamtwahrscheinlichkeit, dafl entweder das
FEreignis 4 oder das Ereignis B eintritt, ist die Wahrscheinlichkeit von A
und die von B zusammengenommen. Wihlt man die Ereignisse A und B
gleichwahrscheinlich, so bekommt das Ereignis ,,4 oder B* die doppelte
Wahrscheinlichkeit. Sind A, B, C gleichwahrscheinlich, so hat das Er-
eignis ,,4 oder B oder C** die dreifache wie A, usw. So kommt man zu
dem Begriff der Wahrscheinlichkeit, die das k-fache einer anderen ist, fiir
jede natiirliche Zahl k. Es hat jetzt einen Sinn zu sagen: eine Wahrschein-
lichkeit ist k-mal so grofl wie eine andere. Dies ist also lediglich eine
Folge der vorausgesetzten Addierbarkeit.

Unter Meflbarkeit versteht man nunmehr das Bestehen des Archi-
medischen Axioms, das im vorliegenden Fall lautet: Fiir beliebige
Ereignisse 4 und B gibt es stets ein Vielfaches der Wahrscheinlichkeit
von A, das grofler ist als die Wahrscheinlichkeit von B. Man erkennt,
daf}, um dies auszusprechen, die Vergleichbarkeit und die Addierbarkeit
bestehen miissen.

Das Archimedische Axiom besteht fiir Wahrscheinlichkeiten meistens,
aber nicht immer. Z. B. sind die Wahrscheinlichkeit, daf} eine beliebige
ganze Zahl prim ist, und die Wahrscheinlichkeit, daf} sie gerade ist, nicht
miteinander mefBbar; aber die erste ist meflbar mit der Wahrscheinlich-
keit, daf} eine beliebige ganze Zahl das Doppelte einer Primzahl ist.

Nach Einfithrung der MefBbarkeit miissen wir noch eine (Finheits--
wahrscheinlichkeit wihlen, an der alle anderen gemessen werddn kénnen.
Als solche wihlen wir die ,,GewiBheit*, d. h. die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses, das gewif ist. Dieser Wahrscheinlichkeit legen wir will-
kiirlich die Zahl Eins bei.

Betrachten wir jetzt ein Ereignis 4 von n gleichwahrscheinlichen und
es sei gewi}, dafl von diesen % eins eintritt. Z. B. ist es gewi}, mit einem
Wiirfel eine der Zahlen 1 bis 6 zu werfen, und diese sechs Ereignisse sind,
wenn nichts anderes bekannt ist, gleichwahrscheinlich. Ist w die Wahr-
scheinlichkeit eines dieser n FEreignisse, so ist wegen der Addierbarkeit
n-w die Wahrscheinlichkeit, dafl eins der » eintritt. Und da dies die
GewiBheit sein soll, so folgt nw =1, also w = 1/n.
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Greifen wir unter den » gleichwahrscheinlichen Ereignissen i heraus,
z. B. beim Wiirfel die drei Ereignisse, eine gerade Anzahl zu werfen. Die
Wabhrscheinlichkeit, daf eins dieser ¢ Ereignisse eintritt, ist wegen der
Addierbarkeit gleich 7-w, also gleich #/n. D. h. die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl von # gleichwahrscheinlichen Ereignissen eins aus 7 bestimmten
eintritt, ist gleich 7/, das Verhiltnis der Zahl ¢ der giinstigen Falle (Treffer)
zu der Zahl n der mdéglichen Fille.

Dieses Verhiiltnis 7/z wird oft als die Definition der Wahrscheinlich-
keit hingestellt. Es ist so wenig die Definition derselben, wie m g die De-
finition des Gewichtes ist. Es ist vielmehr das Maf3 der Wahrscheinlich-
keit. Um aber dies Maf} aufzustellen, mufl man den Begriff der Wahr-
scheinlichkeit vorher haben und die Mefibarkeit etwa wie im vorstehenden
begriinden. Nachdem aber dieses Maf} i/n gewonnen ist, kann man es durch
Grenziiberginge auf Fille ausdehnen, in denen # und ¢ nicht mehr end-
lich sind. Z. B. ist } die Wahrscheinlichkeit, dafl ein beliebig auf dieser
Seite gewidhlter Punkt im oberen Drittel liegt, und } die Wahrscheinlich-
keit, daf} eine beliebig gewihlte ganze Zahl gerade ist.

Die unter (2), (3), (4), (5), (7), (9), (10) angegebenen Anzahlen bedeuten
jetzt, durch die Schufizahl #» dividiert, ,,Treff-Wahrscheinlichkeiten®,
z. B. bedeutet nach (7)

¢ (RE) (k)
die Wahrscheinlichkeit, ein Rechteck mit den Ecken (4 &, - ) zu treffen.

Ist a die Wahrscheinlichkeit, dafl A eintritt, und & die, dafl Nicht-A4
eintritt, so ist a + & die Wahrscheinlichkeit, dafi 4 oder Nicht-A eintritt,
alsoist a-+b=1b=1— a.

Ebenso seien a’, §” =1 — a’ die Wahrscheinlichkeiten fiir 4’ und
Nicht-4’.

Wie grof ist die ,,zusammengesetzte’* Wahrscheinlichkeit, dafi A4
und A’ eintritt? Ist a=1i/n, a’ =i'/n’, also nn’ die Zahl der moglichen,

?

S — - I .1t
i1’ die Zahl der giinstigen Ereigniskombinationen, so ist o =aad

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,, 4 und A4"*‘. Ebenso ist a b’ die
Wahrscheinlichkeit von ,, 4 und Nicht-A'*‘; b4’ die von ,Nicht-4 und
A" b’ die von | Nicht-4 und Nicht-4'“. In der Tat ist

aa’ +ab +ba 48 =(at+b)(a+)=1,

wie es sein muf}, da von den vier Ereignissen ,,4 und A"*, ;|4 und Nicht-4"*,
,,Nicht-4 und A4'*, | Nicht-4 und Nicht-4"* eins sicher eintritt.

Wir fassen zur Abkirzung die Ereignisse 4 und Nicht-A zusammen
in €4 (e= -+1), und ihre Wahrscheinlichkeiten in a(¢). Dann ist

a () () -a" () a0 ()

die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Ereignisses ,,64 und &' 4’
und &' A4"” ... und ¥ -V ¥ -1
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Fir e= 41, ¢ =41, ..., é¥-Y = 11 erhilt man 2¥ solcher
zusammengesetzter Ereignisse, von denen eins gewif} eintritt. Die Summe
ihrer Wahrscheinlichkeiten > aa’ ... ist gleich

=41, &' =41. ...
(@a+0)(a +0)... (@¥ D4 p&-1),
also in der Tat gleich Eins.

Handelt es sich um N gleichwahrscheinliche Ereignisse,

a=a = ...=ad¥"D,

z. B. um die N-malige Wiederholung desselben Versuches, dessen Gelingen
(Mifllingen) das Ereignis 4 (Nicht-A) ist, so geben die Glieder der Ent-
wicklung (a 4 b)Y, also a®bf, die Wahrscheinlichkeit, dafl A4 «-mal,
Nicht-A f-mal eintritt, wo z 4 f= N ist. a*b# ist diese Wahrschein-
lichkeit bei einer bestimmten Reihenfolge des 4 und Nicht-4. Die

- . . . N ..
Wahrscheinlichkeit, dafl irgendeins dieser al Bl Ereignisse ,,a-mal 4,

B-mal Nicht-A4* eintritt, ist die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten, also

N1
_&!—ﬂ_!— a® bf . (11)
Dasjenige dieser zusammengesetzten Ereignisse hat die groSte Wahr-
scheinlichkeit, fiir das (11) am grofiten ist. Soll (11) grofer sein als der

- 1
vorhergehende und als der folgende Ausdruck, so miissen P j: . —g— und
a_gl -%_2_1 sein; d.h. ba—af=Na— a= Nb— B mul zwischen

a und — b liegen, also seinen absolut kleinsten Wert haben. « undg sind
also die nichsten ganzen Zahlen an N-4 und N-b. Unter einer grofien
Zahl N von Versuchen ist also das N-ag-malige Eintreten von A, bzw. das
N-b-malige Eintreten von Nicht-4 am wahrscheinlichsten (Bernoullisches
Gesetz der groflen Zahlen).

Nimmt man fiir grofle Zahlen niherungsweise a = Na, = Nb,
und nach Stirling

v = [M) yemw o
L 7 ) . \f‘f

so ergibt sich aus (11) fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl das Ereignis A

unter N Versuchen gerade N-a-mal eintritt:
R (13)
V27N ab

§ 94. Das Fehlergesetz

Bei einer Messung sei die kleinste in Betracht kommende Grofle d
(mm, mg, sec oder dgl.), der kleinste Fehler -+ §/2. Es mogen 2 N Fehler-
quellen wirken, deren jede mit gleicher Wahrscheinlichkeit den Fehler
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+ /2 wie — 8/2 ergeben kann. Der zusammengesetzte Fehler liegt also
zwischen + N d und — N 6. Ein Fehler von der Grofle 7 § (— ¢ 8) kommt
zustande aus « == N -+ 7 Elementarfehlern der Grofie 4 6/2 (— 6/2) und
B = N — 7 Elementarfehlern der Gréfile — 6/2 (4- 6/2). Ein Fehler vom
absoluten Betrage 7 d hat also [nach (11)], da a =& = 1 ist, die Wahr-
scheinlichkeit

(2N)! 1
(N )l (N =4 2% (14)
Ist ¢ das Maximum dieses Betrages, so ist nach (18)
_ (2N)v! 1 1 (15)

NiZ 9% YanN
Um die Stirlingsche Formel nicht vorauszusetzen, wollen wir (15) direkt
beweisen. Es ist:

2

- 2N (2-4:6 ... 2N)?
1

Ton—1 2N (1-8-5... 2N —1))®
N12-928 Npow 1

- @ N TR Y Y TERP I
2-4:6...2N

Anderseits konvergiert bekanntlich das Produkt $-%-4 ...

2-4-406--
335 5

2N
2N —1
gegen den Wert 37z (Wallis). Also ergibt sich 172 N = 1/¢c2, woraus
(15) folgt. .
Um nun die Wahrscheinlichkeit (14) des Fehlers ¢J als Funktion
von 7 6 darzustellen, setzen wir sie zunidchst in die Form
N2 _NWIN—=-1)(N=2)... N—1i+1)
NI )N T WO+ ... ™V +9
Die logarithmische Anderung dieses Ausdrucks (16), wenn 7 um 1, also 7 6
um A7 8 = & wichst, ist bis auf Glieder hoherer Ordnung in 1/N:
1

(16)

o N—i =% 20 268448 A3§)®
S NFi+1 ¢, i+1 N T N& T Ne
14
N
Daraus folgt durch exponentielle Integration fiir {16) der Wert
@y
ce N&

wobei der Wert der multiplikativen Integrationskonstanten ¢ sich fiir
1 8 = 0 ergibt; ¢ hat also den in (15) angegebenen Wert. Setzt man noch

10=1t = h?, so erhilt man

D ewe gy (17)
JT

N o2
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als die Wahrscheinlichkeit des Fehlers £. Das ist das Gauf3sche Fehler-
gesetz. Ist nun A7 nicht Eins, sondern eine ganze Zahl, die aber, wie
auch 7, klein ist gegen N, so bedeutet (17) die gesamte Wahrscheinlich-
keit, dafl der Fehler {6 =1¢ einen der Werte (1 4-1)6, (1 +2) 6, ...
(¢ + 4i) 6 hat, daf} er also zwischen ¢ und ¢ + A¢ liegt. Von unstetigen
Groflen geht man nun in bekannter Weise durch einen Grenziibergang
zu stetigen iiber. Wir lassen ¢ klein, N und 7 grofl werden, ohne daB
N6%2=1/h% 6=t ihre Werte dndern. Dann ergibt (17) das GauBsche
Fehlergesetz.

§ 05. Prazisionsmafl. Fehlermittel

Die Ermittelung von Treff-Wahrscheinlichkeiten nach (5) setzte die
Kenntnis der Prizisionsmafie & und %2 voraus. Diese miissen empirisch
ermittelt, d. h. erschossen werden.

Dazu werden in verschiedener Weise aus den Fehlern &, &, ..., &,
(bzw. 7y, 7, ..., 1.) Mittel gebildet und zu den Prizisionsmaflen A
(bzw. k) in Beziehung gesetzt. Je grofler das PrizisionsmaB, je mehr
liegen die Schiisse beisammen, je kleiner ist irgendein Mittel.

Naturgemifl sind diese Mittel nur aus den absoluten Betragen |&],

1€, -.., &, zu bilden.
Ist S(&], |&], -.., |éa]) eine homogene symmetrische Funktion,
so wird durch die Gleichung
S&I, 1&], - &) =S(u,pn, ..., 1)

cin Mittel u definiert. Die wichtigsten, durch die sich alle anderen Fehler-
mittel ausdriicken lassen, sind die Potenzmittel u,, definiert durch:

Slafr=mn-p. (18)

In der Summe kommt jeder Fehler so oft vor, wie durch das Fehlergesetz (2)
angegeben wird. Also ist

+ 00 o0
h o s 2 .
r— " # dE =27 ro— R JE 1)
“ anlfl eHdE = f& o= i 12
— 00 0

Setzt man A2£%2 = ¢, so wird

#':hrﬁ.

Es ist also:

(20)
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Da die Werte der Eulerschen I'-Funktion bekannt sind, kann demnach %
aus jedem der Mittel u, berechnet werden. Z. B. wird:

1 = 1
_V"n‘* H M2 _Vg 1
p#y heifit der ,,durchschnittliche®, u, der ,mittlere** Fehler.
Wenn man den Wert von y,, statt genau aus (19), angenihert nimmt

aus (18), so begeht man einen Fehler. Der mittlere Fehler dieser Er-
mittlung betrigt

Mt h= usw. (21)

RNV

Y Vo
und ergibt sich fiir r=1 2 3
bzw. gleich ]}—n mal 0,754... 0,705. .. 0,736. ..

Also ist die Bestimmung von u,, also auch die von % aus u, die genaueste,
wenigstens bei ganzen 7. Besonders einfach ist die Berechnung von u,.

Wir hatten die Fehler u, berechnet aus den Seitenabweichungen &,
der Punkte II; von dem ,,wahren* Treffpunkt II°. Diese Fehler &; heifien
daher die ,,wahren‘ Fehler. Die wahren Fehler sind aber nicht bekannt,
da der wahre Treffpunkt /7° nicht bekannt ist. Wir nehmen statt dessen
den Punkt II,, den ,Mittelpunkt der Fehler’, mit den Koordinaten:

5O=Zn§£, %ZZ"Lﬁi‘» (22)

dessen Lage bekanntlich vom Koordinatensystem unabhingig ist. Wir
nennen I7, den ,scheinbaren‘ Treffpunkt und die Fehler gegen ihn die
,,scheinbaren®, die mit &/, 5,/ bezeichnet seien. Also ist

& =& —&, N =0 — "o, (28)
>4 =0, >0’ =0. (24)
Da die Fehler & vermoge (28) bekannte Funktionen der Fehler £ sind,

muf} sich auch der mittlere Fehler u,’” der &' berechnen lassen. Zu dem
Zweck beachten wir folgende Gleichungen:

25.‘12 + 2_2.551 &' = (2 §&)2=0,

also I
SE —E)r=n2E",
also N (25)
‘2,(5-' — &= —¢&)r=n &
und <!
(& —E&)2=(n—1)2&2—>&¢;.

i<y
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Unter Vernachlissigung der jedenfalls kleinen Summe > &, &; ergeben
die beiden letzten Gleichungen:

nepi=m—1)-u;, (26)
oder
. Egila .

zur Berechnung des mittleren aus den scheinbaren Fehlern.
Da nach (26) der mittlere Fehler der &/ sich zu dem der &, wie

Jn —1: Vn verhilt, verhalten sich nach (20) die Prazisionsmafle um-
gekehrt und die durchschnittlichen Fehler ebenso. Also ist

AR
n Ya—T)
die Formel zur Berechnung des durchschnittlichen Fehlers aus den schein-
baren.
Betrachtet man die 3 # (n —1) Differenzen &’ — &/ als die beob-
achteten Gréflen, die eigentlich Null sein miifiten, so ist nach (25) deren
mittlerer Fehler

éni;z_— 5,1 SEoEE . Zéi’f —V2p =1, (29)

(28)

also gilt auch fir die durchschmtthchen Fehler

2161 1 D& &
n 1/2 inm—1) (80)
zur Berechnung aus den Differenzen lfz — &/ \'(“
Werden die Differenzen &,/ — &;| nicht alle, sondern z. B. nur die
n — 1 sukzessiven |£; — &/, | genommen, so ist der Nenner in {30) ent-
sprechend zu verkleinern.
Fehlerfortpflanzung., Haben die beobachteten Gréflen x, y die
scheinbaren Fehler &, #, so hat eine beliebige Funktion f (x, ¥) den Fehler

ai=gle+ 3ty | 1)

Die Fehler werden also wie kleine Groflen (leferentiale) behandelt. Liegen
fiir &£ die Werte &, &,, . . ., &, vor, fiir 9 die Werte 5y, s, . . ., B, dann wird
das m n -fache Quadrat des mittleren Fehlers von § nach (18) und (24) gleich

Z‘( oF ¢ + 2 of ) _(%)2.mz§i2+(%)2n2m2’ 9

also das Quadrat des mittleren Fehlers von f gleich

WA e

n m

Entsprechende Formeln gelten, wenn { von mehr als zwei Groflen abhingt.
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Sind x;, %,, ..., x, mit gleicher Genauigkeit beobachtete Werte
einer und derselben Gréfle, also ihr mittlerer Fehler derselbe, u,, so ist
der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels der #n Beobachtungen nach

(88) gleich -
[ o

Also: Die Prazision des arithmetischen Mittels wichst mit der Quadrat-
wurzel aus der Beobachtungsanzahl.

§ 96. Fehlerwahrscheinlichkeiten. Hochstfehler. Ausreiffer

Es sei — @, ... 4 @, ein Intervall, aulerhalb dessen nur 1/ der samt-
lichen n Fehler liegen, also 1/r die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Fehler
absolut grofer ist als @,. Insbesondere ist @, die Grenze, ober- und unter-
halb deren die Halfte der Fehler liegt oder ober- und unterhalb deren
ein Fehler mit derselben Wahrscheinlichkeit 1 liegt. @, heifit der ,, wahr-
scheinliche* (50%,ige) Fehler.

Die Bestimmung von @, durch Abzahlung der Felder nach der Grofle
ist natiirlich nur ungenau. Sind die Fehler genau nach dem Fehlergesetz

verteilt, so ist:
(-]

2h e-MEJE = l,
V. ”

@y

(=]

%fe-m:}- (35)
- 7:';,-"’ .

Fiir » = 2 erhilt man ;
, @y h = 0,4769863. .. .
Bei bekanntem Prizisionsmaf} 148t sich hieraus der wahrscheinliche Fehler
berechnen.
Daf} oberhalb @, noch ein Fehler liegt, hat die Wahrscheinlichkeit 1/z.
Dieses @,, heiit der wahrscheinlichste Hochstfehler. Es gehort zu

m= 2 100 1000 10000
Y 289 3883 503 5,77.
Wy

Als Ausreifler bezeichnet man Schiisse, deren Abweichungen (Fehler) ent-
weder ein bestimmtes Vielfaches von @, ibertreffen (Mazzuoli), oder deren
Wahrscheinlichkeit unter einer bestimmten Grenze liegt (Chauvenet,
Vallier, Heydenreich). Beide Bestimmungsarten sind gleichartig. Denn
ist nach der ersten A, ®, die Ausreiflergrenze, so bestimmte man s# aus

@Dy = Ap @y .
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Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Ausreiflers ist also kleiner als
1/sn. Chauvenet nimmt @&,,, Vallier &,:, Heydenreich Do -1y als
Ausreiflergrenze, also bzw. den Hochstfehler fir 2#, n2 2 (n — 1) Schiisse
als Ausreiflergrenze fiir » Schiisse.

§ 97. Streubreite, -tiefe, -zeit

Die Schufitafeln geben zu jeder Erhohung die 50°/,ige Streubreite, d. h.
das Intervall, innerhalb dessen 50°, der Schiisse liegen, also das Doppelte
der oben mit @, bezeichneten Gréfle. Ebenso wire z. B. die 989%,ige
Streubreite das Doppelte der mit @y, zu bezeichnenden Grofle (= 8,5 - @,);
denn oberhalb @, liegen wahrscheinlich nur noch g5 = 29/, der Schiisse,
unterhalb also 98%,. Diese Zahlen, wie @, sind von # unabhingig,
stehen zu @, in einem festen Verhiltnis und werden in den Schufitafeln
in folgender Weise angegeben:

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

% 54 10,7 160 212 264 3814 3863 411 45,6 50,0

12 14 16 18 20 24 28 82 ' 86 40

%582 655 719 775 822 895 941 969 985 998

44 48 52
% 99,7 99,879 99,955

D. h. 5,4°, Schiisse haben eine Abweichung bis 0,1-@, usw.

Wir erwdhnten bereits, dafl die Streuungen auf zwei Arten Ursachen
zuriickkommen, erstens auf die im Abschuf3 liegenden, zweitens auf die
in der Schufibahn wirkenden.

Betrachten wir unter diesem Gesichtspunkt zunichst die seitliche
Streubreite. Wiirden in der Schufibahn keine streuenden Ursachen mehr
wirken, so wiirden die linearen Streuungen, wic sie beim Abschuf} ent-
stehen, sich in der Schuflbahn proportional der Entfernung vergrofern;
oder die als Winkel berechneten Streuungen wiirden konstant bleiben. Nach
Abzug dieser Konstanten wachsen die von der Schufibahn herriihrenden
Streuungen exponentiell. Als Beispiel geben wir die Tabelle:

Entfernung l Streubretite (-3_)3 -4 1005 Fehler
x km | m Teilstr.*) 2 ’
1 04 0,4 0,3462. . + 0,05
2 11 0,55 0,40% + 005
3 2.1 0.7 0,716 + 0,01
4 3.8 095 1.05 —0.10
5 73 1.46 1,55 — 0,09
6 | 137 2,283 230 —00
7 | 244 3.4859 3.425 4+ 006
8 | 426 5.325 ; 51125 + 021

*) Sechzehntel Zentesimalgrade.
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Die genauere Formel statt (3)*~* 4+ 0,05 wire nach der Methode
der kleinsten Quadratsummen zu ermitteln. Das hitte aber nur Zweck, wenn
sich die Streuungen selbst methodisch einwandfrei erschiefien lassen, wenn
also z. B. nicht beim Schieflen auf kiirzere Entfernungen mit Riicksicht
auf die Gefechtslage eine schnellere Schufifolge verlangt wird; oder wenn
nicht beim Schieflen auf weitere Entfernungen schlecht sichtbare Ziele ge-
nommen werden. Um solche Einfliisse, die von einem Schieflen zum anderen
wechseln, auszuschalten, wird man am besten dauernd nach einem und
demselben festen Hilfsziel richten. Auf diese Weise wird es gelingen,
die im Abschuf} liegende Streuung von der in der Schuflbahn wirkenden
zu trennen.

Entsprechende Uberlegungen gelten fir die Lingenstreuung oder Streu-
tiefe. Um diese zunichst in Erhéhung umzurechnen, vergleicht man
sie mit der schufitafelmifligen Erhéhungsinderung fiir 100 m Entfernungs-
anderung. Die so normierten Streuungen bestehen aus einem Konstant-
gliede, das vom Abschufl herrihrt, und einem auf der Schufibahn ent-
stehenden exponentiellen Teil. Als Beispiel dient die folgende Tabelle:

Erhéhungs-
Entfernung Streutiefe ﬁnderuoxag Hfiir je Ax) B(x) Dift.
x km m alte Teilstriche*)

1 16 3 26 1,42
0,24

2 17 4 46 1,66
0,23

3 20 5 78 1,89
0,27

4 28 6 146 2,16
0,28

5 40 7,5 278 2,44
0,27

6 57 9 491 2,71
0,23

7 74 12 866 2,94
0,34

8 91 21 1889 3,28

A (x) ist das Produkt der Zahlen der zweiten mit denen der dritten Spalte,
vermindert um 22. Weiter ist B (x) = log A (x) gesetzt. In der fast kon-
stanten Differenzenreihe der Logarithmen kommt das behauptete Gesetz
zum Ausdruck.

SchlieBllich sind bei Geschossen mit Zeitziindern die Ziinderstreuungen
zu betrachten, infolge deren die Geschosse nicht genau in der theoretisch
gewiinschten Entfernung, sondern etwas frither oder spater krepieren.
Auch hier sind zwei Arten von Einfliissen zu unterscheiden. FErstens
die am Anfang liegenden: der GeschoBSziinder wird ungenau eingestellt

*) Sechzehntel Grade.
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(Einstellfehler); aber selbst der scheinbar genau eingestellte Geschof3-
ziinder ist doch ungenau eingestellt, weil sich die Einstellmarke nicht
genau an der richtigen Stelle befindet (Indexfehler). Der Einstellfehler
und der Indexfehler werden sich nicht trennen lassen; sie verursachen
zusammen einen konstanten Betrag in der Streuung. Zweitens kommen
die in der Schufibahn wirkenden Einfliisse zur Geltung: Diese rithren sowohl
davon her, dafi die Schufibahn nicht nur in ihrem geometrischen, sondern
auch in ihrem zeitlichen Verlauf von Schufl zu Schufl etwas verdnderlich
ist, als auch davon, daff der Ablauf des Zeitziinders Verdnderungen von
Schufl zu Schuf unterworfen ist, bei Brennziindern vermutlich stirker
als bei mechanischen Ziindern. Auch die UngleichmiBligkeiten der Teilungs-
skala, auf die eingestellt wird, sind hier einzurechnen. Eine Trergung dieser
lings der Bahn wirkenden Einfliisse wird ebenfalls kaum nioglich sein.

Die Ziinderstreuungen werden in Lingen angegeben. Um ihr Ver-
halten richtig beurteilen zu kénnen, mufl man sie in Zeit umrechnen. Einer

. . . ., Ax° Ax° .
Streuldnge A x° entspricht eine Streuzeit —5— == —5 - Danach ist
x v° cos w
beispielsweise folgende Tabelle berechnet.
0 0 0

x Ax v ® Streuzeit

km m m/sec

1 62 367 19525 0,169

2 50 312 40 45 0,161

3 49 280 80 45’ 0,177

4 51 256 130 41,25 0,205

5 55 239 1994875 0,244

Demnach wichst die Ziinderstreuung in diesem Falle nur sehr all-
mahlich von einem Werte, der nach dem ersten Kilometer etwa § Sekunde
betrigt, bis zu einem Werte, der nach weiteren 4 km etwa 1 Sekunde
betrigt. Die Einfliisse lings der Bahn machen also nur etwa % sec/km
aus, wihrend die Anfangsstreuung, die vom Einstell- und Indexfehler her-
riihrt, étwa }—+%, also fast } sec betrdgt. Konnte man den Indexfehler
durch genaueste Ausfilhrung des Ziinders, den Einstellfehler durch sorg-
faltigste FEinstellung vermittels automatischen Stellschliissels beseitigen,
so wiirde die verbleibende Streuung von 4 auf 1 —1, also fast auf die Hilfte
verringert. Man miifite von langsam brennenden Ziindsdtzen zu schnell
brennenden ibergehen, damit die Striche der Skala weiter auseinander-
riicken. Eine Ungenauigkeit im Einstellen macht dann weniger in der
Entfernung aus.

§ 98. Symmetrieachsen

Kehren wir zur Betrachtung des Trefferbildes der Punkte II; (&;, #,)
zuriick. Als Anfangspunkt der Koordinaten (&, 7) wurde zunichst der
wahre Treffpunkt, dann, da dieser nicht bekannt ist, der scheinbare Treff-
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punkt, der Schwerpunkt der Punkte II; genommen. Aber, so wenig der
wahre Treffpunkt bekannt ist, so wenig sind die wahren Achsenrichtungen
bekannt. Wollte man die 5-Achse etwa in die vertikale Schuflebene legen,
so wiirde das nur dann berechtigt sein, wenn diese Ebene eine Symmetrie-
ebene fiir die Schiisse wire; das Geschiitz miifite dann in bezug auf diese
Ebene nicht nur geometrisch (was schon wegen des Dralls nicht der Fall
ist), sondern auch mechanisch (in bezug auf Verteilung der Massen und
Widerstande) symmetrisch sein. Im Trefferbild wiirde das darin zum
Ausdruck kommen, dafi die Punkte 17, rechts und links der 5-Achse ,,gleich-
mafBig" verteilt sind.

Um festzustellen, was unter dem Wort ,gleichmaBig" hier zu ver-
stehen ist, fiihren wir den Begriff ,,mittlerer Fehler in bezug auf eine Achse*
ein. Das ist die Quadratwurzel des Mittels der Abstandsquadrate der
Punkte IT, von der betreffenden Achse, d. h., wenn

ncosp —Esing =10

die Gleichung der Achse ist, die Quadratwurzel aus

— ; cos p — &,sin @)? > E2sing — 258, 9, sin @ cos g + 2cos?¢
(m;cos p — ¢- Mg

(36)
= a-sm2 @ —2b-singpcosg + crcos® g,
Hier ist zur Abkiirzung gesetzt worden:
1
—_— .2 —
n 2 51, a,
1
;E&"?izba (87)
1
— 2 —
X =,

so daf3 @ und ¢ die Quadrate der mittleren Fehler in bezug auf die %- und
E-Achse sind.

Suchen wir diejenigen Achsen, fiir welche der mittlere Fehler ein
Extremum wird, so miissen wir die Ableitung von (36) gleich Null setzen;
das gibt fir ¢:

1—tg2¢ __a—c

also zwei Winkel, ¢; und ¢, = ¢, — 7/2. Es gibt also zwei Symmetrie-
achsen; also entspricht der einen ein Minimum, der anderen ein Maximum
des darauf beziiglichen mittleren Fehlers.

Machen wir diese zu Koordinatenachsen durch die Transformation:

ren =ty |

. 39
E-cos gy + n-sin gy = &, (89)
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so wird der mittlere Fehler in bezug auf die Achsen (89) gleich
a’ sin? @, + ¢’ cos? g, . (40)
Denn es wird nach (38), wenn 4', b’, ¢’ entsprechend (387) erklirt sind,
nb' =& n = (c— a)sin ¢, cos ¢, + b-cos 2 ¢, = 0.
Umgekehrt konnen die beiden Symmetrieachsen durch die Bedingung
&/’ =0 ‘ (41)

o ‘
definiert werden, da diese auf (38) zuriickfiihrt. ¢
Die urspriinglichen Achsen sind also nur dann Symmetrieachsen, wenn

26m =0
. . 1 o .
ist. Die Gréfle von o D&, gibt ein MaB fiir die Symmetriestérung.

Siebzehntes Kapitel
Endballistik

§ 99. Eindringungstiefe. Durchschlagsdicke

Dringt das Gescho8 in ein fliissiges Mittel, z. B. Wasser ein, so ist,
auBer der Anderung des Widerstandes, unter Umstinden auch die schein-
bare Anderung des Gewichtes G infolge des Auftriebs zu beriicksichtigen.

Um das beurteilen zu kénnen, berechne man das Gewicht G' = m' g der
’

verdringten Flissigkeitsmenge. Dann ist G — G =mg (1 - das

verkleinerte Gewicht (Archimedisches Prinzip). Man hat also g durch

g’=g'<1—GG’) (1)

zu ersetzen.

Der Widerstand befolgt in festen und fliissigen Mitteln etwas andere
Gesetze als in der Luft, vornehmlich aus zwei Griinden. Die Wellen-
geschwindigkeit in solchen Mitteln ist erheblich grofler als in der Luft
(in Wasser mehr als viermal so grof, in Stahl etwa 15mal so grofl). Die
Geschoflgeschwindigkeit bleibt also weit dahinter zuriick; es kime also das
Newtonsche Gesetz in Frage. Aber zweitens besteht der Hauptteil des
Widerstandes in der Uberwindung der Kohisionskrifte. Die Annahme
Poncelets, dal der Widerstand proportional a + & v™ ist, hat sich nach
SchieBversuchen (Didion u.2.) in der Tat besonders fiir # = 2 gut bewihrt.
Dabei ergibt sich, wie zu erwarten, & sehr klein gegen a4, ndmlich etwa
bla = %-10-* (fiir Erde, Holz, Mauer), so dafi Fuler mit der Annahme
b = 0 der Wabhrheit ziemlich nahe kam. Die Formel von Résal, W prop.
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(av + bv?), gilt fiir Mittel, bei denen keine Kohiésionskrifte, aber um
so mehr Reibung (vgl. §6) zu iiberwinden ist, z. B. bei Sand, Moor. Ohne
ein besonderes Widerstandsgesetz anzunchmen, kann man folgende
allgemeine Bemerkungen machen. Die Verzégerung w wird auch noch
fiir v = 0 einen von Null verschiedenen Wert w, haben. Es sei erstens
wo < g, d. h. das Geschofl sinke auch bei » = 0 in das Mittel (Wasser,
Moor, Sand) ein, weil sein Gewicht grofler ist als der Widerstand. Ist
auch noch w, < ¢’, so fihrt das untergetauchte Geschofl fort zu sinken.
{4
Ist aber w, > g’, so sinkt es nur so weit ein, bis w, =g (l — —-) ist,

G

wo G'' das Gewicht der verdrangten Masse ist; es schwimmt dann.

Es sei zweitens wy = g (also auch > g'}); d.h. das Geschofl sinkt,
wenn v = 0 ist, nichtein (z. B. Erdboden). Ist v > 0, so ist doch immer
[vgl. §10 (9)] J

7;1: —(w+g'sinw) <0,

d. h. » nimmt bestindig ab mit wachsendem ¢. Das Integral

0
t_f dv
T J wtgsinw
o

behilt einen endlichen Wert, d. h. die Geschwindigkeit nimmt in end-
licher Zeit bis 0 ab: das Gescho kommt zur Ruhe. Umgekehrt kann
man daraus, dafl das Geschof} in festen Mitteln zur Ruhe kommt, schlielen,
dafl in diesen w, > g’ ist. Zur Beurteilung des Verhiltnisses von /g
leiten wir aus mw = W = C i (a + b v?% ab:

w C 9
?~‘G—1(“+b”),
also
wy, C .
27T ia. (2)

C ist von der Groflenordnung Kaliber- Quadrat, also etwa iy qm bei
mittleren Kalibern. Fiir G nehmen wir etwa 10 kg, 7 soll zwischen 1 (Kugeln)
und % (Langgeschossen) liegen. a ist von der Groflenordnung 10°. Das
wiirde fiir wy/g die Grofenordnung 1000 ergeben. Demnach kann g
neben w vernachlissigt werden, es kommen daher die Formeln fiir den
schwerefreien Schufl zur Anwendung (s. §15):

v

v
v vdv, (8)
w w

Vahlen, Batlistik. 2. Aufl. 16

{—= — s
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Das ergibt:

"
t=

—— ! (arct (4] l/z——arctgv W)
Ci ]/ab 8%V al

Darin bedeutet v, die Eindringungsgeschwindigkeit, die Zeit ist vom
Moment des Eindringens an gerechnet.

Diese Formeln ergeben erstens fiir den Durchschufi eines Korpers
zum Weg s° die Austrittsgeschwindigkeit v° und die Austrittszeit #°.
Zweitens ergeben sie fir v = 0 die Eindringungstiefe und -zeit:

m 1 m 1 b
om0 = % (1 T ) om0 = Yan OB l/a O
falls der Kérper ausgedehnt genug ist; (bei Erde #, bei Holz 4 der Ein-
dringungstiefe). Bei dem Wesen dieser Formeln als Niherungen kann
man fiir #/a den oben angegebenen Mittelwert %-10-¢ einsetzen und auf
Verschiedenheiten im Spitzenfaktor 2 verzmhten Dann kann man der
Formel fur die Eindringungstiefe die Form geben:

G
Srm0 = 00), 6)
wo ndherungsweise ,
1 2
£ (90) = 10-log (1 +_2_(1%) ) %

ist. Fiir f(vy) gibt Pétry eine Tabelle und fiir die Materialkonstante » die
Werte:

Mauerwerk *® Erde ' %
Beton- ...... 0,64 sandig ...... 2,94
Stein-....... 0,94 gewachsen ... | 3,86
Ziegel- ...... 1,63 tonig ....... 5,87

Dabei ist angenommen, dafl das Geschofl beim Aufschlagen und Ein-
dringen keine Deformation (Stauchung) erleidet. Deformiert es sich bei
der Aufschlagsgeschwindigkeit vy, so mufl sich der Formfaktor 7 um eine
mit z, wachsende Funktion von z, dndern, von der man in erster An-
niherung nur die zwei ersten Glieder der Entwicklung, 1 + k 7,, beizube-
halten braucht. Dieser Faktor tritt also in (6) in den Nenner (Levi-
Civita). kwire empirisch zu bestimmen.

Bei kleinem v,/100 kann man den log in (7) ersetzen durch sein erstes
Glied 0,434-1-(v,/100)2. Ist das Geschofl eine homogene Kugel vom
Durchmesser D und dem spezifischen Gewicht 4, so ergibt (6):

2
So0 =& D6x217 (100) .
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Z.B. gibt Journée fur die Eindringungstiefe einer Bleikugel (6 = 11,8)
in Fichtenholz:

2
%0_0%1)“m)' (8)

Ob diese empirische Formel auch bei nicht kleinem 2,/100 noch brauchbar
ist, bleibt hier unentschieden.

Durchschlagsdicke. Hat das Mittel, in das das GeschoB eindringt,
gerade eine Dicke gleich der Eindringungstiefe, so wird es vom Geschof3
durchschlagen. Aber es kann auch noch bei etwas groflerer Dicke durch-
schlagen werden, da die letzten Schichten geringeren Widerstand leisten.
Die Emdrmgungstlefe ergibt also nicht die Durchschlagsdxcke aber eine
untere Grenze dafiir.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Durchschlagsdicke von Panzer-
granaten gegen Panzerplatten. Dafiir gibt es eine Reihe empirischer
Formeln.

In einer solchen Formel miissen offenbar in Beziehung treten die
Plattenstarke S, das Geschofikaliber D, die Geschofiwucht T und eine
Grofie F, die von der Festigkeit des Plattenmateriales abhingt. Diese
mufl die Dimension von Zug- oder Druckfestigkeit haben, also Kraft
durch Querschnitt. Zwischen S, D, T, F lassen sich nur die zwei dimen-

S
sionslosen Monome %:Dzs und D bilden, und keine hiervon unabhingigen.

Die Beziehung mufl also die Form haben:
T = ., S
7—ZDS¢%+ (9)
Vergleichen wir hiermit einige empirische Formeln, so ist zunichst zu
bemerken, dafl keine derselben die Grofle F enthilt, da das in Betracht
kommende Material immer ungefihr dasselbe ist.
Krupp gibt folgende Formel:
s
S
V5 (10)

(T in kg'm, v in m/sec, S und D in ¢cm). Die Formel (10) ist mit (9)
. s
in Ubereinstimmung fiir 7-® (i) = 100- % .

D
Nach de Marre soll sein (S und D in dm):

2gT = A2-D15-S14; A4 =1530. (11)

Stiinde hier 1,5 im Exponenten von S statt 1,4, so ginge die Formel aus (9)

hervor fir ¢ (S/D) prop. (S/D)*, in der Form (11) ist sie nicht homogen.

Wiirde man 1,3 im Exponenten von S und 1,6 im Exponenten von D
16%
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setzen, so wire sie wieder mit (10) vereinbar. Die Formel (11) soll fiir ge-
wohnlichen Stahl gelten; fiir gehdrteten sei der Faktor 1,885—0,0014-S
hinzuzufiigen. Die Funktion (1,885—0,0014-S) S** hat die natiirlich zu
fordernde Eigenschaft, mit wachsendem S zu wachsen, nur bis S=785. Da
dieser Wert weit jenseits der in Betracht kommenden liegt, kann sie trotz-
dem eine gute Anndherung geben. Besser ist es, man paft solche willkiir-
lichen Approximationsfunktionen auch in ihrer Form den natiirlichen
Forderungen an.

§ 100. Scheinbare Sprengwirkung

Die Energie, mit der ein Geschof§ in ein Mittel eindringt, gibt es ab:
erstens zur Uberwindung der Kohisionskrifte; zweitens, wenn diese
gering sind, zur Uberwindung der Reibung, wodurch Wirme erzeugt
wird (in Sand z. B. werden Infanteriegeschosse fast ganz verdampft und
zerrieben); drittens, wenn auch die Reibung gering ist, muf} die Energie
hauptsdchlich wieder in kinetische Energie iibergehen. Das kann beim
Finschufl in eine geschlossene Fliissigkeitsmasse wegen deren geringer
Zusammendriickbarkeit nicht anders geschehen als durch Absprengen
von Teilen an der Begrenzung. Das ergibt die ,scheinbare Spreng-
wirkung*‘.

§ 101. Abpraller

Der Widerstand des Mittels wirkt in der Richtung der Geschoflbahn.
Dieser Satz ist richtig, solange das Mittel unbegrenzt ist. Schon in der
Luft scheinen gewisse Erscheinungen darauf hinzudeuten, dafl bei Unter-
schallgeschwindigkeiten die Nihe der Erdoberfliche auf das Geschof hebend
wirkt: ,, Téler ziehen das Geschofl an‘‘ (Piobert). Aber unzweifelhaft tritt
die Erscheinung bei inkompressiblen Fliissigkeiten hervor. Bei schnell-
fahrenden Wasserfahrzeugen wirkt eine Einengung des Fahrwassers oder
eine Erhebung des Grundes bremsend; bei Geschossen, die in Wasser
oder Land flach eindringen, wirkt der Widerstand unten stérker als oben,
wo das Mittel Platz macht (bzw. bei blolem Aufschlagen kein Widerstand
vorhanden ist), lenkt also das Geschof3 nach oben ab. So kommt der Ab-
praller zustande. Der spitze Einfallswinkel, bei dem das Geschofl noch
abprallt, wichst mit dem Kaliber. Er soll (in Graden) gleich dem - bis $-
fachen Kaliber (in cm) sein bei Wasser, bei Sand gleich dem £- bis 1-fachen.
Diese Regel stimmt jedenfalls bei kleinem Kaliber nicht. Die sehr genauen
Messungen von Ramsauer ergaben zu 11 mm Kaliber etwa 7° bei Wasser.
C. Ramsauer*) hat Messungen iiber den Geschwindigkeitsverlust Av
und den Unterschied zwischen Einfalls- und Austrittswinkel 4 o angestelit.
Bei einer Einfallsgeschwindigkeit v = 625,83 m/sec findet er die folgenden
Zahlen:

*) C. Ramsauer, Uber den Ricochetschufl, Diss. Kiel 1903,
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w Av Ao Avj(v Aw)
100 17 1,1 87
2.0 54 3.9 76
3.0 115 11,3 52
4.0 200 13,0 85
5,0 301 21,6 76
6.0 404 25,8 86
6.7 558 482 63
Adv

Hieraus habe ich das Reflexionsgesetz abgeleitet: Es ist praktisch

vdw
unabhingig vom Einfallswinkel *).

Fine mathematische Theorie des Abprallers fehlt bisher. Die hitte
auszugehen von den Differentialgleichungen [vgl. § 10 (1), (9), (10), wo g
durch — & zu ersetzen ist]:

. w . .
i=—-x, p=Fk-sinw—w,
. w . .
z=——z+k, vw=kcosw,

v

wo k die senkrecht aufwirts wirkende Widerstandskomponente ist. Von

dieser kann man, da es sich nur um Vorginge von sehr kurzer Dauer

handelt, annehmen, daf} sie konstant ist. Dasselbe gilt nach § 99 fir w.
Dann folgt {vgl. §11 (16)]:
dv

vdw

= — hsecw 4 tg o,

wo h = w/fk der Brechungsquotient ist. Fiir kleine w ergibt sich mithin
dv
vdow h
in Ubereinstimmung mit obigem Reflexionsgesctz, das also bis auf das
Vorzeichen beim Eintreten in das Mittel, wie beim Austreten aus dem-
selben gilt.

§ 102. Sprenggesdhosse

Das Sprenggeschof3 enthilt aufler seiner kinetischen Energie T noch
die potentielle Energie seiner Sprengladung, die nach § 84 zu berechnen
ist. Ein Teil dieser Energie dient zum ZerreiBen des Geschosses. Die
iibrige Energie liefert grofitenteils die Energie der Sprengteile, ein kleinerer
Teil liefert Warme und Schall.

Es ist unrichtig anzunehmen (Cranz), dal die Drehwucht des Geschosses
sich als Drehwucht der Sprengteile wiederfindet. Ob ein Sprengteil Dreh-

*)} Vahlen, Heerestechnik (1924) S. 52.
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wucht erhilt, hingt davon ab, ob die Energieiibertragung zentral oder
mit ,,Effekt erfolgt, wie beim exzentrischen Stof§ auf die Billardkugel.
Die Erfahrungen (Verletzungen durch Sprengteile, Eindringen von Spreng-
teilen in Holz) sprechen dafiir, daf jedenfalls die Drehwucht der Spreng-
teile verhdltnismifig sehr gering ist; wie dies ja auch schon beim Geschof3
der Fall war (s. §72). Lassen wir also dieses kleine und unsichere Ele-
ment, ebenso wie die Wirme- und Schallerzeugung u. dgl. beiseite.

Das Problem, die Energieverteilung in den Sprengteilen zu finden,
vereinfacht sich weiter durch Anwendung des Satzes von der Erhaltung
der Bewegung des Schwerpunktes. Danach darf man von der Bewegung
des Schwerpunktes zundchst absehen, und nach Ermittlung der Bewegung
der Sprengteile das ganze System derselben so bewegen, dafl der Schwer-
punkt des Systems die Bahn des Geschosses beschreibt. Das ist insofern
nicht ganz korrekt, als ja der Luftwiderstand die Gesamtheit der einzelnen
Sprengteile etwas anders beeinflufit als das unzersprengte Geschofl. Wollte
man dies beriicksichtigen, so kénnte man die Bahn des Schwerpunktes
der Sprengteile mit einem etwas anderen Formkoeffizienten berechnen.
Wir sehen hiervon ab, weil es sich bei den Bahnen der Sprengteile um so
kurze Strecken handelt, dafl dieselben meist als geradlinig anzusehen sind.
Damit ist zugleich begriindet, daffi wir auch von der Schwerkraft ab-
sehen diirfen.

Es handelt sich jetzt um die Geschwindigkeit der Sprengteile in einer
Schnittebene senkrecht zur Geschoflachse. Hat das Sprengstiick die Ent-
fernung R von der Geschoflachse, so ist R 7 seine aus der Drehgeschwindig-
keit » des Geschosses entstehende Tangentialgeschwindigkeit. Darin ist
die Winkelgeschwindigkeit » etwas kleiner als ihr Anfangswert 7y, etwa % bis #
davon (Heydenreich). Von der Sprengladung wird angenommen, daf3
sie allen Teilen eine ungefihr gleiche Radialgeschwindigkeit V' erteilt.
Auflerdem ist eine Komponente V7, in Richtung der Geschofachse wirksam,
die vom normierten Abstand*) ¢ der Querschnittebene des Sprengteils
vom Schwerpunkt ({ =0) und der Anordnung der Sprengladung ab-
hingen wird. Z.B. wird bei Bodenkammer-Schrapnells ¥ _; = 0, bei
Kopfkammer-Geschossen [, =0 sein, wihrend bei Mittelkammer-
Geschossen anndhernd V' _, = —V, sein wird.

In der betrachteten Schnittebene erhilt der Sprengteil eine Geschwin-

digkeit Y(R7)24 V2 und erreicht zur Zeit ¢, gezahlt vom Platzen des
Geschosses an, eine Entfernung von der Achse

VRr):+ (Vi+ RE. (12)

Bei Schrapnells sind ¥ und V, nur klein; die Sprengladung reicht
gerade hin, den Geschofimantel zu zerreiflen, damit die Garbe der Spreng-
teile und Fillkugeln sich in Richtung der Geschoflbahn iiber das Ziel

*) Abstand geteilt durch Héchstabstand.
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ergieBt. Bei Kartitschen, dem Schrotschuf3 der Artillerie, sind /' und V,
sogar Null, das Zerrelﬁen der GeschoBhiille und Dlvergleren der Full
kugein erfolgt durch die blofle Zentrifugalkraft, wie bei der mit Choke-
bohrung versehenen Schrotflinte.

Die Sprengteile eines Geschof3- Querschnittes beschreiben gerade
Linien in der Ebene desselben. Dabei liegen Sprengteile, die auf einem
Radius lagen, zur Zeit ¢ auf einer Geraden &;; die Geraden &, (t = 0... o0)
umbhiillen eine Parabel. Sprengteile des Querschnittes, die anfangs das-
selbe R haben, liegen zur Zeit ¢ auf einem Kreise mit dem Radius (12).
Kommt jetzt die Geschofgeschwindigkeit v und die Komponente V. hinzu,
so beschreiben diese Sprengteile, die zu demselben R und { gehoren, die
eine Geradenschar eines Rotationshyperboloides mit der Geschwindigkeit

VIRANE+TV2+ (v + Vo2 (18)

und diese machen mit der Geschoflachse einen Winkel, der zu bestimmen
ist aus:

_ V(Rn)E4- V2
tgx = —*‘mc—— (14)

Daraus ergibt sich der groBte Wert dieses Ausdruckes, also der halbe
Kegelwinkel der Sprenggarbe, wenn man fir R das Halbkaliber, fir V,
seinen kleinsten Wert V_; setzt. Ist v 4+ V_; < 0, wie es bei Brlsanz
granaten vorkommen kann, so wird der halbe Kegelwmkel grofler als
ein rechter: es gibt Sprengte1le die eine Riickwirtskomponente der Ge-
schwindigkeit haben.

Bei Schrapnells ist J gegen R, bei Granaten R# gegen V' zu ver-
nachlissigen. Infolgedessen erhilt bei Schrapnells der Winkel y auch
den Wert Null, nimlich zu kleinen Werten von R: die axial liegenden
Geschofteile fliegen geradeaus. Bei Granatén nimmt y einen kleinsten

V .
Wert arc th an: die Sprenggarbe enthilt einen von Sprengteilen
+1

freien Kegel, einen ,toten’ Raum.

Fiir ¥ und V7, bei Schrapnells gibt de la Llave empirische Formeln
(analog denen von Sarrau). V und V, sind von der GroBenordnung bei
Schrapnells 10 m/sec, bei Granaten 1000 m/sec.

Der empirischen Ermittlung zuginglich sind in der Formel (14) die
Elemente v und yp,.. Deshalb begniigt man sich, von der Formel (14)
nur die Form beizubehalten und ctg yu.c. als lineare Funktion von v
darzustellen. Deren Koeffizienten sind aus {mindestens) zwei Messungen
zu bestimmen (Rohne).

Sprengtrichter. Fiir die GroBe der Sprengtrichter bestehen einige
rohe empirische Formeln. Sie ist in Kubikmeter annihernd gleich

mesA-T; (15)
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darin bedeutet I das Gewicht der Sprengladung in kg, 2 ein Mafl der
Brisanz derselben (1 =1 bei Schwarzpulver, 2 bis 2,1 bei SchieBwoll-
pulver, bis 2,2 bei Pikrinsdure), m hingt vom Material ab (Erde 1,2 bis 0,7,
Mauerwerk und Beton 0,194 bis 0,014 und weniger); s ist bei Materialien,
bei denen Kohésionskrifte zu iberwinden sind (Mauerwerk), die Ein-
dringungstiefe in Metern, bei anderen (Erde und Sand) eine zwischen etwa
0,508 (wenn v° < 800) und etwa 0,816 (wenn ©° > 300) liegende Zahl.

Der Inhalt des Sprengtrichters liegt zwischen dem 1,5- und dem 2,5-
fachen eines Kegels gleicher Basis und Héhe: in lockerem Material ist
die Sohle des Trichters mehr abgerundet als in hartem.

Brennziinder. Der Zinder eines Sprenggeschosses sei mit einer
Sekundenteilung versehen. Soll das Geschofl zur Zeit ¢/ nach dem Ab-
schufl platzen, so ist die Marke des Ziinders auf den Punkt ¢ der Teilung
einzustellen. Die Brenngeschwindigkeit des Ziindsatzes unter dem Druck p
werde normiert, indem man sie durch die Brenngeschwindigkeit unter dem
Druck p,= 760mm Hg teilt. Die so normierte Brenngeschwindigkeit
werde mit & bezeichnet. Nach dem Brenngesetz [vgl. § 82 (18)] ist

- P a
i

wo der Exponent o durch Versuche ermittelt sei.

Der Druck p hingt von der Geschwindigkeit v, und von der Hohe 2
des Geschosses ab.

Zwischen Druck, Dichte é und Geschwindigkeit v der Luft nahe dem
Geschoflkopf besteht, wenn die Bewegung wirbelfrei und stationir an-
genommen wird, die Gleichung

dp +6vdv=0. (17)
Eliminiert man die Dichte & durch die Poissonsche Gleichung
p_ 9V
, el 19
so erhdlt man
1
p\ ® dp _
(E) 5 +vdo=20, (19)
also durch Integration
5 E—1 8
PYE _ T 2
(2" =1+t g -, (20)

da fern vom Geschof v =v,, p = p, ist.
Die Druckdnderung dp,, die zur Hohendnderung dz gehort, ist gleich
dem Druck einer Luftsiule von der Hohe dz auf die Flicheneinheit, also

dp,= —gd,dz. (@1)
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Die Dichte 6§, eliminieren wir durch die Mariotte-Gay-Lussacsche
Gleichung:
Pz PO 3:2 sz
L= =h g 22
62 60 zo g io ? ( )
wo k = 8000 m die Hohe der homogen gedachten Atmosphire (s. §6,
S.12) und Z, die absolute Temperatur in der Hohe z ist.
Also erhdlt man aus (21) und (22)

ap. %, dz
p. kT
und daraus
% [de
P.= poe h 0 %, (23)

was in (20) einzusetzen wire. Zur Berechnung von p, ist €, als Funktion
von g empirisch zu approximieren.
Aus (20), (22), (28) folgt nun:

&
—1 v}—vz}le

k
P:PZ[I_*_ 2k 'ghiz_zo

€., p. und v,, Temperatur, Luftdruck und Geschoflgeschwindigkeit in
der Flughohe z sind als bekannt anzusehen. Dagegen ist nicht bekannt die
Geschwindigkeit v der Luft am Brandloch, auf die es ankommt. Man kann
nur sagen, daf sie zwischen 0 und v, enthalten sein muf. Nimmt man an,
daBl v ungefdhr proportional v, ist, so ergibt (24)

k

(24)

pP=10: (1 + 72%:-17)"—1 ’ (25)
wo
ﬁ:V%%%7’ (0<0<1)

also ¢ > 786 ist.
Die Brenngeschwindigkeit ergibt sich jetzt aus (16) und (25):
ka

- —p—zv\a- vzz k‘__]‘.
= (o) 1+ o) )

Die unbekannte Geschwindigkeit ¢ wird empirisch ermittelt, indem
man bei kleinen Schufiweiten und flachen Bahnen p,, ¥, v, ersetzt
durch py, T,, 7, und die mittlere Brenngeschwindigkeit beobachtet,
d. h. die Linge des wirklich abgebrannten Ziindsatzes, geteilt durch
die Flugzeit. Diese , mittleren' Brenngeschwindigkeiten sind noch,
wie oben, zu normieren und dann in ihrer Abhingigkeit (am besten)
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von der Flugzeit ¢ graphisch darzustellen. Der Grenzwert fiir £ = 0 ist
dann gleich
ka
o2\ k=1
1+

woraus ¢ zu bestimmen ist.

Ist eine Schufilbahn und ihr zeitlicher Ablauf bekannt, sind also p,,
%, v, bekannte Funktionen von ¢, so ergibt sich aus (26) durch numerisch-
graphische Integration

t
b= [bat, (27)
0

also die zur Zeit ¢ gehorige Brennlinge. Man ist dadurch imstande, die
Teilung auf dem Ziinder theoretisch voraus herzustellen. Nachtrigliche
Korrektur durch Schiisse bleibt natiirlich notig, aber man braucht weniger.

Wegen FEinzelheiten des Verfahrens ist zu verweisen auf Stiibler,
Artill. Monatshefte 1918.

Achtzehntes Kapitel
Zielen und Richten

§ 103. Ortsbestimmung von Schuf} und Ziel

Um der Waffe die erforderliche Seiten- und Hohenrichtung zu geben,
mufl man bei Feld- (und See-) Zielen die Richtung und die Entfernung
des Zieles, bei Luftzielen noch die Hohe kennen. Diese zwei (bzw. drei)
Groflen kann man nur durch mindestens zwei (bzw. drei) Beobachtungen
ermitteln.

Bei Feld- (und See-) Zielen hat man an solchen Beobachtungen vor
allem die Ziellinie vom Beobachter B zum Ziel Z hin. Zwei solcher Ziel-
linien, von zwei Beobachtungsstellen B, B, aus, bestimmen, auf denselben
Plan eingetragen, die Lage des Zieles. (Verfahren der Lichtmeftrupps;
Vorwirts-Einschneiden des Feldmessens.) Damit sind zugleich die Ent-
fernungen B, Z, B, Z bekannt. Ist insbesondere Z. Z B, B, ein Rechter, so
ist ZB, = B, By-ctg B; Z B,. Die Entfernung Z B, ist also bekannt, wenn
die ,,Basis* B, B, und die ,,Parallaxe‘‘*) B, Z B, bekannt ist. Riickt man
B, so nahe an B, heran, dafl ein Beobachter sowohl direkt von B; aus,
als indirekt durch Spiegelung von B, aus nach Z visieren kann, so hat
man das Prinzip des Entfernungsmessers. Die Drehung, durch die man
den Spiegel bei B, einstellt, iibertrigt sich auf eine Skala, an der gleich
die Entfernungen abgelesen werden.

*) So bezeichnet der Astronom jede Richtungsinderung einer Sehlinie, die von einer
Anderung des Standortes herriihrt.
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Der Schall kann zur Entfernungsbestimmung feuernder Geschiitze
dienen: die Sekundenzahl zwischen Blitz und Knall eines feuernden Ge-
schiitzes gibt die Entfernung in Kilometerdritteln. Mit der Ziellinie
des Blitzes zusammen gibt das eine ganze Ortsbestimmung. Sieht man
den Blitz nicht, so gibt die Sekundenzahl zwischen dem Eintreffen des
Knalles in B; und in B, den Unterschied der Entfernungen B; Z und
B,Z in Kilometerdritteln; also einen Hyperbelast mit den Brennpunkten
B, und B, als geometrischen Ort fiir Z. Zwei solcher, also mindestens
drei Beobachtungsstellen B,, B,, Bj bestimmen Z (Verfahren der Schall-
mefBtrupps).

Das sind Verfahren fiir den Stellungskrieg. Im Bewegungskrieg ist
man hauptsichlich auf Beobachtung von der Batterie F aus angewiesen;
man hat also nur eine Beobachtung: die Ziellinie. Der zugehoérige Ent-
fernungsmesser ist der Schufi: durch Schiisse vor und hinter dem Ziel
wird die Entfernung in Grenzen eingeschlossen, es wird eine ,,Gabel*
gebildet. Aber nur solche Schiisse sind im allgemeinen zum Ziel in Be-
ziechung zu bringen, die in oder nahe der Ziellinie liegen, die also entweder
mit ihrer Rauchwolke das Ziel verdecken, oder auf deren Rauchwolke
sich das Ziel abhebt. Das nennt man Schieflen mit direkter Beobachtung.

§ 104. Hilfsplan fiir Schieffen mit indirekter Beobachtung

Wenn sich dagegen der Schieflende auf einer weit von der Feuer-
stellung F der Batterie entfernten Beobachtung B befindet, so besteht
eine Schwierigkeit beim Schieflen darin, zu den von B aus beobachteten
Seitenabweichungen des Schusses S vom Ziel Z die fir die Batterie zu
kommandierenden Seiten- und Entfernungsinderungen schnell und
genau genug zu finden. Wie der erste Schuf} abzugeben ist, ergibt sich
mit Winkelmesser und Mafistab aus der Karte bzw. dem Batterieplan.
Betreffs der Lage des Schusses S zum Ziel Z wird der Schieflende im all-
gemeinen nur die beobachtete Seitenabweichung angeben, iiber die
Entfernung erst dann etwas aussagen kénnen, wenn der Schufl S nahe
der Linie BZ liegt. Demnach muf} er die zu kommandierende Seiten-
korrektur so wihlen, daf letzteres erreicht wird. Liegt insbesondere die
Beobachtung B auf der Schufirichtung F.S;, so verhalten sich die Seiten-
abweichungen fiir Beobachtung und Feuerstellung offenbar wie S,F
zu S; B. Dieses selbe Verhiltnis gilt nun fir alle Schiisse S, S, Sy, - ..,
die auf dem Kreise mit BS, als Durchmesser liegen. Soll ndmlich der
SchuB .S durch eine Seitenkorrektur SF 7T nach T in die Linie BZ gebracht
werden, so verhilt sich (vgl. Abb. 53)

ST SU SB SB SB
SFT:SBT = SE " SB~ SF-cosUST  SF-cos BSF SC

Demnach liegen alle die Punkte S auf dem Kreise iiber dem Durchmesser
BS,, fir welche das Verhiltnis der Winkel SFT:SBT = 5,B: 5 F
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ist. Man kann sich also die Karte bzw. den Batterieplan durch Kreise mit
3 14 2} 3F 4 53 64 T4 8 9

den Durchmessern 91 81’ 7L’ 6L 55’ 4’ 8p 3p 14 3 usw.,
derart in Gebiete teilen, bezeichnet mit 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 usw.,
dafl z. B. fiir jedes Ziel im Gebiet 7 auf je 10 beobachtete Teilstriche
Seitenabweichung 7 zu kommandierende Teilstriche kommen.

Beispiele: Das Ziel liegt im Gebiet 7, man beobachtet 25 Teilstriche;
zu kommandieren sind 7.2} = 17 Teilstriche.

Das Ziel liegt im Gebiet 4, man beobachtet 87 Teilstriche; zu kom-
mandieren sind 4-3% = 15 Teilstriche.

Hat man durch diese Korrektur den Schufl an die Linie BZ heran-
gebracht, so dal man ihn als Kurz- oder Weitschuf§ beurteilen kann, so

ra V-4

Abb. 53 Abb. 54

kann man demgemifl die Entfernung dndern. Danach wiirde aber der
ndchste Schufl nicht mehr an BZ liegen, sondern erst der nichstfolgende
durch eine Seitenkorrektur dorthin zu bringen sein. Das Einschieflen
bestinde also aus abwechselnden Seiten- und Entfernungskorrekturen,
wiirde also die doppelte Schufizahl erfordern, wie wenn man nach jedem
Schuf}, der an der Linie BZ liegt, gleichzeitig eine Seiten- und Entfernungs-
korrektur vornimmt, derart, dafl auch der korrigierte Schufl wieder an
der Linie BZ liegt. Soll der Schufl S nach einer Entfernungsinderung
ST (Abb. 54) und einer Seiteninderung TS’ wieder in der Linie BS liegen,
soist S'T: ST = tg §'ST; d. h. das Verhiltnis der Entfernungsinderung
zur Seitendnderung in Metern ist dasselbe fiir alle Schiisse auf einem Kreise
durch B und F. Man kann also ein zweites System von Kreisen zeichnen,
bestimmt durch die allen gemeinsame Sehne BF und die Peripheriewinkel,
deren tg bzw. &%, %, ---, T ist*), bezeichnet mit 10, 20, 30,
40, 50, 60, 70, 80, 90, derart, daB z. B. fiir ein Ziel am Kreise 70 einer
Entfernungsinderung von 100 m eine Seitenkorrektur von 70 m entspricht.
Fiir Punkte zwischen zwei Kreisen wird nach Augenmaf} interpoliert.

*) Die Mitten dieser Kreise liegen auf dem Mittellot von F B und haben von der Mitte
von FB die Abstande 10, 10, 10 10 10, 10 10 10 10.1 BF,
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Beispiel: Ziel zwischen den Kreisen 60 und 70, geschitzt auf 64, links
der Linie FB, Entfernung 4200; also 64 m = 15 Teilstriche, weil ein
Teilstrich = 4,2 m. Der 4200-Schu liegt kurz, Kommando 4400, 30 mehr.
Dieser Schuf} liegt weit, Kommando 4300, 15 weniger. Dieser Schuf} liegt
kurz, Kommando 4350, 8 mehr; usw.

60~ 0 N/ 20
N
30//j\\

20

:Z \_’/
]
o~

Abb. 55

Dafl dazwischen infolge ungiinstiger Streuung Schisse nicht an BZ
fallen und den normalen Verlauf des Einschielens verzogern, versteht
sich, wie beim Schieflen mit direkter Beobachtung, von selbst. Man hat
dann wie beim ersten Schuf} eine blofle Seitenkorrektur vorzunehmen.

In Abb. 55 sind unter Zugrundelegung eines Abstandes F 5 = 2,5 cm
die beiden Systeme von Kreisen verzeichnet. Diese Zeichnung kann man
sich auf Pauspapier in solchem Maflstabe zeichnen, dafl man das Paus-
papierblatt mit F auf die Feuerstellung, mit B auf die Beobachtungs-
stelle, auf die Karte oder den Batterieplan auflegen kann. Praktischer
ist es, wenn diese Zeichnung in hinreichend grofiem Mafistab auf Karton-
papier gedruckt geliefert wird, noch mit zwei Teilkreisen um F und B,
geteilt in Teilstriche, versehen. Jedes Ziel kann man dann leicht mit Hilfe
dieser Teilkreise vom Batterieplan auf diesen Hilfsplan ibertragen.
Oder man iibertrigt das Netz der Planquadrate auf den Hilfsplan. Zum
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Zwecke des Schieflens entnimmt man dem Hilfsplan lediglich die Zahl
0,1, 2, ... des Gebietes, in dem das Ziel liegt, und die Zahl 10, 20, ...
des Kreises, dem es zunichst liegt, mit einer geschitzten Berichtigung.
Natiirlich kann man beide Systeme von Kreisen verdichten, z. B. noch
die Kreise fiir 5, 15, 25 usw. einfiigen, weiter wird man die Zeichnung
auf den ganzen Feuerbereich der Batterie ausdehnen.

Durch den Hilfsplan wird das Finschieen eine fast mechanische
Sache, die jedem guten Beobachter anvertraut werden kann.

Das Verfahren ist so einfach, wie es im Hinblick auf die Aufgabe mog-
lich ist. Denn die Korrektur jedes Schusses erfordert zwei Zahlen, die
also dem Schufl zugeordnet sein miissen. Das verlangt notwendig eine
doppelte Art Einteilung des Planes in Gebiete. Es hat fiir den Stellungs-
und Festungskrieg Bedeutung. Vor dem Verfahren der Mefitrupps mit
zwei (oder mehr) Beobachtungsstellen hat es den Vorzug groBerer Schnellig-
keit, Unmittelbarkeit und Einfachheit. Es ist schon in einem frithen
Stadium verwendbar, wihrend die Einrichtung der Mefitrupps erst spit
erfolgen kann.

§ 105. Hohenmesser fiir Luftziele

Bei Luftzielen kommt zur Seitenrichtung und Entfernung noch die
Hohe hinzu. Ist die Erhohung der Visierlinie gegen die Waagerechte be-
kannt, so ist die Hohe gleich der Entfernung mal dem sin dieses Winkels,
Auf Grund dieser Beziehung und zur Ver-
meidung jeder Rechnung und Tabelle habe
ich im April 1915 fiir mehrere Flugzeug-
abwehrformationen einen Hohenmesser
konstruiert. Er besteht aus einer recht-
eckigen Tafel von (z. B.) 50X 30 cm, auf
dem parallele ,,Niveaulinien, bezeichnet
mit 0, 100, 200, ..., 3000 m, in Zenti-
meterabstand eingeritzt sind, und von
deren oberer Ecke ein Lot mit Zentimeter-
teilung herabhingt (Abb. 56). Hilt man
die Tafel senkrecht, visiert iiber die obere
Kante das Luftziel an, so schneidet z. B.
die 2500-m-Linie das Lot an der Stelle,
die die Entfernung bei 2500 m Héhe an-
gibt, in der Zeichnung bei 4700; um-
gekehrt, ist die Entfernung bekannt, so
liest man die Héhe ab, z. B. zur Entfer-
nung 5000 findet man in der Zeichnung
2800 Hohe. Triige man noch zu den Punkten der Tafel die Erhéhungen w,
ein, mit denen man schieflen miifite, so geben die zu den gleichen Werten von
wy gehorigen Punkte verbunden ein im Mafistab 1:10000 verkleinertes




§ 106, Feld- und Luftaufsatz 255

Abbild der Schufibahn zur Erhéhung w, und lassen erkennen, welcher
Teil der SchuBibahn durch das Ziel geht.

Statt dessen tragen wir aus spiter verstdndlichen Griinden zu jedem
Punkte der Tafel die Zinderstellung ein, die ein im entsprechenden
Raumpunkte platzendes Geschof3 haben mufl. Dann geben die zu gleichen
Ziinderstellungen gehorigen Punkte verbunden die Bilder der ,,Spreng-
linien*; nach § 18 sind das nahezu Kreise, deren Mittelpunkte senkrecht
unter dem Geschiitzstand liegen. Man vervollstindigt so den Hohen-
messer zu einem Tempierungsmesser (Brennlangenmesser), der zu jeder
Entfernung .Jofort die Tempierung (Brennlinge) gibt, mit der geschossen
werden miiite. Uber die Beriicksichtigung der Bewegung des Zieles
siehe § 107.

Dieser Hohenmesser kann mit irgendeinem Visierinstrument (z. B.
Entfernungsmesser, Scherenfernrohr u. dgl.) verbunden werden; dessen
Visierlinie und die Oberkante des Hohenmessers miissen dann parallel
gestellt sein.

§ 106. Feld- und Luftaufsatz

Wenn die Visierlinie (Visier—Korn) durch das Ziel gelegt wird, soll
die Seelenachse eine solche Erhohung w, erhalten, dafl die Schuflbahn durch
das Ziel geht. Das wird bei Feldzielen in der Weise erreicht, daf} der
Linie Visier—Korn durch senkrechtes Verschieben des Visiers eine Neigung
w, gegen die Seelenachse gegeben wird. Das Maf} der Verschiebung des
Visiers wird an der Aufsatzstange abgelesen, an der aber statt (oder aufler)
den Erhshungen w, gleich die Schufiweiten x° eingetragen sind. Ein
solcher Aufsatz bezieht sich auf Ziele im Geschiitzniveau. Wiirde es sich
um Ziele in 8000 m Héhe handeln, so wire genau entsprechend ein Luft-
aufsatz herzustellen, da auch fir diese Ziele zu jeder Entfernung eine
bestimmte Erhohung gehort. Da man aber nicht zu jeder Zielhohe einen
besonderen Aufsatz nehmen kann, kam es darauf an, einen Luftaufsatz
zu entwerfen, der selbsttitig zu jeder Zielhohe die richtige Erhohung
gibt, wenn das richtige Visier genommen wird. Nun ist zu bedenken, dafl
es beim Schieflen gegen Luftziele gar nicht auf die Entfernung derselben
ankommt, sondern auf die Ziinderstellung der dahin zu feuernden Ge-
schosse. Gleich tempierte Geschosse bei verschiedenen Erhéhungen platzen
aber nach § 18 auf einem Kreise nicht um den Geschiitzort O, sondern
um einen Punkt M, der um Z unter O liegt. Und wegen der Gleichungen
[vgl. §18 (7)]

x=X({)cosw,, 2= X(t)sinw,—Z(f)
hat der Radius MS immer die Neigung
2+ 2Z

X

arc tg = W,

ist also immer der Seelenachse parallel. Daraus folgt, dafl die Visierlinie
VKS bei gegebener Ziinderstellung ¢ und allen Erhohungen , immer
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durch denselben Punkt V' der Linie OM hindurchgeht, der also das zu ¢
gehorige Visier ist. Die Gesamtheit der Visiere ist also an einem senk-
rechten, nach Zeit geteilten Mafistabe anzuordnen, der nicht, wie der
Feldaufsatz, mit dem Rohre, sondern mit der Lafette derart verbunden
ist, dal er vermittels Libelle immer senkrecht gestellt werden kann, oder
durch sein Gewicht sich selbst so stellt. Der Satz, auf dem dieser Luft-
aufsatz beruht, ist aber nur angenihert richtig, also auch der Luftaufsatz
selbst. Um den genau richtigen Luftaufsatz zu finden, ersetze man den
Kreis um M mit M S durch die richtige Linie, auf der die Geschosse sich
zur Zeit ¢ befinden. OK (Abb. 59) sei die jedesmalige Rohrneigung, gehérig
zum Punkte S. Die sdmtlichen Linien SK gehen dann nicht genau durch

7
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Abb. 57 Abb. 58 Abb. 59

einen Punkt V7, sondern sie umhiillen einen kleinen Kurvenbogen, der als
das Visier anzusehen ist. Die simtlichen Visiere konnen als senkrechte
Parallelschnitte einer krummen Fliche getreppt nebeneinander an-
geordnet werden. Sie liegen nicht senkrecht iibereinander, wie Abb. 57
ergab, sondern auf einer riickwirts gekriimmten Linie, wie Abb. 58 andeutet.

Auf den wesentlichen Unterschied dieses von mir 1916 vorgeschlagenen
Luftaufsatzes gegen die fritheren und gegen Feldaufsitze ist noch hin-
zuweisen. Die letzteren legen die Schuflbahn durch das Ziel, sofern alles
richtig bestimmt ist. Der oben beschriebene legt den Sprengpunkt in
die Ziellinie, auch dann, wenn die Tempierung falsch war. Die Vorteile
in bezug auf Beobachtung und Abwehr sind augenscheinlich.

Auf technische oder artilleristische Einzelheiten wird nicht eingegangen;
es kommt hier nur auf die mathematischen Grundgedanken an.

§ 107. Bewegte Ziele

Die Bewegung eines Zieles erfolgt nach drei Komponenten: Seite,
Hohe, Entfernung. Die Verinderung von Seite und Hohe kann man
ermitteln aus der Verinderung der Entfernung und der scheinbaren Ver-
inderung nach Seite und Hohe. Die Entfernung ist nun immer das
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unsichere Element wegen der Mingel, die jedem Entfernungsmessen
anhaften und dessen Zeitdauer. Demgegeniiber ist die Ziellinie und die
Bewjung der Ziellinie viel genauer zu erfassen, was ja auch darin zum
Ausdruck kommt, daf} es nicht schwer ist Strich zu schiefien, aber schwer,
die Entfernung richtig zu treffen. Auflerdem ist gegeniiber der etwas
unsicheren Entfernung vollkommen sicher die Ziinderstellung, mit der
im Moment des Abschusses geladen ist, also die Sekundenzahl ¢
zwischen Abschufl und dem Zerspringen des Geschosses. Dem-
gemaf ist es von erheblichem Vorteil, erstens von der wirk-
lichen Bewegung des Zieles nach Seite und Hohe abzusehen
und statt dessen die Bewegung der Ziellinie zu beriick-
sichtigen, und zweitens nicht die Entfernung des Zieles, son-
dern die Tempierung des Geschosses zugrunde zu legen, in der
Weise, dafl bezweckt wird, den Sprengpunkt in die Ziellinie zu
bringen. Betrigt die Geschofitempierung ¢ Sekunden, so muf}
man am Visier in Richtung der scheinbaren Zielbewegung so
viel vorhalten, als sich die Ziellinie in ¢ Sekunden in dieser
Richtung bewegt. Um diesen Betrag zu messen, werde ein Stab
von 183 mm Dicke in Armlingenabstand (ca. 65 cm), so daf3
also seine scheinbare Dicke 1000+ 42 = 20 Teilstriche ist, senk-
recht zur scheinbaren Bewegungsrichtung des Zieles vor das
Auge gehalten, eventuell mit Auflegen. Mifit man die Zeit, die
das Ziel hinter dem Stab passiert, mit einer Fiinftel-Sekunden-
ubr oder durch schnelles Zihlen, so gibt die gefundene Zahl n
von Fiinftel-Sekunden in 100 dividiert die Winkelgeschwindig-
keit des Zieles in Teilstrichen pro Sekunde.

Das #-fache dieser Geschwindigkeit ist das Vorhaltemafl
in Teilstrichen, also 100-¢/z. Um den Ubergang vom Messen
zum Zielen moglichst unmittelbar zu machen, werde die Vor-
halteskala am Visier, statt nach Teilstrichen, gleich nach AP 60
Finftel-Sekunden geeicht, und zwar fir das grofite vor-
kommende ¢, z. B. fiir ¢ = 24. Die Stelle der Skala, die 2400/xn Teil-
strichen entspricht, sei also mit # bezeichnet. Handelt es sich nun um
einen Schufl von 12 Sekunden, so mufl man die scheinbare Geschwindig-
keit des Zieles an einer halb so starken Stelle des Stockes messen usw.
Der Stock ist also so zu eichen, daff 24 Sekunden dort steht, wo er 13 mm
stark ist, 12 Sekunden dort, wo er 6,5 mm stark ist, usw. [vgl. Abb. 60].
Dieses Gerdt wurde von mir im Frithjahr 1915 eingefiihrt.

Die Vorhalteskala UV werde nun im Nullpunkt O der Linie Visier—
Korn und senkrecht zu dieser Linie in jeder Richtung auszieh- und feststell-
bar angebracht. An ihrem Ende V' trage sie den Luftaufsatz, der durch
ein Gewicht G immer senkrecht eingestellt sei (s. Abb. 61).

Nachdem die Entfernung ermitteit, Brennlinge ¢ sec befohlen ist,
spielt sich das Schieflen so ab: Fiinftel-Sekunden abzihlen, die das Ziel

Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 17
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braucht, um hinter dem Stab an der Stelle ¢ zu passieren (n); Kom-
mando ,n‘‘: Einstellen der Skala UV in Abb. 61 mit » auf O und in
Richtung der scheinbaren Zielbewegung, Richten, Schufl.

Dieses Verfahren ist zwar schon bedeutend kiirzer, als wenn Hohen-
und Seitengeschwindigkeit fiir sich gemessen werden miissen, und jeden-
falls fiir Behelfs-Luftabwehrgeschiitze ausreichend. Aber jedem Ver-
fahren, bei dem das Zielen erst nach voraus-
gegangenem Messen des Vorhaltemafles er-

37
%52' folgen kann, haftet der Nachteil an, dafl
Ib. das Meflergebnis im Moment des Abschusses
Za 4 ;;ﬂ nicht mehr zutreffend zu sein braucht.
) 2 » ts Man mufl deshalb darauf ausgehen, dafl

‘4 das Vorhalten selbsttitig erfolgt, also in
jedem Moment richtig ist. Dabei ist zu be-
denken, dafl das Vorhalten in bezug auf
Ziinderstellung nur méglich ist, wenn

¢ man ein dauerndes Ziinderstellen am ge-
Abb. 61 ladenen Gescho3 vornehmen will. Das
ist vorlaufig in hinreichend einfacher und
sicherer Weise nicht moglich. Wir kénnen aber auch darauf verzichten.
Denn auch bei nicht ganz zutreffender Ziinderstellung wird doch, wenn
nur das Vorhalten richtig ist, der Sprengpunkt in die Ziellinie fallen, was
aus Griinden der Beobachtung, der Abwehr und Treffaussicht die Haupt-
sache ist. Auflerdem kann man aber auch den Fehler aus der Ziinder-
stellung dadurch unwirksam machen, dafl man in dem Moment feuert, in
dem die Ziinderstellung genau zutrifft. Zu dem Zwecke braucht man einen
Tempierungsmesser mit selbsttitiger Bewegungsberichtigung.

§ 108. Tempierungsmesser mit selbsttitiger Bewegungsberichtigung

Denken wir uns den Hoéhen- und Tempierungsmesser (§ 105) mit den
Niveatlinien waagerecht gehalten, so dafl das Lot als Visierstab O P
zum Ziel hin gerichtet ist (s. Abb. 62), wihrend die kurze Seite OT jetzt
senkrecht steht. Der Bildpunkt eines feststehenden Zieles auf dem Ziel-
stab OP gibt durch seine Lage zu den Sprenglinien die erforderliche
Ziinderstellung an. Wenn das Ziel kommt (geht), gibt der Bildpunkt nur
dann die richtige Ziinderstellung an, wenn jede Sprenglinie entsprechend
ihrer Ziinderstellung und proportional der Geschwindigkeit des Kommens
(Gehens) des Zieles diesen entgegen- (gleich-) gerichtet verschoben wiirde.
Diese Verschiebung muf3 bei allen Sprenglinien gleichzeitig erfolgen. Zu
dem Zweck seien die Sprenglinien aus Draht gebogen und an Schiebern
befestigt, die in waagerechten Schlitzen der Tafel gleiten und vermittels
Fiihrungsstiften durch den um Q drehbaren Arm Q R ihrer Sekundenzahl
proportional gleichzeitig verschoben werden. Der Bildpunkt P ibertragt
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die Geschwindigkeit des Kommens und Gehens mittels eines Fadens L,
der iiber die Walze M durch einen Ring bei P zuriickliuft und durch
das Gewicht N gespannt wird, auf den Schwungkugelregulator K. Dieser
hebt den Stab J durch die Achse von M hindurch, senkt den um S dreh-
baren Biigel FGH und driickt damit den Arm 0 R, an dem die Schieber der
Sprenglinien befestigt sind, aus der senkrechten Lage heraus. Anfinglich,

20~

75

F4

Abb. 62

oder wenn das Ziel ,;steht*, d.h. seine Entfernung sich nicht dndert, liegt R
in G. In dieser Anfangslage wird der Arm Q R durch Feder oder Gewicht
festgehalten. Aus der Anfangslage wird dem Arm QR am einfachsten
durch Anstof} entgegen der Bewegungsrichtung des Zieles hinweggeholfen.

Das dauernde Einstellen des Bildpunktes P kann am besten durch
den Entfernungsmesser selbst erfolgen. Dazu werde die Tafel mit dem
Okulartréger, der Stab OP mit dem Objektivtriger des Entfernungs-
messers so verbunden, dafl die Tafel in die Zielebene, der Stab in die
Ziellinie fillt, wenn der Entfernungsmesser das Ziel anrichtet. Auf dem
Zielstab gleitet als Bildpunkt der Ring P. Dieser Ring ist an einer am
Stabe entlang laufenden Schnur fest und mit dem Ende des Stabes durch
eine Spiralfeder DD verbunden. Die Schnur lduft {ber ein Schneckenrad
bei O, auf das die Bewegung der Rolle iibertragen wird, durch welche
beim Entfernungsmesser die beiden Bilder zur Deckung gebracht werden.
Moglichkeit und Ausfithrung der Konstruktion dieses Schneckenrades
ergeben sich aus der auf einer Walze spiralig verlaufenden Skala des Ent-
fernungsmessers, von der die Entfernungen abgelesen werden. Auf dieser
Skala nehmen die Teilstrichintervalle bei wachsenden Entfernungen ab.
Man ibertrage diese spiralige Skala von dem Zylinder auf einen koaxialen
Kegel derart, dall die Verkleinerung der Intervalle durch Vergréferung
des Radius gerade aufgehoben wird, daf} also die spiralige Skala auf dem

17*
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Kegel Teilstrichintervalle gleichbleibender Grofie aufweist. Mit Riick-
sicht auf den MaBstab der Tafel muf} 1 km einem Zentimeter entsprechen.
Dieses flache Schneckenrad verschiebt sich auf seiner Achse, so dal3 der
Berithrungspunkt des Fadens O P an der Schnecke stets in der Verlingerung
der Tafelebene liegt.

In entsprechender Weise, wie wir hier die Bewegung des Bildpunktes
auf dem Tempierungsmesser durch Vermittlung eines Schwungkugel-
regulators zur selbsttitigen Berichtigung der Lage der Sprenglinien fiir
Kommen oder Gehen des Zieles verwandt haben, kénnen wir die Seiten-
und Hohenrichtbewegung des Rohres zur selbsttitigen Berichtigung des
Seiten- bzw. Hohenvisiers benutzen. Dabei ist aber zu bemerken, dafl
z. B. das seitliche Vorhalten nicht nur von der scheinbaren seitlichen
Geschwindigkeit des Zieles, sondern auch von der Tempierung des ab-
zufeuernden Geschosses abhingt. Die Ubertragung der Richtgeschwindig-
keiten des Rohres auf die Visiere mufl also auf die Tempierung ein-
stellbar eingerichtet sein. Das kann z. B. so erfolgen: Ein Schwung-
kugelregulator stellt seiner Geschwindigkeit entsprechend einen Punkt in
einer bestimmten Hohenlage ein. Die Hohe dieses Punktes kann durch
einen Hebel die Hohe eines anderen Punktes bewirken. Durch Verschiebung
des Unterstiitzungspunktes kann man diese Ubertragung von dem einen
auf den anderen Punkt verschieden einstellen. In welcher speziellen Weise
die Rohrbewegungen auf Schwungmassen einwirken und wie die Ein-
stellung auf die betreffende Tempierung erfolgen soll, davon sehen wir
im folgenden ab, um das Wesentliche um so deutlicher hervortreten zu
lassen.

§ 109. Gesdhiitz mit selbstberichtigenden Richtgeriten

Der Entfernungsmesser EM steht derart links seitlich des Geschiitz-
rohres, dafl seine Lingsachse zunichst in die Verlingerung der Schild-
zapfenachse K des Rohres D filit. Die Bewegungen des Rohres iibertragen
sich in der Weise auf den Entfernungsmesser, daf}, wenn der Entfernungs-
messer richtige Hohen- und Seitenrichtung hat, dies auch mit dem Rohre
der Fall ist. Dabei mufl die Bewegung des Rohres der des Entfernungs-
messers immer um das bestimmte Vorhaltemaf} nach Seite und Hohe vor-
aus sein. In bezug auf die Seitendrehung nimmt deshalb die Achse E
des Geschiitzes die senkrechte Achse F des Entfernungsmessers erst mit,
wenn der Arm R (bzw. bei Linksdrehung der Arm R’) gegen die Achse F/
stoB3t. Die beiden Arme werden aber durch den Schwungkugelregulator
auseinandergetrieben, der durch die Seitendrehung des Geschiitzes be-
tatigt wird.

Zur Einstellung des Vorhaltewinkels in der Héhenrichtung ist der
Stab T U vorgesehen, der senkrecht zur Achse des Entfernungsmessers
steht und mit dessen Objektivteil so verbunden ist, daf} der Stab T'U
stets in die Visierrichtung fillt. Der Schieber T, durch den der Stab
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gleitet, wird an dem Bogen L N, der wie in Abb. 58 konstruiert ist, bei der
betreffenden Ziinderstellung (im Bilde bei 15 Sekunden) festgestellt. Das
Stébeparallelogramm HLNM nimmt also, wenn es bewegt wird, die
Visierrichtung 77U mit; dabei ist die Seite HM fest, nur LN beweg-
lich. Die Bewegung des Paral-

q’ lelogramms wird nun durch

;: die Hohenrichtbewegung des
Rohres wie folgt veranilafit. An
der Wiegenkappe des Rohres
sind die beiden Stibe P, 0
M g £ fest (Abb. 63, 65), parallel zur

# Schildzapfenachse.  Zwischen
= |
‘ % U < 5 £ p
z
Abb. 63 Abb. 64

ithnen gleitet der Stab H N. Die Stibe P, Q werden durch einen Keil ver-
mittels eines Schwungkugelregulators entsprechend der Drehgeschwindig-
keit des Rohres auseinandergedriickt. Bei sich hebendem (senkendem)

b4
g
5

10

OO

Abb. 65

Rohr, d. h. bei wachsender (abnehmender) scheinbarer Zielhohe wird der
Stab N an dem Stab @ (P) anliegen, d.h. die Erhohung entsprechend
grofler (Kleiner) sein, als bei gleichbleibender scheinbarer Hohe des Zieles.

Der sehr kleine Einflufi der geringen Seitenrichtungsunterschiede
(von etwa 10° hochstens) zwischen dem Entfernungsmesser und dem
Geschutzrohr wird noch verringert, wenn man den Stab 7 U, mit ihm das
Parallelogramm, um einen konstanten Winkel nach oben um die Ent-
fernungsmesserachse, die Stibe P, 0 um denselben Winkel um die Schild-
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zapfenachse dreht, derart, dafl bei mittleren Visierhohen der Stab HN
nahezu senkrecht steht. Der Hoéhenrichtkanonier bedient zugleich den
Entfernungsmesser; dadurch, dafi er das Rohr so einstellt, daf3 er das
Ziel im Entfernungsmesser sieht, gibt er dem Rohr die richtige Hoéhen-
richtung.

Die Abgabe eines Schusses vollzieht sich also so: Es wird dauernd
richtige Hohen- und Seitenrichtung genommen. Dann wird Ziinder-
stellung abgelesen, entsprechend (d. h. mit angemessener Vorgabe) ge-
laden, Hohen- und Seitenrichtung fiir die geladene Ziinderstellung ein-
gestellt, und abgefeuert, wenn der Bildpunkt genau die Sprenglinie
passiert, die der geladenen Ziinderstellung entspricht. Die Korrekturen
wirken so, wie es der Bewegung des Zieles im Moment des Abschusses
entspricht; nach dem Abschufl erfolgende Bewegungsinderungen zu
beriicksichtigen, liegt nicht in unserer Macht. Wir kénnen nur die Losung
der Aufgabe erstreben: den Schufl dorthin zu bringen, wo das Ziel ist,
falls es seine Bewegung vom Zeitpunkt des Abschusses an beibehilt.
AuBerdem muf die Zeitspanne zwischen Abschufl und Geschof3zerspringen
durch hohe Anfangsgeschwindigkeit v, moglichst kurz gemacht werden.
Dichte Schufifolge und grofler Wirkungsbereich eines Schusses miissen
hinzukommen.

Die Vorgaben nach Seite und Héhe erfolgen so, als ob die scheinbare
Zielbewegung konstant ist. Der daraus entspringende Fehler ist gering
und kann in die {ibrigen mit eingerechnet werden. Seine Beseitigung ist
nur durch so verwickelte Vorrichtungen moglich, dafl der etwa gewonnene
Vorteil durch die Unsicherheit vielgliedriger Mechanismen wieder auf-
gehoben wird. Die oben beschriebenen Vorrichtungen streben nach
moglichster Einfachheit.
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Anmerkung

In dem vorliegenden Buche ist vielfach, namentlich in den §§ 6, 17, 82, 99, davon Ge-
brauch gemacht, die Form eines physikalischen Gesetzes aus den Dimensionen der darin
vorkommenden Gréflen zu erschlieflen. Ich habe dieses heuristische Prinzip zuerst im Mathe-
matischen Verein der Universitat Berlin am 17. Februar 1893 vorgetragen und an den Bei-
spielen der Formeln fiir den Fall, fiir das mathematische Pendel, die schwingende Saite,
das physikalische Pendel, den Magneten, die Fliehkraft, die Schallgeschwindigkeit in Gasen
usw. erliutert und erhiirtet. Damals erhob sich Widerspruch und Zweifel, so dafl eine Ver-
offentlichung unterblieb. Heute ist die fragliche SchluSweise wohl allgemein anerkannt
(vgl. z. B. Hopf{ in ,,Die Naturwissenschaften* 1912; Bridgman, Theorie der physikalischen
Dimensionen, 1931, deutsch von Holl, Teubner 1932). In der ersten Auflage dieses Buches
kommt sie in der Ballistik zum erstenmal zur Geltung. Es wird tunlichst aufgeriumt mit
unhomogenen Formeln, wie ,,Gipfelhohe der SchuBbahn gleich 5/,mal Quadsat der Schuf-
dauer”. Diese Formel miBte lauten: z, = } g &% Erst jetzt erkennt man ihre Verlaglichkeit;
sie ist nur fiir die Parabel genau richtig [vgl. § 14 (42), (43)]. Dimensionierte Konstante in
einem physikalischen Gesetz sind ihrer Dimension entsprechend zu interpretieren, wie das
Beispiel der im Luftwiderstandsgesetz vorkommenden Schallgeschwindigkeit erliutert. Das
wird in entsprechender Weise nicht immer moglich sein. Aber immer 1afit sich die Homo-
genitit herstellen durch Einfilhrung normierter Gréfien der Dimension Eins, wie dies z. B.
in § 6 beim Bernoullischen Gesetz geschieht und wie es in § 88 bei den Sarrauschen
Formeln geschehen miifite. Dadurch tritt das Wesen einer solchen Formel als Niherungs-
formel hervor, die nur in der Umgebung einer Stelle gilt, oder als erstes Glied einer Ent-
wicklung aufzufassen ist. Sarraus Formel § 84 (55) fiir milde Pulver gibt die ersten zwei
Glieder; aber die Wahl der GréSe, nach der entwickelt wird, bleibt zweifelhaft. Auch bei roh
empirischen Formeln ist die Forderung der Homogenitit durchfiihrbar (§ 99) oder bleibt
anzustreben (§ 102). '

Das Newtonsche Gravitationsgesetz setzt, wenn man der darin vorkommenden
Gaufischen Konstanten die Dimension 1 beilegt, die drei Grunddimensionen M, L, T in
die Beziehung M = 372, aus der das dritte Keplersche Gesetz folgt und die das astro-
nomische Mafl der Massen liefert, die nach dem reziproken Entfernungsquadrat anziehen
(oder abstoflen). Dasselbe gilt fiir elektrisch oder magnetisch anziehende oder abstoflende
Massen, die also als solche dieselbe Dimension I37—% bekommen. Nur Inkonsequenz in
bezug auf die Behandlung der Konstanten fiihrte zu den bekannten irrationalen Dimensionen.
Vielmehr mufl man die Dimensionen der Elektrizititsmenge, der Intensitit, der elektro-
motorischen Kraft, des Widerstandes usw. bestimmen aus dem Coulombschen, Ampére-
schen, Jouleschen, Ohmschen Gesetz usw., wie ich das in meinem oben erwihnten Vor-
trage (IIL Vortragsbuch des Mathematischen Vereins, S.270—273) getan habe.
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