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Vorwort zur ersten Auflage

Die deutsche ballistische Literatur besitzt das umfangreiche Werk 
von Cranz, durch die Fülle seines Stoffes, die vielen wertvollen Tafeln und 
die zahlreichen durchgerechneten Beispiele ein unentbehrliches Handbuch 
für den ballistischen Praktiker, für den Offizier und Waffentechniker. 
Wendet sich Cranz ausdrücklich an den Nichtmathematiker und ver­
meidet er deshalb möglichst mathematische Entwicklungen, so bringt das 
vorliegende Buch gerade den mathematischen Gehalt der Ballistik zur 
Darstellung, in der Erwägung, daß für wesentliche Fortschritte auf dem 
Gebiete der Ballistik die Mitwirkung der Mathematik unerläßlich ist. 
Die Auffassung der Ballistik als einer mathematischen Disziplin verlangte 
einen strengeren systematischen Aufbau. Als Wissenschaft muß sich die 
Ballistik frei nach ihren eigenen Gesetzen entwickeln. Zwar muß sie aus 
der Praxis Aufgaben, Anregungen und Erfahrungsergebnisse entnehmen 
und ihr dafür neue oder verbesserte Schießverfahren, Versuchsmethoden 
usw. zurückgeben. Wird aber aus dieser steten Fühlung m it der Praxis 
eine Führung durch  die Praxis, so bleiben wissenschaftliche Ergebnisse 
von nicht gleich erkennbarem, praktischem Wert ungefördert. Der an­
gedeuteten Gefahr ist die Ballistik nicht immer entgangen. Das ist der 
Hauptgrund für die auch von Cranz beklagte auffallend langsame Ent­
wicklung der Ballistik gegenüber verwandten Wissenschaften. Die Praxis 
hat den Schaden davon, indem sie z. B. durch unrationelle Schießversuche 
oder durch Festhalten an falschen Formeln Munition vergeudet. Und 
wenn die Praxis der Theorie etwa in der Berücksichtigung des Höhenluft­
gewichts und des Höhenwindes voraus war, so wird doch erst durch die 
Theorie das Verfahren betreffend das Luftgewicht bestätigt und begründet, 
dasjenige betreffend den Höhenwind als falsch erkannt und durch das 
Richtige ersetzt. Daß dies erst in diesem Buche erfolgt, beweist das wirk­
liche Zurückbleiben der Ballistik. Weitere Beispiele sind, daß man bisher 
den Regen nicht richtig zu berücksichtigen wußte, daß man die periodi­
schen Schußweitenänderungen mit wachsender Rohrerwärmung nicht 
deuten konnte, daß man mit falschen Flugbahnschwenkungen arbeitete,
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daß man einen wesentlich empirischen Drall anwandte, der die Züge be­
schädigte u. v. a. Diese Beispiele zeigen zugleich, wie das vorliegende 
Buch, obwohl theoretisch, doch niemals die praktischen Fragen aus den 
Augen verliert. Ja, es verdankt geradezu der Praxis seine Entstehung. 
Als der Verfasser für die ihm als Batteriechef und Abteilungskommandeur 
unterstellten Luftabwehrformationen praktische Schießverfahren auf­
stellen mußte, zeigte sich, daß noch nicht die beiden ersten Voraussetzungen 
hierzu erfüllt waren, nämlich: Kenntnis des geometrischen und zeitlichen 
Verlaufs der Flugbahn bei großen Erhöhungen und großen Anfangs­
geschwindigkeiten, und: Möglichkeit, die Höhe des Luftziels zu messen. 
Letzteres erreichte der Verfasser sofort durch seinen Höhenmesser, der 
eine Reihe weiterer Vorrichtungen veranlaßte, ersteres führte ihn zu einer 
sehr einfachen und genauen Flugbahnzeichnung und zu neuen analytischen 
Entwicklungen, durch die eine bisher mehr geahnte als erkannte Zwei­
teilung der äußeren Ballistik hervortrat. Diese Zweiteilung ergab nicht 
nur ein wertvolles Einteilungsprinzip, sondern stellte die älteren Ver­
fahren erst an ihren rechten Platz und in das rechte Licht. Insbesondere 
gilt dies von den Siaccischen Näherungsformeln. Für diese ergaben sich 
mehrere Abschätzungen der Genauigkeit in verschiedenen Schärfegraden, 
eine unentbehrliche Ergänzung aller Näherungsformeln, die aber hier 
merkwürdigerweise noch fehlte.

Nachdem der Verfasser einen Teil seiner Ergebnisse in einer Reihe 
von Aufsätzen und in wiederholten Vorlesungen veröffentlicht hatte, 
gewann für ihn die Ballistik als Ganzes eine neue Gestalt. Dem Wunsch 
nach Veröffentlichung kam die Verlagsfirma in dankenswerter Weise 
entgegen. Die nunmehr vorliegende Ballistik weist als neu noch die 
zwischen innerer und äußerer Ballistik einzuschaltende Übergangsballistik 
und als Ballistik in großen Höhen die kosmische Ballistik auf. Aber auch 
in dem alten Bestände der Ballistik wird der Kundige allenthalben Neues 
finden. So ist noch die neue Behandlung der konischen Pendelung und 
der Seitenabweichung hervorzuheben, ferner eine neue Theorie der Schuß­
faktoren, praktisch wichtige Bemerkungen über Streuungen u. v. a.

Wenn auch durchgängig, wie es der Gegenstand verlangt, mit den 
Methoden der Mathematik, besonders auch denen der angewandten, ge­
arbeitet wird, so werden doch grundsätzlich die einfachsten und kürzesten 
bevorzugt bzw. eigens aufgesucht. Nur so war es möglich, den großen 
Stoff auf dem verfügbaren Raum darzustellen.
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Für dieses Buch denke ich mir den sonstigen ballistischen Leserkreis 
erweitert durch die vielen Studierenden der mathematisch-physikalisch- 
technischen Wissenschaften, die im Felde Interesse an der Ballistik ge­
wannen, wie ich es aus den mir oft zur Begutachtung zugegangenen bal­
listischen Arbeiten solcher entnommen habe. Dieses Interesse an der 
Ballistik auch weiterhin rege zu halten, zu vertiefen und zu eigenen Ar­
beiten anzuregen und dadurch die Ballistik als neues Fach neben die 
anderen Fächer der angewandten Mathematik zu stellen, soll mit zu den 
Aufgaben dieses Buches gehören.

E ldena bei Greifswald, Januar 1922.
V  ahlen
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 Vorwort zur zweiten Auflage

Die erste Auflage erschien vor zwanzig Jahren nach beendetem Welt­
krieg. Ich konnte meine eigenen Erlebnisse und Beobachtungen darin 
verwerten, über die ich zum Teil schon vorher einige Arbeiten veröffent­
licht hatte. Die zweite Auflage wird als ein dringendes Bedürfnis emp­
funden, sie erscheint deshalb vor Abschluß des Krieges, was gewisse 
Rücksichten bedingt. Es kam vor allem darauf an, den eisernen Bestand 
der Ballistik einer Überprüfung zu unterziehen, die Methoden zu sichten, 
zu verbessern und für den praktischen Gebrauch in zweckmäßigste Formen 
zu bringen. Über Wünsche der Praxis war ich durch Aussprachen mit 
Dr. Georg G rötsch , jetzt Ballistiker in einem Rüstungsbetrieb, und mit 
Dr. K n o lle r , Dozent an der Technischen Hochschule in Wien, unter­
richtet. Diplomingenieur Gustav G ünther hat mich durch Zeichnungen 
und Rechnungen unterstützt, Dr. P lake, jetzt in einer Forschungs­
anstalt, durch ein sorgfältig durchgearbeitetes Stück der ersten Auflage.
Ganz besonderen Dank schulde ich der Mitarbeit des Professors Dr. Alfred
K lose , Direktors des Instituts für angewandte Mathematik an der Uni­
versität Berlin, ohne dessen sachkundige und gewissenhafte Hilfe es mir 
so bald nicht möglich gewesen wäre, die Arbeit zu bewältigen. Das Kapitel 
über die praktischen Lösungsmethoden verdankt vor allem ihm seine 
jetzige Gestaltung. Beim Lesen der Korrekturen wurden wir von 
K. H. B oseck  und E. M ohr unterstützt. Neben den strengen Methoden, 
die die unentbehrliche Grundlage für jede weitere Entwicklung bilden, 
legen wir doch auch Wert auf sogenannte Näherungsmethoden sowie auf 
Faustregeln. Nur müssen auch diese gut begründet und ihre Reichweite 
klargestellt sein. Wir hoffen, mit dieser zweiten Auflage dem erstrebten 
Ziel eines klaren und systematischen Aufbaues der Ballistik näher­
gekommen zu sein.

B e r lin , im Oktober 1941.
Vahlen
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1

E rstes K ap ite l

Einführung. Koordinaten. Erdkrümmung

§ 1. Aufgabe und Einteilung

Ballistik ist die Lehre vom Schuß oder Wurf eines schweren Körpers, 
des Geschosses, im Lufträume. Sie ist als Zweig der Mechanik eine teils 
empirische, teils deduktive Wissenschaft. Wir behandeln hier haupt­
sächlich den deduktiven oder mathematischen Teil. Die Zeit, in der auf 
das Geschoß nur die Schwerkraft und der Luftwiderstand wirken, be­
handelt die „äußere“  Ballistik. Als Anfangspunkt der (äußeren) Bahn ist 
der erste Punkt zu bezeichnen, von dem ab nur noch diese beiden Kräfte 
auf das Geschoß wirken. Die Zeit vom Anfang der Geschoßbewegung an 
bis zu dem Zeitpunkt, in dem das Geschoß anfängt aus dem Rohre aus­
zutreten, behandelt die „innere“ Ballistik. Die Zwischenzeit vom be­
ginnenden Austritt bis zu dem Zeitpunkt, in dem die nachdringenden 
Pulvergase auf das Geschoß nicht mehr wirken, ist besonders wichtig 
für den Bewegungszustand des Geschosses im Anfangspunkt seiner Bahn. 
Sie wird im Kapitel X IV  des vorliegenden Buches zum erstenmal einer 
besonderen Betrachtung unterzogen und dort als „Übergangsballistik“  
bezeichnet.

In der äußeren Ballistik genügte bisher die Annahme, daß die Erde 
eine ebene, unbewegte Scheibe ist, daß die Schwerkraft nach Größe und 
Richtung, und daß das Luftgewicht, von dem der Luftwiderstand ab­
hängt, längs der ganzen Flugbahn konstant sind. Erst in neuerer Zeit 
mußte man Schußweiten und -höhen berücksichtigen, für die diese ver­
einfachenden Annahmen nicht mehr genau genug sind. Man kann daher 
der älteren Ballistik, als „niederen“ oder „tellurischen“  (von tellus =  
Scheibe), die neuere als „höhere“  oder „kosmische“  hinzufügen. Die 
kosmische wird im Kapitel X II des vorliegenden Buches zum erstenmal 
systematisch behandelt. Das Problem der kosmischen Ballistik wird 
namentlich unter der Voraussetzung gelöst, daß die störenden Einflüsse, 
durch die sie sich von der tellurischen unterscheidet, wie kleine Größen 
behandelt werden können. In noch höhere Sphären dringen unsere Ge­
schosse noch nicht; dort ziehen die Meteore ihre Bahnen, deren Berech­
nung zu den Aufgaben der Himmelsmechanik gehört.

V a h l e n ,  Ballistik. 2. Aull. 1



2 Erstes Kapitel. Einführung. Koordinaten. Erdkrümmung

§ 2. Koordinaten

Wir legen im allgemeinen ein rechtwinkliges Koordinatensystem x y z 
zugrunde, dessen Anfang 0 , der Geschützort, in (bzw. nahe) der Erd­
oberfläche liegt; die .r-Achse sei waagerecht, positiv in der Schuß­
richtung nach vorn, die y-Achse waagerecht, positiv nach rechts, die 
2-Achse senkrecht, positiv nach oben. Nur zur Untersuchung des Ein­
flusses der Erdkrümmung und -drehung führen wir ein rechtwinkliges 
System X  YZ ein, dessen Anfang im Mittelpunkt der Erde liegt, die als

2
Kugel vom Radius R =  —  • 10000 km =  6366 km angenommen wird.

Die Richtungen der X-, Y-, Z-Achsen werden dadurch festgelegt, daß der 
Geschützort 0  in der nördlichen geographischen Breite T (>  0) die Ko­
ordinaten :

X 0 =  0 , Y0= R - c o s r ,  Z0— R-s'mr

haben und das X  YZ -System mit dem # y z-System gleichsinnig sein soll. 
Die YZ -Ebene liegt also in der Meridianebene des Geschützes, die Z-Rich- 
tung weist nach dem Nordpol, die F-Richtung nach dem Äquator. Zur 
Vermittlung zwischen beiden Systemen wird noch ein zu beiden gleich­
sinniges System (x) (y) (z) eingeführt, mit dem Anfangspunkt O, der posi­
tiven (x)-Achse waagerecht nach Osten, der positiven (y)-Achse waage­
recht nach Süden, also der positiven (2)-Achse senkrecht nach oben, nach 
dem Zenit des Geschützes.

Ist A  das Azimut der x-Achse, und zwar der Winkel der positiven 
#-Achse mit der Südrichtung, positiv für südöstliche Richtungen, so gelten 
demnach die Transformationsformeln:

(x) =  x  sin A  — y cos A
(y) =  x  cos A  -f- y sin A  

■ (*)

X  =  (x) =  x  sin A  — y cos A  
Y —F0 =  (y) sin / ’ +  (2) cos r — x  cos A  sin f  +  y sin A sin/ 1 +  2 cos/ 1 ) (2) 
Z  ■—;Z 0 =  — (y) cos/ 1 -(-(z)sin/ 1 =  — ^cosAcosT — y sin A cos/ 1 +zsin.T.J

Denn dreht man das System x y z um die z-Achse um den Winkel
7t-----A im Drehungssinn Süd—Ost—Nord—West, so kommt es mit dem
U
System (x) (y) (2) zur Deckung. Und dreht man das System (x) (y) (2)

7tum die (x) -Achse um den Winkel -----F  im Drehungssinn Süd—Zenit—

Nord—Nadir, so wird es zum System X Y Z  gleichlaufend.

* =  {x) sin A +  (y) cos A » 
y =  — (x) cos A +  (y) sin A > (1)
z =  (2) '
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§ 3- Erdkrümmung

Hat man die Koordinaten eines Punktes P  einer Flugbahn gleich 
x, y, z berechnet, so ist z seine Höhe über der durch den Anfang O gelegten 
Horizontalebene. Für die Praxis braucht man aber die Höhe des Punk­
tes P  über der Erdoberfläche. Mit welchem Fehler kann man die erstere 
für die letztere nehmen ? Der Punkt P  (x yz)  hat vom Erdmittelpunkt 
die Entfernung "|/(i? +  z)2 -f- x 2-j- y 2, also über der Erdoberfläche die
Höhe ]/(R +  z)2 +  x 2-\- y 2— R. Nimmt man z für diese, so begeht man 
den Fehler:

jl ( R + z ) 2+ x 2+ y 2- R - z  =  {R +  z) +
2 (E  +  s)2

-  1

Demnach ist seine für 
Erdkrümmung berichtigte 
Höhe

x 2 +  y 2

~2
x 2 + y 2

iT ~ +

z + ~ R (3)

und sein Abstand vom Erd­
mittelpunkt

R + z + 1 x 2+ y 2
R • (4)

Dabei sind Glieder höherer 
als erster Ordnung in 1/R
weggelassen, d. h. es ist die Erdkrümmung 1 IR als kleine Größe erster 
Ordnung angesehen.

Um zu beurteilen, ob der Fehler praktisch von Belang werden kann, 
sei für einen sehr weiten Schuß l/x2-\- y 2=  200/j/jr =  112,8 km, dann

wird
1 x2 +  y2 
2" R 1 km. Diese Größe ist also nicht zu vernachlässigen.

Als Endpunkt der Flugbahn P° (x°, y°, z°) wird der zweite in der Ebene 
z =  0 liegende Punkt derselben bezeichnet, als Schußweite die Strecke
y * ° 2 +  y ° 2=  OP°. Wegen der Erdkrümmung fliegt das Geschoß noch 
etwas weiter, ehe es auf der Erdoberfläche ankommt. Um wieviel?

Es sei Q° die Projektion von P°  auf die Erdoberfläche. Dann ist auf 
der Erde der Bogen

OQ° =  R ■ arc tg-OP°  D /U P ° 1 (OP°\
~ i r ^ R p r - 8 p r j +

+  ■

1*
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Das Dreieck Q°P°S  kann unbedenklich als geradlinig und rechtwinklig 
angesehen werden. Es ist

also

und nach (4)

i_ Ö °P °S  =  180»

Q°S =  Q°S  =  P »ö °  • ctg cu0| — OQ°
R

1 0  P°
pOQO=  O P 0 -— ~ü J\

Der Kreisbogen zwischen Geschütz und Erdziel hat also die Länge

OQ° +  Q * S = O P °  1
1 (OP°\
3 1 R j

2 ^  o p o
+  ¥  R

Ctg [ CD
OP°\

' R I
(5)

Das erste (stets negative) Zusatzglied macht in unserm Beispiel 0,01% der 
Schußweite, also 11 m aus. O P 0/R in Graden beträgt 1», |cu°| ist bei 
weiten Schüssen nahezu jt/2. Setzen wir | cd0 | =  zr/2, so macht das zweite 
(stets positive) Zusatzglied in (5) weniger als 0,02% der Schußweite, etwa 
20 m, aus. Man kann also im allgemeinen

OQ0 +  Q°S =  OP°
setzen.

Zw eites K a p ite l

D ie wirkenden Kräfte

§ 4- Die Anziehungskraft der Erde

erteilt einem schweren Körper in der Nähe der Erdoberfläche eine Be­
schleunigung von g =  9,81 m • sec-2 etwa, die aber im quadratischen Ver­
hältnis der Entfernung vom Erdmittelpunkt abnimmt. Ist sie im Punkte 
(0, 0, 0) gleich g, so beträgt sie also im Punkte (0, 0, z) nur noch

s -
R2

mit

(R +  zY
z

=  g 1 +

einem Fehler g oder

g - e 10! ( 1 )

71
+  • • •. Die Angaben

0
über den Koeffizienten von in (1) sind verschieden: mit Berück­

sichtigung der Erdabplattung erhält man einen etwas größeren Wert als 7t, 
die Messungen haben etwas kleinere Werte ergeben.
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Diese Beschleunigung heißt die „wahre“  Schwerebeschleunigung. Mit 
der Masse m des Körpers multipliziert, ergibt sie das wahre Gewicht G 
desselben. Dabei wird abgesehen von dem „Auftrieb“ , der gleich ist dem 
Gewicht der verdrängten Luft. Dieser beträgt bei Geschossen nur etwa 
V5000 des Gewichts G. Wenn ein Liter Luft 1,2 g, ein Liter des Geschosses 
6 kg wiegt, so ist nämlich 6 0 0 0 :1 ,2 =  5000 das Gewichtsverhältnis von 
Geschoß zu Luft. Bei Geschossen im Wasser müssen wir den Auftrieb 
berücksichtigen.

Im Punkte (x, y, z) beträgt wegen § 3 (3) die wahre Beschleunigung

richtungen sind also unter Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung:

Die Z en tr ifu g a lk ra ft
Durch die Umdrehung der Erde erhält ein Massenpunkt P (X YZ)  eine 

zentrifugale Beschleunigung, die nach Größe und Richtung gleich ist der 
Entfernung ] /A 2 +  V 2 des Punktes P  von der Drehachse Z, multipliziert 
mit dem Quadrate der Umdrehungsgeschwindigkeit

Diese Zentrifugalbeschleunigung setzt sich mit der „wahren“ Schwere­
beschleunigung zu einer resultierenden Beschleunigung zusammen, die wir 
als „scheinbare“ Schwerebeschleunigung (Fallbeschleunigung) bezeichnen. 
Diese ist nach Größe*) und R ich tu n g  von der wahren etwas ver­
schieden.

*) Den Einfluß der geogr. Breite auf die Größe kann man durch den Faktor 
(1 — 0,00264 ■cos 2.T) darstellen, mit dem g45o =  9,8062 multipliziert werden muß, um gp  
zu ergeben.

Sie macht dort aber mit der s-Richtung den Winkel , dessen Tangens

also durch Multiplikation ihres Wertes mit cos , ihre Komponente in
K

der x- bzw. y-Richtung durch Multiplikation mit - - ______ • sin ,
y x 2 +  y 2 P

• sin ——

bzw. mit —— 7— —  • sin — . Ihre Komponenten in diesen drei Achsen- 
M'x2 +  y 2 R

• sin

e ‘ R  ’
x

24 • 60 • 60 sec =  0,000073 sec-1 , also gleich ist v2 • ]/A’ 2+  Y2.
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Wir wollen die Komponenten der Zentrifugalbeschleunigung des Punk­
tes P  (XYZ)  nach den Richtungen x, y, z berechnen. Die Komponenten 
von v2- ^ X 2-\- Y 2 nach der X-  und Y -Achse sind v2-X  und v2-Y;  und 
deren Komponenten nach x, y , z bzw.

und
, . x  a x

d x  '
f  .
o y

v* x ^ ~
dz

dY
V* Y /  > dx

v2Y dV  
dy  ’

2 y  dY  Y —  
dz

also nach § 2 die Komponenten der Zentrifugalbeschleunigung nach x, y, z:
i’2 (x sin2X — y sinzl cos A)

+  v2 (x cos2zl sin2/ 1-)- y sind, cosvl sin2/ 1-)- (R -f- z) cosd  sin/ 1 cos/1) ,
v2 (— x  sind cosd  +  y  cos2d ) >

4- v2 (x sind cosd  sin2/ 1 +  y sin2d  sin2/ 1 -j- (R +  z) sind sin/ 1 cosP) ,
(3)

v2 (x cosd  sin/ 1 cos/ 1 -f- y sind sin/ 1 cos/ 1 -j- (R +  z) cos2/ 1) .
Die mit R multiplizierten Teile sind die Komponenten der Zentrifugal­
beschleunigung für den Punkt 0  (0, 0, 0). Die Differenz der Zentrifugal.- 
beschleunigungen für 0  und P  hat also die Komponenten:
v2\x (1 — cos2d  cos2/ 1) — y sind cosd  cos2/ 1 +  z cosd  sin/ 1 cos/1) , \ 
v2{— x  sind cosd  cos2/ 1 -\- y (1 — sin2d  cos2/ 1) -f- ss in d  sin/ 1 cos/1) , > (4) 
v2 {% cosd  sinr  cos/ 1 +  y sind sin/ 1 cos/ 1 +  z cos2/ 1) . j

Das Koeffizientensystem ist symmetrisch, die Diagonalelemente liegen 
zwischen 0 und 1 , die andern zwischen — 1 und +  1 .

Im X  yZ-System sind die Komponenten derselben Differenz 
v2- ( X - X 0) ,  v2- ( Y ~ Y 0) ,  0 ,

also gleich einer Beschleunigung, die nach Größe und Richtung der v2- 
fachen Äquatorealprojektion von OP  gleich ist. Demnach ist sie höchstens 
gleich v2-OP, nämlich, wenn P  und 0  in derselben Parallelkreisebene 
liegen, was z. B. bei westöstlichen Schüssen nahezu eintritt. Davon fällt 
in etwa 60° geogr. Breite die Hälfte in die Richtung der Schwerkraft,
während 7/8 (— i ‘ V3) horizontal wirken. Für einen Schuß mit OP=100km  
ergäbe das in Richtung der Schwerkraft

| ■ 0,000000 0053 • 100000 m-sec“2 =  0,27 m-sec“2 ,
also eine scheinbare Verminderung von g um etwa 2,7% > die also bei so 
weiten Schüssen keineswegs zu vernachlässigen ist. Wie sie berücksichtigt 
wird, zeigen wir später (Kapitel XII).

Die Erde ist von der Sonne 150-IO5 km entfernt und umkreist sie mit 
einer Winkelgeschwindigkeit

m <̂‘ n
N =  365% 24 ■ 60 - 60 • sec 0,062 sec- 1 .



§ 5. Coriolis-Kraft

Das ergibt eine Zentrifugalbeschleunigung

N2 • 0,15-1012m =  0,006 m-sec-2,

also eine scheinbare Vergrößerung der Schwere in Richtung des Schattens 
um 0,6°/oo> die selbst bei den weitesten Schüssen zu vernachlässigen ist. 
Denn selbst wenn sie g im vollen Betrage vergrößert (bzw. nachts ver­
kleinert), also wenn die Sonne im Zenit (bzw. Nadir) steht, verändert sie 
die Schußweite nur um weniger [§ 47 (13)] als 0,6%0) also bei 100 km um 
weniger als 60 m.

Die Lage eines Punktes P  im Raume werde durch den Vektor r be­
stimmt, der die Strecke O P nach Größe und Richtung gibt. Es sei 
X =  r [tx, t2) eine Funktion von zwei Varia-

A B C . . . heißen. Deutet man t2 als Zeit­
variable, so soll die dadurch definierte Bewegung der Kurve A B C . . .  
in die Lagen A 1B1C1 . . ., A 2B2 C2 . . . (die aber zugleich eine Defor­
mation sein kann) die führende Bewegung heißen. Setzt man tx — t2=  t, 
so bewegt sich P  längs der Kurve A B 1 C2 . . . Diese Bewegung heißt 
die zusam m engesetzte.

Für das zweite Differential von r ergibt sich:

Setzt man tx=  t2 =  t, so erhält man hieraus für die Beschleunigung 
der zusammengesetzten Bewegung:

Sie besteht also aus drei Teilen: der erste ist die Beschleunigung der 
relativen Bewegung, der zweite ist die Beschleunigung der führenden Be­
wegung, der dritte heißt nach seinem Entdecker die Coriolis-Beschleu-

§ 5- Coriolis-Kraft

bien tlt t2. Bei festem t2, veränderlichem tx 
beschreibe P  die Kurve A,B,C, . . und zwar 
mögen diese Punkte den Werten tx, ti~\-dtx, 

+  2 dtx . . . entsprechen. Bei festem tx, ver­
änderlichem t2 beschreibe P  die Kurve A, A x, 
A 2. . .  ., und zwar mögen diese Punkte den 
Werten t2, t2 -\- dt2, t2-\- 2 dt2 . . . entsprechen. 
Zugleich beschreibt B die Kurve B,B1,B 2 . . .  
und C die Kurve C, Clt C2, . . . Deutet man 
h als Zeitvariable, so soll die dadurch defi­
nierte Bewegung von P  längs A B C . . .  die 
re la tiv e  Bewegung von P  auf der Kurve Abb. 2
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nigung. Es ist die doppelte Änderungsgeschwindigkeit der einen Geschwin­
digkeit infolge der andern Bewegung. Geometrisch wird das zweite Dif­
ferential von r =  0  P  gleich {0 C2 — 0  By) — [0 B1— 0  Ä) =  B1C2 — A B 1 
=  B1 C1 +  Cj C2 -  A A 1 -  A 1B1 =  (B1 CY -  A 1B1) +  (B1B2 -  B BJ 
+  (C\ C2 -  A A J  -  (BXB2 -  BBJ =  (B1 C . - A . B , )  +  f a ß ,  -  B B t) 

{C1 C2 — B1B2- A A 1-\-B B- .̂ Die beiden ersten Klammern geben 
durch dt2 dividiert die Beschleunigungen der relativen und der führenden 
Bewegung. Der dritte Teil ist der Zähler der Coriolis-Beschleunigung. 
Mit Rücksicht auf die vektoriellen Gleichungen:

C1 C 2 -j- C2 ß 2 B2 P, -j- Bl C1 — 0
AA^ -[- Mi Bj J- B  ̂B J- BA  =  0

schreiben wir ihn:
(B2 C2- B 1C1) +  (A1B1- A B )  .

Jetzt sei insbesondere die relative Bewegung geradlinig gleichförmig, 
also die Linien A B  C . . A 1B1 C1 . . Gerade, die Strecken A B  =  B C 
=  U41B1=  B1 C1 =  A 2B2 =  B2 C2 =  ■ ■ ■ Und es sei die führende Bewegung 
eine gleichförmige Rotation um eine Achse, also die Kurven A A 1A 2 . . .,
B B 1B2 . . C C 1 C2 . . .  koaxiale Kreise, die Bögen A A 1 =  A XA 2= ...,

B B 1 =  B1B2 =  . . CC1= C 1C2= . . .  Wegen B1C1 =  A 1B1 wird für
die Coriolis-Beschleunigung:

{B2C2- B l C1) +  {A1B1- A B ) = B 2 C2~ A B  .
Dies wird weiter gleich A D  —A B  = B D ,  wenn man den Vektor 

A D  — B2C2 macht. Projiziert man jetzt die ganze Figur auf eine zur 
Drehachse senkrechte Ebene, die wir als Äquatorebene bezeichnen wollen, 
und bezeichnet die projizierten Punkte mit (A), (B) usw., so sind die 
Strecken MP, B2 C2, A D  gleich und gegen die Projektionsebene gleich 
geneigt, also auch ihre Projektionen (A) (B) =  (A) (D). Also wird 
B D  =  (B) (D) =  (A) (B)- arc (B) (A) (D) und, weil (P2) (Ca) || (A) (D), 
also arc (B) (A) (D ) gleich dem Bogen (A) (MJ (A2) gleich dem doppelten
Bogen (A) (Aj) ist, wird schließlich B D  =  2-(M) (B) ■ (A) (MJ, also die

BD
Coriolis-Beschleunigung —  ̂- gleich

o . (A)(B) ( A Ü A )  
dt dt ’

d. h. gleich dem doppelten Produkt aus der Äquatorealprojektion (v) der 
relativen Geschwindigkeit v und der Winkelgeschwindigkeit v der führen­
den Bewegung. Sie ist parallel der Äquatorebene und dreht (v) im Drehungs­
sinne der führenden Bewegung.

Jetzt sei der Punkt P  der Schwerpunkt des Geschosses, die relative 
Bewegung sei seine momentane Bewegung mit der Geschwindigkeit v, die 
führende Bewegung sei die Drehung der Erde. Dann folgt:
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Das Geschoß erleidet infolge der Erddrehung eine Coriolis-Beschleu- 
nigung; diese ist gleich

2 - v v s m  vZ ,

sie liegt in der Parallelkreisebene von P  und steht senkrecht auf v. Sie 
wirkt ablenkend auf v im Sinne der Drehung. Sind also X, Y, Z die 
Komponenten von v im FZ-System, also X, Y die Komponenten der 
Äquatorealprojektion von v, so sind 2 vY,  — 2 vX,  0 die Komponenten 
der Coriolis-Beschleunigung.

Sind also X =  X (t)

Y =  d  (t)
2  =  3  (t)

die Gleichungen der Flugbahn ohne Berücksichtigung der C orio lis - 
Beschleunigung, so sind

X = 2 v Y + X ( t )
Y =  — 2 v X +  f) (t)

z =  8  (<)
die Differentialgleichungen der Flugbahn unter Mitwirkung der C orio lis- 
Beschleunigung. Die Anfangsbedingungen für diese Gleichungen bestehen 
darin, daß erstens anfänglich, d. h. für t — 0, beide Bahnen in demselben 
Punkte X 0 =  X0, Y0=  ?)0, Z „ =  3o beginnen; und daß zweitens in diesem 
Punkte für beide Bahnen die Geschwindigkeiten gleich sind, also

^o=X0, Y0=t)o, 20=3„.
Demnach ergibt die Integration der dritten Gleichung sofort:

2  =  8 ,
d. h. die Bewegung des Geschosses in Richtung der Erdachse bleibt durch 
die Coriolis-Beschleunigung u n verä n dert, nur die Ä q u a to re a lp ro ­
je k t io n  der Bewegung ändert sich. Der Punkt X Y Z  passiert eine 
Parallelkreisebene zur selben Zeit wie der Punkt 3c 8  ■

Zur Integration der beiden ersten Gleichungen setzen wir, wenn 
i =  ] / =  1 bedeutet,

X  +  i Y =  S 
X + t ? ) = © ;

dann kann man sie zusammenfassen in:

S =  — 2 v i S +  @ •
Diese Gleichung gibt einmal integriert:

Ä +  2 v i (S — S0) =  S  ,



10 Zweites Kapitel. Die wirkenden Kräfte

denn am Anfang für S = S 0 soll auch 5  =  © sein. Erweitert man die 
integrierte Gleichung mit e2ylt-dt, so steht links das Differential von
e2ylt- ( S — S0); also wird e2vlt (S — S0) =  f e 2ylt- d ©. Die Integrations-

o
konstante ist 0, weil für ( = 0 5 = ^  werden soll. Trennt man die reellen 
und imaginären Teile, so erhält man

(X — X 0) cos 2 v t — ( V — F0) sin 2 v t =  J^cos 2 v t-dS, —- sin 2 v t• dTj) ,
o

(X  — X 0) sin 2 W +  ( V — Y0) cos 2 v t =  f i sm 2 v t-ddi +  cos 2 v t-dfj)
o

oder auch:
X  — X 0 =  cos 2v t J (cos 2 v t- d H — sin 2 v t- dty) 

o
+  sin 2 v t j '  (sin 2 v t- d X +  cos 2 v f • ,

o
Y — Y0 =  — sin t f  (cos 2 v t- d£  — sin 2 v i 

o
-f- cos t J (sin 2 v t ■ d X 4- cos 2 r f ■ d?)) . 

o
Geht man von der Gleichung:

( 5 - S ü) e 2yit =  f  e2yitd<B 
o

zu der Ungleichung der absoluten Beträge über, so erhält man
| 5 - 5 0| ^ | © - © 0|,

d. h. für die Äquatorealprojektion gilt der Satz: In der für C orio lis- 
Beschleunigung berichtigten Bahn entfernt sich der Punkt nicht weiter 
vom Anfangspunkt 0  als höchstens um die Bogenlänge der unberichtigten. 
Danach kann man die Größe des Fehlers abschätzen, den man durch 
Vernachlässigung der Coriolis-Beschleunigung begeht.

Wir bilden einen möglichst ungünstigen Fall, indem wir einen Schuß 
in der Äquatorebene abgeben, so daß für die Flugbahn immer Z =  0 ist. 
Die Flugbahn ist dann mit ihrer Äquatorealprojektion identisch und der 
obige Satz, bezogen auf die ganze Flugbahn D P 0, lautet: D ie S ch u ß ­
w eite  der b er ich tig ten  F lugbahn ist höchstens g le ich  der B a h n ­
länge der un berich tig ten .

Ist x° die Schußweite der unberichtigten Flugbahn, so werden wir einen 
zu großen Bogen bekommen, wenn wir die Flugbahn als Parabel ansehen, 
die die Bahn am Ende tangiert. Für einen Parabelbogen s° mit der Sehne x° 
findet man bekanntlich mit elementaren Mitteln [§ 14 (42)]

tg m° ■ sec co° +  lg tg J-J +  -^-J 

x° 2 ■ tg to°
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Einige Werte dieses Quotienten gibt die Tabelle:
aus der hervorgeht, daß z. B. bei 10° Fallwinkel der 
besagte Fehler im ungünstigsten Fall erst (etwa) 5°/^ 
ausmachen kann.

Wie die Coriolis-Beschleunigung, wenn es bei 
sehr weiten Schüssen nötig werden sollte, zu berück­
sichtigen ist, wird im Kapitel X II gezeigt werden.

§ 6. Der Luftwiderstand abhängig von der Geschoßgeschwindigkeit

Zwischen dem Luftwiderstand TV, der Masse m eines Körpers und der 
Verzögerung w durch den Luftwiderstand besteht die Beziehung

W =  m-w . (5)

Wir können uns den Luftwiderstand in der folgenden Weise entstanden 
denken: Das Geschoß drängt bei seiner Bewegung durch die Luft immer 
neue Luftteilchen zur Seite. So entsteht, relativ zum Geschoß gesehen, 
eine Strömung der Luft. Diese unterscheidet sich in genügend großem 
Abstand vom Geschoß verschwindend wenig von einer Parallelströmung; 
in unmittelbarer Nähe des Geschosses aber ergeben sich je nach der Gestalt 
des Geschosses mehr oder weniger starke Abweichungen. Dadurch ändert 
sich die Druckverteilung in der Luft und in deren Gefolge die Druck­
verteilung längs der Oberfläche des Geschosses. Man bezeichnet den daraus 
resultierenden Widerstand als D ruckw iderstand. Da der Druckwider­
stand bei Geschossen sehr stark von der Gestalt (vor allem der Vorderseite) 
abhängt, spricht man auch oft vom Form widerstand. Eine zweite Quelle 
des Widerstandes ist die physikalische Tatsache, daß die Luft (wie auch 
das Wasser) an der Oberfläche des Geschosses haftet. Die innere Reibung 
(die Zähigkeit) der Luft bewirkt daher eine zusätzliche Umwandlung der 
Strömung, die besonders stark in der nächsten Umgebung des Geschosses ist. 
Der daraus resultierende Widerstand wird R eibu n gsw id erstan d  ge­
nannt. Drucke wirken immer normal zur Oberfläche, die Reibung dagegen 
wirkt tangential und entgegen der Strömungsrichtung. Man kann daher 
auch so sagen: Der D ru ckw id erstan d  ist die Resultante aus allen an 
den Oberflächenelementen des Geschosses angreifenden Normalkräften der 
strömenden Luft; der R eibu n gsw id erstan d  ist die Resultante aus den 
am Geschoß angreifenden Tangentialkräften.

Bei Geschoßgeschwindigkeiten, welche beträchtlich unter der Schall­
geschwindigkeit § liegen, kann die Kompressibilität der Luft vernach­
lässigt werden. Bei Geschwindigkeiten unter 50 m/sec sind die Volumen­
änderungen der Luft im allgemeinen kleiner als 1% ; bei 150 m/sec können 
sie schon bis auf 10% ansteigen. Bei noch größeren Geschwindigkeiten 
wird das Strömungsbild entscheidend durch die Dichteverteilung der Luft 
längs des Geschosses beeinflußt. Damit ändern sich auch Druck- und

! " ° l 5 ° : x°

5° 1,00127
10° 1,00516
15° 1,01184
20° 1,02165
25° 1,03514
30° 1,05306
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Abb. 3

Reibungswiderstand beträchtlich. Ist v >  §, so bleiben die erzeugten 
Schallwellen hinter dem Flächenstück zurück. Vor dem Flächenstück staut 
sich die Luft zu größerer Dichte. Die vom Kopf aus gebildete Verdichtungs­
welle verläuft, wie die Bugwelle eines Schiffes, unter einem Winkel a gegen 
die Bahn des Flächenstückes, um so spitzer, je größer v gegen § ist. Die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Welle in norm aler Richtung ist 
gleich §, infolgedessen (vgl. Abb. 8) ist §>jv =  sin a. Das wird von Mach 
zur Ermittlung der Geschoßgeschwindigkeit benutzt. Hinter dem Flächen­
stück entsteht durch Luftverdünnung ein negativer Druck, ein „Sog“ *), 
der seinen Maximalwert, eine Atmosphäre, erreicht, wenn die Luftver­
dünnung ihr Minimum, Luftleere, erreicht. Das tritt ein, wenn v den 
Wert §' derjenigen Geschwindigkeit überschreitet, mit der die Luft in den 

leeren Raum einströmt. Die Geschwindigkeit §' braucht 
man im Luftwiderstandsgesetz nicht ausdrücklich zu 
berücksichtigen, da sie sich durch § ausdrückt. Die 
Höhe h der homogen angenommenen Atmosphäre glei­
chen Druckes an der Erdoberfläche verhält sich zur 
Höhe des Quecksilbers wie dessen Gewicht zum Luft­
gewicht, also ist h =  10500-0,76 m =  8000 m, also 
3 '2= 2  g h - ~  160000 m2-s2c~2, § '=  400m • sec- 1  = l,2 §.

Ist die Oberfläche des Geschosses glatt, so strömt die Luft nahezu 
parallel zur Oberfläche. Der Strömungsausgleich verteilt sich also gleich­
mäßig auf eine den Körper begleitende Luftschicht. Ist dagegen die Ober­
fläche rauh oder zeigt sie Vorsprünge (Führungsringe und ähnliches), so 
wird die Strömung in der Grenzschicht dauernd gestört. Stärker bewegte 
Luftteilchen dringen bis fast an die Geschoßoberfläche heran. Der Strö­
mungsausgleich muß also in einer viel dünneren Schicht vor sich gehen. 
Das bewirkt eine beträchtliche Erhöhung des Reibungswiderstandes.

In einem ganz bestimmten Sinn wird der Luftwiderstand durch d̂ie 
Drehbewegung des Geschosses abgeändert. Wie das Experiment zeigt, 
schmiegt sich die Ausgleichsschicht unter dem Einfluß der Drehung be­
sonders dicht an das Geschoß an. Das bewirkt im allgemeinen eine Ver­
kleinerung des Druckwiderstandes und eine Vergrößerung des Reibungs­
widerstandes. Hinzu tritt eine seitliche Kraftkomponente, die das Geschoß 
aus seiner anfänglichen Bahnebene herausdrängt.

Wird das Geschoß beschleunigt (im absteigenden Ast der Geschoßbahn), 
so wird der Luftwiderstand vermehrt, da noch die Trägheit der zusätzlich 
zur Seite gedrängten Luftteilchen überwunden werden muß. Dieser Teil, 
den man gelegentlich B esch leu n igu n gsw iderstan d  nennt (es ist ein 
zusätzlicher Druckwiderstand), kann dadurch erfaßt werden, daß man die

*) Beim Geschoß saugt ein hohler Boden stärker als ein flacher, ein flacher stärker 
als ein gewölbter. Dadurch wirkt der Sog stabilisierend, d. h. er sucht die Geschoßachse 
der Bahntangente zu nähern, im Gegensatz zum Druck an der Spitze. Man vergleiche auch 
die Wirkung gekerbter Schiffsruder.
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Masse des Geschosses entsprechend vermehrt. Wird das Geschoß verzögert 
(im aufsteigenden Ast), so tritt entsprechend eine Minderung des Druck­
widerstandes ein, die einer Verkleinerung der Geschoßmasse gleichwertig ist.

Es ist bisher noch nicht geglückt, alle aufgezählten Einflüsse durch 
eine einheitliche Theorie zu erfassen. Wir können aber durch Dimensions­
betrachtungen immerhin feststellen, in welcher Form die verschiedenen 
Parameter in den Luftwiderstand eingehen müssen.

Ein kleines ebenes Flächenstück f bewege sich mit der Geschwindig­
keit v senkrecht zu seiner Ebene durch die ruhende Luft von der Dichte 
(d. h. Masse durch Volumen) & Sein Luftwiderstand sei W. Bezeichnet 
man mit L , M, T  bzw. die Dimensionen Länge, Masse, Zeit, so sind die 
Dimensionen von f, v, d, W  bzw. L 2, LT~X, ML~3, M L T ~ 2. Demnach 
läßt sich aus f, v, <5, W  ein dimensionsloses Monom W~1 <5 f v2 und kein 
zweites hiervon unabhängiges bilden. ' Besteht also zwischen f, v, d, W  
a lle in  eine Beziehung, so kann diese nur dahin lauten, daß das Monom 
W~1 d f v2 einen konstanten Wert hat, daß also*)

ist, worin K  eine numerische Konstante bedeutet, deren Wert im Mittel 
zu etwa Vi2 angegeben wird. Das ist das Newtonsche Widerstandsgesetz, 
das erfahrungsgemäß in weitem Umfange mit guter Annäherung (wie schon 
N ew ton bewußt war) gilt. Voraussetzung für die Gültigkeit des N ew ton - 
sehen Gesetzes ist, daß das Flächenstück so klein ist, daß es die Strömung 
praktisch ungeändert läßt. Bei größerer Ausdehnung wird die Strömung 
und daher auch der Druck beeinflußt. Trotzdem bleibt (6) noch immer 
gültig; nur der Wert der Konstanten K  ändert sich. Das Newtonsche 
Gesetz verliert seine Gültigkeit, je näher v der Schallgeschwindigkeit § 
liegt. Dann gilt auch die obige Herleitung nicht mehr, denn aus den fü n f 
Größen f, v, d, 3, W  lassen sich zwei und nur zwei voneinander unabhängige 
dimensionslose Monome bilden, z. B. W *1 d f v2 und vß\ das Gesetz muß 
also in einer Beziehung zwischen diesen beiden Monomen bestehen, also die

wo K  eine noch zu ermittelnde Funktion ist.
Bei kleinen Geschwindigkeiten kommt die innere Reibung (Zähigkeit) 

der Luft zur Geltung, deren Maß der Reibungskoeffizient rj ist. Die Wider­
standskraft, die das Gleiten einer Luftschicht auf einer andern verzögert, 
ist direkt proportional der Berührungsfläche und der relativen Geschwindig­
keit beider Schichten, umgekehrt ihrer infinitesimalen Entfernung. Der 
Proportionalitätsfaktor ist also von der Dimension M L '1! " 1. Infolge­
dessen gibt es zwischen d, v, f und r) nur das Monom

W  =  K-d-\-v2 (6)

Form haben: W =  K{vß)-Ö-\-v2 , ( 7 )

‘) Über die Berechtigung dieser Schlußweise vgl. die Anm. am Schluß des Buches.
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von der Dimension 1 und kein hiervon unabhängiges. Also kann ■>] nur 
in dieser „R eynoldsschen  Zahl“ in K  Vorkommen. Das Auftreten von f /j, 
also einer Strecke, spricht dafür, daß die Reibung vom Wege der Luft­
teilchen längs der Geschoßoberfläche abhängt. Es sei jetzt

K  =  K V__ ^
äv f''2 J

und V
d v f1/2 das bei kleinem v zur Geltung kommende Glied

von K.  Nun ist erfahrungsgemäß W  bei kleinen Geschwindigkeiten pro­
portional v. Also folgt a — ß -f- 1 =  0 und dann wird W  proportional

<51 - ß r f  f 1- / ^  .

Setzen wir andererseits den Reibungswiderstand dem mittleren Weg s 
eines Luftteilchens längs des Geschosses proportional, so ergibt sich ß =  1, 
ol =  0, W  proportional rj-s-v*). Erfahrungsgemäß gilt das nur für sehr 
kleine Geschwindigkeiten. Liegt die Geschoßgeschwindigkeit etwa bei 
150 msec“ 1, so ergibt die Theorie W  proportional 1 / / R ,  also muß ß =  \, 
ol =  — werden, d. h. die Schallgeschwindigkeit geht in der Form ]/f/§  ein.

Die empirisch ermittelten Tabellen von Wjv2 (vgl. Abb. 4) lassen 
erkennen, daß die Kurve K  in der Nähe von v =  § am steilsten ist 
und dort einen Wendepunkt hat und daß dieselbe in der Nähe von 
v =  §' ein Maximum hat. Von 240 bis 50 und von 420bis 550 ist Wjv2 ziemlich 
konstant, und zwar in letzterem Gebiet etwa 2,8mal so groß wie in ersterem. 
Die empirische Ermittlung des Gesetzes wird dadurch, besonders bei großen 
Geschwindigkeiten, beeinträchtigt, daß die Nähe der Erdoberfläche die 
Ausweichemöglichkeit der Luft erschwert und so den Luftwiderstand in 
einer mit der Flughöhe des Geschosses wechselnden Weise beeinflußt. Zur 
Herleitung eines „reinen“ Gesetzes müßte man diesen Einfluß erst aus­
schalten.

An jeder Stelle der Widerstandstabelle muß zwischen den Größen v, 
Av, W , A W  eine Beziehung bestehen, wenn mit A v und A W  die Differenzen 
an der Stelle bezeichnet werden. Da sich aus diesen vier Größen zwei 
und nur zwei voneinander unabhängige dimensionslose Monome, z. B. 
Av A W
—— , yy bilden lassen, muß zwischen diesen eine Beziehung bestehen
und, da dieselben kleine Größen gleicher Ordnung sind, muß diese Be­
ziehung linear sein: y  A v

-------=  n
W v

Daraus folgt durch Integration
W =  a v n .

*) H o p f  (Die Naturwissenschaften 1920, S. 107) nimmt von vornherein a =  0, ß =  1 
an, was erst zu begründen ist.
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Das ist das Bernoullische Widerstandsgesetz. Genau genommen hat der 
Exponent n an jeder Stelle der Tabelle einen etwas andern Wert, nämlich

: — —. Aber er ändert sich so langsam, daß er zonenweise als kon- 
W v

stant angesehen werden kann. Der Koeffizient a des Gesetzes hat an der

Lösung des ballistischen Problems insofern von Bedeutung, als für das­
selbe die ballistischen Integrale integrabel werden. Man kann genähert 
setzen:

v m/sec n Autor

50—  240 2 M a j e v s k y
240—  300 3
300—  375 5
375—  420 3
420—  550 2
550—  800 1,7 S a b u d s k y
800— 1000 1,55

1000— 1140 1,3 v. E b e r h a r d

Derartige aus der Widerstandstabelle abgeleitete Gesetze besagen 
natürlich nicht mehr als diese, sondern weniger, da sie die Tabelle nur 
angenähert wiedergeben. Sie haben nur dann Wert, wenn sie, wie das 
Bernoullische, „integrabel“ sind. Das Problem in dieser Hinsicht ist 
nicht die Approximation der Tabelle durch eine Formel, sondern durch
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eine integrable Formel. Wir kommen später hierauf zurück (vgl. Kapitel VI 
und VII). Da die Widerstandstafeln sämtliche Einflüsse zusammenfassen, 
ist nicht ohne weiteres zu erkennen, gegen welchen Wert n bei großen 
Geschwindigkeiten konvergiert. Die obige Tafel legt es nahe, zu vermuten, 
daß bei sehr großen Geschwindigkeiten der Reibungswiderstand überwiegt, 
denn dieser ist nach der Theorie v proportional.

Abb. 4 veranschaulicht den Verlauf von w (v) für ein bestimmtes 
Geschoß (nach B ru n o), den Exponenten n{v) =  vw'jw und die Funk­
tionen K  (v) =  und (v) =  w f l v .

§ 7- Der Luftwiderstand abhängig von der Geschoßform und -große

Wenn auch die Art der Abhängigkeit des Luftwiderstandes W  von der 
Geschwindigkeit v theoretisch nicht erkannt ist, so ist diese Abhängigkeit 
doch wenigstens empirisch genau genug ermittelt und in Tabellen nieder­
gelegt. Für die Abhängigkeit des W  von dem Flächenstück oder allgemeiner 
vom Querschnitt des Geschosses ist selbst dies nicht der Fall. Schon die An­
nahme, daß W  demselben proportional sei, ist höchstens annähernd richtig. 
Hier tritt vielmehr folgende Schwierigkeit ein: Der W id erstan d  ist 
n ich t add ierbar, d. h. sind W  und W' die Widerstände zweier ebener 
Flächenstücke f und f', so ist nicht W -j-W' der Widerstand eines Flächen­
stückes f +  f ', das durch Verbindung der beiden zu einem entsteht. In­
folgedessen ist z. B. der Widerstand eines Flächenstückes f verschieden, 
je nachdem, ob es quadratisch oder rechteckig oder kreisförmig ist. Man 
hilft sich durch die Hinzufügung eines „Formfaktors“ . Darin liegt die 
Annahme, daß der Widerstand aus zwei Faktoren besteht, von denen der 
eine nur von dem Flächenstück, der andere nur von der Geschwindigkeit 
abhängt. Auch diese Annahme ist nur näherungsweise richtig.

Betrachten wir jetzt ein ebenes Flächenstück f, das sich nicht senk­
recht, sondern schräg zu seiner Ebene bewegt. Der spitze Neigungswinkel 
seiner Normalen gegen die Fortbewegungsrichtung sei oj. Man nimmt an, 
daß sich W  um einen von oj abhängigen Faktor ändert, F  (cos oj) ; aber 
für diese Funktion F  werden viele verschiedene Formen angegeben, z. B.

cos co , cos2 oj , cos1,618 oj , (1 +  J 71) ‘ cos oj 
1 +  i  71 ‘ cos oj

usw.

Diese verschiedenen Formen stimmen darin überein, daß F  (1) =  L und 
F  (0) =  0 ist, d. h. daß vom Reibungswiderstand abgesehen wird. Wir 
nehmen im folgenden F  (cos co) nicht irgendwie speziell an. Der von dem 
Flächenstück J abhängige Faktor des Widerstandes f-F (coso)) heiße die 
W id erstan dsflä ch e . Der andere Faktor des Widerstandes hat jeden­
falls die Dimension Kraft/Fläche, also die Dimension eines Druckes, und 
heiße deshalb W id erstan dsdru ck . Auch der Widerstand eines beliebigen 
Körpers läßt sich in Hinblick auf seine Dimension in die Faktoren Wider-
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standsdruck und Widerstandsfläche zerlegen. Die Widerstandstabelle 
liefert aber nur den Widerstand als Ganzes, und zwar für ein bestimmtes 
Geschoß, das Normalgeschoß der Tabelle. Man nimmt an, daß man aus 
dieser die Tabelle für ein anderes Geschoß erhält durch Multiplikation mit 
einem geeigneten Faktor. Diese Annahme ist nur annähernd richtig, für 
nicht zu große Geschwindigkeitsintervalle und für Geschosse, die nach 
Form und Größe von dem Normalgeschoß nicht zu sehr abweichen. Ein 
solcher von der Geschwindigkeit unabhängiger Faktor ist als Quotient der 
Widerstandsflächen des gegebenen und des Normalgeschosses anzusehen. 
Um nun diesen Faktor wenigstens annähernd vorauszuberechnen, berechnet 
man die Widerstandsfläche eines Geschosses, indem man die Widerstands­
flächen der Oberflächenelemente summiert.

K um m er*) berechnet den Luftwiderstand eines nirgends konkaven 
Drehkörpers durch Summation der Widerstände seiner Oberflächenteilchen

da =  g-dcp-ds . (8)

Hier ist ds das Bogenelement eines Meridians, g d<p das eines Parallel­
kreises vom Halbmesser g, und <p der Winkel der Meridianebene mit ihrer 
Anfangslage, der durch die Geschoßachse und die Flugrichtung gegebenen 
Ebene. Demnach ist k-da der Widerstand des Teilchens da, wenn mit k 
derjenige eines Flächenstückes 1 bezeichnet wird. Es sei a> der Winkel 
zwischen der äußeren Normalen n von da und der Flugrichtung des 
Körpers.

Statt des Faktors cos2co, den Kum m er nach dem Vorgänge von 
N ew ton und E uler nimmt, nehme ich allgemeiner eine ganze Funktion 
F  (cos co). Dann ist k-F  (cos co) da der Widerstand von cfcrund&'F-sin e-da 
seine Komponente in der Richtung der zur £-Achse genommenen Dreh­
achse, wo e das Komplement von Z_ (n, z) ist. Wegen (8) und

— dg =  ds-sine, dz =  ds-c ose  (Abb. 5) (9)
k-F-sine-da — — k-F-g-dg-d(p , (10)

wie Kum m er etwas anders herleitet. Als Anfangspunkt nimmt Kum m er 
die Mitte des Bodens, als x- und y-Achsen zwei zur z-Achse und unter 
sich senkrechte Achsen, und zwar die ^-Achse in der Meridianebene <p — 0 
(Abb. 6). Die Komponenten des Widerstandes von da in der x- und in 
der y-Richtung werden also

k-F-Q'Cos e- cos <p-da =  k-F-g-dz-cos <p-d<p 1 . .
k-F-g-cos  e-sin tp-da =  k-F-g-dz-sm tp-d(p . ) v '

Die Komponenten X, Y, Z des Widerstandes des Körpers erhält man 
aus (10), (11) durch Integration. Es ist Y =  0, weil je 2 zur ars-Ebene 
symmetrisch liegende Flächenteilchen da entgegengesetzte Werte von sin (p 
haben. Der Angriffspunkt der Resultante von X  und Z  liegt auf der

*) Sitzungsber. der Akademie der Wissenschaften Berlin 1875. 
V a h l e n .  Ballistik. 2. Auf!. 2
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s-Achse, ist also gleich dem Angriffspunkt der A-Komponente, also der 
zur x -Achse parallelen Kräfte kF ß dz cos tp dcp mit den Ordinaten 

dg
Z +  ß

durch
dz — ß tg e (Abb. 5). Also wird seine Ordinate £ bestimmt

X-£  =  k '  JJ (z — ß 'tg  s)-F-ß-dz- cos cp-dtp 
=  k • J  (z — ß-tg s) -F-cos s-cos tp-da .

(12)

Bei einer anderen Wahl 
des Koordinatenanfangs 
auf der 2-Achse ändern 
sich C und z um den 
gleichen Betrag, so daß 
diese Formel gültig bleibt. 
Später verlegen wir den 
Anfangspunkt in den 
Schwerpunkt, aber vor­
läufig kommt von dem 
Geschoßmodell nur die 
Form in Betracht, nicht 
die Masse, deren Schwere 
durch zweckmäßige Auf­
hängung des Geschosses 
ausgeschaltet wird.

Diese Kummersche Berechnung von X, Z, £ ist später buchstäblich 
übernommen worden, z. B. von Cranz, der aber cosm co statt cos2 ft> 
nimmt, während ich allgemeiner F  (cos oj) nehme. Die Berechnung der 
Integrale wird einfacher, wenn man die Meridiane des Körpers durch eine 
Gleichung ß  —  ß e vermittels einer ganzen Funktion ß e von cos e , sin e 
darstellt. Dann sind die Integrale in endlicher Form einfach berechenbar. 
Insbesondere ist für ogivale Spitzen mit dem Ogivalradius R zu setzen:

ße=  R-cos s — (R — r) ,
für halbkugelige Spitzen ße= r - c o s e .

Statt der Kum m  er sehen Komponenten X, Z nehme ich zwei Kom­
ponenten W, W,  die erste in der Flugrichtung, die andere senkrecht dazu 
in der x z-Ebene (Abb. 6). Diese werden einfach

W =  k j F ( c o s  co)-cos w d a , W =  kJ'F (cos cd) -costt) da , (13)

wo (d =  L. (n,W), w =  L. (n,W) ist (Abb. 7).
Die Integrale W, W  sind wie die Kummerschen X, Z, über denjenigen 

Teil der Oberfläche zu erstrecken, der dem Druck der Luft ausgesetzt, 
in dem also cos &> >  0 ist. Für die dem Unterdrück (Sog) ausgesetzten 
Teile ist cos cd <  0 und gilt im übrigen dasselbe, nur gilt für den Sog k  (v) 
auf die Flächeneinheit ein anderes Gesetz, da der Druck mit wachsender
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Geschwindigkeit v beständig, der Sog nur bis zu einer Atmosphäre wachsen 
kann.

Nun ist (Abb. 7)
cos a> — sin e cos a +  cos e sin a cos cp

, nund, g- +  a für a gesetzt,
cos m =  — sin e sin a -f- cos e cos a cos cp .

Z W

Also ist nach (10), (11) und (18):
W =  X - sin a +Z-COS « 
IF =  X-cos  a —Z-sin a 
A =  IF-sin a + H / -cos «  
Z  =  IT-cos a — IF-sin «  .

(14)

Auch diese Formeln setzen die Summierbarkeit der Widerstandsteile 
voraus, was nicht immer beachtet wird.

Für a =  0 muß W  = Z  =}= 0, W =  0 werden, also müssen W  und X  
mindestens den Faktor sin a enthalten, während W  und Z ihn nicht ent­
halten können. Demnach ist wegen cos er. =  1 — J sin2 a +  • • • die nied­
rigste in W  und Z  enthaltene Potenz von sin a die zweite.

Einfacher und mehr besagend folgt unmittelbar aus der Anschauung 
(Abb. 8): Wenn a sein Zeichen wechselt, wechselt auch W  das Zeichen, 
während W  es beibehält. Also:

Satz I: W  ist eine gerade, W eine ungerade Funktion  von 
sin a, wie ich auf anderem Wege schon 1918 gefunden und im März 1919 
im Artilleristischen Monatsheft Nr. 147 veröffentlicht habe.

Der Widerstandspunkt von da liegt auf dessen Normalen. Für eine 
schmale Zone»; liegt er also auf der Achse. Demnach teilt er bei einem Kegel

s2
der Höhe h und der Seiten (Abb. 9) die Strecke S M  =   ̂ , auf der die

2*
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Angriffspunkte aller Zonen liegen, in demselben Verhältnis wie der Mantel­
schwerpunkt die Höhe, also im Verhältnis von 1 : 2, unabhängig von <x.
r> m . ,  1 r2+ h2Das ergibt 4 = 7.-ö = 4 * -

r*
~h wie auch K um m erh h " 8 "  3

durch seine Integrale findet.
Bei einer Bogenspitze ergibt sich die Ordinate £ des Widerstandspunk­

tes als Mittel aus den Ordinaten der Widerstandspunkte der Zonen Gt,
°iin die man die Spitze zerlegen kann: £ =

2 *
also ist £ bei einer

Spitze, also auch für ein zylindrisches Geschoß mit Bogenspitze, eine 
gerade Funktion von a.

Ähnliche Berechnungen mit F  (cos co) =  cos co hat ohne Bezug auf 
Kum m er W. Groß*) durchgeführt. Er erhielt

für R  =  4 r: W =  k r 2 (0,3655 +  1,3606 sin2a) 
für R  =  5r : W =  k r* (0,3312 +  1,6344 sin2 a) .

Diese Rechnungen von G roß werden in bezug auf die Art der Abhängig­
keit des W  von a durch die meinigen bestätigt und verallgemeinert. Ich 
mache von meiner Berechnung nur zur Herleitung des Satzes I Gebrauch; 
den Zahlenwerten der Koeffizienten lege ich keine Bedeutung bei, auch 
wenn man für F  (cos co) die zutreffende Funktion kennen und einsetzen 
würde. Andererseits macht man von derselben Rechnung für den Fall 
a =  0 zur annähernden Berechnung des Spitzenfaktors Gebrauch.

Cranz bemängelt (S. 72—80) bei K um m er 1. die Annahme, daß die 
tangentielle Komponente des Widerstandes, d. h. die Reibung, vernach­
lässigt wird. Das ist in der Mechanik vielfach nötig, um die Gesetze 
zunächst einmal für diesen Fall zu ermitteln. Z. B. sagt P ran dtl (Hand­
wörterbuch der Naturwissenschaften [IV 1913] S. 101 ff.): „Die Reibung 
bringt fast unüberwindliche Schwierigkeiten mit sich. Für die mathe­
matische Behandlung muß man die Probleme zunächst idealisieren und 
dabei auf Berücksichtigung der Reibung verzichten.“  Auch andere Aero- 
dynamiker verfahren entsprechend.

2. bemängelt Cranz: man kenne nicht den am besten zutreffenden 
Wert des Exponenten m in cosm co. Aber jede solche Annahme vernach­
lässigt die tangentielle Komponente. Deshalb habe ich den Faktor cosm co 
durch den allgemeineren F  (cos co) ersetzt und das vermutete Gesetz auf 
Grund dieser allgemeineren Annahme abgeleitet.

3. „ist das Abfließen der Luft am Geschoß, die Bildung von Wellen 
und Wirbeln nicht berücksichtigt und kann zur Zeit noch nicht in be­
friedigender Weise mathematisch berücksichtigt werden.“

4. bemängelt Cranz (S. 81) die geringen Geschwindigkeiten, die 
K um m er (s. u.) anwendet. Cranz übersieht, daß auch kleine Geschwin-

') Berechnung der Schußtafeln, Leipzig 1901.
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digkeiten Vorkommen, z. B. beim Bombenabwurf, ferner bei Flugzeugen 
und Schiffen. Auch auf diese ist der auf die Abb. 8 gegründete Beweis 
meines Satzes I anwendbar, weil hierbei nicht die Symmetrie eines Dreh­
körpers, sondern nur die Symmetrie in bezug auf eine Mittelebene voraus­
gesetzt wird, wie sie auch bei Schiffen und Flugzeugen vorhanden ist. 
Die Einwände von Cranz finden sich schon bei Kum m er selbst mit 
beachtenswerter Stellungnahme dazu. Daß man trotz der im Hinblick 
auf die verfügbaren Hilfsmittel vorgenommenen Vernachlässigungen doch 
noch zu brauchbaren Ergebnissen kommt, zeigt der Vergleich mit Meß­
reihen.

Zur Prüfung des Satzes über das Widerstandszentrum kann man die 
KummerschenVersuche heranziehen. Für eine Granate mit der Mantelhöhe
112.5 mm, dem Radius 37,5 mm, der Spitzenhöhe (halbes Ellipsoid)
47.5 mm fand K um m er für den Abstand des Angriffspunktes vom Boden:

£ =  110 108 106 104 102 100 mm
den Winkel a =  18 21 23 25 30 32 Grad.

Die Beziehung zwischen £ und a. läßt sich angenähert ausdrücken durch:

denn diese Formel gibt für
£ =  110 108 106 104 mm
oc =  18 20,78 23,23 25,45 Grad.

Eine bessere Übereinstimmung kann bei diesen schon nicht mehr kleinen 
Winkeln nicht erwartet werden, auch sind die Kummerschen Werte für a 
wohl nur auf ganze Grade genau.

Cranz berichtet (S. 83) über Versuche von P randtl mit v =  40,5 m/sec 
m Windkanal, denen er Gültigkeit mindestens für Unterschallgeschwindig­

keiten glaubt beilegen zu können. P randtls i t, ka, Xm sind erklärt durch
Wa =  w 0-?.t , Wa =  W0-?.s , M = W 0-£ -lm,
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wo M  das Drehmoment des Luftwiderstandes um den Schwerpunkt ist. 
Für C nimmt P randtl wie früher C harbonnier den Abstand Schwer­
punkt—Spitzenmitte. Die Versuchsergebnisse zeigt Abb. 10. Für kleine a 
sind ).S! l m proportional a, was meinem Satze I entspricht. Aus dem 
Verhältnis von : /„würde sich der wahre Wert von ’Q für kleine a ergeben. 
Man sieht, daß er für solche Werte konstant, also der Widerstandspunkt 
unabhängig von a ist. Daß mein Satz I auch für ).t zutrifft, ist weniger 
deutlich zu erkennen, da die Werte für sehr kleine a extrapoliert sind. 
Immerhin erkennt man, daß die zweite Ableitung positiv, also Äm durch 
eine Potenz von k höheren als ersten Grades approximiert wird.

Ohne Beziehung zu den Arbeiten von K um m er, Groß und den mei- 
nigen machte im Jahre 1984 die Aerodynamische Versuchsanstalt in 
Göttingen*) [Kaiser-Wilhelm-Institut] auf Veranlassung von G rötsch  
Widerstands- und Auftriebs**[-Messungen an Geschoßmodellen für eine 
Machsche Zahl 1,47, also etwa eine Geschwindigkeit von 500 m/sec. Das 
Ergebnis zeigt anschaulich die Abb. 11 und die folgende Tabelle:

Geschoß Nr. 2 Geschoß Nr. 3
a

0° 4° 8° 12» 0» 4° 8» 12»

w 0 0,17 0,34 0,51 0 0,105 0,220 0,385
w 0,340 0,350 0,380 0,425 0,285 0,290 0,305 0,345

Die Beiwerte cw und ca der Abbildung hängen mit W, W  zusammen 
durch: cw : ca=  W: W.

Man erkennt deutlich, daß
1. iFgo =  2 ‘ W i «  fFi2°— 8 ■ IF-in
2. IT Jo — W qo =  22* (IV 40 — W0‘)

W 12. - W 0» = 3 2- (Wh, -  Wo»)

ist, und zwar bis zu 8° fast genau, bei 12° mit kleinen Fehlern, weil hier 
die Vernachlässigung der Glieder höherer als zweiter Ordnung in a be­
merkbar wird.

Daß diese einfache Feststellung bis heute nicht gemacht wurde, ist ein 
Zeichen mangelnder Fühlung zwischen Theorie und Praxis.

Bei dem 5 -Geschoß (Abb. 11) ist die Veränderung von W  sehr klein; 
d. h. die Entwicklung von W« — W0 nach Potenzen von sin2a beginnt mit 
einer höheren als der ersten Potenz von sin2 a. Wichtiger wäre im Hinblick 
auf die unerwünschte, die Präzision besonders beim Flakschießen er­
schwerende Seitenabweichung ein Geschoß, bei dem der Magnuseffekt fort-

*) Ihr verdanke ich die folgenden Angaben und auch den Hinweis auf die Arbeiten von 
v. K arm an und M oore» sowie von Tsien . /

**) Das Wort stammt aus der Flugzeugtechnik» bei Geschossen erweckt es falsche Vor­
stellungen. Nach welcher Richtung das Geschoß abgedrängt wird» hängt von der Ebene 
Geschoßachse— Windrichtung ab.
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fällt. Man müßte erreichen, daß die Resultante des Luftwiderstandes bei 
kleinem a. durch den Schwerpunkt geht. Die Möglichkeit eines solchen 
Geschosses erläutert Kum m er an einem Beispiel.

T sien  (Supersonic flowover an inclined body of revolution. J. Aeron. 
Sei. 5, 12 [1938], S. 480—483) behandelt dasselbe Problem im Anschluß 
an eine Arbeit von v. Karm an und M oore, ausgehend von der 
Differentialgleichung des Geschwindigkeitspotentials. Dabei werden sehr 
starke Idealisierungen vorgenommen: Zähigkeit des Mediums und Reibung 
mit demselben werden vernachlässigt, der Körper soll sehr schlank, 
der Angriffswinkel a sehr 
klein sein. Unter diesen 
Vereinfachungen kann Q5
T sien  den Gesamtwider­
stand durch Superposition ^
aus dem Längs- und 3
dem Querwiderstand zu­
sammensetzen. Der Längs- qz
widerstand müßte nach 
Satz I unabhängig von a, 
also gleich dem Spitzen­
faktor werden, da Glieder 
höherer als erster Ordnung 
vernachlässigt werden; 
aber Tsien  berechnet ihn 
nicht. Den Querwiderstand erhält Tsien  proportional dem Angriffs­
winkel a. Das entspricht also meinem viel einfacher erhaltenen und 
viel mehr besagenden Ergebnis I. Aus Satz I folgt:

Satz II: Bis auf G rößen zw eiter O rdnung in a ist Wa =  W 0. 
Dieser Satz ist nicht unwichtig, sondern wesentlich für die Behandlung der 
konischen Pendelung des Geschosses infolge des Magnuseffektes. Man muß 
hierbei, wie wir sehen werden, eine Prandtische Idealisierung vornehmen, 
nämlich zunächst Wa als von a unabhängig annehmen. Das bedeutet zufolge 
des Satzes II, daß Glieder ina von der zw eiten  Ordnung an vernachlässigt 
werden. Die Ergebnisse sind also in viel weiterem Maße gute Annäherungen, 
als wenn man mit dieser Annahme Glieder erster Ordnung in a vernach­
lässigen würde.

Die Widerstandsfläche ist bei geradem Flug gleich F  (cos a>0)-r27i, wo 
r 2 7i der Geschoßquerschnitt, F  (cos co0) ein Mittelwert von F  (cos to) an 
allen Stellen der Spitze ist, der sogenannte „Spitzen“ - oder Formfaktor, 
der in der Regel mit i bezeichnet wird. Bezeichnet jetzt q den Querschnitt, 
so ist q-i die Widerstandsfläche. Der von der Geschwindigkeit v abhängige 
Widerstandsdruck sei /  (v). Diesen liefert die Widerstandstabelle. Der 
Widerstand ergibt sich also zu

W =  q i f  («) (15)
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und die Verzögerung iv = ----- zum

w = — f { v ) .  (16)m '

Der hier auf tretende Divisor m/q heißt die Q u erd ich te ; ebenso der 
Faktor G[q das Q uergew ich t (Q u ersch n ittsbe lastu n g). Je größer 
die Querdichte, desto kleiner die Verzögerung. Der Faktor qi/m werde 
mit c bezeichnet und soll der G esch oß fa k tor  heißen. Die Verzögerung 
des Geschosses ist also c-f(v).

Die obige Berechnung der Widerstandsfläche kann nur als eine An­
näherung angesehen werden, da sie auf der unzutreffenden Annahme der 
Addierbarkeit der Widerstände beruht. Das Unzulängliche geht auch aus 
folgendem hervor. Die Berechnung würde für ähnliche Geschosse gleiche 
Formfaktoren i =  F  (cos o>0) ergeben, während z. B. die Versuche von 
D id ion  ergaben, daß der Formfaktor für Kugeln noch vom Radius der­
selben abhängt. Da F  (1) =  1 ist, würde sich für ein ebenes Flächenstück, 
das sich senkrecht zu seiner Ebene bewegt, immer der Formfaktor i — 1 er­
geben, unabhängig von der Begrenzung des Flächenstückes; das stimmt auch 
nicht mit der Erfahrung*) überein. Wir definieren deshalb unter Zugrunde­
legung der Tabelle wie folgt: Die Tabelle liefert den Widerstandsdruck / (v); 
der Widerstand W  dividiert durch den Widerstandsdruck /  (v) ist die 
Widerstandsfläche. Die Widerstandsfläche dividiert durch den Quer­
schnitt q ist der Formfaktor i. Die Verzögerung w dividiert durch /  (v) 
gibt den Geschoßfaktor c. In diesen Festsetzungen liegt nur die eine 
Annahme, daß zwei Geschosse proportionale Widerstandstabellen haben. 
Diese Annahme liegt dem größten Teile der Ballistik zugrunde. Wie man 
von dieser Annahme zu einer genaueren fortzuschreiten hat, wird sich 
später ergeben.

Im vorstehenden ist i eine unbenannte, f  (v) eine benannte Zahl, näm­
lich ein Druck. Legen wir die Dimension von f (v )  in i hinein, so daß f  (v) 
eine unbenannte Zahl, i ein Druck wird, so nennen wir q - i = C  den

q i„s p e z if is c h e n “ W id erstan d  u n d-----=  c die sp ezifisch e  V erzög e -

rung des Geschosses. Es ist C = m - c ,  wie G =  m-g und W =  m-w ist.

§ 8. Mechanische Ähnlichkeit

Zwei mechanische Vorgänge heißen „mechanisch ähnlich“ , wenn sie 
in entsprechenden Zeitmomenten geometrisch ähnlich sind und in ent­
sprechenden Raumteilen proportionale Massen haben. Zwischen den Ver­
hältnissen X, t, jji, k entsprechender Längen, Zeiten, Massen, Kräfte besteht 
dann die Relation x =  (jl X r-2  (Newton). Die geradlinigen Bewegungen

*) Vgl. z. B. E if fe l ,  La resistance de l ’air et l'aviation, Paris 1911.
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zweier Geschosse in der Luft sind mechanisch ähnlich, wenn [i =  1 ist, 
weil sie sich in Medien gleicher Masse bewegen, und wenn % =  1 ist, weil 
auf beide dieselbe Schwerkraft wirkt. Demnach ist ]/X =  X r_1, d. h. die 
Geschwindigkeiten müssen sich wie die Quadratwurzeln der linearen Ab­
messungen verhalten. Alsdann sind wegen Xt~2= 1  die Verzögerungen 
durch den Luftwiderstand gleich. Leider ist aber die Ähnlichkeit nicht 
vollständig, weil die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellenbewegung 
in beiden Medien dieselben sind, statt auch im Verhältnis ]/A z u  stehen. 
Nur weit genug von dieser Geschwindigkeit entfernt, also bei sehr kleinen 
und sehr großen Geschwindigkeiten, ist der Ähnlichkeitssatz anwendbar.

Bei geometrisch ähnlichen Geschossen gleichen Materials ist die Masse 
dem Kubus, der Querschnitt dem Quadrate, also die Querschnittsbelastung 
der ersten Potenz und der Geschoßfaktor c der reziproken ersten Potenz 
des Kalibers proportional. Mit wachsendem Kaliber kann man also c 
(theoretisch), also auch w/g beliebig klein machen, d. h. es gibt Flugbahnen, 
die der Parabel beliebig nahekommen (vgl. § 14).

§ Q. Der Luftwiderstand abhängig vom Luftgewicht

Nach dem Newtonschen Gesetz ist der Luftwiderstand der Dichte der 
Luft proportional. Man hat bisher keine Veranlassung gehabt, diese An­
nahme durch eine genauere zu ersetzen. Statt der Dichte führt man das 
spezifische Gewicht in kg/cbm ein, das ,,Luftgewicht“ , das im Mittel etwa 
1,2 beträgt. Der Kruppschen Widerstandstabelle liegt der Wert 1,206 
zugrunde, der bei 15° Celsius, 750 mm Barometerstand und halber 
Sättigung statthat. Braucht man den Widerstand für ein anderes Luft-

gewicht (5, so muß man die Zahlen der Tabelle mit -y-gQg- multiplizieren. 
Andere nehmen 1,22 als Mittelwert.

Bei der Unbestimmtheit, die jedem Mittelwert von Natur anhaftet, 
wäre es berechtigt und zweckmäßig, sich auf einen „runden“ Wert, z. B. 
1,2 als Mittelwert, zu einigen, was für Umrechnungen bequemer ist.

T a g eslu ftgew ich t. Das Luftgewicht hängt von der Temperatur, dem 
Luftdruck und dem Feuchtigkeitsgehalt der Luft ab. Zur Berechnung des­
selben dient die Formel:

<5 =  0,4636 • A  -  0,174 • , (17)

darin bedeutet:
B0 den auf 0° Celsius reduzierten Barometerstand,
T  die absolute Temperatur (273°= 0° Celsius, 274°=  1° Celsius),
E  die Spannung des gesättigten Wasserdampfes bei T Grad in mm 

Quecksilbersäule,
■s die relative Feuchtigkeit in Teilen der Sättigung, so daß 5 =  1 der 

Sättigung entspricht.
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B0 ergibt sich aus dem abgelesenen Barometerstand B durch Subtraktion 
von 0,000168-B -(T  — 278), 5- liest man am Hygrometer ab, E  entnimmt 
man einer Tabelle. Im folgenden ein kurzer Auszug aus einer solchen:
T  -  273 1 — 10 — 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
E  ( 1,95 3,01 4,58 6,5 9,2 12,8 17,5 23,8 31,8 42,2 55,3 71,9 92,5

H öh en lu ftg ew ich t. Bezeichnet man mit dz das Luftgewicht in z m 
Höhe, so ist annähernd (für Höhen von einigen Kilometern höchstens)

Der Koeffizient 0,0001 ist das Mittel aus dem älteren St.-R obertschen 
Werte 0,00008 und dem neueren Charbonnierschen Werte 0,00011, wenn 
man dem letzteren das doppelte Gewicht des ersteren beilegt. Ein genauer 
Wert steht nicht fest, da cs sich um interpolierende Approximation einer 
Tabelle handelt.

Eine solche lineare Formel hat aber den Nachteil, daß sich für große z 
negative <5Z ergeben. Aus ähnlichen Gründen ist überhaupt eine ganze 
oder unecht gebrochene Funktion von z unbrauchbar. Man muß eine echt 
gebrochene oder eine exponentielle Formel nehmen, also z. B.*):

Alle solchen Formeln geben den Koeffizienten von z in der Entwicklung

soweit die Siacci-Formeln (s. §§31, 32) gelten, daß die Elemente t ,s ,x  der 
Flugbahn für jeden Kilometer Höhe um yy, x tg a>0 — z um ^  wachsen. 
Eine exponentielle Formel würde bedeuten, daß zwischen log öz und z eine 
lineare Gleichung besteht. Das ist nicht der Fall; die Kurve der Punkte 
(log dz, z) ist vielmehr noch deutlich und einseitig gekrümmt**). Das weist 
darauf hin, daß man im Exponenten wenigstens bis zum 2. Grade gehen, 

a 2 „ f  z ja
also etwa öz =  ö0 • e 10< v 'iuv nehmen muß. Für die Berechnung 
sehr hoher Flugbahnen können solche interpolatorischen Darstellungen 
eines empirischen Gesetzes von Vorteil sein, wenn sie so eingerichtet 
sind, daß sie eine Rechnungsersparnis mit sich bringen. Sonst kann 
man bei der direkten Verwendung der empirischen Tabelle stehenbleiben 
(s. Kapitel XII) und für nicht zu große Schichten linear interpolieren

*) Die Exponentialformel kommt schon bei B essel vor.
**) Siehe z. B. \Y. G roß e , Über das Luftgewicht. Artilleristische Monatshefte Nr. 141

dx=  V  (1 — 0,0001 ■ z) . (18)

öz ö°' 1 + 0,0001-2 oder 6z= ö 0-e lü‘ oder <$*=

öz=  K  (! ~  e (s — So))-

(1918), S. 75.
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D rittes  K ap ite l

Grundlegung
und allgemeine Geschoßbahneigenschaften

§10 .  Die Differentialgleichungen der Geschoßbewegung

Bezeichnungen: Es sei
X der Lagevektor des Geschosses, bezogen auf den Abschuß; 
x  die horizontale Abszisse eines Bahnpunktes, vorwärts positiv; 
z seine vertikale Ordinate, aufwärts positiv;
5 der Geschoßbahnbogen O P;  
t die Flugzeit; 

dt
t> =  ~rj der Geschwindigkeitsvektor des Geschosses im Punkte P ;

der Geschwindigkeitsbetrag (v 0);
e der Tangentenvektor (Länge 1), ö — ne; 

tt der Normalenvektor (Länge 1), = ~ m,

co die Erhöhung der Tangente gegen die Horizontale (co >  0 im auf- 
steigenden, co <  0 im absteigenden Ast); 

x =  v cos co, 2 =  n sin co die Geschwindigkeitskomponenten; 
q der Krümmungsradius der Bahn im Punkte P  (g 2 :  0); 

dti d2 r
t> =  =  - jß  der Beschleunigungsvektor des Geschosses im Punkte P;

x, z die Komponenten der Beschleunigung; 
m die Geschoßmasse;
m g die auf das Geschoß wirkende Schwerkraft; 
m tt) der Luftwiderstand (|to | =  w (v) ^  0, tu =  — ® e);
— w cos co, — w sin co die Komponenten der Verzögerung durch den 

Luftwiderstand.
Im Zeitpunkt des Abschusses t0 =  0: x0 =  0, z0 =  0, s0 — 0, r0 == 0, D0, . . . 
Im Gipfel der Geschoßbahn : x %, 2*, =  0, co, =  0, . . .
Im Zeitpunkt t° des Auftreffens auf die Horizontalebene des Abschusses:

x°, 2° — 0, 5°, t°, b°, . . .
Auf das Geschoß wirkt die Schwerkraft m g und der Luftwiderstand mW. 

Die Geschoßbewegung berechnet sich daher aus den beiden Differential­
gleichungen 1. Ordnung

0 =  9 +  » ,  f  =  b . (1 )
Das sind die Newtonschen Gleichungen der Schwerpunktsbewegung. Die 
Schwere g ändert Größe und Richtung mit dem Ort des Geschosses. Die
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Verzögerung durch den Luftwiderstand — tt> ist im allgemeinen Funktion 
der Geschwindigkeit und des Ortes, gelegentlich auch Funktion der Zeit. 
Außerdem hängt ihre Richtung wesentlich von der Lage der Geschoß­
achse ab. Dennoch ist es bei sehr vielen Geschoßbahnen zulässig, in erster 
Näherung für die wirkenden Kräfte die vereinfachende Annahme

zu machen. Die Schwere soll also nach Größe und Richtung unveränderlich 
sein, und die Verzögerung durch den Luftwiderstand soll ihrer Größe nach 
nur vom Geschwindigkeitsbetrage abhängen, ihrer Richtung nach der 
Geschwindigkeitsrichtung entgegen sein. Unter diesen einschränkenden 
Voraussetzungen soll in den Kapiteln III—VIII die Geschoßbewegung 
untersucht werden.

Zunächst läßt sich einsehen, daß dann die Geschoßbahn stets eine ebene 
Kurve sein muß. Nach den Regeln der Differentialgeometrie*) bestimmt 
sich die Windung der Bahnkurve aus

(2)

Z

Abb. 12

I  =  (b > M )
r ) Ü X t> |2

*) Vgl* z. B. L a g a lly , Vektorrechnung, S. 64.
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Nun folgt aus (1) und (2)

b =  —
d
dt

w
V

(3)

mithin liegt b mit to, b ständig in der gleichen Ebene, das Spatprodukt

(b, b, b) und damit auch die Windung — ist also überall in der Bahn Null.
Der Ausnahmefall, daß b || b ist, wird später zu besprechen sein (§ 12).

Über den Energieaustausch erhält man eine Aussage, wenn man 
die erste Gleichung (1) beiderseits skalar mit m b multipliziert. Da

m b -b =  -ij j  j-^ m v2j, also gleich der zeitlichen Änderung der lebendigen

Kraft (der kinetischen Energie) des Geschosses ist, so ergibt sich der 
Energiesatz:

d (| m v2) =  m (g -j- tn) • dx . (4)
Die Änderung der lebendigen Kraft ist gleich der auf dem Wegstück dx 
geleisteten Arbeit. Eine leichte Abänderung der Schreibweise von (4) 
führt auf

d
dt

1
2 m v2 — m g • r =  — m w (v) v =£ 0 . (5)

Der Klammerausdruck der linken Seite setzt sich zusammen aus der 
kinetischen Energie \ m v 2 und der potentiellen Energie — m g-r, deren 
Summe die mechanische Energie des Geschosses genannt wird. Aus (5) 
folgt also: Die mechanische Energie des Geschosses nimmt durch den 
Luftwiderstand ständig ab.

Bezeichnet e die Bahntangente (Länge 1), v den Geschwindigkeits­
betrag, so läßt sich bekanntlich der Geschwindigkeitsvektor in der Form

b =  v e (6)
schreiben. Daraus folgt durch Differentiation b =  v e +  v e (Abb. 12b). 
Hier steht e _L e, denn aus e-e == 1 folgt e-e =  0. Es ist also v e die 
Tangential-, v t  die Normalbeschleunigung. Aus der Energiegleichung (5) 
ergibt sich sofort ein Ausdruck für die Tangentialbeschleunigung und 
danach durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1) auch für die Nor­
malbeschleunigung :

v =  g-e — w (v) , (7)
v e =  g — g-e e =  g-rt n . (8)

Hier ist rt die Bahnnormale (Länge 1). Die Richtung von n werde so 
gewählt, daß anfangs der Winkel zwischen Normale und Schwererichtung 
spitz ist. Aus (8) folgt dann: Die Bahntangente dreht sich ständig im 
selben Sinn, so lange nicht die Tangente der Schwererichtung parallel 
geworden ist; den Drehsinn gibt die Normalenrichtung an. (Der Fall, daß 
v — 0 werden kann, ist dabei auszuschließen.) Jede Geschoßbahn, die
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einen aufsteigenden Ast hat, hat also immer einen Gipfel (e _|_ g). Hier 
und im folgenden wird die Geschoßbahn in ihrem ganzen Ausmaß be­
trachtet. Der Bahnabschnitt, der sich für t <  t0 =  0 als Lösung von (1) 
unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen ergibt, soll der virtuelle 
Bahnbogen genannt werden. Der Gipfel liegt also möglicherweise im 
virtuellen Teil der Bahn.

Da die Bahn eben ist, kann die Geschwindigkeit auch durch Betrag v 
und Erhöhung co vollständig gekennzeichnet werden. (7) und (8) sind dann 
zu ersetzen durch

i) =  — g sin co — w , (9)
v m =  — g cos co . (10)

7t
Aus (10) folgt oo <  0 für \<o\<-^, also: die Erhöhung nimmt mit

wachsender Zeit ständig ab ; bei gleicher Erhöhung ist die Drehung der 
Bahntangente um so rascher, je kleiner die Geschwindigkeit ist.

Für manche Untersuchungen ist noch die Kenntnis von v und co nützlich. 
Aus (9) und (10) ergibt sich durch Differentiation

v =  ~  g2 cos2 co -j- w' (g sin co -{- w) , (11)

0
co =  — (g sin 2 co -f- w cos co) . (12)

Schließlich sollen noch die kinematischen Elemente v, t durch die geo­
metrischen q, 5 ersetzt werden. Die Bogenlänge ist definiert durch

t
s (t) =  J v  d t . (13)

Die Krümmung — (g Krümmungsradius) bestimmt sich nach den Regeln 
Q

der Differentialgeometrie*) aus - j— =  --- oder, wegen (8) bzw. (10) zuuS p •

=  g COS CO . (14)

Differentiation von (14) ergibt für die zeitliche Änderung des Krümmungs­
radius

e =  — g cos co (3 g sin co -J- 2 w) . (15)

—  ist die Zentrifugalbeschleunigung. (14) bedeutet also: Die Zentrifugal­
beschleunigung hält der Normalkomponente der Schwere das Gleich-

:) Vgl. L a g a lly , Vektorrechnung, S. 62.



§11. Die Hauptgleichun« 31

gewicht. Die Gleichung (14) läßt weiter erkennen, daß Geschoßbahnen, die 
an einer Stelle gleiches v und co haben, auch in der Krümmung überein­
stimmen, sich also oskulieren; unabhängig von w. Für w =  0 erhält man: 
die tangierende Parabel oskuliert zugleich.

§ 1 1 .  Die Hauptgleichung

Da, wie in § 10 gezeigt wurde, die Erhöhung eine monotone Funktion 
der Zeit ist, so kann an Stelle von t auch co als unabhängige Veränderliche 
Verwendung finden. Die Division der Gleichungen (9), (10) führt dann 
auf die ,,PIauptgleichung“  der Geschoß­
bewegung

dv _  g sin co +  ^  (z>)
dm g cos i ■ v

=  tgco
w

g COS I
V .

(16)

Diese Hauptgleichung kann man auch 
unmittelbar aus Abb. 13 ableiten. Es 
ist g dt: v dm =  w d t : dx, also

gdx =  w vd m t wo =  y cos co. (16')

Das ist aber bereits die gesuchte Beziehung.
Die rechte Seite dieser Gleichung hängt nach den Voraussetzungen des § 10 
nur von co und v ab, die Zeit t ist also eliminiert. Ist die Hauptgleichung 
gelöst, ist also v als Funktion von m bekannt, so sind nur noch die fol­
genden Quadraturen zu erledigen:

OJq

g t =  J v sec co dm nach (10) ,
10

t w0
g s =  g J v  dt =  J v2 sec co dm nach (18),

0  o j

t w9
g t  =  g f  b dl =  J* e v 2 sec co dm nach (1 ) ,  (H)

O M
t

g x =  g j  v cos co dt =  f  v2 dm nach (1 ) ,
0  oj

t Wo
g z =  g J"v sin co dt — j v2 tg oj dm nach (1 ) .

Gleichung (16) ist also die Schlüsselgleichung des Problems, darin liegt 
ihre Bedeutung. Die durch die Polarkoordinaten v, o j  bestimmte Kurve
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heißt der Geschwindigkeitsriß [Hodograph]*). Die Geschwindigkeitsvek- 
tören sind bei dieser Darstellung alle auf denselben Ursprung bezogen

(s. Abb. 14). Das der Bestimmung von x 
dienende Integral läßt sich anschaulich

ü)0
deuten. Es ist J  v2 da> gleich der doppelten

e>
vom Geschwindigkeitsvektor zwischen t) 
und t)0 überstrichenen Fläche. Durch Plani­
metrierung dieser Fläche F  (b, t)0) ergibt sich 
also bei Zielen im Mündungshorizont die 
Schußweite zu

* ° = - i ü 0) .

Für die Schußzeit t ist die Bogenlänge a des 
Geschwindigkeitsrisses charakteristisch. Aus 
da =  — v d<o folgt nämlich aus der ersten 
Gleichung (17)

o
g t  =  f  sec o) (a) da . 

o

‘) Hodograph ist schlecht, besser wäre Tachygramm.
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Man erhält aus (16') die integrierte Form der Hauptgleichung
Wo

-------I w  soo w d ioU J
V  COS CO =  V q COS COq * 6  . (18)

7X.
Aus (18) folgt, falls |co0| <  ist, daß die Geschwindigkeit in keinem
Punkte der Bahn, also auch nicht im Gipfel Null werden kann. Daher 
ist nach (9) im ganzen aufsteigenden Ast und noch ein Stück über den 
Gipfel hinaus v <  0, v nimmt also zunächst ständig ab. In jedem Punkte 
der Ebene des Geschwindigkeitsrisses, in dem

— v =  g sin ca w — 0 (19)
wird, ist nach (11) gleichzeitig v >  0. Dem ersten Schnitt der Kurve (19) 
mit dem Hodographen entspricht also ein Geschwindigkeitsminimum 
r'min >  0. Von da an ist zunächst v >  0, die Geschwindigkeit nimmt also 
zu, und zwar dauernd. Auf das erste Minimum kann nämlich kein Maximum 
folgen, weil für v =  0 nach (11) stets v >  0 wird. Die Geschwindigkeit 
wächst trotzdem im absteigenden Ast nicht unbeschränkt. In dem Maße,

7Z
in dem cu->---- g- abnimmt, geht nach (9) und (10) <b-»-0 und v->  0,
also strebt ö einem Grenzwert b«, zu, dessen Betrag sich aus

— g +  w (voo) =  0 (20)
berechnet, dessen Richtung mit der Schwererichtung zusammenfällt. Die 
Grenzgeschwindigkeit ist also vom Anfangszustand unabhängig. Die lot­
rechte Asymptote an den absteigenden Ast der Bahn habe den Abstand xM 
vom Abschußpunkt. Nach (17) ist

Wo
g xoo =  j  v2da>.

n
“  2"

Dieses Integral ist beschränkt, also ist x„  endlich.
Der Krümmungsradius q ist ohne Quadratur direkt aus (14) zu be­

rechnen, sobald die Hauptgleichung (16) gelöst ist. Wie aus (15) folgt, 
ist im aufsteigenden Ast und noch ein Stück über den Gipfel hinaus q <  0. 
Der Krümmungsradius nimmt also zunächst ab. Da überall in der Bahn 
v >  0 ist, kann erst dann ß =  0 werden, wenn

3 g sin m +  2 w (v) =  0 (21)
geworden ist. Der Vergleich mit (19) ergibt, daß die zu nmin gehörige 
Erhöhung a> (n mm ) <  co (ßmia) sein muß und daß auch q nur dieses eine 
Minimum und kein Maximum besitzt. Das Minimum von g liegt stets 
zwischen dem Gipfel und der Stelle kleinster Bahngeschwindigkeit. Der 
zugehörige Bahnpunkt, also die Stelle größter Krümmung, wird Scheitel 
genannt. Mit <«-*- — n. 2 geht q -> OO.

V ahlen, Ballistik. 2. Aufl. 3
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Die beiden Bedingungen für die Stelle kleinster Geschwindigkeit und 
für die Stelle größter Krümmung rücken nur dann beliebig zusammen, 
wenn w -> 0 geht. Dann geht auch gleichzeitig co 0. Also nur beim 
Schuß senkrecht aufwärts und bei der widerstandsfreien Schußbahn liegen 
die beiden Extreme beisammen, und zwar im Gipfel der Bahn.

Aus dem Verhalten des Geschwindigkeitsbetrages geht hervor, daß v 
in jedem Teilgebiet von (v0, ?tmtn) bzw. ( i w ,  vx ) als unabhängige Ver­
änderliche Verwendung finden kann. Nachdem co (v) bekannt ist, bleibt 
dann noch die Berechnung der folgenden Quadraturen

Vi

_ r  dv 
J w +  g sin co

V

nach (9) ,

Vlf v dv 
J w +  g sin co

nach (13) , (9),

f v cos (o dv 
J w +  g sin co

V

nach (1) , (9),

l'iC v sin cü dv 
J +  g sin co nach (1) , (9).

(22)

v und v1 müssen demselben Teilgebiet angehören. Mit denselben Ein­
schränkungen läßt sich auch eine integrierte Form für die Hauptgleichung

ableiten. Da sec co dco =  d lg tg +  - -̂J geschrieben werden kann, so

folgt aus (16)

lg tg
JZ CO
1  +  T =  lg tg

71  ß>j

¥  + _ 2"

»1 dv
v (w g sin co) (23)

Nunmehr kann auch über den Verlauf des virtuellen Bahnbogens einiges 
ausgesagt werden. Der Abschußpunkt liege so, daß dort w0< 0  Ist- Da 
| v | >  g sin co0 +  w (z>0) ist, muß die Geschwindigkeit mit abnehmendem t 
unbeschränkt zunehmen. Über die Richtung der Asymptote an den auf­
steigenden Ast entscheidet das Verhalten von w (v) im Unendlichen. 
Wächst w (v) für gehörig große v wenigstens wie i f , wo e eine beliebig 
kleine positive Zahl bedeutet, so ist das Integral in (28) endlich, also

7 t
io-oo <  15- . Die Asymptote ist dann gegen die Horizontale geneigt. Die2i
Flugzeit t~ oo ist übrigens beschränkt, wie man aus (22) sieht, sobald w (v) 
im Unendlichen wenigstens wie vl + ‘ (e positiv) wächst.
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C. Cranz und R. R oth e*) haben der Hauptgleichung (16) eine Form 
gegeben, die bei gewissen Lösungsmethoden Vorteile bringt. Aus (16) folgt

cos (o dv . , w (v)------------;— =  sin cu H------ —
v dco g

dvFührt man die neuen Variablen lg v und f  ein durch ---- =  d lg w und
n co

sec cu dm =  d lg tg — dt, so ergibt sich wegen sin co =  tg hyp £

dl%v _  _l  zr „a rr n „  . a _  w (v) . (24)
dt

tg hyp t  + F [\ g v )  , wo F  (lg v)

Durch diese Umformung ist auf der rechten Seite der Hauptgleichung jeder 
der beiden Summanden nur von einer Veränderlichen abhängig.

§ 12- Der fast senkrechte Schuß
71

Bisher wurde |cu0| <  -g- vorausgesetzt. Geht man mit der Abschuß­
richtung cu0 immer näher an die Vertikale heran, so geht nach (10) cu->0 
(vorausgesetzt, daß v >  0 ist). In diesem Fall ist co so schwach veränder­
lich, daß es als unabhängige Veränderliche ungeeignet wird. Es ist dann 
dafür v als unabhängige Veränderliche zu wählen. An Stelle der Glei­
chungen (16), (17) treten damit (22), (23). Die Gipfelgeschwindigkeit v 
ergibt sich nach (23) aus

lg t g  fiL + = » r____ dJL_____
s B I 4 2 ) ä J V {g sin cu +  w)

o.
In der Flakartillerie interessiert vor allem der aufsteigende Ast, beim 
Bombenabwurf aus dem Flugzeug der absteigende Ast der Geschoßbahn. 
Da beim Bombenabwurf die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses gleich 
der Flugzeuggeschwindigkeit, also verhältnismäßig klein ist, liegt das Ge­
schwindigkeitsminimum meist so nahe beim Gipfel der Geschoßbahn, daß 
die Formeln (22), (23) im allgemeinen auch vom Gipfel an (nicht erst 
vom Geschwindigkeitsminimum an) Verwendung finden können.

Die Berechnung wird am einfachsten, wenn |cu0| so nahe bei jr/2 ist, 
daß man, abgesehen von einer kleinen Umgebung des Gipfels, genau genug

71  %
s in c u = =t ; l ,  cos cu =  co setzen kann. Das obere Vorzeichen gilt
für den aufsteigenden, das untere für den absteigenden Ast der Bahn. 
Für die integrierte Hauptgleichung (23) ergibt sich zunächst genähert

V

P0
*) Artilleristische Monatshefte 1917, S. 197.

3*
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Werden nun die beiden Funktionen G (v) eingeführt durch

dvlg G ( v ) = - g f -
(g ± « 0  ’

so ergibt sich als Näherungslösung der Hauptgleichung
G(v)

COS CO =  COS 0)n
0 C K )

Entsprechend gehen die Quadraturen (22) über in

t = M  (v) — M  (v0) M  (v) =  J

s = Q ( v )  —  ö  K )  =  2  —  So Q ( v ) = - f

u

' O -  I

dv
w ± g  ’

G (v) v dv 
w ± g

(25)

(26)

(27)

Die acht Integrale G (v), M  (v), Q (v), P  (v) sind für eine Anzahl Werte 
des in der Verzögerung w =  c f  (v) vorkommenden Geschoßfaktors c und 
für die untere Grenze v =  1200 m/sec berechnet und graphisch dargestellt 
worden (s. Cranz, Ballistik, Band 1, 5. Auflage, S. 688ff.).

Für den senkrechten Schuß kommen nur die erste und zweite Formel 
von (27) in Betracht. Beim Schuß senkrecht abwärts ist für v0 — 0 auch 
das Fallenlassen eines Geschosses von einem unbewegten Luftfahrzeug aus 
erfaßt.

Beim Schuß senkrecht aufwärts wird der Gipfel erreicht, wenn =  0 
ist. Also ergeben sich die Gipfelelemente aus

V(

-/ dv
g +  w

l't
v dv

g +  w

Für Vq oo bleibt sm endlich, falls w (v) mit z>-»-oo wie v2 + c (s positiv) 
wächst. Da aber w (v) erfahrungsgemäß bei großen Geschwindigkeiten 
weniger rasch zunimmt, entweicht das Geschoß bei hinreichender Ge­
schwindigkeit, selbst wenn Schwere und Luftgewicht mit der Höhe 
nicht abnähmen.

Für den Schuß senkrecht abwärts gelten in (27) die unteren Vorzeichen. 
Es ist also

dv
g — w ’
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(v — V ) wEs sei va der Wert von v, für den w =  g wird, lim ---------------=  na
w-yg »  -  S

bedeutet dann, daß in der Nähe von w =  g der Nenner w — g proportional 
der «„-ten Potenz von v — vg ist; denn aus w — g =  c ( v — vg)n folgt

w '=  cn  (v — vg)n ~ 1 =  n ----------- . Die zu vg gehörigen Bahnelemente sind
va %

dv _  C v dv
g — w ’ g J g — iv

»£f
Ist w <  g, wie z. B. beim absteigenden Ast eines senkrecht aufwärts 

gerichteten Schusses [vgl. (20)], so ist dv — (g — w) dt positiv; v, also 
auch w wächst. Demnach sind tg, sg endlich, wenn ng<  1. Aber es ist 
ng=  1, denn die Widerstandskurve w =  c f ( v ) kann an der Stelle w =  g, 
v =  vg wie an jeder anderen nur eine geneigte Tangente haben. Also 
erreicht das Geschoß die Geschwindigkeit v =  vg erst für / „ =  00, sg=  00.

Ist w >  g, so ist dv =  (g — w) dt negativ, also nehmen v und w ab. 
Die Geschwindigkeit v =  vg wird wieder erst für tg=  oo, sg= c c  an­
genommen.

Ist w =  g, so ist dv =  (g — w) dt =  0, das heißt, die Geschwindigkeit 
bleibt konstant gleich vg; die Bewegung ist gleichförmig. vg ist die schon 
von H uygens eingeführte Grenzgeschwindigkeit. Ein vertikaler Luftstrom 
von der Geschwindigkeit vg ist also gerade stark genug, den Körper am 
Fallen zu hindern.

Für den Schuß senkrecht abwärts werden die Elemente des „virtuellen“ 
Gipfels (n„ =  0):

V 0 V0

dv C v dv
g — w ’ g — w

0 Ü
Ist w *^g ,  so ist kein Gipfel vorhanden, denn mit abnehmender Zeit 
nimmt v, wie eben gezeigt wurde, nicht ab. Ist w <  g, so sind , s* die 
Zeit, bzw. die Fallhöhe, in der von der Ruhe aus die gegebene Anfangs­
geschwindigkeit v0 erreicht wird.

§ 13- Die beiden Integrationsansätze und ihre Grenzfälle

In dem Grenzfall, daß die Verzögerung durch den Luftwiderstand 
dauernd Null ist, w =  0, ist die Horizontalkomponente der Geschwindig­
keit i  nach (18) unveränderlich. Ist nun w/g= 0, so empfiehlt es sich, in 
den Quadraturformeln v durch die schwach veränderliche Größe x  zu 
ersetzen. Da x =  v cos oj ist, so folgt unter Benutzung von (9) und (10) 
bzw. aus (16') die neue Hauptgleichung

dx wv  
dco g

(28)
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Wird nun noch co durch die neue Veränderliche p =  tg co ersetzt, so nimmt
wegen d tg co =  sec2 co dco die Hauptgleichung die Form an:

dx w cos co . XX
dp g g

(29)

Die Quadraturformeln (17) gehen über in
p*

gt = f x d p ,
V

Po
g x = J x 2dp ,

V

Po Pt,
g s =■■ J x 2 sec co dp =  J" x2 ]/T" +  p 2 dp , 

v v
Pt,

g z =  J x 2 p dp .
p

(30)

Diese Formeln geben eine Lösung, wenn man x  als Funktion von p =  tg co 
ausdrücken kann; das hätte durch Integration der Hauptgleichung (29) 
zu geschehen. Im Fall w =  0 ergibt sich aus (29) x =  x0=  const, die 
Quadraturformeln (30) lassen sich also dann in geschlossener Form aus­
werten (vgl. § 14). Die beiden Integrale für t und x  in (30) lassen sich 
anschaulich deuten. Zeichnet man den Geschwindigkeitsriß mit x  als 
Abstandsvektor, pfg als Winkel, so wird t gleich der Bogenlänge des 
Geschwindigkeitsrisses zwischen p0 und p , x  gleich dem doppelten Flächen­
inhalt des von x  überstrichenen Sektors (Abb. 16).

In dem zweiten Grenzfall, daß die Schwere Null ist, g =  0, ist nach (10) 
die Erhöhung co dauernd unveränderlich, die Geschoßbahn ist also gerad­
linig. co muß daher durch eine andere Veränderliche ersetzt werden. Wie 
aus (18) folgt, ist bei jeder nichtgeradlinigen Bahn x  =  v cos co monoton 
abnehmend. Im Grenzfall co =  co0 gilt dies aber auch noch, denn nach (9) 
ist für g =  0 die Geschwindigkeit v also auch v cos co0 monoton abnehmend. 
Ist daher gjw =  0, so empfiehlt cs sich, bei nicht zu steilen Bahnen x  als
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unabhängige Veränderliche zu benutzen. Aus (29) geht dann die Haupt 
gIeichunS dtgm  _  g

die x'x
hervor, oder, in integrierter Form,

(31)

/dx
■ (32)X X 

x
Die Quadraturformeln (30) sind durch die folgenden Formeln zu ersetzen:

: cu die
1

(33)
Xq

X

C ie die
X =  J  x ’

X

- / ■
xt 2*

* tu die 
x

In Verbindung mit (32) kann statt der letzten Gleichung auch

:d'xr  C g d x  xd iX tg COn — z ~ I 1 -p. .. • — —8 0 J J XX X (34)

geschrieben werden 
(Abb. 17). Damit diese 
Formeln eine Lösung 
liefern, muß man x  
durch x  ausdrücken.
Auch das erfolgt durch 
die Hauptgleichung (82).
Kennt man nämlich 
die Beziehung zwischen 
tg cu und ic, dann kann 
man auch ic durch x  
ausdrücken vermittels 
(31) und umgekehrt, 
kann man ic durch x  
ausdrücken, dann wird 
durch diese Gleichung, 
in der die Variablen getrennt sind, auch tgcu durch ie ausgedrückt.

Diesen beiden Integrationsansätzen (29), (30), bzw. (32), (38) entspre­
chen zwei Klassen von Lösungen. Zur ersten Klasse gehört als Grenzfall 
der widerstandsfreie Schuß, gekennzeichnet durch w =  0, ie =  x0. Zur 
zweiten Klasse gehört als Grenzfall der schwerefreie Schuß, gekennzeichnet 
durch g — 0, cu =  cu0. Der Grenzfall der einen Klasse ist in der anderen
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nicht enthalten, weil für x =  x0 die Gleichungen (32), (33), für co =  w0 
die Gleichungen (29), (30) hinfällig werden.

Die hier vorgenommene Unterscheidung, ob wjg oder gjw die kleinere 
Größe ist, hat an die Stelle der früher üblichen nach Flach- und Steil­
feuer zu treten, mit der sie sich nur zum Teil deckt. Wie in § 11 gezeigt 
wurde, wächst w von dem Bahnpunkt an, wo es seinen kleinsten Wert 
hat, asymptotisch gegen den Wert g hin. Die Geschoßbahn wird daher 
durch den Punkt, wo w =  g ist, in zwei Teile geteilt, in deren erstem 
w >  g, in deren zweitem w <  g ist. Beim Steilschuß der Praxis liegt 
dieser Teilpunkt w (v) =  g diesseits des Anfangspunktes, im virtuellen Teil 
der Geschoßbahn, falls die Anfangsgeschwindigkeit genügend klein ist; 
dann ist also durchweg w <  g. Beim Flakschießen gegen Luftziele dagegen 
liegt mit Rücksicht auf die großen Anfangsgeschwindigkeiten der Teilpunkt 
w =  g sicher zwischen Abschußpunkt und Gipfel. Beim Flachschuß der 
Praxis liegt der Teilpunkt w =  g jenseits des Endpunktes der Geschoß­
bahn, wenn die Anfangsgeschwindigkeit groß, der Bahnbogen kurz ist, so 
daß auch noch für die Endgeschwindigkeit, also durchweg, w >  g ist.

§ 14. Der widerstandsfreie Schuß

Ist wjg so klein, daß es genau genug durch 0 ersetzt werden kann, 
ist also die Geschoßbewegung praktisch widerstandsfrei, so folgt aus der
Hauptgleichung (29) % =  v cos 00 =  x0 =  const.

Die Quadraturformeln (30) ergeben dann 
g t  = * 0 (tg«>o— tgco) ,

(35)

g s -kx-
, , , 71 , ft)

tg o> ■ sec co +  lg tg (—  +

g x  =  x\ (tga>0— tg co) ,

gs \x\ (tg2 cu0— tg2co)

(36)

Hieraus folgt 1
=  0 ( t g « o +  tgft>) ,

. g 2
X  t g  (O0 — z  =  X 2

 ̂Kn

(37)

Die Geschoßbahn ist also eine Parabel mit dem Parameter xl/g. Die 
Parabelachse hat die Schwererichtung. Der zeitliche Ablauf der Be­
wegung ergibt sich aus (36) und (37) zu

x =  x0 t ,  x tg (o 0— z =  i g t 2 . (38)

Die letzteren Gleichungen hätten natürlich auch aus den Bewegungs­
gleichungen unmittelbar gefolgert werden können. Aus

x =  0 , 2 =  — g (39)
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schließt man nämlich sofort
x =  x0 , z =  s0 — g t ,
X =  XQ t , 0 =  z01 — I  g t2 .

Das ist aber wegen ä0 =  x0 tg co0 mit (38) identisch.

(40)

Die Geschwindigkeit folgt aus (40) zu
v2 — x 2jr z 2 =  v2 — 2 g s . (41)

In der Form (G — mg  Geschoßgewicht)
\ m v 2 — \ mv\ =  G z

geschrieben, ist das der bekannte Energiesatz [vgl. § 10 (o)].
Für Ziele im Mündungshorizont ist s ° =  0, also nach (36) und (41)

d)°= — ro0 ,
g — 2 x 0 tg &)„= 2 z0 ,

g 5 °=

g x ° =

i 1 / 7 t  OJntg (Oq ■ sec w0 +  lg tg [-J- +

2 tg w0== 2 F0z0=  yj sin 2 w0 ,

(42)

u°=  v0 . '
Bei der Berechnung der Bogenlänge s° wurde von der Beziehung 

tg ' tg --------2°'| — 1 Gebrauch gemacht. Die gleiche
Schußweite x° kann also bei vorgegebener Anfangsgeschwindigkeit unter 
zwei verschiedenen Anfangserhöhungen erreicht werden: co0' und co0",

7 tWobei cu0'+ f t )0" = —  ist. Die größte Schußweite bei vorgegebenem v0 
2
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ergibt sich für w0 =  45°. Mit co0 =  15° bzw. co0=  75° erreicht man die 
halbe Höchstschußweite, weil sin 30 °=  | ist.

Im Gipfel der Geschoßbahn ist com— 0, also nach (36) und (41)
gl* =  x 0 tgco0= z 0 

1
gs* -2 *

tg w0 • sec w0 +  lg tg I ■~

g x*  =  x\ tg m0 =  x0 z0 =  \ v\ sin 2 co0 , 
gz* = § x l tg2 wo =  iz\  =  i  g x* tg «o ,

Es ist also

(43)

, =  i * \ i  x° tg ß)„

Schreibt man die Bahngleichung (37) in der Form

=  x ix" x)
tgco0

so erkennt man die Symmetrie des auf- und des absteigenden Astes. Auch 
die Geschwindigkeitsverteilung ist symmetrisch, denn nach (41) folgt für 
gleiche z auf dem auf- und dem absteigenden Aste gleiches v. Im Gipfel 
hat also v seinen kleinsten Wert. Daher fällt auch das Minimum des

v2 xlKrümmungsradius n = -----------  in den Gipfel, p„ =  —— ist also dem° g cos CO g
Parabelparameter gleich.

Vier Aufgaben: a) Gegeben die Anfangserhöhung m0 und das Ziel 
P  (x, z) ; gesucht Anfangsgeschwindigkeit und Geschoßbahn. Für x0 erhält 
man aus (37) die Gleichung

1 g x 2
x-. =  -r- ■----- 9 ------  und v0 =  x0 sec co0 .

2 x  tg a>0 — z

Demnach muß die Bedingung x  tg cu0— z >  0 erfüllt sein, das heißt, P  muß 
unter der Anfangstangente liegen, v folgt aus (41), die Geschoßbahn 
aus (36). x0 ist eindeutig bis auf das Vorzeichen. Ist r § 0 ,  so ist 0 
zu wählen.

b) Gegeben die Anfangsgeschwindigkeit v0 und das Ziel P  (x, z) ; 
sucht Anfangserhöhung und Geschoßbahn. Liegt das Ziel P  in einer 
schiefen Ebene durch den Mündungshorizont, dann wird man den Gelände­
winkel e einführen durch z/x =  tg e. Aus (37) folgt für tg co0 die qua­
dratische Gleichung

z =  *  tg w0 — (1 +  tg2 (’>o) ■

Die beiden Lösungen seien o>0' und co0” . Durch die Gleichung i>l — 2 g h 
werde die Größe h definiert. Nach (41) ist h die Höhe, in der v =  0 werden
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würde, es ist also die im Vertikalschuß erreichbare Höhe. Die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung für tg co0 sind reell, zusammenfallend oder 
imaginär, je nachjdem die Diskriminante

4 h2 — (x2 +  4 h z) =  0 
ist. Es liegen also innerhalb der Parabel

4 Ä2: x % -f- 4 h z , mit v20 — 2 g h , (44)
die mit zwei Erhöhungen co0', o j0 "  erreichbaren Zielpunkte, auf ihr die 
mit einer Erhöhung co0' =  co0"  erreichbaren, außerhalb die nicht er­
reichbaren. Dividiert man die Gleichung für tg co0 durch x, so gilt 

e x
tgfc>o— tg e — 2 7>l cos2 to0 ’ Nun ist

2 (tgtt>0— tg e) cos2w0= 2 sin(w0— e) cosa)0sece =  sin(2 co0 — e)sec e — tg e ,
also ergibt sich

sin (2 oj0 — e) =  sin e + £ x cos £ .
K

Demnach sind die beiden Lösungen dieser Gleichung, 2 co0’ — e und 
2 co0" — £ supplementär, das heißt, (2 co0' — £) +  (2 co0" — e ) = n  oder

71
£o0' +  co0"  =  -g- 4- £• Die beiden Abschußrichtungen liegen daher sym­
metrisch gegen die Halbierungslinie des Winkels Z O P — 90°— e. Das 
Maximum der Schußweite in der Richtung OP, also das Maximum von x 
bei gegebenem e, erhält man für sin (2 ft>0— e) =  1, das heißt, die Abschuß­
richtung halbiert dann den Winkel Z O P .  Die Schußweite bei vorge-

1)2
gebenem Geländewinkel ist # sec e, also ( x sec e)max=  ^  (1 — sin s) sec2e.

Dieselben Überlegungen gelten natürlich auch bei Luftzielen. Dann ist s 
die Neigung der Visierlinie gegen den Mündungshorizont.

c) Gegeben zwei Bahnpunkte {xly zx) und P 2 (x2, z2) ; gesucht co0, v0.
Man erhält nach (37) zwei lineare Gleichungen für tg con und 1 /x\:

Hieraus folgt:

tgw 0 =

£ x :X\ tg C00—

g x\
x2 tg O)0

=  Z,

--- Zn

% x\ — z2 x\
Xl x2 (x2 — Xj) ’

=  g_ . *1 *2 (*2— ^l) . 
0 2 z1x2— z2 x1

Einfacher als durch Rechnung löst man die Aufgabe durch Zeichnung, da 
man eine Parabel aus drei gegebenen Punkten 0, P v, P2 und der gegebenen 
Achsenrichtung OZ. zu konstruieren hat. Hat man sie gefunden, so ergibt 
sich x0 aus dem Parameter x\jg, und daraus v0 =  x0 sec co0. Von dieser
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Schußart machte man früher Gebrauch, um zum Beispiel die Crcte der 
Brustwehr (Punkt Pj) noch eben zu überschießen und ein im Wallgang 
befindliches Ziel (Punkt P2) zu treffen. Ein solcher Schuß ist als Streif­
schuß zu bezeichnen, wobei man unter Streifen eine so schwache Be­
rührung meint, daß dadurch die Geschoßbahn unbeeinflußt bleibt. Wenn 
O tto* )  ihn als Rikoschettschuß bezeichnet, so entspricht dies nicht dem 
sonstigen Sprachgebrauch, demzufolge hierunter der heute als Abpraller 
bezeichnete Schuß zu verstehen ist.

d) Gegeben drei Bahnpunkte P lt P2, P3. Diese Aufgabe ist übe
bestimmt, da zwar durch vier Punkte 0, P lt P2, P3 eine Parabel (zwei­
deutig) bestimmt ist, aber die Achsenrichtung dann nicht die vorgeschrie­
bene Vertikale zu sein braucht. Durch zwei Punkte und die Tangenten 
in ihnen ist ein Parabelbogen eindeutig bestimmt. Davon kann man 
Gebrauch machen, wenn man die Geschoßbahn in Teilbögen durch 
Parabeln annähern will. Ebenso kann man die ganze Geschoßbahn 
zwischen Geschütz und Ziel durch einen Parabelbogen annähern, der die 
wahre Bahn im Anfang 0  und im Ziel P  berührt.

G eschoßbahnscharen . Lassen wir bei vorgegebenem v0 die Anfangs­
erhöhung co0 alle Werte von 0° bis 180° durchlaufen, so erhalten wir eine 
Schar von Geschoßbahnen. Für diese ist der Abstand des Parabelscheitels 
von der Leitlinie, also

der Halbparameter
1 X*± P  =  Ao_
2 9 2 g

v\ cos2 OJ0= ...----------- == h cos2 ca
2 g

die Scheitelhöhe 2 -  
* ‘ 2 g

=  h sin2 co(

also haben alle Parabeln dieselbe Leitlinie;

+  i  P — h cos2 <A)+ h sin2 co0=  h

ist ihr Abstand von der Horizontalen.
Die Koordinaten des Scheitels sind nach (43)

=  ~r ~̂ sin 2 o)0=  h sin 2 co0 , zn =  h sin2 co0 =  (1 — cos 2 &>0) ,
2  g  2

also liegen die Scheitel auf der Ellipse 
I h\2

k  , r *  ^
A 2 ~r B 2 1 A =  h R - h 

B ~  2 •

Die Hüllkurve der Schar fanden wir schon oben als die Parabel (44). Die 
Koordinaten der Brennpunkte sind nach (43)

xf == x* =  h sin 2 co„ , zF =  z* — \ p =  — h cos 2 co0 ,

*) J. F. C. O tto , Mathematische Theorie des Ricochettschusses. Berlin 1833.
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die Brennpunkte liegen also auf dem Kreis um 0  mit dem Radius h. Die 
„Simultanpunkte“ , das heißt die zur gleichen Zeit t auf allen Bahnen 
erreichten Punkte, genügen der aus (40) hervorgehenden Gleichung

x 2+  (z +  i g t 2)2=  ('v0t)2 ;
sie liegen also auf einem Kreise vom Radius v0 t um den Punkt x =  0, 
z =  ~ i g t 2-

§ 15. D er schwerefreie Schuß

Ist gjw so klein, daß es genau genug durch 0 ersetzt werden kann, so 
gibt die Hauptgleichung (31) wegen x  = — w cos co sofort tg eo =  tg co0, 
also co =  co0. Die Quadraturformeln (38), (34) gehen daher über in Inte­
grale mit v als Veränderliche:

< =  T  (i>) -  T  (!’„) , 7 » = / ^ ,
V

C v dv (45)
s = D ( v ) - D ( v 0) ,  D ( v ) = J - J ? L ,

V

x =  scosco0 , z =  s sin co0 =  x  tg r>0 .
Zur Darstellung der schwerefreien Geschoßbewegung genügen, bei bekann­
tem Widerstandsgesetz, wie man sieht, zwei Tafeln T (v) und 1) (v). Die 
obere Integrationsgrenze wird man zweckmäßig so groß wählen, daß die 
praktisch vorkommenden Anfangsgeschwindigkeiten kleiner sind als diese 
Integrationsgrenze.

Wir fragen nach den Werten von 5 und t, für welche die Geschwindigkeit 
v den Wert 0 erreicht. Sie ergeben sich aus den Formeln:

»0

I
v dv 
w (v)

Da mit v =  0 auch w =  0 wird, können diese Integrale endliche oder un-
v w'endliche Werte haben. Sei lim -------=  na, dann wird w für kleine v der

«-► 0 w
w0-ten Potenz von v proportional. Also bleibt die Zeit endlich, wenn 
m0<  1 ist; der Weg bleibt endlich, wenn n0<. 2 ist. Die Erfahrung und 
die Theorie legen es nahe, n0 — 1 zu wählen.

Im virtuellen Teil der Geschoßbahn nimmt v vom Abschußpunkt aus 
unbeschränkt zu, denn es ist \v \ — w (v) >  w (v0). Wir fragen daher nach 
den Werten von s und t, für die v -*• 00 geht. Es ist

t—  eo —

00

/ dv
w (v) ’ s. 00 — / v dv 

w (v)
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Setzt man lim -------=  w«,, so wird w für große v der Moo-ten Potenz von v

proportional. Demnach wird t-co endlich, wenn n »  >  1, die Weglänge 
oo wird endlich, wenn Woo >  2 ist.
Auch bei kleinen Geschwindigkeiten ist der schwerefreie Schuß an­

nähernd zu verwirklichen. Man muß dann das Geschoß der Schwere ent­
ziehen, entweder indem man es auf waagerechter Ebene gleiten oder rollen 
läßt, oder indem man seinen Auftrieb dem Gewicht gleich macht, wie es 
beim Aerostaten geschieht.

Die Formeln (45) können dazu benutzt werden, das Widerstandsgesetz 
eines Geschosses zu bestimmen. Unter der Voraussetzung, daß sich in 
erster Näherung die Widerstandsgesetze ähnlich geformter Geschosse nur 
durch einen Faktor, den Geschoßfaktor c, unterscheiden, falls also w — c f  {v) 
ist, werden die Funktionen

T (v) =  c T  (v) und D  (v) =  cD  (v)
eingeführt. Auf einem möglichst rasanten Bahnbogen werden Anfangs­
und Endgeschwindigkeit, vlt v2 und die Flugzeit t2— gemessen. Dann 
folgt c aus

c-{t2-  f )  = T  (v2) — T(vj) .
Solche Messungen erfolgen zum Beispiel, indem man Rahmen durchschießt. 
Der Zeitpunkt des Durchgangs läßt sich elektrisch sehr genau registrieren. 
Zur Bestimmung einer Geschwindigkeit braucht man zwei Rahmen, deren 
Abstand bekannt sein muß. Insgesamt sind also vier Messungen zur Be­
stimmung von c erforderlich.

§ 16. Allgemeine Geschoßbahneigenschaften

G esch w in d igkeitsriß . Wir schreiben die erste der Bewegungs­
gleichungen § 10 (1) in rechtwinkligen Komponenten. Wegen § 10 (2) 
ergibt sich

die =  — a (v) ic ,
dz

dt ~ ~  ’ dt 
Daraus folgt für die Hauptgleichung 

dz _  a (v) z +  g 
dx a (v) x ’ 

Nochmalige Differentiation führt auf

JL . v.
x  x

Hierin ist
, _  w' _

v

a(v) z — g mit a (n)
w (v)

d2z ar1il

ä 2 *

W W 1' v w
V2 V2 \. w

wo v2= x 2f - z 2 .

g
x w  cos OJ

(46)

(47)

(48)

V  w
1 ) ^ 0  falls « j  (v) =  ^  1
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Die empirisch ermittelten Widerstandsfunktionen haben durchweg n1>  1,
d2zalso ist dann auch a' >  0 in der ganzen Bahn. Daher wird ^ 2 >  0 soweit

v <  0, d. h. vom Bewegungsbeginn bis zur Stelle kleinster Geschwindig- 
d2z . .keit; es ist ^ 2 <  0 soweit v >  0, d. h. von der Stelle kleinster Geschwin­

digkeit an im absteigenden Ast der Geschoßbahn. Der Hodograph 
hat also an der Stelle kleinster Geschwindigkeit seinen einzigen Wende­

punkt, vorausgesetzt, daß überall in der Bahn n^v)
v w
w >  1 ist. An

0, d. h. der Hodograph trifft die negative z -Achse unter rechtem

umin u n d  boo ISt

der Stelle kleinster Geschwindigkeit wird =  — ctg o> (wmjQ) jg: 0 .
\uX f i'min

Die Wendetangente steht daher senkrecht auf bmin- (Das Gleichheits­
zeichen gilt für den Fall, daß die Geschwindigkeit im absteigenden Ast

71 \
dauernd abnimmt, also für oj (z>min) ->------g -j. Für v-^v«, geht stets
dz 
die
Winkel, falls n1>  1 ist. Im absteigenden Ast zwischen b„ 

dz
stets >  0; z (je) wächst also monoton mit x. Schneidet der Hodograph

die i-Achse, hat also die Geschoßbahn einen Gipfel, so ist im aufsteigenden
dz dzAst wegen (47) überall >  0. Es ist dann in der ganzen Bahn >  0 ;

z (x) ist eine mit x  monoton wachsende Funktion, die zwischen boo und bn,in 
konvex, im übrigen konkav nach unten ist. In diesem Fall nimmt im Sinne 
fortschreitender Bewegung die Vertikalgeschwindigkeit z monoton gegen 
den Grenzwert — hin ab*) (vgl. Abb. 14).

Aber nicht jede Geschoßbahn hat einen Gipfel, nämlich immer dann 
nicht, wenn es im absteigenden Ast eine Stelle gibt, an der w sin co -j- g =  0 
wird. An dieser Stelle hat dann der Hodograph eine horizontale Tangente,

dz
s (x) hat hier ein Maximum, für alle größeren Werte von je ist dann <  0.
Der für einen Gipfel charakteristische Wert 2  ̂ =  0 kann also gar nicht 
erreicht werden. Bei Bahnen dieser Art nimmt in der Geschoßbahn zu­
nächst |z | ab bis zu seinem kleinsten W ert; von da an wächst |z | bis zum 
Grenzwert v<x>- Die Gesamtgeschwindigkeit v dagegen nimmt ständig ab. 
Denn im Gipfel des Hodographen ist iu sin ] co | =  g, also w >  g,

also wird an dieser Stelle v =  g sin | a> | — w =  —  (g2 — w2) <  0, d. h. dieW
Geschwindigkeit nimmt ab. An der Stelle kleinster Geschwindigkeit ist

*) So wie bei C ranz, Ballistik I (1925), S. 115, Abb. 46b, kann also der Hodograph 
nicht aussehen.
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-r-r- _  -----------■ daraus folgt, da dzjdx nicht negativ sein kann, daßdx gw  cos tu ’
w (Wmin) =  g sein muß, d. h. <’min =  In allen Bahnen, die keinen
Gipfel haben, nimmt die Geschwindigkeit mit wachsender Zeit monoton
gegen den Grenzwert Voo ab.

V w'
Ist längs der gesamten Geschoßbahn nx{v) =  — =  I> also der

Widerstand eine lineare Funktion von v, so folgt aus (47) für die Hodo- 
graphen (vgl. Abb. 14)

z (x) — C x  — -  • a

Das ist eine Schar von Geraden durch den Punkt x  =  0. 

die Stellen kleinster Geschwindigkeit ist
g z +  w (v) v =  g z +  a • (x2 +  ä2) =  0 .

z =  — Für

v v

Das ist ein Kreis vom Radius
1 g durch den Punkt % =  0, z =  —_  _ _ _ 1  JL
2 2 a ‘

Bei linearem Luftwiderstand findet man also Erhöhung und Größe der 
Minimalgeschwindigkeit durch einfache Konstruktion. Ist C == 0, so nimmt 
die Geschwindigkeit monoton gegen vx  ab. Ist C == 0, so hat die Vertikal­
geschwindigkeit dauernd denselben Wert.

In der widerstandsfreien Bewegung, w = 0 ,  ist nach § 14 (35) x  =  const, 
also ist der Hodograph eine zur GAchse parallele Gerade. Die Kurve 
kleinster Geschwindigkeit hat die Form gz  =  0, d. h., wie bekannt, hat die 
Geschwindigkeit im Gipfel ihr Minimum.

G esch w in d ig k e itsv erte ilu n g  in der Bahn. Über die Verteilung 
der Geschwindigkeit als Funktion der Höhe über dem Mündungshorizont 
gibt die Energiegleichung § 10 (5) Auskunft. In integrierter Form lautet 
diese Gleichung:

i K  ~ v \ )  + £ ( % — % ) =  — / w{ v ) v d t . (49)

Vergleichen wir also zwei Geschoßbahnpunkte gleicher Höhe [vlt zx auf­
steigender, n2, z2 absteigender Ast), so ergibt sich aus (49) v2< v 1. Ins­
besondere ist n °<  v0, d. h. die Endgeschwindigkeit bei Zielen im Mündungs­
horizont ist stets kleiner als die Abschußgeschwindigkeit.

Aus § 13 (30) ergibt sich, wenn man zunächst die Integraldarstellung
für z differenziert, umgruppiert und dann wieder integriert,

tg2 co =  2 g J i l  ■ (50)
. . Z

Nun ist x  nach § 11 (18) eine monoton abnehmende Funktion; daher ist,
wenn einmal vom Gipfel aus über den aufsteigenden Ast bis zlt ein zweites



§16. Allgemeine Geschoßbahneigenschaften 49

Mal über den absteigenden Ast bis z2 integriert wird und wenn z1 =  z2 ge­
wählt wird, tg2co2>  tg2̂ ,  also |o)2|><«1- Insbesondere ist |co°| >  co0, 
d. h. die Enderhöhung bei Zielen im Mündungshorizont ist (absolut 
genommen) stets größer als die Anfangserhöhung.

Es ist aber auch v2 <  vx, wenn man die zu gleichem | co | im auf- und 
absteigenden Ast gehörigen Geschwindigkeiten vergleicht. Denn x  =  n cos co 
ist monoton abnehmend mit abnehmendem co. Dasselbe folgt dann für den

v2
Krümmungsradius aus q =  —  sec co.

S ty A n
Setzt man in der Integraldarstellung für x  in § 13 (80) x 2dp =  — - —— ,

so ergibt sich
(51)

Z

Bedeutet also einmal z — zx einen Punkt im aufsteigenden Ast, dann ein 
zweites Mal z =  z2 einen gleichhohen Punkt im absteigenden Ast, so ergibt 
sich | xt — | >  x2 — x^. Insbesondere gilt also: der Horizontalabstand
des Gipfelpunktes vom Abschußpunkt ist stets größer als die halbe Schuß­
weite x°.

G eschoßbahnscharen . Es soll jetzt vorausgesetzt werden, daß sich 
der Luftwiderstand in der Form w (v) — c f  (v) schreiben läßt, wo / (n) 
eine vorgegebene Funktion, c, der Geschoßfaktor, von der Geschoßform 
abhängen soll. Dann ist also die Schar der Geschoßbahnen von einem 
bestimmten Anfangspunkt aus (wenn man alle Bahnen in dieselbe Halb­
ebene klappt) durch drei Parameter, die Anfangsgeschwindigkeit v0, deren 
Erhöhung co0 und den Geschoßfaktor c gekennzeichnet. Ersetzen wir in 
der Hauptgleichung (47) auf der rechten Seite x , z durch v, co, so ergibt
sich dz

dx
tgco +

/( » )
sec (o . (52)

Es seien co0, c fest, v0 veränderlich zwischen 0 und o o . Längs eines 
beliebigen Strahles co =  const der Geschwindigkeitsebene wird dzjdx nach 
(47) mit wachsendem v kleiner und strebt mit n-> 00 dem Grenzwert tg co zu. 
Da sich nach § 10 (10), die Bahntangente monoton dreht, schneidet jeder 
Hodograph, wenn überhaupt, nur einmal jeden Strahl co =  const. Die 
durch einen Strahl co gehenden Hodographen bilden ein mit wachsendem x  
divergierendes Büschel. Der einzige singuläre Punkt der (x, i:)-Ebene ist 
der Punkt i  =  0, z =  wo aus c f  (Voo) =  g folgt. In diesen Punkt 
münden sämtliche Kurven der Hodographenschar. Im übrigen geht durch 
jeden Punkt der Halbebene x >  0 genau ein Hodograph. Die Hodo­
graphen, die einen Strahl co0 schneiden, überdecken das Gebiet der Halb­
ebene oberhalb desjenigen Hodographen, der den Strahl co0 als Asymptote 
hat. Das ist die gesuchte Schar. Die Bahnkurven, die zu dieser Schar 
gehören und durch einen festen Punkt 0  gehen, überdecken das Gebiet

V ahlen , Ballistik. 2. Aufl. 4



50 Drittes Kapitel. Grundlegung und allgemeine Geschoßbahneigenschaften

der r-Ebene unterhalb des Strahles cu0 und rechts von der Lotrichtung 
durch 0. D urch jeden  Punkt d ieses G ebietes geht genau eine 
G eschoßbahn.

Es seien co0, v0 fest, c veränderlich zwischen 0 und c o . Alle Hodographen 
gehen von dem Punkt co0, v0 der ü-Ebene aus, aber jeder Hodograph trifft 
die negative z -Achse in einem anderen Punkt (weil Voo mit wachsendem c 
monoton abnimmt). Die Schar der Hodographen wird begrenzt durch die 
Vertikale durch coa, v0, gehörig zu c = 0  (widerstandsfreier Schuß) und 
den Strahl co =  co0, gehörig zu c — 00. Daß die Hodographen der Schar 
dieses Gebiet einfach überdecken, kann man so einsehen: Nach § 18 (28)

d% f  (zn vist =  c - —- —  , d. h. x  nimmt, bei festgehaltenem v, um so stärker ab

mit co, je größer c ist. Die Hodographen bilden also ein im Sinne fort­
schreitender Bewegung divergierendes Büschel,. wenn man die Linien­
elemente vergleicht, die zu gleichem v gehören. Zwei Hodographen der 
Schar können also für co <  co0 keinen Punkt gemeinsam haben, anderseits 
können die Hodographen durch stetige Veränderung von c ineinander über­
geführt werden. Es muß also auch durch jeden Punkt des abgegrenzten 
Gebietes ein Hodograph gehen. Zu gleicher Vertikalgeschwindigkeit z gehört 
daher eine um so kleinere Horizontalgeschwindigkeit x, je größer c ist. 
Daher bedecken die Geschoßbahnen, die zu dieser Schar gehören und durch 
einen festen Punkt 0  gehen, das Gebiet rechts von der Lotrichtung durch 0  
und unterhalb der parabolischen Grenzbahn c — 0.

Halten wir c fest und variieren wir v0 und co0 und ist P  ein Punkt 
auf dem Strahl co, so geht durch P  eine einparametrige Schar von 
Geschoßbahnen, mit co0 (v0) als Parameter; nämlich zu jedem co0>  co gehört 
ein v0. Diese Bahnen erfüllen das Gebiet oberhalb des Strahles co und 
links von der Vertikalen durch P  sowie unterhalb des Strahles co und rechts 
von derselben Vertikalen; so daß durch jeden Punkt Q dieses Gebietes eine 
solche Bahn geht. D urch drei Punkte 0 ,  P , Q, die diesen B e ­
dingungen  genügen, geht also bei vorgegebenem  G esch oß fa k tor  
im m er eine und nur eine G eschoßbahn. Diese Eigenschaft hat also 
die Geschoßbahn mit der Parabel des widerstandsfrei'en Schusses ge­
meinsam.

Das gilt für jeden Wert des Geschoßfaktors c. Variieren wir also auch 
noch c, so entsteht eine einparametrige Schar von Geschoßbahnen, die 
alle durch 0, P  und Q gehen und ein gewisses Gebiet der r-Ebene erfüllen, 
so daß durch jeden darinliegenden Punkt eine Bahn geht. H ält man 
also auch noch  den G esch oß fa k tor  c verfü g b a r , so geht durch 
v ier  Punkte der eben besch rieben en  A rt eine und nur eine 
G eschoßbahn.

Halten wir co0 fest und variieren wir v0 und c, so geht durch jeden 
Punkt P  des Gebietes unterhalb des Strahles co0 eine einparametrige Schar 
von Geschoßbahnen, darunter auch eine parabolische Bahn. Das Gebiet,
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das diese Bahnen durch 0  und P  überdecken, ist einfach belegt. Denn 
durch jeden Punkt Q dieses Gebietes kann nach dem Vorigen nur eine Bahn 
gehen (weil der Punkt 0  wegen der dort vorgeschriebenen Richtung doppelt 
zählt). Insbesondere sch n eidet eine P arabel, die m it einer b e ­
lieb igen  G eschoßbahn  A n fan gs- und E ndpunkt und entw eder 
A n fangs- oder E nderhöhung gem einsam  hat, diese G esch oß ­
bahn in keinem  w eiteren  Punkte. Die Parabel liegt zwischen 
den beiden Punkten unter der wahren Geschoßbahn, wenn die An­
fangserhöhungen gleich sind, darüber, wenn die Enderhöhungen gleich 
sind. Liegt der Endpunkt im Mündungshorizont, so liegt also die 
Gipfelhöhe z* der Bahn zwischen denjenigen der beiden Parabeln, d. h. 
zwischen J x° tg coQ und 5 x° tg j eo° | [§ 14 (43)]. Zwischen diesen Grenzen 
liegen z. B. die Werte  ̂x° (tg ce0+  tg |<u°|) oder l  #°-]/tg co0-tg |cu°| oder

-Tr X0- — ------- :— , —,—„r- Jeder dieser Werte kann also als genäherter2 ctg a>0 +  ctg I oP [ J &
Ausdruck für die Gipfelhöhe gelten.

Halten wir v0 und c fest und variieren wir w0, so hat die zugehörige 
Schar von Geschoßbahnen eine Hüllkurve. Ist P  ein Punkt derselben, 
so ist P  der weiteste Punkt, der in der Richtung 0  P  mit dem gegebenen v0 
und c  erreicht werden kann. Insbesondere sei P° der in der Horizontalen 
weiteste erreichbare Punkt. Der zugehörige Schuß heiße der „Maximal­
schuß“ . Für einen Schuß, flacher als der Maximalschuß, wächst die 
Schußweite mit wachsender Anfangserhöhung <u0; für einen Schuß, steiler 
als der Maximalschuß, wächst die Schußweite mit abnehmender Anfangs­
erhöhung co0. Schüsse der ersten Art sollen „flache“ , der zweiten Art 
„steile“  heißen. Der Teil einer Bahn bis zum Berührungspunkt P  mit 
der Hüllkurve heiße „Hauptbogen“ , der übrige Teil heiße „Endbogen“ . 
Läßt man co0 alle Werte von +  tt/2 bis — Ttj2 annehmen, so beschreibt P  
die ganze Hüllkurve, und das Innere der Hüllkurve wird bestrichen sowohl 
von den Hauptbogen als auch von den Endbogen. Demnach gehen durch 
jeden Punkt innerhalb der Hüllkurve zwei Bahnen, und zwar oberhalb 
des Maximalschusses zwei steile oder zwei flache; unterhalb des Maximal­
schusses ein steiler und ein flacher; ferner oberhalb des Horizontalschusses 
(o)0=  0) ein Haupt-, ein Endbogen, unterhalb des Horizontalschusses zwei 
Endbogen.

A p p r o x im a t io n  durch Kegelschnit te .  Ein Kegelschnittbogen, 
der den Bogen OP° der Geschoßbahn in 0  und P° berührt, hat die Glei­
chung

(x — z ctg OJ0) (x° — x -f- z ctg cu°) =  x2 s2 .

Je kleiner (größer) x2, desto höher (flacher) ist der Bogen; denn zu z'(x) =  0 
gehört die Gipfelhöhe 2* =  \ %° '■ U +  \ (ctg co0— ctg co0)]. Weiter folgt 
aus z' (x) =  0, daß im Gipfel (x „ — z* ctg w0) 2=  A2z|, d. h. daß A2 positiv 
sein muß.

4*
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Für X2_. ctg co0 • ctg eo° wird die Gleichung linear in
X (x° —- x) wenn e =  ctg co0 +  ctg co0

x° ctg co0 — e x
gesetzt wird. Das ist die schon von N ew ton  vorgeschlagene Näherungs­

hyperbel mit senkrechter Endasymptote bei x  — —  x° ctg co0. Das Wider-
Uü fZ-A ^

S tan d sgesetz m ög e  in der F o rm  tu = --------- --—  b a n g ese tzt w e rd en . F o rm a le

Differentiation ergibt bei Beachtung von (46)

Differentiation der Bahngleichung führt auf
z' iV2 =  (H1— #)2 ctg co0 +  #2 ctg co° , 
z" N3 =  2 x °2 ctg co0 ctg co° , 
z"'ATi == 3 e z" N3 ,

AV0 . N (x) =  x° c tg  to0— e x =  (x °— x) ctg  co0 —  x c tg  co° >  0  .
Es ist also z'"3:z " i — const. Damit ist x  eliminiert und es ergibt sich
x — — C x'*, also „ ,----------------------------3 3/  g

w (v) =  C v x :: — C v'i- cos1''3 co mit C — n e ] / ---------------------------- •
2 V 2  # °  2 c tg  co0 c tg  co°

Für X =  (ctg co0 — ctg co«) wird der Kegelschnitt eine Parabel mit der

schiefen Achsenrichtung x =  ~  z, also dem konstanten Horizontalwider-
£

stand x =  — w~g- Das Widerstandsgesetz hat also die Form

w [v) =  ~  g — =  Tr S sec co .V

X

Die Gipfelwerte sind bei beliebigem /.

** =  \ x ° 11 +

1

1
X +  i  (ctg co0— ctg co°) j ’

* 2 Ä + J  (ctg co0— ctg co°)
Der Gipfel eines Kegelschnittbogens liegt also auf der Geraden x =  \ x° 
+  ^£2, diese geht durch den Schnitt T  der beiden Tangenten # — 2ctgco0= 0
und x ° — x - z ctg co°= 0 und durch die Mitte M  von OP°. Für den Fall
der schiefliegenden Parabel ist der Gipfel die Mitte von M  T. Solche
Näherungsformeln sind besser als z. B. die gelegentlich gebrauchte
x,t = ^ x 0 (1 +  TV) und ähnliche, die für die Parabel nicht gelten; den 
einer Parabel kommt eine Geschoßbahn bei kleinem w/g beliebig nahe
(vgl. § 14, § 18).



§17. Normierte Größen 58

V iertes K apite l

Potenzreihen. Grenzbahnen

§ 17 . Normierte G rößen
Die Differentialgleichungen der Geschoßbewegung lassen sich nach 

§ 16 (46) in der Form schreiben:

x ( t ) =  — w (v )~  , ä (t) =  — iv {v )^  — g .  (1 )

Die hier auftretenden Größen x, z, t, v, w, g können durch zwei Dimen­
sionen: Länge und Zeit, ausgedrückt werden. Um die Gleichungen dimen­
sionslos zu machen, kann man etwa durch w0 dividieren (der Fall v(l=  0 
ist auszuschließen). Führt man dann noch die neuen dimensionslosen Ver­
änderlichen ein:

w0 .  _  Wo w0—2 '  x , L, —  2 * Z , % — —
K «0

und schreibt man zur Abkürzung
W S V—  =  ö  , —  =  7 , —
w0 w0 v0

so gehen die Gleichungen (1) über in die neuen normierten Differential­
gleichungen

s w -  <5 ( v ) s , > , N 0 (v) L 
C (v = --------—  c — 7 • (2)V

Die Anfangswerte sind 

£ o = 0 , C o = ° ,  i 0 =  cos co0 , C0=  sin (ü0 , V0 =  1 , <50=  1 •
Die Art des Vorkommens der dimensionslosen Größe co0 läßt sich in dieser 
Weise nicht voraussehen. Durch eine Achsendrehung um den Winkel co0 
und eine Umklappung um die J-Achse:

f  cos ü)0 ’Q sin o)0 =  j  , | sin co0 — £ cos co0 =  g

wird man aber auf die Differentialgleichungen

£; (r) 7 sin co0 , 8 (*) =  ~
oj (v) . ,
— 5 +  7 cos «0 (3)

geführt, mit den Anfangsbedingungen
£0“  0 , 3o=  0 , £o~  1 > jo — 0 1 v0 =  1 .

Da w/v bloße Funktion von v 2=  |2+  f 2=  j 2+  j 2 ist, so kommt in den 
Gleichungen (8) co0 nur in den Verbindungen 7 cos co0, 7 sin co0 vor.
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Die Bahn wird gerade, wenn y =  0 ist (schwerefreier Schuß § 15) oder 
wenn cos <y0=  0 ist (senkrechter Schuß § 12). Es ist also 5 =  0, wenn 
y cos co0 =  0 ist. Also können wir setzen

j  =  <p (r, y cos co0, y sin co0) , 5 =  y cos co0-y> (r, y cos <u0, y sin w0) .
Die hier vorgenommene Normierung ist nicht die einzig mögliche. Für 

die Normierung stehen die drei Größen w0, v0, g zur Verfügung. Soll das 
Monom -if0 von der Dimension der Länge sein, so m u ß f l + ^ + r = l ,  
2fl +  2 J + c  =  0, d. h. a b =  — 1, c =  2 sein; soll das Monom von 
der Dimension der Zeit sein, so muß a b c =  0, 2 a - { - 2 b - i - c  =  — 1, 
d. h. a -j- b =  — 1, c =  1 sein. Man erhält daher für Länge und Zeit die 
Normierungsfaktoren

g® • w~1 ~ a ■ v\ bzw. g® • w~ 1 _ ® • v\ .
Für a =  0 erhält man die oben angewandten. Die hier gefundenen all-' 
gemeineren unterscheiden sich von jenen speziellen nur durch eine Potenz 
von y =  g/w0 .

Die in (2) und (3) benutzten Normierungen sind am Platze, wenn es 
sich um Bahnen der zweiten Klasse (y klein) handelt. Bei Bahnen der 
ersten Klasse (y groß) dagegen empfiehlt es sich, statt £, f, r die nor­
mierten Veränderlichen

E .==y£ =  -gr x ,  z  =  y t  =  \ z ,  e  =  yx  =  -L t  v\
zu wählen. Die zugehörigen Differentialgleichungen sind

= ( 0 ) = _ I ^ M - = ,  z ( 0 ) = - - - ^ - Z - l .  (4)' ' y v  y V
Wir wollen das Vorkommen von y in den Entwicklungen

£ =  £0 x + 1  io r2+  £ £078H------
£ =  t 0T +  K o * 2+  K o * H ------

näher untersuchen. Durch ^-malige Differentiation von (2) erhält man,

wenn noch -  =  p (v) geschrieben wird,v 
fc +  2

£ W =  ■
i .
p £ — k V ''- ,

i r  1  u - i
p £ — p £ ,

A.*4"2 /fc\ ..
C ( r ) = - p £ - n p  £ —  ■ ■ -

k
k — \

k
p t

k +1
Pt-

Es wird für k >  0 behauptet, daß die (k -j- 2)-ten Ableitungen von £, £,
k+2 1+2

genommen an der Stelle t =  0, also die Größen £0, £0, ganze Funktionen
von y höchstens der Ordnung k sind. Für k =  0 gilt der Satz nicht mehr,
vielmehr ist nach (2)

f  0 =  Po £0 > to~ Po to Y •
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n  n

Wir setzen den zu beweisenden Satz bis zu £0, C0 voraus und beweisen 
ihn durch Schluß von n auf n +  1 (n >  2). Nun ist v 2 =  C2-j- C2; die 

. Formeln

V =  v - 1 ( i i  +  C C +  'i2+ C 2) -  v-3 (££ +  CC) 3 usw.
h A + l A+l

lassen erkennen, daß v eine ganze Funktion von £, C, . . . ,  £, £ ist, und
zwar vom Grade h (gültig für h ^  0). Bei jedem in v 0 vorkommenden
Monom (£0) • (Co) ' (Co) ' (Co) • • • ist stets -f- -(- 2 a$ -j- 2 b3 -j- • ■ • =  h,
daher ist das Monom in y ganz von der Ordnung

b-> -)- a<t 4- b* -f- 2 #4 -f- 2 ^  h .
h

Das gilt dann auch für v 0, falls h k ist. Ferner ergeben die Formeln, 
wenn Ableitungen nach v mit Strichen bezeichnet werden,

p =  p 'v ,
p =  p "  V 2-j- p' V usw. ,

h . . .  fl
daß p eine ganze Funktion von v , v, . . ., v  ist, die in jedem Summanden

h
h Differentiationen nach x enthält. Also ist auch p  eine ganze Funktion von y

höchstens der Ordnung h, für h ^ k .  Demnach werden Co, Co ganze 
Funktionen höchstens der Ordnung k in y. Für k =  1 aber ist der Satz 
sicher richtig, denn

sind linear in y. Also ist der Satz allgemein richtig.
Entwickeln wir also

£ +  3 tgö>0=  £secco0 , g sec eo0 =  £ tg ß)0 —- C
nach Potenzen von r, so werden die Koeffizienten von zk + 2 ganze Funk­
tionen von ycosco0, y sin a)0 von der Ordnung &, für k >  0. Die Koef­
fizienten von x sind £0secco0= l ,  £0tga>0— C0=  0; die von \ r2 sind 
Co sec co0— — 1 , C0 tg co0 — Co =  Yo-

Nehmen wir jetzt erstens an, daß y so klein ist, daß wir uns auf die 
Glieder niedrigster Ordnung beschränken können, so fallen die Größen 
7 sin <w0, y cos co0 fort und wir erhalten

oder, wenn wir zu den nichtnormierten Größen x, z, t zurückkehren:

( c c  +  c c )

Jfc+2 fc +  2

Co— Po fo Po fo j Co— Po Co Po Co

C sec eo0=  (I> (t) , C tg co0— c  =  y S7 (t) ,
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Nehmen wir zweitens an, daß y groß ist, so wollen wir die in (4) be­
nutzten Veränderlichen 5 , Z, 0  anwenden. Nun ist

7 f  =  = , £ (r) =  £ (© ) ,  I  (t) =  y Z  (0 ), • • •, | (t) =  3 ^ -1  = (0 ) ,

}'C =  Z ,  C ( r ) = Z ( 0 ) ,  j ' ( r ) = y Z ( 0 ) ,  •••, I  (r) =  y * - ’ Z  (0 ).
In den Entwicklungen von 5  sec a>0 und 5  tg w0 — Z  nach Potenzen von 0 
werden jetzt die Koeffizienten von yk + i 0 t + 2 ganze Funktionen von y 
der Ordnung &. Setzt man also für große y näherungsweise 1 /7 = 0, so 
fallen die Glieder von 0 2 an bzw. von 0 3 an fort und es bleiben als Nähe­
rungen übrig

5secco0= O ,  5  tg co0— Z — \ 0 2 , 

oder, wenn man zu den nichtnormierten Größen zurückkehrt,
x sec co0 =  vü t , x  tg cd0 — z =  \ g l2 . (6)

Während also für kleine g/w0 die Geschoßbahn durch die Bahn (5)
angenähert wird, erhält man für kleine w0/g nur die Parabel (6) als An­
näherung, wenn man die Glieder so weit vernachlässigt, daß die rechten 
Seiten von « „  nicht mehr abhängen. Die Gleichungen (6) sind aber als 
Sonderfall in (5) mit enthalten. Bahnen dieser A rt, in denen x  sec co0 
und * tg co0— z unabhängig  von  der A n fangserhöhung co0 sind 
und die sich als F unktionen  der Z e it allein  darstellen  lassen, 
sollen  „G ren zb a h n en “  heißen*).

§ l8. Grenzbahnen

Die im § 17 eingeführten Grenzbahnen lassen nach Gleichung (5) die 
Darstellung zu:

x  =  X  (t) cos a>0 , z =  X  (t) sin « 0 — Z  (/) , (7)
worin X  und Z Funktionen von t sind, die aber co0 nicht enthalten. Für 
Bahnen dieser Art kann man weitere allgemeine Eigenschaften aufstellen. 
Wir betrachten wieder wie in § 16 die Schar dieser Flugbahnen, wenn co0 
von — Jr/2 bis - f  n j2 wächst. Die Anfangsgeschwindigkeit werde fest­
gehalten, den Ort der Simultanpunkte (f =  const) erhält man durch Eli­
mination von ey0:

* 2+ ( z  +  Z )2=  X 2 ,

das ist ein Kreis mit dem Radius X  (t), dem Mittelpunkt x =  Q, 
z =  —Z (t), (Abb. 19). Schießt man mit Zeitzündern, so ist dies der Ort 
der Sprengpunkte für Geschosse mit gleich „tempierten“ Zündern. Spreng-

*) Es ist ein ziemlich weit verbreiteter Irrtum, zu glauben, daß die Geschoßbahn stets 
so darstellbar sei; vgl. z. B. W it t in g , Soldaten-Mathematik (Leipzig 1916), S. 21; 
K r itz in g e r , Schuß und Schall (Leipzig 1918), S. 15; R ie b e se ll, Mathematik im Kriege 
(Leipzig 1916), S. 23.
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punkte im Geschützniveau werden also durch Vergrößern von co0 nicht 
senkrecht zur Erdoberfläche gehoben, wie meistens angenommen wird, 
sondern senkrecht zur Anfangstangente.

Die Gleichung einer Bahn ist z =  x tg <u0— Z (t), wo Z (t) durch Eli­
mination von t vermittels der ersten Gleichung (7) eine Funktion von
x  sec <x>0 wird : z =  x  tg co0 — Zx (x sec co0)
Für die Hüllkurve ergibt sich also durch Differentiation nach co0: 

Z
X sec* ft> n x sin co0 sec2 co0=  0 d. h. X — Zsinco0= 0

In dem Punkt, in dem die Geschoß­
bahn die Hüllkurve berührt, wird 
also 0  Q — X — Z  sin a> ein Maxi­
mum. 0  Q ist die Projektion 
von OP  auf die Anfangstangente 
(Abb. 19), es wird offenbar dann 
am größten, wenn QP  Tangente 
der Bahn in P  wird. Da dann 
andererseits 0  P  die größte Schuß­
weite in der Richtung O P  ist 
(siehe § 16), so ergibt sich der 
Satz: Für die größte Schußweite 
sind Steig- und Fallwinkel (abso­
lut genommen) komplementär,
<*>0+ |w0l =  sr/2 ; und zwar gilt
das auf horizontalem und auf geneigtem Boden. Insbesondere folgt also: Die 
Anfangserhöhung für die größte horizontale Schußweite ist kleiner als 45°.

Wir bezeichnen wieder den Geländewinkel mit e, der „Visierwinkel“ 
Q O P  sei a, so daß a -f- e =  oj0 ist. Beim Schießen gegen Luftziele ist die 
Frage, ob bei gleichbleibender Entfernung r des Zieles der Visierwinkel 
mit dem Geländewinkel wächst oder abnimmt. Zur Beantwortung muß 
man die Ableitung von a nach e berechnen. Nun ist r cos s =  x, r sin s =  z, 
also folgt aus (7)

X  cos (a - f  e) =  r cos s , X  sin (a +  e) — Z =  r sin e . (8)

Eliminiert man hieraus X  (/), so ergibt sich
r tg (a +  e) cos e — r sin e =  Z (t) ,

0(̂ er r sin a =  Z  cos (a +  e) ,
wo jetzt Z  als Funktion von a und e aufzufassen ist. Durch Differentiation 
der letzten Gleichung nach a erhält man zunächst

r cos « da.
de

da=  — Z  sin (a -f- e) -j- 1 dZ
de

cos (« +  e) ,
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wo unter Benutzung der ersten Gleichung (8)

dZ Z dX  Z . , ,----- =  —:----------- =  —r- r sec (a 4- e)
de X  de X

— sin e -f- cos e tg (a -f- e) ^ ----- 1-  1( da.

=  sec (a 4- e) 
X

Z -j- X  sin (a +  e) da~\
de

oder, wenn noch wegen (7)

X  sin (a +  e) — Z =  z
gesetzt wird,

da . ■ ■ . s Z  .
- j— (X  — Z sin co0) = -----^  z .ds (9)

Für die Beurteilung des Verhaltens des Visierwinkels a kommt es demnach 
auf die Vorzeichen von z und von X  — Z  sin co0 an. Für den Gipfel einer
Bahn ist z =  0, also folgt zunächst: Bei wachsendem Geländewinkel e wird 
die Grenze zwischen dem Gebiet mit wachsendem und dem mit abnehmen­
dem Visierwinkel a durch die Kurve der Bahngipfel gebildet.

Weiter wächst auf dem Hauptbogen der Bahn (zwischen Abschuß und 
Hüllkurve) die Größe 0  Q, also ist dort X  — Z  sin co0 >  0; auf dem an­
schließenden Endbogen nimmt OQ ab, also ist dort X  — Z  sin eo0 <  0. 
Allgemein folgt: Der Visierwinkel a wächst mit dem Geländewinkel e, 
wenn X  — Z sin m0 und z verschiedenes Vorzeichen haben, d. h. auf 
dem absteigenden Teil eines Hauptbogens (zwischen Gipfel und Be­
rührung mit der Hüllkurve). Der andere Fall z >  0 (aufsteigender Ast) und 
X  — Z sin co0 <  0 (Endbogen) ist nicht realisierbar. Der Visierwinkel a 
nimmt ab mit wachsendem Geländewinkel e, wenn X — Z  sin a>0 und z 
gleiches Vorzeichen haben, d. h. auf dem aufsteigenden Teil des Haupt­
bogens oder dem absteigenden Teil eines Endbogens.

Schneidet der Kreis mit dem Radius r (Ort der Punkte gleichen Ab­
standes von 0) die Gipfelkurve einmal, so wird der Visierwinkel a auf ihm 
erst wachsen, dann nur noch abnehmen; schneidet er zweimal, so wird a 
vom zweiten Schnitt ab wieder wachsen; schneidet er keinmal, so wird a 
auf ihm nur wachsen. Diese Sätze gelten, wenn das Ziel im Hauptbogen 
liegt, also bei Flachschuß. Die Übereinstimmung mit der Erfahrung be­
stätigt folgender Auszug aus einer Schußtafel für den Visierwinkel in 
ganzen Graden und Sechzehnteln.

r £ = 0 ° 5° 10° 15° 20° 25° 30° 35°

7000 <x= 14 148 148 14’ 145 142 1311 131
7600 16 1612 1611 172 172 172 1610 1611
7800 1611 17» 1713 182 182 183 181 18*
8000 17’ 18« 181* 192 192 19’ 202
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§ 19. Potenzreihen

Benutzen wir die in § 17 eingeführten normierten Größen £, f, r, so 

lauten die Differentialgleichungen, wenn in (2) wieder =  p (v) ge­
setzt wird.

H x) =  — P (v) £ , i  (t) =  — P (v) f  — y . (10)

Integrieren wir durch Reihen nach Potenzen von r, so ergibt sich
|secco0 =  a1T a3r3+ ^ a 4rH ------, 1

£tgco0— £ =  b1T +  i-b2 t a+ i ^ 3T3+ ----- . J

Fassen wir in (10) v als Funktion von % auf, so wird

£ =  — p k — p £ , 
f  =  — p k — 2 p £ — p f  usw.

und entsprechende Gleichungen für f. Werden Differentiationen nach v 
mit Strichen bezeichnet, so wird

p =  p' v , p =  p' v +  p "  v 2 usw.

Aus v 2=  | 2+ ? 2 folgt

v v  =  Ü  +  C f =  — p v 2— y t , 
v v  =  — v 2— p v 2 — 2 p v v — 7 C usw.

Die Anfangsbedingungen sind nach § 17

£0 =  cos co0 , Co= sin co0 , p0 =  1 . v0=  1 ,
also

v 0= — (1 +  y sinw0) ,
Po =  — Po (1 +  Y sin <d0) ,
V o=  (1 +  Po') (1 +  y sin co0) +  y 2 cos2 co0 ,
Po =  Po" +  Po +  Po 2 +  (2 Po" +  Po' +  Po 2) y sin ro0 +  p0"  y2 sin2 co0

+  Po'r 2 cos2 co0 .
Damit ergeben sich die Koeffizienten in (11) zu

ax=  1 , a2= — 1 , a3=  1 + p o '+ P o 'y  sinwo .
a i ~  — (1 +  4 Po' "t“ Po'2 ~t~ Po ") — Po' +  Po'2 +  2 po'') y siu OJo

— p0"  y2 sin2 eo0 — p0' y2 cos2 co0 , 
b i = 0 ,  b2= y ,  b3=  — y ,
bi =  y (1 +  2 po' +  2 po' y sin w0) usw.

Ersetzen wir jetzt wieder p durch w, so wird
Po =  ß o — 1» Po" =  &o" ~  2 <ö0' +  2
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und
1 , a2= — 1 , a3=  ß 0' — (1 — <ö„') 7 sin Wo >

at = — (wo 2 +  w0") — [(1 — w0')2 +  2 w0"] 7 sin «>„
— (2 — 2 ö 0' +  ß 0") y2 sin2A>0 +  (1 — ß 0') 72 cos2 eo„ ,

& i= 0 , &a= 7 ,  h  = — y ,
b.x =  7 [(2 ü0' — 1 ) — (2 — 2 w0') y sin co0] .

In den Koeffizienten a ,
V  1

— b kommen nur die Größen y cos co
y  V  * 0  J y sin (o0j

w0', Wo", W o", . . . vor. Die Potenzreihen sind also aufstellbar, wenn 
w', ß ” , . . . bekannt sind. Man kann sie aus der Widerstandstabelle be­
rechnen (vgl. § 23). Die Differentialgleichungen (10) sind als solche erster 
Ordnung in £ und £ anzusehen, also nach dem Cauchysehen Existenz­
satze durch Potenzreihen integrierbar, konvergent in einem Gebiet, in 
welchem p (v) eine konvergente Potenzreihe von v bzw. £ und £ ist. Die 
Reihenentwicklung für p (v) an der Stelle v =  v0 =  1 ergibt:

P (v) =  1 +  Po (v — 1) +  \ Po" (v — 1)2+  \PÖ" (v — 1)H ----- •
Aber p (v) ist nur durch eine Tabelle, etwa für die äquidistanten Werte 
v =  v v0— 1 , 2, . .  ., 1200 m/sec gegeben, also ist p (v) durch eine ganze 
rationale Funktion von v vom Grade N ^  1200 genau ausdrückbar. Also 
sind die Reihen (11) konvergent.

Durch Umkehrung der Reihe (11) für £ sec co0 erhält man
t — c1 £ sec <w0 -j- J c% £2 sec2 o>0 +  c3 £3 sec3 coQ d—  • , (13)

wo
G =  1 ,
O ■ 1 j
c3=  3 — wo +  (1 — wo) y sin co0 ,
c4=  (15 — 10rö0' -f- &o 2~P ß o " )  +  (11 — 12<ß0' +  Wo' 2+  2w0") y sin co0 

+  (2 - 2 ß0' +  w0") y2 sin2 co0 — (1 — ß 0') y2 cos2 co0 .

(14)

Für die Bahn erhält man die Gleichung, indem man in der zweiten 
Reihe (11) x durch (13) ersetzt. Das gibt

£ tg co0 — £ =  e1 £ sec co0+  i  £2 sec2 co0+ l e 3 £3 sec3 co0H----- , (15)

,=  0

2̂=  7 ,
C3=  2 7 ,
et =  2 y [4 — w0' +  (1 — ß 0') 7 sin woj •

(16)

Differenziert man die erste Reihe (11) nach r, so erhält man für die Hori­
zontalgeschwindigkeit

£ sec co0 =  dq +  a2 r - f  i  as x2 +  £ a4 t3 +  • • • ,
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oder, wenn r durch f  sec w0 nach (13) ersetzt wird,

£ sec io0 =  h0 +  hx | sec eo0 +  4 f 2 sec2 m0-\- \hz | 3 sec3 co0 +  • • • , (17)

wo

Ao= 1 ,
* i = - l  ,
K = — (1 — öo') (1 +  y sin co0) ,
hz-= — 3 +  4 a0' — 2 — w0"  +  (3 — 2 (30' — <30' 2 — 2 ö 0") v sin co0

— (2 — 2 <ö0' +  ö 0") y2 sin2 co0+  (1 — &)„') y2 cos2 co0 .

( 18)

Um die Schußweite |° zu erhalten, kann man so Vorgehen: Setzt man 
in (15) f ° =  0 und dividiert durch |°secco0, so entsteht die neue Reihe

sin co0=  \ e2 i°  sec <w0 +  ^e3 1 0' sec2 to0 +  • ■ • .

Durch Reihenumkehrung wird daraus

wo
|° sec co0=  kx sin m0 +  i  k2 sin2 a>0 +  k~ sin3 a>0 +  • • • ,

9

k l = J ’
16 1
“ 3~ ' y 2 ’

ks {32 ) 1
-g ----- [4 — 'V  +  (1 — ö 0') y sin o>0] | —

(19)

(20)

Da, wie wir sahen, zonenweise das B ernoullische Gesetz w (v) =  a vn 
gilt, also p (v) =  vn_1 gesetzt werden kann, so ist zonenweise

p’ (v) =  (n — 1 ) vM_2, p"  (v) =  (n — 1 ) (n — 2) v” -3 , . . .

und man sieht, daß die Reihen jedenfalls bei großem y nur langsam kon­
vergieren werden, also zur Berechnung wenig brauchbar sind. Beschränken 
wir also ihre Anwendung auf die am Schluß von § 17 eingeführten 
Grenzbahnen mit kleinem y.

Kehren wir jetzt wieder zu den ursprünglichen Veränderlichen x, z, t

zurück, so soll -  W. ^  = n i {v), . ,w (v) J w  w (v)
Dann läßt sich zeigen, daß die Widerstandsfunktion in die Reihenent­
wicklung nur durch Vermittlung dieser Größen eingeht. Die Koeffi­
zienten (12) waren nämlich ganze Funktionen von w0', <50", . . .  und da

lw" (v)
■ n2 (v), . . . geschrieben werden.

ist, SO ist <50 =  Mj (v0v  (v) =  v0w’ (v)/w0> w" (v) =  v\ w" (v)jw0, 
w0" = w 2 (w0), . . . ,  also sind die av, by in (11) ganze Funktionen von 
ni ~  ni (vo)< n2= n 2 (v0) usw. Es ergibt sich
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X  sec co0 = A X t +  $ A -2, t * +  £ A 3 13 +  -

x tg  0)0 — z =  %B2t2 +  \Bs tz +  • • • ,
x 1

1 =  Ci b H  +  -q c * b H  +  TT Ca

x  tg co0 — z ■

,X„
1 „ I x

1*0

+  •

[X „ )
X 1

*0 X01
+•

g
ü* sin 2 i * ° = A :i - ! - - l # 2SjnWo + ~ i£ a s in 2co0 -|----- >

(21)

WO

A =  vo, A 2 =  — w0 ,
Wi

-  Oo «1 — (1 — ni) g sin ft)0] ,

7öJ_
A t = ------ ° {w\ {n\ +  n2) +  [(1 — n1)2+  2 « J g s i n  w0

(1 — nj) g2 +  (8 — 3 n4 +  «a) g2 sin2 «o|

A = g , R w° „Ba = -  —  gvo

B i =  —  -p -  g [>„ (1 — 2 wx) +  2 (1 — «j) g sin cu0] .

c x= i , C2 =
Z»n

C3 =  ~ [zei0 (3 — n4) +  (1 — »j) g sin eo0] ,

C4=  (15 — lOwj +  wJ +  w-ä) +  (11 — 1 2 ^ + n *  + 2 tt2)zfy0gsinco0

+  (3 — 3 nx +  n2) g2 sin2 w0— (1 — n j  g2] .

(22)

(23)

(24)

g , £ . =  3 —

jß;
£ 4=  2 ^ r g [® o (4 -  Mi) +  (1 -  w4) g sin ö)0] . '

rj _  ^0
0̂

(25)

/ / 0= 1

Z0(
r  (! _ w i) K + g s i n w 0) , (26)

/ / 3=  — {ze-J (3 — 4 « ! +  n> +  n2) — [4 (1 -  wa) — (1 -  « i )2

— 2 w j ze>0 g sin co0— (1 — nx) g2 +  (3 — 3 w4+  n2) g2 sin2 co0\.



§ 20. Näherungsbahnen 63

* 1 = 1 : * . =  ' 8 —5-
g

1 (82
* * =  T  ?

f 32 l
j - g -  wo — [w0 (4 — mx) +  (1 — «i) g sin <u0] j

(27)

Bricht man in der Darstellung von z als Potenzreihe nach x  [vierte 
Gleichung von (21)] nach dem Gliede dritter Ordnung ab und ersetzt den 
letzten Koeffizienten durch einen empirisch zu bestimmenden Mittelwert, 
so erhält man die sogenannte Formel von G ävres:

1 &
z =  x tg io 0-----(1 + x v ]  x) ,

 ̂ X0
die bei der Berechnung der Schußtafeln Anwendung findet.

§ 20. Näherungsbahnen

Die in § 19 abgeleiteten Potenzreihen (11) lassen sich näherungsweise 
durch geschlossene Ausdrücke darstellen. Zu diesem Zwecke sollen die 
beiden Reihen (11) mit den Entwicklungen

f i  (r) =
T
M -  1 =  «■! T +

=  ß l x +  ßs  +  ~X~ ßz  t 3  +  '

oc2 r2 +  a, t3 4- • 
2 2 6 3

1 + T
M

1

/

(28)

durch geeignete Wahl von M und v möglichst weit in Übereinstimmung 
gebracht werden. Es ist

«1=1, «a=-j^(v—1), a 3 = -^ (r - l ) (v -2 ) ,  «4= - jL ( v_ i) ( t,_2)(v-8), •••, 

A  =  0, Ä = l ,  0 3 = ~ ( » ' - l ) ,  =

Es läßt sich erreichen, daß man

a l  ~  <*X i *2 =  l ® 3 = f l 3 l

yßi=K,  yß n=h,  yß3= h ,  yß
erhält, wenn nämlich

=  -]Jr== T ^ 7 = ( (5o ' - 1) ( l+ y s in o > 0)

gewählt wird. Dann wird also die Bahn dargestellt durch
£ sec co0 — A (*) ,

£ tgefo— £ =  J' / 2 W ,
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und zwar in f  sec o>0 einschließlich der Glieder dritter Ordnung in t, in 
f  tg w0— £ sogar bis zu den Gliedern vierter Ordnung. Die Gleichung 
für | sec oo gibt differenziert :

(l

also

| sec o)0 =  ! 1 + f  sec o>0 =  — (l -)- M

fo

r  - 2

i  \r ~ 1

fo

d. h. der Ansatz (29) ist gleichbedeutend mit der Annahme, daß zwischen 
den Horizontalkomponenten der Geschwindigkeit und der Verzögerung ein 
Bernoullisches Gesetz besteht.

Kehren wir zu nichtnormierten Größen zurück und setzen wir noch 

M =  M  , so gehen die Gleichungen (29) über in
7)nVO

x sec co0 =  Fx (t) , x tg ft)0 — z =  gF2 (t) ,

Fi (0 :

F* (i)

M v n
v 1 + M

1

M 2 J 1
2 —  v \ 2 - 1 1 + M !■]

(30)

M  und v sind aus

( « t -  !) f1 + ^ sinft)oj
_1_  _  1
M  wQ 1 — v

zu berechnen. Den Formeln (30) entspricht das Bernoullische Gesetz

x
Xq

y-2
v-1

(31)

Kehrt man die erste Gleichung (30) um und ersetzt dann in der zweiten 
Gleichung (30) t durch x, so entstehen die Formeln

, 2
t =  ~ - D ( x ) ,

Xq
x tg  oj0- s  =  ~ g  ■ B (x ) ,

~ y  D =  (l +  —  2 7 1 m
- 1 m — 1 

2 m y 2- B =  1 + y_
m

- 1

(32)

Diese stellen also ebenfalls bis zu den Gliedern dritter Ordnung (jetzt in x) 
die Bahn dar. y  und m sind zur Abkürzung gesetzt für

y =
w.

M x'o
F- ■ (2 n, — 2) f 1 +  sin (o0\ , m =  

v0 *o \ Wo V
(33)
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Näherungsformeln von demselben Aussehen wie (32) sind von D id ion  
und anderen aufgestellt worden, sie werden in der Literatur als D id ion - 
Bernoullische Formeln bezeichnet*). Nur bedeutet dort

y  =  • -H  • (2 m — 2) (a cos w0)K_1, m =  ~  • (34)
X q 71 —  2x

n ist der Exponent des zugrunde gelegten Bernou 11 isehen Gesetzes, 
a ein geeignet zu wählender Mittelwert von sec m . Die Hypothesen zur 
Festlegung von a sollen hier übergangen werden. Wir wollen vielmehr 
nur untersuchen, wie oc zu wählen ist, damit die D idion-B ernoullischen 
Formeln eine möglichst gute Annäherung liefern. Setzt man voraus, daß im

ganzen betrachteten Bahnbogen dasselbe n gilt, so ist nx (v0) =  V°W° — n
Wq

Der Vergleich von (33) und (34) ergibt also, daß a aus der Gleichung

O
(a cos M„)n ~ 1 =  1 -)— — sin con 

w0
zu bestimmen ist.

Da in (30) die Größen v und v — 2 im Nenner Vorkommen, müssen 
die Fälle v =  0 und v =  2, außerdem v =  oo besonders betrachtet werden.

v —  2
Für v =  0 nimmt der Exponent in (31) den Wert —— j- =  2 an (qua­
dratisches Luftwiderstandsgesetz), und die Gleichungen der Näherungs­
bahnen werden

x  sec m0 =  M  v0 lg |l +  ,

Der Fall v — 2 gibt x =  const und 

xsecft>0 =  -*-M t’0[7l — 1 ,

(35)

X t g  Mn M ^ { ( 1 + M lg 1
t

1 + M Hl'
(36)

y — 2
Der Fall v =  oo gibt den Exponenten in (31) zu —— j- =  1. In diesem

Fall ist auch =  —  (lineares Luftwiderstandsgesetz). Die Bahn- a'o v0

*) Siehe z. B. C ranz, Ballistik I (1925), S. 162. Die Formeln (32) finden sich nicht 
b«i B ern ou lli. Dieser gab vielmehr die strenge Lösung für den Fall des Gesetzes w (v) — a v » .

Vahlen, Ballistik. 2. Aufi. 5
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gleichungen werden, wenn man — M  • (v — 1) für M  einsetzt:

x  sec co0 =  M  v0 (e M — 1) ,

x tg o>0 — z =  M 2 g e M — 1
M

(37)

Ist schließlich auch der Luftwiderstand Null, so wird M  =  oo und

x sec cüg =  f 0 l ,
* tg oj0 —  0 =  g i~ .

(38)

Das ist nach § 14 die strenge Lösung.

§ 21. Andere Potenzreihen

Aus der Differentialgleichung § 13 (29) ergeben sich Entwicklungen 
nach Potenzen von tg a> — tg o>0 und von x — x0, von denen wir im Hin­
blick auf spätere Anwendungen die ersten Glieder hinschreiben. 

Zunächst ergibt die Hauptgleichung

X — Xg =  -

also auch

Xq Xq

e
(tg O) tg <ü0) +

tg O) — tg 0)g = ------------r - 5 . - ^ -  (x — Xg) +
X 0 X q

(39)

(40)

Setzt man den aus (39) folgenden Wert für x in die Gleichungen § 13 (30) 
ein, so erhält man:

g t =  x0- (tgCo«, — tg w) +  X-°- (tg w0 — tgco)2H------

gx =  x\- [tglOg— tg Cü) — (tg (Og — tg « )2 +  • ■
o

1 2 x  ̂xg (x  tg COg—z ) = j X l  (tgw0- t g w )2 +  —g '^ -(tg w 0— tg « )3 +  ■

Aus (4Ö) und (41) erhält man:

t =  ■ (Xg ~  X) +

x  =  — ~  {x0 — x) +  • ■
X q

X tg 0)g — 2 = {Xg— X)2 +

(41)

(42)
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F ünftes K ap ite l

Praktische Lösungsmethoden

§ 22. V orbemerkung

Im V. bis VIII. Kapitel werden Methoden zur Lösung des in § 10 
formulierten ballistischen Problems entwickelt. Es geht also darum, den 
Bewegungsablauf, gekennzeichnet durch Ortsvektor t und Geschwindig­
keitsvektor ö, als Funktion der Zeit t darzustellen. Als Parameter gehen 
ein die Vektoren t0, b0, also Lage und Geschwindigkeit beim Beginn der 
Geschoßbewegung. Selbst wenn man annimmt, was ohne Einschränkung 
der Allgemeinheit statthaft ist, daß r0 =  0 ist, und wenn man weiter be­
denkt, daß die Bahnen in Vertikalebenen liegen, so bleibt noch immer eine 
zweiparametrige Kurvenschar zu bestimmen übrig. Nicht immer inter­
essiert die Bahn in ihrem ganzen Verlauf, vielmehr genügt es oft, etwa 
die Anfangserhöhung co0 bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit vn als Funk­
tion der Schußweite x° zu bestimmen. Es wird daher nicht zweckmäßig 
sein, sich auf eine einzige Lösungsmethode festzulegen, sondern man wird 
eine ganze Anzahl verschiedenartiger Methoden bereitstellen müssen, die 
je nach der Art der Fragestellungen Verwendung finden.

Die theoretischen Gesichtspunkte für den Lösungsansatz sind in § 13 
dargelegt worden. Im VI. bis VIII. Kapitel werden im Anschluß daran 
analytische Methoden entwickelt werden. Es bleiben aber noch Fragen 
der praktischen Durchführung offen. Die Widerstandsfunktion w (v) ist 
in Gestalt einer Tafel (etwa für äquidistante Werte von v) gegeben. An 
verschiedenen Stellen der Theorie werden aber die Ableitungen w' (v), 
w" (v), . . .  gebraucht. Ist die Hauptgleichung gelöst, so sind Funktionen 
zu berechnen, die durch Quadraturen definiert sind [z. B. (17) und (22) in 
§ 11]. Hier geht w (v) in den Integranden ein. Es sollen daher die Methoden 
zur Differentiation und Integration tafelmäßig gegebener Funktionen zu­
sammengestellt werden, soweit sie für die Ballistik wichtig sind (§ 28).

Das Kernproblem der theoretischen Entwicklungen ist die Lösung der 
Hauptgleichung. Wenn auch in den folgenden Kapiteln analytische. 
Methoden entwickelt werden, die diese Auflösung leisten oder umgehen, 
so sind doch diese Methoden nicht immer bequem genug. Entsprechend 
den Lösungsansätzen des § 13 knüpfen die analytischen Methoden an die 
Grenzfälle gjw =  0 bzw. w/g =  0 an. Sobald aber gjw nahe bei 1 liegt, 
konvergieren die Entwicklungen nicht oder nicht schnell genug. Dann 
braucht man Methoden, die auch für gjw == 1 praktisch verwendbar sind 
(§ 24).

Die Methoden, die an die Hauptgleichung anknüpfen, haben einen 
schwerwiegenden Nachteil. Wie in § 11 gezeigt wurde, entstand die Haupt- 
glcichung durch Elimination der Zeit. Die Quadraturen enthalten daher
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nicht die Zeit t, sondern eine andere Größe, z. B. eo, tg co, v, x  als Ver­
änderliche. Dadurch büßt die Lösung viel an Übersichtlichkeit ein. Es 
besteht daher das Bedürfnis nach weiteren Methoden, in denen an Stelle 
der Hauptgleichung die erste der Bewegungsgleichungen (1) in § 10 tritt. 
Ist diese Gleichung gelöst, kennt man also b als Funktion von t, so be­
stimmt sich die Geschoßbahn durch Quadraturen. Der erste Schritt ist 
also auch hier die Bestimmung des Hodographen, aber der Geschwindig­
keitsriß ist jetzt beziffert (tempiert), jedem seiner Punkte ist ein £-Wert 
zugeordnet. Methoden dieser Art werden im § 25 besprochen werden. 
Es wird also bewußt auf die Möglichkeit verzichtet, mit einer einzigen 
skalaren Differentialgleichung 1. Ordnung auszukommen, sondern man 
bleibt bei einer vektoriellen Differentialgleichung 1. Ordnung stehen, d. h. 
in dem hier vorliegenden Fall wird ein System von zwei gekoppelten 
Differentialgleichungen 1. Ordnung gelöst.

Besonders anschaulich werden die Methoden des V. Kapitels, wenn man 
die Rechenoperationen durch geometrische Konstruktionen ersetzt. Dann 
schließen sich die beiden gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung 
wieder in eine einzige, jetzt aber vektorielle Differentialgleichung zu­
sammen. Der Streit, ob den numerischen oder den graphischen Methoden 
der Vorzug gebührt, ist müßig. Denn jeder geometrischen Konstruktion 
entspricht eine numerische Operation, man kann also jedes graphische 
Verfahren in ein numerisches verwandeln. Ob numerisch oder graphisch 
zu rechnen ist, das hängt außer vom persönlichen Geschmack oder den 
Fähigkeiten der verfügbaren Hilfskräfte in erster Linie davon ab, von 
wieviel Veränderlichen die zu berechnende Tafel abhängt. Funktionen 
einer einzigen Veränderlichen kann man numerisch oder graphisch dar­
stellen, bei großem Genauigkeitsanspruch wird man aber die numerische 
Tafel wählen müssen. Funktionen von zwei und mehr Veränderlichen 
wird man im allgemeinen nicht in numerische Form bringen, denn die 
Bestimmung von Zwischenwerten wird dann sehr mühsam. Vor allem 
wächst der Umfang einer solchen Tabelle bald sehr stark an. Zur gra­
phischen Darstellung einer Funktion von zwei und mehr Veränderlichen 
besitzen wir in der Nomographie*) ein sehr wirksames und verhältnis­
mäßig leicht zu handhabendes Hilfsmittel. Alle praktischen Methoden 
sind also möglichst so anzulegen, daß die Hauptglieder, die in vielstelligen 
Tafeln niedergelegt werden müssen, nur von einer einzigen Veränderlichen 
abhängen. Es muß erreicht werden, daß die dann verbleibenden Reste 
so klein sind, daß sie durch Nomogramme in ein, zwei oder mehr Veränder­
lichen erfaßt werden können.

Schließlich kann man die beiden Differentialgleichungen § 10 (1) in 
eine einzige von der 2. Ordnung zusammenfassen und die Geschoßbahn 
direkt, ohne Vermittlung des Hodographen bestimmen (§ 26).

*) Siehe z. B. H. S ch w erd t, Lehrbuch der Nomographie. Berlin 1924.
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Die Methoden des V. Kapitels haben alle ein Merkmal gemeinsam: Die 
Geschoßbahn wird, vom Anfangszustand aus, in mehreren Schritten er­
arbeitet. Die Geschoßbahn bzw. der Geschwindigkeitsriß wird also durch 
eine Anzahl aufeinanderfolgender Punkte approximiert. Dem stehen ge­
wisse Methoden der folgenden Kapitel gegenüber, bei denen die Differential­
gleichungen dadurch lösbar gemacht werden, daß man die Widerstands­
funktion in geeigneter Weise durch eine analytische Funktion approximiert. 
In diesem Fall kann also jeder Endzustand berechnet werden, ohne daß 
es nötig wäre, die Zwischenstufen jedesmal auszurechnen. Eulers Lösung 
der ballistischen Hauptaufgabe durch Quadraturen*) für die N ew ton - 
sehe Annahme, daß der Luftwiderstand proportional dem Quadrate der 
Geschwindigkeit ist, wurde der Ausgangspunkt einer Reihe weiterer 
Lösungen durch Quadraturen für geeignete Luftwiderstandsgesetze. Dieser 
Abschnitt der Ballistik hat durch J. D rach , der alle solchen Gesetze er­
mittelte, seinen Abschluß gefunden. Von den Gesetzen, die eine Lösung 
durch Quadraturen ermöglichen, haben praktische Bedeutung nur das 
von B ern ou lli, w (v) proportional vn und das allgemeinere von d ’ A lem - 
bert, w proportional (vn — a), in dem als Sonderfall das von Chapel, 
w proportional (v — a) und als Grenzfall w proportional lg v — a enthalten 
ist. Aber die dabei auftretenden Quadraturen sind binomische Integrale, 
die von mehreren Veränderlichen abhängen und deshalb eine tafelmäßige 
Darstellung mit genügend engen Zwischenräumen, wie sie der Praktiker 
braucht, nicht zulassen. Man muß sich auch darüber klar sein, daß sich eine 
noch so kleine, aber systematische Verfälschung der Widerstandsfunktion 
in der Bahn stark bemerkbar machen kann, weil sich im Integrationsprozeß 
die Fehler unter Umständen aufsummieren.

§ 23. Funktionen des Luftwiderstandes

Hat man bei einer Geschoßbahn auf n - f -1 Zwischenscheiben in den 
Entfernungen x0, xlt x2, . . ., xn die Höhen z0l zlt z2, . . ., zn gemessen, 
so läßt sich die Geschoßbahn z (x) durch ein Polynom n-ten Grades in # 
approximieren. Diese Entwicklung leistet z. B. die Lagrangesche Inter­
polationsformel

z (x) =  z0 q0 (x) +  zxqx {x)-\------+  zn qn {x) +  Rn {x) . (1)
Hierin sind

qy (x) =  ] j  * (t =  0, 1 , 2, . . ., n, aber t 4= v)
t V , 1

Polynome n-ten Grades. Das Restglied hat die Form

R n (x) =  ^  ^  {x — *,) s''K + »  (x) (t =  0, 1 , 2 , . . ., n ) ,

*) Berichte der Berliner Akademie 1753, S. 34— 38.
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wo V ein (allerdings unbekannter) Wert zwischen dem größten und dem 
kleinsten der Werte x, x0, xlt . . ., x n ist. Die Differentiation von (1) 
ergibt

z' (*) =  20 9o' (*) +  % <h' (x) + ----- b z„ qü (x) +  Rn (x) , \
z"{x) =  z0 q0"{x) +  q^{x) H--------b zn ?»"(«) +  Rn” (x) , \

WO qr' (x) =  qv (x) 2  — 1 -

1 "  (*) =  (*) ^ _ W 2  Tx~^(x -  x y
usw.

Vernachlässigt man die Restglieder R n', Rn", . . ., so lassen sich also 
z', z " , . . . durch die beobachteten Größen ausdrücken. Anderseits folgt 
wegen [vgl. § 16 (46), § 10 (9) (10)]

x  =  — w cos co, v co =  — g cos co, 
für die Ableitungen z', z", . . .

v =  — g sin co — w .

z’ { x ) = j  =  tg co ,

z" (x) =  sec2 co ■ — -----%- ,
x  x 2

."■(*) =  - ? f
#  X *  V

z ""  (x) 6  g  zo2

Z)* ö \ zw

(3)

1 +  —  sin cow usw.

Vergleicht man (2) mit (3), so erhält man an der Stelle x  =  x0, der Reihe 
nach, co0 aus z0', dann x0 aus z0", dann v0 aus v0 =  x0 sec <y0, dann w0 aus

z0'" , . =  W] (yo) aus 2o" "  usw Die folgenden Glieder liefern w0" , 
^;0 a n  o ///

Z0O"', • • ■ in der Form w2 (z»0) =  0 , w3 (v0) =  —̂ ---- , • • •. Kann man

w (v) =  c -f  (v) setzen, wo /  (u) als bekannt vorausgesetzt wird, so genügt 
die Kenntnis von z0', z0", z0" ', denn aus w0 folgt der Geschoßfaktor c. 
Hierzu braucht man mindestens vier Zwischenscheiben. Macht man keine 
Voraussetzungen über w (v) , so liefern n +  1 Geschoßbahnpunkte die 
Werte w0, w0', . . ., ze>(” _2), also interpolatorisch:

w (v) Wt’° +  T b  w ° ' ' —  w») +  ze’° ”  ‘ —  w° ) 2 +  ' ‘ ‘

i
( » - 2)1 W°

(» - 2) . (z> — z\,)n~ 2 •

Will man umgekehrt zu einer vorhandenen Widerstandstabelle w (v) 
die Ableitungen w' (v), w" (v), . . . berechnen, so kann man w (v) durch



§ 23. Funktionen des Luftwiderstandes 71

eine Lagrangesche Interpolationsformel darstellen:
w (v) =  w0 q0 (V) + w 1q1 {v) --------- b wn qn (v) +  Rn (v) , (4)

wo qv (v) die in (1) benutzten Polynome, aber mit v statt x. als Veränder­
liche, sind. Differentiation von (4) ergibt dann Formeln für w' , w", . . ., 
die aus (2) hervorgehen, wenn man dort z durch w und # durch v ersetzt. 
Das Rechnen mit der Lagrangeschen Formel ist recht mühsam. Da die 
Tafelargumente fast immer äquidistant aufeinanderfolgen, ist es zweck­
mäßiger, vom Differenzenschema der Tafel auszugehen:

v0 w0
A % 5  .V-y W-t A9 Wi

“ Ü.5 . d 3 W15
V2 w2 A2w2 ■ ■

Ar W2-b „ Az W2i
vz w3 A2 w3 •

^1 W3.5 A$ W3 3

Hier bedeuten

A “ V + o.5 =  “ V + i — MV , 4 2 is , + i =  4 1ai, + i . 5 - 4 1 w,1 + 0.5 l
die ersten, zweiten und höheren Tafeldifferenzen. vv + 1 — vr =  A v ist das 
Tafelintervall. Arithmetische Mittel zweier in derselben Spalte folgenden 
Differenzen werden als Zwischenwerte bezeichnet, also
4 ^  =  i ( 4 ^ - 0 . 5  + d 1 J£), + 0.5), A2wv + 0Jj =  i  (A2wr +  A2wy + 1), •••.
Dann kann man w (v) durch eine der folgenden Interpolationsformeln dar­
stellen, die durch Spezialisierung der Lagrangeschen Formel entstehen,

w(vy ± k A v ) = w v ± N 1A1wr±0.5 +  N2A2wr±1 ±  ■ • ■ , (N)
w(vr ± k A v )  =  wy ±  S1A1wr +  S2A2wv ± - - - ,  (S)
w (vy ±  k A v) =  wy ±  Bx Ax wr±0.5 +  B2 A2 wr±0.5 ±  • • ■ ■ (B)

Man nennt (N) die Newtonschen, (S) die Stirlingschen, (B) die B essel- 
schen Formeln. Um die Koeffizienten AL, Sv, Br möglichst klein zu er­
halten, ist vy so zu wählen, daß | k \ <  1 wird. Am Anfang bzw. am Ende 
einer Tafel muß die eine der beiden Formeln (N) verwendet werden, im 
Innern einer Tafel sind (S) und (B) genauer. Die ersten Koeffizienten sind

Nx =  Sx =  Bx =  k ,

c — JL b2 
2 ! ’N * = B *  =  ~ k { k - \ ) ,

N3 = ~ k ( k - l ) ( k - 2 ) ,

Bz =  ^ k { k -  1 ) ( * - t )  usw-
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Differentiation der Newtonschen Formel gibt für die Argumente der Tafel

Rascher klingen die Koeffizienten ab, wenn die Stirlingsche Formel 
differenziert wird:

Bei den höheren Ableitungen machen sich sehr stark die Abrundungsfehler 
der Tafel bemerkbar. Nimmt man speziell A v =  1, wie es z. B. bei der 
Tafel des Siaccischen Widerstandsgesetzes geschehen ist*), so wird der 
x-te Differentialquotient in erster Näherung durch die x-te Differenz der­
selben Zeile dargestellt (bei ungeradem x  ist der Zwischenwert zu nehmen). 
Bei der Siaccischen Tafel ist die dritte Differenz nirgends bestimmbar. 
Daher sind die dritten und höheren Ableitungen im Rahmen der Tafel­
genauigkeit gleich Null zu wählen.

Fast in allen ballistischen Methoden zur Bestimmung der Geschoßbahn 
treten Funktionen auf, die durch Integrale erklärt sind. Z. B. wurden 
beim schwerefreien Schuß (§ 15) die Funktionen

eingeführt. Da w (v) als Tafel gegeben ist, wird man auch T (v) und 
D (y) wieder als Tafel berechnen. Es handelt sich also allgemein darum, 
eine Funktion & (v) zu tabellieren, wenn in

der Integrand <p (v) als Tafel vorliegt. Die Argumente seien v0, v1,v 2,
Es gibt also wieder ein Differenzenschema, das wir aber noch durch eine 
Spalte v or  der Funktionsspalte ergänzen wollen. Wir bezeichnen diese 
Differenzenwerte mit A _1<p, also

w ' ( V y )  —  ^ 1  W r  + 0.5 —  A 2Wv+ i +  g- A3 W y + 1 .5 ------1- • • •

(N*)
w "  K )  = J Ä V ) *  ^ 2 ^  + 1 - 4 %  + l.S + - j 2 - ^ 4 ^ + 2  —  -\--------

(S*)

K ) H---------- •

und
V V

V

*) C ranz, Ballistik I (1925), S. 572ff.
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Da diese „Summenspalte“ erst eindeutig bestimmt ist, wenn einer ihrer 
Werte festgelegt wird, wählen wir

A -1  <P-0.5 =  - i < P o + T 2 ^ 1 ? 0 -  tV o <Po +  6 jtH ff  4>  <Po “  H--------•

Damit wird dann A_ x y„ + 0 5 — <pv_„ 5 =  cpv für alle v. Durch Inte­
gration der Besselschen Interpolationsformel erhält man

O (vr) =  A v [ A _ x <pv -  J- A j <pv +  TVV A3 cpv -  +  •••]. (*B)

Wählt man wieder A v =  1, so ist in erster Näherung 0  (vv) gleich dem 
zu derselben Zeile gehörigen Zwischenwert der ersten Summenspalte. Im 
allgemeinen wird es aber nötig sein, wenigstens die ersten Differenzen 
A1 <pv noch zu berücksichtigen*).

§ 24. Integration der Hauptgleichung

1. In tegra tion  durch E x tra p o la tion . Die am Schluß von §23 
angegebene Besselsche Formel (*B) kann auch zur Lösung der Haupt­
gleichung herangezogen werden. Die Hauptgleichung sei in einer der im 
III. Kapitel abgeleiteten Formen gegeben [§ 11 (16), (18), (23), (24), § 13 
(29), (32)]. Vor allem die integrierten Formen zeigen deutlich den Zu­
sammenhang mit der im § 23 behandelten Quadraturaufgabe. Schreiben 
wir etwa Gleichung (16) in § 11 in der Form

tu

=v„+f tgco + w (v)
g  COS CO

v dco —

Ul

V0 +  j  <P (v, a>) d oj . (5)

so liegt eine Quadraturaufgabe vor, sobald v als Funktion von m bereits 
bekannt ist. Kennt man näherungsweise den Verlauf der Funktion v («>), 
so kann man durch wiederholte Quadratur die Hauptgleichung lösen. 
Angenommen (co) sei die x-te Näherung von v (®), so ergibt sich die 
(x +  l)-te Näherung in der Form

to
v'» + 1) =  yQ -f- J cp co) dm .

tu0
(6)

Ist die Integration erst einmal in Gang gebracht, etwa bis vr , so erhält 
man durch Extrapolation des Differenzenschemas im allgemeinen einen 
brauchbaren Näherungswert für vv+1, so daß bereits nach einmaliger 
Wiederholung der Rechnung der nächste Tafelwert praktisch genau er­
mittelt ist. Ist aus dem Differenzenschema zu vermuten, daß etwa die 
A-te Differenz über mehrere Zeilen praktisch konstant bleibt, so wird man 
diesen Wert auch für die nächsten Zeilen als gültig ansehen und so das 
Differenzenschema nach vorn bis zur ersten Summenspalte ergänzen. Gegen-

*) Fehlerabschätzung siehe z. B. G. S ch u lz , Formelsammlung zur praktischen Mathe­
matik. Sammlung Göschen 1110.
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über der Besse Ischen Formel (*B) hat die Adamssche Formel (*A) einige 
Vorzüge:

rar + l
f  9  (v(H\ co) dco =  A co [cp„ + 1 — ^ A 1 cp,. + 0.5 — -,V cpy

—  t ¥ o A i 9 v - 1 ------- ]•

In (*B) werden nämlich die Differenzen der r-ten Zeile herangezogen, 
während in (*A) die Differenzen von Spalte zu Spalte um eine halbe Zeile 
aufsteigen, ganz wie bei der Newtonschen Interpolationsformel (N) 
(unteres Vorzeichen). Bei Anwendung der Formel (*B) müssen bei Be­
rücksichtigung erster Differenzen zwei, bei Berücksichtigung dritter Diffe­
renzen drei Werte der betreffenden Spalte extrapoliert werden, bei der 
Formel (*A) wird immer nur ein Wert extrapoliert. Dieser Vorteil wird 
freilich größtenteils wieder aufgehoben, denn bei (*A) klingen die Koeffi­
zienten viel langsamer ab als bei (*B).

2. M ethode von  R u n g e-K u tta . Denkt man sich die Lösung
Hauptgleichung in eine Reihe nach Potenzen von co — co„ entwickelt, so 
kann man fordern, daß die Näherungslösung bis zur A-ten Ordnung mit 
der Reihenentwicklung übereinstimmt. Nach einem Gedanken von Gauß, 
der von Runge und K utta*) auf Differentialgleichungen übertragen 
wurde, kann man vy + 1 — vy durch ein geeignet ausgewogenes Mittel von 
A-Werten des Integranden 99 (z>, co) annähern. Setzt man A = 1  voraus, 
so ergibt sich

vy + i = v r+  Acocp (vv,o)y) . (Ri)
Für A =  2 ergibt sich z. B.

z\. + i =  Vv +  £ Am {cp'1' +  cp'2') ,
<Piv— 9  K> " , )  >
cp'21 =  cp (vy +  A ca cp'1' , cov +  A co)

(R2)

Für A =  8 ergibt sich z. B.
vy + i =  vy+  h Aco {cp11' +  4 cp'2' +  cp™) ,

9 ,v =  9  (vy, co„) ,
cp(2)— cp (vv+  \Aoo ip,v, coyA~ i  A cd) , 
cp'3) =  cp {vy -+- A co [2 cp'2' — 99(1)] , coy +  A co) 

Für A =  4 ergibt sich
vy + 1 : : vr +  l  A co {<pw +  2 cp'2' +  2 cp'2' 4- cp'1") ,

9>(1,=  9  K ,  Mv) >
<F
cp1'1

,=  7, (yv+ 2 Acocp'",cDy+  i  Aco) , 
’ =  9  ivv +  i  A m 9 i2\ coy +  i  A co) ,

cp'" ~  cp {vy A CD cp™, cor -f- A cd) .

(Ra)

(RJ

*) Ausführlich dargestellt in C. R u nge und H. K ö n ig , Numerisches Rechnen (1924), 
S. 286ff.
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Zum Unterschied von der vorher besprochenen Extrapolationsmethode 
werden nur Werte des Integranden benutzt, die innerhalb des zu über­
brückenden Teilintervalls liegen. Ein weiterer Vorzug ist, daß die Größe 
der Teilintervalle auf die Veränderlichkeit des Integranden abgestimmt 
werden kann, während bei der Extrapolationsmethode im allgemeinen 
die Größe des Intervalls in allen Teilen der Bahn konstant zu wählen ist. 
Der Arbeitsaufwand ist bei der R unge-K uttaschen Methode beträcht­
lich größer als bei der Extrapolationsmethode, die Kontrollmöglichkeiten 
sind geringer. Auf ballistische Probleme ist die Methode zuerst von 
Veithen*) angewandt worden, allerdings nicht auf die Hauptgleichung, 
sondern auf die ursprünglichen Bewegungsgleichungen § 10 (1). Man hat 
also dann ein System von vier Differentialgleichungen gleichzeitig zu be­
handeln. Das ist nicht vorteilhaft, denn es besteht die Gefahr, daß sich 
die Fehler der Näherungslösungen stärker häufen. Tatsächlich hat auch 
N euendorff*) an einem Beispiel gezeigt, daß die errechneten Bahnen 
mit den erschossenen nicht genügend übereinstimmen.

8. Isok linenm ethode. Diese von C. Runge**) für Differential­
gleichungen erster Ordnung entwickelte Methode geht z. B. von der Haupt­
gleichung § 11  (16)

aus. In einem kartesischen (co, zj-Koordinatensystem gibt dann cp (co, v) 
die Steigung der durch den Punkt co, v gehenden Integralkurve v (co). 
Die Kurven cp (co, v) =  const sind also die Linien gleicher Neigung (Iso- 
klinen). Geht man von einem beliebigen Anfangszustand co0, v0 aus, so 
kann man die hierzu gehörige Integralkurve v (co) annähern durch ein 
Streckenpolygon, das aus den Linienelementen des Feldes allmählich auf­
gebaut wird. Man hat also die Schar der Isoklinen in dem Gebiet zu 
zeichnen, in dem der gesuchte Geschwindigkeitsriß liegt und jeder Isokline 
die zugehörige Richtung zuzuordnen. Je dichter die Isoklinenschar, um 
so genauer stellt das Streckenpolygon den Geschwindigkeitsriß dar. Ist 
die Näherungslösung viV (co) gefunden, so kann man durch wiederholte 
Quadraturen nach Formel (6) immer näher an die strenge Lösung heran­
kommen. Für die numerische Quadratur wird man die Formel § 28 (*B) 
verwenden, wenn man es nicht vorzieht, graphisch zu integrieren**).

Das Verfahren ist nicht an die in (7) gebrauchten Variablen gebunden. 
C. Cranz und R. Rothe***), die die Isoklinenmethode auf die Ballistik

übertragen haben, benutzen als Veränderliche t  =  lgtg J-gj-1 unc  ̂ ^ v>

(V )

n  , co

ihre Hauptgleichung hat daher die Form § 11 (24)

*) Artillerist. Monatshefte 1919, S. 98.
**) C. R u n g e , Graphische Methoden (1919), S. 105ff. 

***) Artillerist. Monatshefte 1917, S. 197.
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=  tg hyp £ +  F  (lg v) , wo F  (lg v) ( 8>

Das bringt für die Berechnung der Isoklinen einige Vorteile mit sich. 
Ganz allgemein wird man die Veränderlichen so wählen, daß die Isoklinen 
möglichst einfach zu berechnen sind.

Die Isoklinen der Ü-Ebene erhält man, wenn man die Hauptgleichung 
in der Form §16(47) benutzt:

Bei linearem Widerstandsgesetz, a (v) =  const, sind die Isoklinen Gerade 
durch den Punkt x =  0, z — — gja. Die durch x0, z0 gehende Isokline 
ist zugleich Hodograph, denn das Richtungselement des Hodographen 
fällt hier mit der Isokline zusammen.

4. O rthodrom enm ethode.*) In gewissem Sinne eine Umkehrung der 
Isoklinenmethode ist die folgende Methode, in der die orthogonalen Tra- 
jektorien (Orthodromen) der Hodographenschar benutzt werden. In der 

dzHauptgleichung (9) ist =  tg a, wenn a den Winkel der Tangente an

den Hodographen gegen die ^-Richtung bedeutet. Die Normale an den 
Hodographen habe den Richtungswinkel ß. Dann ist tg a -tg /?  =  — 1. 
Mithin ist die Differentialgleichung der Orthodromen

Diese Differentialgleichung nun kann für jedes Widerstandsgesetz auf 
Quadraturen zurückgeführt werden. Wegen x dx +  z dz =  v dv ergibt 
sich nämlich aus (10) als Gleichung der Orthodromen

Da man das hier auftretende Integral an Hand der Widerstandstafel vor­
weg berechnen kann, sind die Orthodromen schnell zu zeichnen. Für
w — a v  z. B. wird die Orthodromenschar eine Kreisschar

für w =  a v n eine Schar zyklischer Kurven.
Man zieht das Tangentenvielseit so, daß die Seiten die zu C =  Clt 

C2, gehörigen Orthodromen rechtwinklig schneiden und die Schnitt-

dx
dz

( 10)
W .

-----X
V

v

( i i )

0

(12)

!) S. V a h l e n  im Becker-Gedenkband, S. 17.
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punkte aufeinanderfolgender Tangenten etwa in der Mitte zwischen den 
beiden benachbarten Orthodromen liegen, weil die beiden von einem 
Punkt aus an denselben Kreis gezeichneten Tangenten gleich lang sind, 
ein kleiner Bogen des Hodographen aber durch den Krümmungskreis er­
setzt werden kann.

Man kann auch auf die Zeichnung der Orthodromen verzichten. In 
jedem gehörig kleinen Gebiet (v, v -f- A v) läßt sich w durch ein homo­
genes lineares Gesetz approximieren. Einer 
Folge v0, vx, v2, . . .  entspricht also eine 
Koeffizientenfolge a0, ax, a2, . . .  des 
Widerstandsgesetzes w (v) =  a v, entspricht 
also nach (12) eine Folge von Mittelpunkten

e\ L e0, - 0. der kreisför­
migen Orthodromen. Auf diese Mittelpunkte 
weist aber die Tangente an den Hodographen. 
An Stelle der Orthodromenschar kann also 
auch eine Folge von Punkten auf der nega-

e p
tivens-Achse treten, z = ------- , ----- —..........

wo a„

wird

w (vv)
V

V

man mit

ist.

«0)  ̂1 1 u2, .
Kennt man also den Punkt P0(vo) des Hodo­
graphen, so findet man den Punkt P x (vx) 
aus den beiden Forderungen, daß er von O 
die Entfernung vx hat und daß die beiden 
Berührungspunkte P0, Px vom Schnittpunkt 
ihrer Tangenten gleiche Entfernung haben.
Ein ähnliches Verfahren ist von Josseline
de Jong*) vorgeschlagen worden. Gegen die Anwendung in allen Teilen 
des Hodographen spricht die Tatsache, daß die Tangente an den Hodo­
graphen nahezu parallel der s-Achse werden kann. Der Krümmungs­
mittelpunkt der Orthodrome rückt also dann sehr weit vom Nullpunkt 
der ö-Ebene weg. In diesen Fällen wird man also nicht umhin können, 
die Orthodromen nach (11) zu konstruieren.

Der Isoklinenmethode ist die Orthodromenmethode fast immer über­
legen, weil der Hodograph die Orthodromen stets unter rechtem Winkel 
schneidet, was für die Isoklinen nur in Ausnahmefällen gilt. Die Iso­
klinenmethode wird ganz unsicher, wenn das Richtungselement des Hodo­
graphen nahezu mit der Tangente an die Isokline zusammenfällt.

*) J. d e  J o n g ,  Militaire Spectator 1924. Aber J. de J o n g  bestimmt den zweiten 
Hodographenpunkt als Schnitt des mit um 0 geschlagenen Kreises und der ersten 
Tangente P 0 ( Hierdurch entstehen einseitige Fehler.

Diese Punktfolge Qv 

beziffern.
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5. M echanische L ösung der H au ptg leich u n g . Man kann 
Integration der Hauptgleichung auch durch folgenden Mechanismus aus­
führen. 0' 0 "  liege in der Zeichenebene fest, 0 ’ 0 ”  A ’ A "  und A' A "  P ' P ”  
seien zwei Gelenkparallelogramme, durch die P ' P "  in erforderlichem Um­
fange an jede Stelle der Ebene zu bringen ist (Abb. 21). Mit 0' A' starr 
verbunden ist eine ebene Kurve, die 0' P' immer so in einem Punkte T

schneidet, daß 0 ’ T — v — w 
und T P' =  w ist, wenn 
0' P' =  v ist. Macht man 
dann 0  0 ' =  P  P' =  g und 
zieht den Punkt P  vermittelst 
eines in P  befestigten Fadens 
in Richtung über T, so be­
schreibt ein in P  angebrachter 
Zeichenstift die gesuchte Kurve: 
Die Anfangslage P 0 von P  ist 
dadurch bestimmt, daß O P 0=V(,.

71und 0 "  0  P 0 — sein

gesetzt werden, so gilt für jedes c 
mit größerem (kleinerem) c verkleinert 
entsprechenden Verhältnis.

muß. Der Beweis folgt sofort 
daraus, daß die Tangentenrich­
tung P  T  der Kurve die Resul­
tierende ist aus g =  P P ' und 
w =  P 'T . Der Maßstab für g 
und w ist beliebig, aber bei 
beiden derselbe. Die Konstruk­
tion der P-Kurve erfolgt so: 
Für jede Gestalt des Dreiecks
O 'A 'P ' trage man auf O'P' =  v 
den Wert v — w =  0 ' T ab
(Abb. 22). Kann w (v) =  c f  (v) 

dieselbe P-Kurve. Für ein Geschoß
(vergrößert) man P P '=  0  0' im

§ 25- Der tempierte Hodograph

Im Jahre 1915 an der Champagnefront mußte ich einen Zug meiner
leichten Feldhaubitzen behelfsmäßig als Flakzug einrichten. Es war
nötig, daß ich mir genauere Kenntnis verschaffte von den Geschoßbahnen
bei den großen Anfangserhöhungen « 0, die beim Flakschießen zur An­
wendung kommen. Ich fand damals ein einfaches und schnelles Ver­
fahren*) durch folgende Überlegung. Im widerstandsfreien Raum

*) Artillerist. Monatshefte 1918, S. 145— 147.
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\w (v) =  0] ist die Geschoßbahn parabolisch; es gelten wegen § 10 (1) die 
Formeln

b, + i =  Ö„+ Q ^ t, r„ + 1 = t „ + b v zD + J g z D 2 .

Deshalb erhält man zum Bahnelement (r,,, bv) nach A t =  l sec das neue 
Bahnelement (t» + i> b„ + i) durch

t>v + i = b v+ g ,  rv + i =  rv+  bv +   ̂g =  rv+  | (bv +  öv + 1) . . (P)

Dem entspricht die Konstruktion der Abb. 23. Kommt der Luftwider­
stand mit der Verzögerung | tu | hinzu, so wird

tv  +  A t  tv + A t

ö» + i = t > „ + g ^ l f + y R ) d t , xv + 1=  tv +  tiv At % g- At2 +  f f t v  dt2 .
tr  tr

Nach dem Mittelwertsatz der Vektorrechnung*) läßt sich schreiben
t +  A t

f  tv dt — w A t .
t

Hier ist tt> ein Vektor im kleinsten konvexen Bereich der tu-Ebene, der 
das Kurvenstück tu (t) umschließt (tu hängt von t und A t ab). Also kann 
wie bei der Parabel der Geschwindigkeitsvektor in der Form

‘o, + i =  +  (g +  tur) A t

dargestellt werden. Nur ist jetzt g durch den Vektor g +  tuv zu ersetzen, 
wo tür noch von v abhängt. Die Bahn r (t) läßt sich nicht in derselben 
einfachen Weise mit der parabolischen Bahn in formale Übereinstimmung 
bringen. Das ist aber nicht so wichtig, weil r (t) durch Quadratur bestimm­
bar ist, sobald b als Funktion von t bekannt ist. Es soll also zunächst nur 
der Geschwindigkeitsriß mit der Zeit t als Parameter näherungsweise be­
stimmt werden.

Für kleine Zwischenzeiten A t kann man etwa tu =  tü(li =  tu (bv) 
setzen. Mit A t =  l sec ergibt sich dann

ö f l i  =  öv+  (ö,.) +  0 , (Vi)

d. h. die bei der Parabel gültige Konstruktion (P) ändert sich in der Weise 
ab, daß man g durch g +  tu (b j zu ersetzen hat. Die Formel (V,) läßt 
sich auch so auffassen: Zuerst unterliegt die Geschwindigkeit dem Luft­
widerstand, dadurch geht b„ über in b„ +  tu (b„), danach wirkt die Schwere, 

+  tu (b j geht also über in b„ +  tu (b„) +  g.
Kehrt man die Reihenfolge um, so geht bv zuerst über in b„ -f- g und 

danach diese Geschwindigkeit unter dem Luftwiderstand tu (bv -f- g) in 
k.. +  g +  tu (b„ +  g). Das ist nicht dasselbe wie b*1̂ ,  dann b„ +  g unter-

*) A. K l o s e ,  Deutsche Mathematik Bd. 2 (1937), S. 473— 479.
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scheidet sich nach Größe und Richtung von b„. Es gilt also jetzt
b ,2j 1 =  +  g  +  tb (b„ +  g) . ( V 2)

In (V2) ist also tb =  tb (b„ +  g) gesetzt.
Man kann sich fragen, wie man durch Abwandlung der Methode den 

Mittelwert ln genauer erfassen könnte. Denkt man sich in dem Integrations-

Abb. 23

interyall die Lösung nach Potenzen der Zwischenzeit A t entwickelt, so 
kann man etwa fordern, daß b„ + i bis auf die Glieder zweiter Ordnung 
genau dargestellt wird. Man setzt dann wie bei der Methode von Runge  
und K utta  (vgl. §24,2)

b, +1 =  bv+  (Kj b'1’ +  K z b(2)) A t
an, wo bll) =  g +  tb (b„) und b(2) =  g +  tb (b„ +  a A t b'1') gesetzt wird. 
Die Gewichte , K 2 und der Faktor a stehen dann zur Verfügung, um 
mit der Darstellung durch eine Potenzreihe bis zu den Gliedern zweiter
Ordnung in Einklang zu kommen:

b,, + 1 =  b̂  +  g A t +  tbr A t +  ib,. A f2 -p • • • .
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Zunächst muß K t +  K 2 =  1 sein. Entwickelt man b(2) nach Potenzen 
von a A t, so ergibt sich

h>(by+ a z H b (1)) =  XD9+tLAtvar l ------,
also ist K 2 a =   ̂ z u  setzen. Zwei Lösungen sind besonders bequem:

1- K x =  K 2 =  Dem entspricht a =  1, also, wenn wieder A t =  l sec 
gesetzt wird,

C i  =  bv +  9  +  *  [ft  (b„) +  to (by +  g +  tny) ] . ( V 3)

Hier wird also Anfangs- und Endwert von to nach (Vx) bestimmt und für 
tü das arithmetische Mittel genommen.

2. K x =  0, K 2 =  1. Dem entspricht a =  also für A t — l sec

ö!  +  i  =  bv +  9  +  1° (bv +  i  9  +  2 ^v) » (v t)

d. h. nach (Vx) wird mit A t~ ^ scc ein Zwischenwert von b ermittelt und 
das dazugehörige tp als tb benutzt.

Die Lösung (V3) stimmt mit einer von A. Klose*) angegebenen Nähe­
rung überein. Führt man die vektorielle Differenz

^ ttL + o.s =  tb (by +  g +  tbv) — h> (by) 
ein, so läßt sich (V3) auch in der Form schreiben

by3| j =  by +  9 +  +  i  A to, + 0.5.
Die Lösung (V4) hat Ähnlichkeit mit einem von E. A. Brauer**) vor­

geschlagenen Verfahren. Brauer nimmt den mittleren Widerstandsvektor 
entgegen der Richtung von b , =  b0 -f- i  9 an, seine Größe w (wm) bestimmt 
er mit dem Argument vm, nämlich als Schnitt der Geraden durch 
{Richtungstangens — 2) mit der w (p)-Kurve, also aus

2p« + 2®*-
Durch v„ ausgedrückt, ist w (vm) =  w (vt ) +  (vm — v„) w {v*) +  . . . oder 
genähert w (vm) =  w (v^) [1 — \ w' (w,)]. Daher entspricht die obige Kon­
struktionsvorschrift der Formel

b* + i — by +  g
w*

2" W *

Aus (V4) folgt entsprechend

b(4)v + 1 b „ +  9
 ̂ I-, l

b . —  1 - x i » .  '
wv

W O b* =  b0 +  -g  g . (B)

\ 1 w* ^
e^ e* “ ä  T T ® ’ - " *

*) A. Kl o s e ,  Deutsche Mathematik Bd. 2 (1937), S. 473— 479.
**) Anleitung zur graphischen Ermittelung der Flugbahn eines Geschosses. Karlsruhe 

1918. Für die numerische Rechnung siehe auch E. Pf l anz ,  Einfaches Verfahren zur gra­
phisch-rechnerischen Bestimmung einer Geschoßflugbahn. Wehrtechn. Monatshefte 41 (1937) 
S. 629— 534.

V ahlen , Ballistik. 2. Aufl. 6
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Hier sind e„, e* die Tangenten an den Stellen tir bzw. b*, n* ist die Nor­
male an der Stelle b*. Für nicht zu kleine Geschwindigkeiten sind also
die Unterschiede (B) — (V4) klein von höherer Ordnung als der zweiten.
Allerdings gibt (B) die Geschwindigkeitsvektoren gegenüber (V4) durch­
weg zu klein und zu flach, also ergeben sich bei (B) kleinere Gipfelhöhen
und kleinere Schußweiten als bei (V4).

Die Methoden (V4) bis (V4) sind so einfach in der Handhabung, daß
auch minder geübte Hilfskräfte damit zurechtkommen. Selbst die Me­
thoden erster Ordnung geben recht brauchbare Resultate, für überschläg­
liche Untersuchungen sind sie unentbehrlich. Bei (V4) und (V2) muß bei
jedem Integrationsschritt ein Widerstandswert aus der Tafel entnommen 
werden, bei (V3) und (V4) sind jedes Mal zwei Werte erforderlich. Man 
kommt aber auch bei den Methoden zweiter Ordnung mit einem einzigen 
Widerstandswert aus, ohne daß es, wie bei Brauer, nötig wäre, diesen 
Wert durch eine umständliche Konstruktion zu ermitteln. Zu diesem 
Zweck überbrücken wir das Sekundenintervall mit zwei Schritten von je 
1/% Sek. Länge, beim ersten Schritt wird die Methode (V4), beim zweiten 
Schritt die Methode (V2) angewandt. Das ergibt am Ende des Sekunden­
intervalls

Bei der Überbrückung des nächsten Sekundenintervalls ergibt sich

Die Widerstände am Ende des ersten und am Beginn des zweiten Sekunden­
intervalls haben dieselbe Richtung, aber verschiedenes Argument b̂  + i 
bzw. b* =  br +  i  ftV +  Ö- Entwickelt man nach Potenzen der Differenz 
v, + 1 — , so ergibt sich

ze’ K  + i) =  ze'(w*) +  K  + i — v j w '  (v j  -|------

d. h. der Unterschied der Widerstände ist klein von der dritten Ordnung. 
Man kann also tt>(b„ + i) durch to (ö*) ersetzen. Abgesehen vom ersten 
Schritt braucht man also bei (V4 V2) immer nur einen Widerstandswert 
zu bestimmen [vgl. Abb. 23], Die Genauigkeit ist, wie man leicht sieht, 
dieselbe wie bei (V3), (V4) und (B). Man kann aber auch zunächst nach 
(V2) und dann nach (V4) konstruieren:

blVi’ =  öv +  i [ »  (*>,) +  0] +  i [0 +  »  ( » ,+  i » » ,+
=  b , +  4  (b ,)  +  S  +  4  tb (b^ +  i  tt>v +  g ) .

s)] j (V4V2)

—  b,, +  4 [ g  +  tt) (b„ +  4 g )] +  4  [to  (br +  4  g +  to (b„ +  4  0)) +  g] 1

—  br +  i 9  + j [ t b ( b v + J g )  +  fö (b v +  4 g  +  b, (br +  4  9 ) ) ]  +  4 9 -

Auch hier kann man mit ausreichender Genauigkeit
4  [»>  (b„ +  4  0) +  to ( b „ +  4  s  +  to ( b , +  4 g ) ) ]  =  to ( b , +  i a )
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setzen. Es wird also wie bei (V4) und (B) ein mittlerer Widerstandswert 
benutzt. In dieser Form erfordern die Methoden (V1 V2) und (V2 Vx) genau 
denselben Konstruktionsaufwand wie (VJ und (V2).

Jede der Lösungen (VJ bis (V4) kann als Ausgangslösung für ein 
strenges Iterationsverfahren benutzt werden. Hat man für die äqui­
distanten Zeitwerte t0, tlt t2, . . . die x-te Näherungslösung für bv erhalten,

kennt man also die zugehörigen Werte der Widerstandsvektoren lp^, 
. . ., so ergibt sich die (x +  l)-te Näherung durch Quadratur

K
+ X> =  ö0 - f  g (tv — tQ) +  j  d t .

Die Quadraturen können numerisch für die Horizontal- bzw. Vertikal­
komponente (etwa nach der in § 23 angegebenen Methode) oder auch 
graphisch nach einem entsprechenden Verfahren durchgeführt werden. 
Der Vektorfolge tt)„, tüj, tt>2, . . . läßt sich nämlich ebenfalls ein Diffe­
renzenschema zuordnen*):

^ i t o v +  o . 5 =  tov +  i —  K ,  A z tov + i =  z l j t t L  +  i . ä —  2 1 ^ , +  0.5 , ....

Die geometrische Bedeutung ist aus der Abb. 24 zu ersehen. Die Inte­
grationsformel (*B) aus § 23 läßt sich also auf Vektoren ohne weiteres 
übertragen.

§ 26. Bestimmung der Geschoßbahn

Soll die Bahn des Geschosses ohne Benutzung des Geschwindigkeits­
risses bestimmt werden, so ist der Geschoßort r (t) durch eine Taylorsche 
Entwicklung darzustellen:

t (t) — to +  d  t b0 J- —  d t2 bo +  -gy A tz öo +  ' ' '  • (18)

*) A. K l o s e ,  Deutsche Mathematik Bd. 2 (1937), S. 473— 479.
6*
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Üoi b0 ergeben sich aus § 10 (1), (8), die höheren Ableitungen aus b 
durch fortgesetzte Differentiation nach t. Bricht man die Reihe bei dem 
Gliede w-ter Ordnung in At ab, so ist der Fehler gleich

wo b* ein Zwischenwert der n-ten Ableitung von b ist. Man sieht, daß 
die Entwicklung (18) im allgemeinen nur für kleine Werte von A t bequem 
zu handhaben ist.

Nimmt man an, daß der Geschwindigkeitsriß v (co) nach einer der 
Methoden des § 24 ermittelt ist, so läßt sich, wie zuerst P on celet*) vor­
geschlagen hat, die Bahnkurve durch eine F olge  von  K reisbogen  
annähern. Nach § 10 (14) ist der Krümmungsradius q der Bahn be­
stimmt durch

Der Krümmungsmittelpunkt liegt auf der Normalen. Trägt man auf 
dem Krümmungskreis zur Zeit t von dem gegebenen Ausgangspunkt 
das Bogenelement As =  v A t  ab, so hat man damit angenähert den 
gesuchten Bahnpunkt zur Zeit t +  A t. Die zugehörige Geschwindigkeit 
und ihre Richtung findet man genähert [vgl. § 10 (9), (10)] zu

Die Ungenauigkeit, die durch die Näherungsformeln entsteht, läßt sich 
vermeiden, wenn ein tempierter Hodograph nach § 25 vorliegt. Die 
Po nee letsche Methode ist mit Vorteil nur bei kleinen Geschwindigkeiten 
anwendbar. Bei großen Geschwindigkeiten ist die Bahnkrümmung 1 /q 
meist so klein, daß die zeichnerische Durchführung auf Schwierigkeiten 
stößt.

An den tempierten Hodographen (§ 25) knüpft die folgende sehr ein­
fache Methode**) an. Wie in § 25 gezeigt wurde, ist in der Parabel bei
beliebigem At:

Aus einer Folge äquidistanter b-Werte läßt sich also durch einfache Kon­
struktion nach (16) eine Folge äquidistanter Parabelpunkte ermitteln

*) Legons de mecanique industrielle, 1828/29, II, § 55.
**) V ah len , Artilleristische Monatshefte 1918, S. 145.

Q
(14)

v i) At =  v — (gsinco +  tt' (v)) A t ,
, . . e cos to .,tu +  tu A t =  w — —--------- A t

(15)
v

oder auch, da

ist

r„+i =  rv +  brzli!-t-igzU2 

g A t =  by+i — b„ 

tv+i =  rv +  i  (bv +  bv+i) A t . (16)
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(s. Abb. 25). Kommt der Luftwiderstand hinzu, so kann in erster Nähe­
rung einfach g durch g +  it> ersetzt werden, d. h.

W  =  L  +  *>„ At +  £ (g +  to,) A t2 .
Nun ist nach der Methode (VJ [vgl. § 25] genähert 

(g +  » v) z J /=  b„+1 — bv , 
also, wie bei der Parabel,

W  =  t, +  i  (b, +  tiv+i) A t . (17)
Diese Methode nähert die Geschoßbahn durch eine F olge k leiner 
P arabelbogen  an; die Richtung der Parabelachse ist die der jeweiligen

P

Abb. 26

Gesamtbeschleunigung g -j- tt>„, also von Punkt zu Punkt veränderlich 
(s. Abb. 26).

Man kann auch, um die Quadratur

Ax =  t (t -f- A t) — t (t) — J  b (t) dt
t

auszuführen, die bekannten Näherungsformeln der Integralrechnung 
vektoriell verallgemeinern. Sind bi, b2 die Werte des Integranden an 
den Grenzen des Bereichs, so ergibt die T rapezregel

zJr =  -M *(b i +  b2) .  (18)

Das ist dieselbe Formel wie (17). Setzen wir für b2 die Taylorsche Ent­
wicklung an,

ö2 — °i +  ^  öi +  | A t2 bi +  ••• ,
so ergibt sich

A x — At bi +  \ A tz t>! - f  | •£ Atz bj +  • • • .

Ein Vergleich mit (18) zeigt, daß die Glieder 2. Ordnung noch genau 
erfaßt werden.

Man kann die Genauigkeit erheblich steigern, wenn man

A x — \ A t (bj +  b2) +  rV A t2 (hh — to2) (19)
setzt. Entwickelt man b2 und tt>2 nach Potenzen von At, so ergibt sich 

tt>2 ~  öh =  b2 — bi =  A t bj +  \ A t2 ü'i +  ■ ■■ .
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Dadurch geht (19) über in

A r =  At bj +  \ At2 bi +  i  At* bi +  A t* ioi +  T% At5 bi +  • • • -

Der Vergleich mit (18) zeigt, daß noch die Glieder 4. Ordnung genau erfaß
werden. Der Ansatz (19) ist der Trapezregel (18) überlegen, denn de
Gewinn an Genauigkeit ist beträchtlich. Die Mehrarbeit ist unbedeutend
da bei sämtlichen V-Methoden zur Bestimmung des Geschwindigkeits­
risses (vgl. § 25) die vektorielle Widerstandskurve der Geschoßbahn
ohnehin ermittelt wird, tt>2 — bq also bekannt ist. Man erkennt übrigens
leicht, daß die Formel (19) mit den ersten Gliedern der Besselschen
Integrationsformel [vgl. § 23 (* B)] identisch ist.

Sollen drei zu den äquidistanten Zeitwerten t, t \ At, t At gehörige
Vektoren tq , b2 , b3 zur Berechnung von A t  herangezogen werden, so steht
die K ep lersch e  F aßregel (auch als Simpsonsche Regel bezeichnet)
zur Verfügung:

A x =  ^ A t (b4 +  4  b2 +  b3) . (20)

Reihenentwicklung von b2 und b3 führt auf

03= ^  +  A t b i + ^ A  f2 ü! +  ~  A ts ö! +  • •' •

In (20) eingesetzt, ergibt sich

A t  =  At b4 +  \ A t2ii1 +  £ ^ 3öi +  +  r i o ' M +  "•  ■

Formel (20) ist also, wie der Vergleich mit (13) zeigt, genau bis zu den
Gliedern 4. Ordnung einschließlich. Sie leistet also nicht mehr als die
einfachere Formel (19). Das Glied in Ats ist bei (20), dem Betrage nach,
4°/o zu groß, bei (19) etwa 20% zu klein. Formel (20) ist also bei Berück­
sichtigung der Glieder 5. Ordnung leicht überlegen.

Die Anwendung der % - R egel setzt vier b-Werte 1+  b2, b3, b4 voraus,
gehörig zu den Zeitpunkten t, t-\ -\At, t ^  At, t +  At:

A t =  A t (tq +  3 b2 +  3 ü3 +  b4) . (21)

Auch hier ist die Darstellung nur bis zu den Gliedern in A t4 genau:

A t  =  A t bj +  i  A t* b! +  $ A ts Ö! H- i-i A t* b'i +  r k ’ H  A iSbi H------ •

Der Fehler in der Berechnung des Gliedes 5. Ordnung ist, wie man sieht, 
halb so groß wie in der Keplerschen Regel.

Man wird also fast immer die Formel (19) den Formeln (18), (20), (21) 
vorziehen. Die günstigen Eigenschaften von (19) hängen offenbar mit der 
besonderen Form des Integranden b (t) zusammen.
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Sechstes K ap ite l

D ie erste Klasse von Lösungen

§ 27. Integration durch Iteration

Grundsätzlich führt das folgende Iterationsverfahren zur Lösung des 
ballistischen Problems: Wir schreiben die Bewegungsgleichung [§10(1)] 
in integrierter Form,

t
0 =  Ö0 +  g t +  J'ttt (ü) d t . (1)

0

Kennt man eine x-te Näherungslösung bw  (t) dieser Gleichung, so ergibt 
sich eine (x +  l)-te  Näherungslösung b(* + 1) (t), indem man die Quadratur

t
b(*+1) =  t)0 -f- g t +  f  tv (»<*>) dt (2)

0

ausführt. Dieses Iterationsverfahren konvergiert in jedem nicht zu großen 
Zeitintervall. Soll das Verfahren auch praktisch brauchbar sein, so muß 
die erste Näherungslösung genügend nahe bei der genauen Lösung von (1) 
liegen.

Die Geschoßbahnen der ersten Klasse waren durch kleinen Widerstand 
gekennzeichnet, w/gz^O (vgl. §13). Die widerstandsfreie Parabel ist daher 
eine brauchbare Ausgangslösung (t) , falls nur wjg genügend klein 
und t nicht zu groß ist. Nach § 14 (40) ist die Geschwindigkeit in der 
Parabel

b(1) =  b0 +  8 1. (3)

Es ergibt sich daher als zweite Näherungsbahn
(

: ö(2) =  ö« +  8 t +  f  tv (b0 +  g'/) d t . (4)
0

w (zA
Hierin ist tu (ü0 +  8 *) — ~  (Do +  8 0 a (w<1)) > wo a (ü) — —~  gesetzt 
ist. Damit wird

ö«>=üe ( l - r ( 0 )  +  8(<-G( f ) ) ,  *
t I (X)

V (t) =  j  a (v(1)) d t , G (t) =  J  a (u(1)) t d t . ( W

Die Integrale V (t) und G (t) lassen sich für jeden Anfangszustand x 0, s0 
ausrechnen. Denn es ist nach § 14 (40)

z/i)’ =  x ;  +  (z0 — gt)2 ,

HP ist also als Funktion der Zeit bekannt.
(6 )
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Die Funktionen V (t) und G (t) lassen sich aber noch nicht in Tabellen­
form bringen (vgl. die allgemeinen Bemerkungen in § 22, S. 68), denn 
sie sind außer von dem Argument t nach (6) auch noch von den beiden 
Parametern x 0 und z0 abhängig. Um V {() und G (t) tabulierfähig zu 
machen, führen wir als neue unabhängige Veränderliche ein. i/1* ist
monoton abnehmend mit wachsender Zeit im aufsteigenden Ast der
Parabel, monoton zunehmend im absteigenden Ast [vgl. § 14]. Das bringt
einige Unbequemlichkeiten mit sich, denen wir aber wie folgt begegnen: 
Zunächst integrieren wir bis zum Gipfel der Parabel, d. h. bis t0 =  i 0/g:

der „mittlere“  Widerstand des aufsteigenden Astes. Damit geht (5)
über in

tj(2) =  u<2) — b0/ # (1) d t  - f  $ ( t  — t m — J  a ( 1 )  t d t j  .

t»
Aus (6) folgt

.-------------  t/D
=  . also =  ^  ; (7>ynll) — x ‘ä

das obere Vorzeichen gilt für t <  f*, also für den aufsteigenden Ast der
Parabel, das untere Vorzeichen für / >  tm, also für den absteigenden Ast.
Man erhält zunächst

gesetzt wird (j0 ist die vektorielle Horizontalgeschwindigkeit zu Beginn
der Bewegung):

b(*2) =  ö0 +  g £* +  J  tt> (ö0 +  g t) dt — b0 +  (g -f- in) t* .
0

Hier ist

o

x0 z*
oder auch, wenn
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Für b(,2) ergibt sich hieraus, wenn t =  0 <  , v(1) =  v0 gesetzt wird,

> =  jo (1 — R K ,  i 0)) +  -j- S (v„, i 0) .

Die Funktion 5  (y(1)) hat bereits die gewünschte Form. Tabuliert man
t

z. B. J w (v) dv, so ergibt sich S (v(1)) als Differenz der Tafelwerte an 
o

den Stellen yd) und v0. Es ist dies übrigens dieselbe Tafel, die bei der 
Orthodromenmethode (§ 24) benutzt wurde. Um in R  (y(1), i 0) den 
Parameter i 0 aus dem Integranden zu beseitigen, wird v — x0u gesetzt. 
Dann ergibt sich zunächst

R  x0) =  Q («0> , i 0) , ß  («< ’ >, x 0) =  J
w (i 0 u) du
w ( i 0) -  (10)

Die obere Grenze berechnet sich aus w(1) =  sec co(I> =  z/1>/ä;0, wo y(1) (t) 
nach (6) zu bestimmen ist. Der Integrand von ß  ist immer dann von i 0 
unabhängig, wenn das Widerstandsgesetz ein Bernoullisches ist:

w (i 0 u)w (v) =  a vn. Dann wird nämlich w ( i 0) un und ß  kann als Funk­

tion von w(1) tabuliert werden. Im allgemeinen Fall muß man w ( i 0 u 
nach Potenzen von u — 1 entwickeln. Es ergibt sich dann

w(x0u) =  w ( i 0) [ l  + %  (*«)•(« — 1) +  }n2(x0)-(u — 1)M------] ,
x0w' ( i 0) . x\w"  ( i 0)

ni (*o) =  - w ( i 0) «2 (*o) (11)
w  ( i 0)

Mithin läßt sich ß  in eine Summe von tabulierfähigen Funktionen auf­
spalten :

ß  ( # « ) ,  i 0) =  ßo (M<1)) +  n i  (io) Qi (m(1)) +  l  n2 ( i 0) ß 2 (m(1)) +  • ■ • , 

« (1‘

ßo (m(1)) =  f =  lg (sec «d> 4 - tg | ßjd) |) ,J V«2 — i
u®_____  «(l) _____

i i

(12)

Man braucht also für den Hodographen die Tafeln S, ß 0, ß lt •••. Die 
Funktionen ß 1; ß 2, ••• können übrigens auch in geschlossener Form 
integriert werden, die numerische Integration nach den Methoden des 
§ 23 führt aber meist rascher und auch sicherer zum Ziel. Bei linearem 
Luftwiderstand ist n1 =  1, n2 =  n3 — ■ ■ ■ =  0 , die Berechnung von



90 Sechstes Kapitel. Die erste Klasse von Lösungen

Ö21 Ö3. ' ' '  erübrigt sich also dann; bei quadratischem Widerstand is
nx — 2, « 2 = 1 , n3 =  « 4 =  • • • = 0 ,  hier brauchen also Qa, ß 4, • • • nich
berechnet zu werden. Ähnlich liegen die Verhältnisse, wenn im betrachteten
Bahnbogen eines dieser Gesetze nahezu gilt. Man wird also im allgemeine
mit wenigen Tafeln auskommen.

Um die Geschoßbahn zu erhalten, muß (9) nochmals über die Zei
integriert werden. Das gibt zunächst

t t

t(2) =  to +  (ö,: ) -  J  «„) / +  * ß f* ±  jo J R d t  — f s d t .
g

Hier ist
t t, t

f  Rdt =  f  R d t  +  J  Rdt

(13)

0 0t u

J P2 J ' ■■9 1 9

(14)

g* J Vm2 — 1

Wird Q nach (12) als Summe von Tafelfunktionen geschrieben, so nimmt
auch P  diese Form an, also

P  (mW , * 0) =  Po (m(1)) +  «1 (*o) Pi (u(1)) +  i  n2 (x0) P 2 (mW ) +  .

Hier bedeutet

Die durch (8) eingeführte Funktion V kann auch in der Form

5  (z>W, *„) =  Xo-
w (x0) f  w (x0 u) 

w (x0)
'(io) [
g J

du x 0 T  («(«, x 0) (16)

geschrieben werden. Liegt ein Bernoullisches Gesetz vor, so ist T 
von x0 unabhängig. In jedem Fall aber kann T  unter Benutzung von (11) 
entwickelt werden. Es ergibt sich dann

T  (mW, x 0)  =  (m — 1) +  \ nx (x 0) • (u — l ) 2 +  £ n2 {x0) ■ (u — l ) 3 +

also wird
t 1.

J S d t  =  J S  dt +  f  S d t ,

/
S dt = x\ w (x0) f T udu

' yw2 — 1 ~ =F
x \ w {x 0)

(17)
U (mW , x 0 )  ,

g'



§ 28. Integrable Fälle, besonders der Bemoullische 91

wo
U (m«1», x 0) - 1 )

du
]/u2 - 1

l

h  (*o) J iu {u  — l ) s du
)/m2 — 1

oder, nach (12)

U x 0)  =  (öi +  Ö2) +  i wi (*o) (Ö2 +  Ö3) +  6m2 (*o) (Ö3 +  Ö4) +  ‘ ' '  • (18) 
Damit ist die Berechnung des Hodographen und der Bahnkurve auf die 
gewünschte Tafelform zurückgeführt.

Das Geschoß erreicht den Gipfel in der Parabel zur Zeit =  zjg ,  
in der Bahn zweiter Näherung zur Zeit tm + . Dieser Zeitpunkt bestimmt 
sich aus der Bedingung, daß die Vertikalgeschwindigkeit z„„  =  0 sein 
muß. Aus (9) folgt also

g t** ~  z0 +  S (t»0) — 5  K , )  =  0 (19)
oder, da genähert 5  (w**) =  S (x0) =  0 ist, '

o
Ziele im Mündungshorizont werden in der Parabel zur Zeit t° =  2 zjg ,  
in der Bahn zweiter Näherung zur Zeit £00 erreicht, t00 bestimmt sich 
aus der Bedingung, daß die Geschoßhöhe über dem Mündungshorizont 
Null sein muß. Aus (18) folgt also

f«

* o = i g f 00 +  7 l ö / [ 5 K J) - 5 ( ü ) ] d / I (20)
0

oder, wenn im zweiten Summanden der rechten Seite t00 genähert durch 
/° =  2 tm ersetzt wird,

f00 =  t ° -----2 5  ^  +  A  f S (v) dt <  t°.
g z0J

0
Wird die Rechnung mit den zuerst erhaltenen Werten von bzw. teo 
und den genauen Gleichungen (19) bzw. (20) wiederholt, so kann man die 
Zeiten tmm, toa im Rahmen der zweiten Näherungsbahn verbessern.

Die hier abgeleitete zweite Näherungsbahn kann dazu dienen, um 
eine dritte Näherung ü(3) durch Wiederholung der Quadratur (2) zu er­
halten. Es treten dann zu den für die zweite Näherung erforderlichen 
Tafeln noch weitere hinzu.

§ 28. Integrable Fälle, besonders der B em ou llisch e

Da die Widerstandsfunktion w (v) nur empirisch bekannt ist, kann 
man sie so durch Funktionen approximieren, daß die Hauptgleichung 
integrabel wird. Dann ist v oder x =  v cos o  als Funktion von w bekannt; 
die Quadraturen § 13 (30) lassen sich also allgemein ausführen.
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Man kann auch umgekehrt zur integrierten Hauptgleichung das
Widerstandsgesetz finden. Wird nämlich die Hauptgleichung § 13 (28),
d (v cos co) w v . , „  . . • • ,----- 2---------= ------ , integriert durch sin w — & (v) , so ergibt sich(O g

dv
G (v) -J22 =  cos io. Die integrierte Hauptgleichung liefert also das 
Widerstandsgesetz:

w
g

- G { v )  + 1 - G 2 (v) 
v G' (v)

Der einzige integrable Fall von praktischer Bedeutung ist der des 
d’A lem bertschen Gesetzes*):

~  =  a -f- b (v) , mit b (v) =  b-Hn . (21)
g

Der wird am einfachsten wie folgt behandelt. Es sei

x  =  x (p)-X (ff), ff =  tg [ f -  +  -f-] • (22>

Logarithmische Differentiation nach t ergibt
x
x i <r.

Aus der Hauptgleichung § 13 (28) folgt

also wird

X w CO W

X g COS CO g

w 1x ' l \— —  + T rg l X

Die Gleichungen (21) und (23) werden erfüllt durch
x' _  a
X  ff

und X' _  b jv) 
X ff

integrabel für b (v) =  b • vn:

X  —  X 0 0 ° , =  i
bn
~¥~

71 r~iO* il

WO

_|_ a2)rt t f i a - n - 1 d a  9

o 0

(23)

*) Der andere d ’A lem bert sehe Fall w (v) — a +  b lg v ergibt sich als Grenzfall, da

lg v  — lim (v n  — 1) ist.
•n—► n
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Wir führen o_00 ein durch

°  =  1 -  ™  tT q °-°° .2» o o0
Rückt ff -> c_0o, so geht x  -»■ co . Mithin bestimmt

f f - o
I n +

co_0

(24)

(25).4  1 2
die Neigung co_00 der Asymptote des virtuellen Astes der Geschoßbahn. 
Beim d’Alem bertschen Widerstandsgesetz kann also die Asymptoten­
richtung to_DO nach (25) berechnet werden, sobald die Anfangsgeschwindig­
keit nach Größe und Richtung (bzw. x 0 und o0) bekannt ist. Das bino­
mische Integral (24) ist ersichtlich integrabel für n positiv ganz und für 
\n  (a ±  1) ganz. Die integrierte Hauptgleichung ist

2 ff“ (26)X  =

Die Geschwindigkeit x  hängt also jetzt nicht mehr von den beiden, den 
Anfangszustand kennzeichnenden Parametern x 0, o j 0 , sondern nur noch von 
ff_oo ab. Für die Elemente der Geschoßbahn erhält man aus § 13 (30):

“o ,

gt = J r
2 +  1) 0“ - 2 rfff

g x  =  2
WO

/

[bn i r - ° ° f u

(ff2 +  1) O2“- 2^®
,o_ool2/«

g s - /a

- /

(ff2+ l ) 2 ff2“-3rfff 
\bnQaa- ° ° f n ’

(ff4 —  l ) ö 2a~3do

(27)

Das Widerstandsgesetz (21) ist von Bedeutung insofern, als P on ce le t 
es für das Eindringen des Geschosses in feste Stoffe aufgestellt und D id ion  
es durch Versuche gut bestätigt gefunden hat. Für den besonders wichtigen 
Fall des Bernoullischen Gesetzes wjg — b vn hat man a =  0. Wir be­
trachten die Schar der Bahnen mit demselben a0 und o_ d. h. alle
Bahnen der Schar sollen dieselbe Asymptotenrichtung im virtuellen Ast 
und dieselbe Anfangserhöhung haben. Nach (24) muß dann in der Schar 
b x* =  C =  const sein. Die Geschoßbahnelemente können also auch 
in der Form geschrieben werden

* X° (C ß )v» x 0
-1 1

(C ß) i/» v = x 0 ff2 + 1 1

gt

gx

• f  (°=  x 0J -

«0

= 2 * : / -

2 -f- 1) ff“ 2 da 
(C ß )1"1

2 +  1) ff“ 2da

g s

(C ß )2"1

(C ß )1/»

_  • 2 f  (ff2 +  l ) 2o ~ 3da 
~  (C ß )2/»

G

. ,  f  (o4 — 1) ff“ 3da
~X'°J (Cü)2/n

m

(29)
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Zu demselben u>0 gehört also, mit x 0 als Parameter, eine Schar von ähn­
lichen Geschoßbahnen. Vergleichen wir die Geschoßbahnelemente, die zu 
gleichem co gehören, so stehen bei zwei Bahnen einer Schar entsprechende 
Abszissen und Ordinaten in quadratischem Verhältnis entsprechender 
Zeiten, und entsprechende Geschwindigkeiten oder Geschwindigkeits­
komponenten in demselben Verhältnis wie die entsprechenden Zeiten. 
Diese Ähnlichkeitssätze sind für die tabellarische oder graphische Dar­
stellung der Geschoßbahnen wesentlich, da man von jeder solchen Schar 
nur einen Repräsentanten darzustellen braucht. Man braucht also nur 
eine einfache Schar, mit co0 als Parameter, zu rechnen.

Für den Fall n =  2, wo

ist, hat das E uler hervorgehoben und O tto  danach Tabellen berechnet. 
Dabei berechnet man, weil für jedes co0 die Gipfel entsprechende Punkte 
sind, die Werte der Integrale vom Gipfel aus für den aufsteigenden und 
den absteigenden Ast besonders. Ebenso hat B ash fort für den Fall

ist, Tabellen gerechnet.
Die Formeln (29) sind natürlich etwas einfacher direkt herzuleiten*). 

Die Formeln für x  und z gab im wesentlichen schon Joh. B ern ou lli 
(Opera II, S. 393 und 513); er erwähnt, daß der Fall n =  2 ebenso von 
H erm ann und P atav in i gelöst ist. Von dieser Lösung B ern ou llis  
muß man den Anfang der Ballistik (Lehre vom Schuß im widerstehenden 
Mittel) datieren.

Die Hauptgleichung sei in der Form sin co =  G (v) integriert; hieraus 
folgt durch Umkehrung v — G“ 1 (sin co), wo G-1 die zu G inverse Funktion 
bezeichnet. Es bleiben dann noch die Quadraturen § 13 (30) zu berechnen.

*) Siehe z. B. des Verfassers Beiträge zur Ballistik I. Arch. Math. Phys. (3) 25 (1917), 
S. 209—231.

ß  = +  °2)2 j r , 1  / 7i f t ) ) ] "— 3-----da = 2  tg co-sec w +  lgtg ^
a

n =  3, wo

er

ist und S a b u d sk i für den Fall n =  4, wo 
00

o

4 tg co• sec3 <« +  6 j tg co• sec eo +  lg tg | -j--j--2-

§ 29. Ermittlung der Bahnkurve



§ 29. Ermittlung der Bahnkurve 95

Das kann mechanisch (vgl. die Bemerkung in § 13) oder nach einer der 
numerischen Methoden in § 23 erfolgen. Für eine genäherte Auswertung 
reicht auch oft eines der folgenden Verfahren aus. Nach § 11 (17) hängen 
Bogenlänge 5 und Tangentenerhöhung co zusammen durch-die Beziehung

UJ,

- I

v* sec co d co —

UJ(\

I
[G -1 (sin co)]2 

g cos co de (30)

Zu jedem co und co +  Aco in zwei Bahnpunkten findet man danach den 
dazwischenliegenden Bogenteil As, Nach dem Mittelwertsatz ist nämlich

[G -1 (sin Wl)]2
As  = Ai

g  COS COx

wo cox ein geeigneter Zwischenwert zwischen co und co -j- Aco ist. Ist d  co 
klein, so kann auch genähert co1 =  m gewählt werden. Aus

dx dz . ds—:— =  cos co . —=— == sin o) , —— =  v ,
ds ds dt

folgt ebenso
. . . . . . As As

A x  =  cos co,-As , Az  =  sm co,-As , At = -----=  -r—r 7~------- r - (31)n4 G_1 (sm ft>4) v '

E uler wählt genähert co2 =  co3 =  co -{• i  A co. Dabei sind die Bogen As  
so klein angenommen, daß man sie genau genug als geradlinig ansehen 
kann. Wählt man sie größer, so ist es besser, den Bahnbogen durch einen 
Kreisbogen derselben Gesamtkrümmung Aco zu approximieren (Le-

gendre). Durch Multiplikation mit S ^ ^ wird dieser Kreisbogen

auf seine Sehne zurückgeführt. Man erhält so die Legendreschen

Näherungswerte, indem man As  ersetzt durch As- ----- . Noch genauer

wird die Darstellung, wenn man den Bahnbogen durch einen Parabel­
bogen approximiert, der dieselbe Anfangs- und Endneigung hat wie der 
gegebene Geschoßbahnbogen (D idion). Die Gesamtkrümmung Aco ist 
also wieder dieselbe wie in der Geschoßbahn. Aus § 13 (30) folgt, bei 
Anwendung des Mittelwertsatzes,

g A x — x\ J d  tg co =  ic\-A tg co ,
g A z =  X j f  tg co-d tg co =  l  ic\ 

g A s = x l J sec co -d tgco=  \ x\

=  -kx.

■A tg2 co ,
, . (  31 , COtg co-sec co +  lg tg —  +  

■AÜ .

to-\-d (O

Hier sind x lt x 2, x 3 Mittelwerte, die sich um so weniger von x 0 unter­
scheiden, je kleiner w/g ist. Setzt man genähert x x =  x 2 =  x ä =  x 0>
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so ergeben sich die Didionsehen Näherungswerte

A x A tg m .___ 2__ -As
\ A Q  ’ Az A tg2 et)

~ A Q ~ ■As, i  Q' (co) =  sec3 co (32)

Die Teilung in Bogen A s erfolgt bei E uler so, daß dieselben gleiche Gesamt­
krümmung Am haben. Bei Anwendung der Didionschen Verhältnisse
würde die Teilung am besten so erfolgen, daß die horizontale Geschwin­
digkeitsabnahme auf allen Teilbogen gleich klein ist.

Zum Vergleich der Genauigkeit muß man die Entwicklung des
Legendreschen Verhältnisses

sin ^ Am 1 f  A m \2 f 1 /Am )*  ,
\ A m  ~  1

vergleichen mit den Entwicklungen der Didionschen Verhältnisse. Für
diese ergibt die Rechnung

________A tg tu________=  1 ___ 1
| A ß -cos  (tu -j- Ä m) 6

_______ A tg2 co_______ =  5
A ß -sin  (co -f- \ A co) ' 6

(6 sec2 <° — 5) +

Es verhält sich also bei kleinem A m 
Ax\ (Ax\ lAx\  _  1 (Am

A z ) l Az

E

(A m\2
T

(6 sec2 to — 5) ,

Für die Abszissen folgt daraus: Das Legendresche Verhältnis kommt
dem Didionschen stets näher als das Eulersche, und zwar um so besser,
je kleiner m ist. Für die Ordinaten folgt: Das Eulersche Verhältnis
kommt dem Didionschen stets näher als das Legendresche; die Ab­
weichungen verhalten sich bei Berücksichtigung der Glieder der 2. Ordnung
wie (E -  D ) : (L -  D) =  5 : 6 .

Diese Sätze hatte D id ion  an Zahlenbeispielen bemerkt (Balistique,
S. 161—162). Die Didionschen Verhältnisse kommen den wahren fü
kleine w/g beliebig nahe, eine Eigenschaft, die den Eulersehen und
Legendreschen fehlt, die man aber verlangen muß.

§ 30- Die natürliche Gleichung für n =  2

Ist für ein Widerstandsgesetz die Hauptgleichung integrabel, so kann
es noch außerdem eintreten, daß auch eine der Quadraturen § 18 (30) i
geschlossener Form ausgeführt werden kann. Gilt dies z. B. für die Bogen
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länge s, so erhält man die Gleichung der Geschoßbahn in den „natürlichen“ 
Koordinaten s und a>. Das ist, wie E uler bemerkt, für das Newtonsche 
Gesetz wjg =  der Fall. Nach § 13 (28) ist in diesem Fall

& Ui

sec3 o>dio , also 1

2 a j sec3 co dco

1
a ß

ß  ist die in § 28 (24) eingeführte Funktion. o>_x  ist wiederum die Er­
höhung der Asymptote des virtuellen Bahnbogens. Aus § 11 (17) folgt

<»o o
r . .  ,  . i r d a  i  , a

es- J *  sec " J"  =  T j T r  = irig j3r <33>
uj ß*

oder auch

ß  = , , , 71 , CO
tg <0-sec «  +  lg tg (-£- +  y =  Q0ea** . (84)

Die rechtwinkligen Koordinaten x, z drückt man durch die natür­
lichen s, cd  vermittelst der Integrale aus:

x — J  cos co ds , 0 =  J  sin cd ds .

Man kann sie, wie in § 29 geschehen, durch Summen auswerten 
% =  2  cos (co -f- J A ca)-As , z =  sin (co 4- \ d  co) • As

oder, wie folgt, in Reihen entwickeln. Zunächst ergibt der Taylorsche 
Satz, wenn co als Funktion von ß  aufgefaßt wird:

COS CD —  COS ft)0 - f -  OCj (ß  — ß 0) - f -  ^  a 2 (ß  — ß 0)2 +  ‘  ‘  ,

sin ß ) =  sin co0 - f -  ß i  (ß  — ß 0) +  J  ß 2  (ß  — ß 0)2 4 "  * '  ■ ,
wo

ßx

1 d cos ro 
ß '  dco 
1 d sin co 

ß '  dco 2̂ —

1 d I 1 d cos co 
ß '  dco \ ß ' dco 
1 d I 1 d sin ft)

ß '  dco i ß ' dcD

Dabei ist ß  aus (33) bestimmt zu

~Q
also

— a x 2 sec3 co — — a [6 -1 (sin co)]2 sec co ,
io

— a  f  (<r~l (sin tu)]-sec a> du/

ß  =  ß 0 e

Kann man, wie im Falle n =  2, ß  mit Hilfe von (34) durch s ausdrücken, 
So erhält man die Reihen

Vahlen, Ballistik. 2. Auf!. 7
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«
X  =  s cos co0 -f- oq &0f (e09* — 1) ds +  • • • ,

0 (85)$

z =  s sin a)0 +  ßi ß 0 f  (eagt — 1) ds +  • • • .+  ßi & o f  {̂ agt — 1 )d s  +  ■■■ .
o

Um auch t durch s auszudrücken, gehen wir von der Gleichung aus:

d. h. die Horizontalgeschwindigkeiten in äquidistanten Bahnpunkten 
bilden eine fallende geometrische Reihe. Dies ergibt

Alle Integrationen in diesen Reihen sind ausführbar. Diese Reihen teilt 
D id ion  (Balistique, S. 174) aus einer unveröffentlichten Arbeit von 
«Frangais ohne Beweis mit. Über ihre Konvergenz ist nichts bekannt.

Die Geschoßbahnen der zweiten Klasse haben als Grenzfall, wie in § 13
gezeigt wurde, den schwerefreien Schuß (§15). Wird g/w~  0 voraus­
gesetzt, so wird sich die Geschoßbewegung um so weniger von der in § 15
behandelten unterscheiden, je kleiner gjw ist. Es liegt daher nahe, die
Gleichungen §18 (32), (33), (34) so umzuformen, daß in erster Näherung
die in § 15 abgeleiteten Gleichungen (45) gelten. S iacci führt an Stelle
von x  als neue Variable die „Pseudogeschwindigkeit“ u ein durch

u ist wie x  monoton abnehmend, unterscheidet sich also in dieser Be­
ziehung von der wahren Geschwindigkeit v, die im allgemeinen zunächs 
ab- und dann wieder zunimmt. com ist eine geeignet zu wählende „mittlere
Erhöhung“ . Im Grenzfall der schwerefreien Bewegung wird man u)m =  
wählen; in diesem Fall geht also u in die Geschoßgeschwindigkeit v über.
Weiter soll gesetzt werden:

x 0 dt =  cos (o-ds
also

+  a1Q0 e /'a<'*(eae ‘  — l ) d s + - - - .  (36)
o

S ie b e n te s  K a p ite l

D ie zweite Klasse von Lösungen

§ 31- Allgemeine Gesichtspunkte

x  sec com =  u . (1)

w (v) =  w (u /.) =  B (m, ?.) w (u) ?..
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An die Stelle der Variablen x, c» sind also u, X getreten. Im Grenzfall 
gjw =  0 ist X =  1 zu wählen. Bei kleinem glw kann man also erreichen, 
daß sich X nur wenig von 1 unterscheidet, vorausgesetzt, daß die Gesamt­
krümmung des betrachteten Bahnbogens, co0 — tu, einen gewissen Betrag 
nicht überschreitet. Der Faktor B (u, X), durch den w (u X) in w (u) X 
übergeführt wird, hat für X =  1, also im Grenzfall g/w =  0 den Wert 1. 
Im allgemeinen ist er von u und X abhängig.

1B (u, X) läßt sich nach Potenzen von X — 1 entwickeln. Zunächst ist

A l  (7
w (u X) =  w (u) -j-----j-j—  u w' (u) +  ^  2 i ' u% w”  (») +  •••.

Hier bedeutet

zo(*> (u) = dK w
d (u X)x jx=i \ d v“ j v=

d* w

Also ist

wo
XB (u, X) =  1 + n 1 (u) (X — 1) +  i n 2 (u) [X — l ) 2 +

. , uw' (u) . . M2 w" lu)
nl (U) =  t„.\ . «2 (“ ) =w («) w (u) ’

Im folgenden wird vor allem die Funktion 1/B gebraucht. Hierfür ergibt 
sich die Reihenentwicklung

1/B (u, X) =  1 + f t  ( 2 - 1 )  + i / x 2 (X - 1 ) 2 +  ••• , (3)
wo

^  =  1 — nlt  i f i 2=  — + n\ ~ ni ,  ••• •
Hat der Luftwiderstand die Form eines Bernoullischen Potenz­

gesetzes,
w (v) — w (u X) =  an • (u XX)n (n =  beliebige positive Zahl),

so wird die u-te Ableitung
isfK) (u A)a=1 =  a „ n  ( n  —  1) •• ■ ( n  h +  1) un~*. 

Man erhält in diesem Fall die binomische Reihe

XB (u, X) =  1 +  ) (X — 1) +  ( ”  ) (X - l ) 2 +  • •• =  (4)

B (u , X) =  Xn -1 enthält jetzt nur X als Veränderliche oder, anders aus­
gedrückt, B hängt jetzt nur von a>, aber nicht von x  ab.

Setzt man in den Gleichungen § 13 (32), (33), (34) für die Horizontal­
beschleunigung unter Benutzung von (1) und (2)

—  X  =  w (v) cos CO =  w ( u  X)
cos w„

B (u, X) w (u) cos cu„ (5)
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so ergeben sich die neuen Formeln
u.

tg w0 — tg «  =  g sec com /  - - 1 - 
J B (u,

du
).) u w (u) ’

t

“o
=  r _ l _

J B (u, k
du

k) w (u) ’

u du 
k) (m) ’

x  sec com

x  tg cu0 — z

u du

I  B (u, /.)
U

«•

J B (u, k) w (ü) ’
U

«o
r  r ___ i _ _____ «

 ̂J J B (u, k) m ® (m) B (u, ?.) w (u)
1 m dw

(6)

Die erste dieser Gleichungen, die Hauptgleichung, kann dazu dienen, ca als 
Funktion von u darzustellen. Damit wäre dann auch k =  % (n) bekannt, 
so daß die übrigen Integrale sich ausrechnen lassen. Um formal den 
Anschluß an die Gleichungen des Grenzfalles gfw =  0 zu gewinnen, wenden 
wir den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung an (dies ist in jeder 
der fünf Formeln möglich, weil u und w (u) ihr Vorzeichen im Integrations­
gebiet nicht wechseln). Danach gibt es für jedes Integrationsgebiet u, u0 
einen Wert B, gelegen zwischen dem kleinsten und größten Wert der 
Funktion B (u, k), so daß statt (6) geschrieben werden kann:

tg w0 — tg co =
sec com
B i («) 

1
B2 (u)

[ J  (u) — J  (Mo)] ,

[ 7 »  ~ T ( u 0)],

du
w (m) ’

x  sec (Of,

s =  («) — D  («,)] ,

[D (u) — D  (w0)] ,

* tg  (»0 — s =

B3 (u)
1

B t ( m )

1

(“) *= */-„{ 
■ « “  fS)

u

<“>“  fiu du
W (M) ' (7)

B\ («)
[A (u) — A (u0) — J (u0) {D (u) — D (m0)}] ,

A M  = / J ( m )
m  du 
w  ( m )
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Diese Formeln sollen als die verallgemeinerten Siaccischen Formeln, 
die Funktionen J, T, D, A  als die Siaccischen Funktionen bezeichnet 
werden. Die zweite und dritte Formel unterscheidet sich jetzt von den 
entsprechenden Formeln des schwerefreien Grenzfalls [§ 15 (45)] nur durch 
die Faktoren, die mit g/w-*- 0 nach 1 streben. Die Faktoren Blt B2, . . .  
sind von Formel zu Formel verschieden, außerdem sind sie Funktionen der 
Integrationsgrenze. Über die genaue Größe der Faktoren gibt der Mittelwert­
satz keine Auskunft. Die Formeln (7) haben also nur formale Bedeutung.

Man kann aber aus den Formeln (7) Näherungswerte für die Bahn 
ableiten. Einige Autoren, so z. B. S iacci, V a llie r  u. a. haben die Funk­
tionen B2 («)» Bs (•u), • • • durch Konstante ersetzt, die in einem gewissen 
Bereich (u , u0) mehr oder weniger gut die Geschoßbahn darstellen. Gegen 
diese Methode ist nichts einzuwenden, wenn man sich über die Fehler­
grenzen klar ist. Bedenklicher ist es schon, alle Konstanten gleich groß 
zu wählen. Eine andere Methode besteht darin, bei den Faktoren B2, 
ß 3, • • ■ näherungsweise die Abhängigkeit von u zu berücksichtigen. Die 
erstgenannten Methoden werden darauf ausgehen, gewisse Stellen der Bahn 
möglichst gut darzustellen. Bei den zuletzt genannten Methoden hat man 
die Möglichkeit, die Näherungsbahn in ihrem ganzen Verlauf der wahren 
Bahn anzupassen. Die zunächst frei verfügbare mittlere Erhöhung co,„ 
wird man so wählen, daß die aus (7) entstehenden Näherungsformeln in 
einem bestimmten Sinne möglichst genau werden. Das ist bei den zahl­
reichen Versuchen, die Formeln (7) zu vereinfachen, nicht immer beachtet 
worden. Vielmehr wird sehr oft com nach äußerlichen und willkürlichen 
Gesichtspunkten gewählt.

W ahl von  com. Für gestreckte aufsteigende Äste ist die Annahme 
com =  co0 (S iacci), für flache Bogen, die den Gipfel enthalten, die An­
nahme a>m =  0 (K rupp) brauchbar. Manche Autoren nahmen für sec <vm 
ein Mittel aus den Werten von sec <w am Anfangspunkt und am Gipfel. 
Did ion  bestimmt sec com als das Verhältnis eines Parabelbogens zu seiner 
Horizontalprojektion, der die gleiche Anfangs- und Enderhöhung hat wie 
der betrachtete Geschoßbahnbogen. Nach § 13 (30) ist

Po Po

g s = f  x 2 sec co dp , g x  =  J x 2 dp , p =  tg co , 
v v

wo in der widerstandsfreien Parabel x  =  x 0 zu setzen ist; also bestimmt 
sich bei D id ion  sec wm aus

Po Po

s : x =  J*sec oj dp r J  dp =  sec ojm ,
v p

oder, was dasselbe ist, aus dem Verschwinden der Fehlersumme:

J  (sec co — sec wm) d tg a> =  0 . (8)
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Man kann zwar erreichen, daß Geschoßbahnbogen und Parabelbogen 
zwischen a>0 und o) dieselbe Horizontalprojektion x  oder dieselbe Bogen­
länge haben, beides kann aber nicht gleichzeitig gefordert werden. Ebenso­
wenig gibt es eine Wurfparabel, die im Anfangs- und Endpunkt den Bahn­
bogen berührt [vgl. § 14], Die Bemerkung von S iacci* ): ,,Cet arc 
parabolique differe fort peu de l’arc veritable“ ist also falsch. D idion**) 
nennt übrigens fälschlicherweise den Vergleichsbogen ,,un arc parabole 
oscu la tr ice  ä l ’une des extremites“ . Sollen Anfangs- und Endpunkt 
des Bogens, sowie Anfangs- und Enderhöhung in der wahren Bahn und 
der Näherungsparabel übereinstimmen, so muß nach § 14 z. B. eine 
Parabel mit schräger Achse zugrunde gelegt werden. Für jede Näherungs­
bahn dieser Art ist

g s — J  x 2 sec ca d tg  a> =  sec com J' x 2 d tg co =  g x  sec com .
Man müßte also dann die Fehlerbedingungen

der Bestimmung von com zugrunde legen.
W ahl von  B. Wählt man com =  co0 und B =  1, so ist die Beziehung 

zwischen x  und x  in einem Bahnpunkt um so genauer richtig, je näher 
er dem Bahnanfang ist. Die aus den Formeln entstehenden Näherungs­
bahnen „oskulieren“  die wahre Geschoßbahn im Anfangspunkte. Wählt 
man B =j= 1, so hört die Näherung auf, eine oskulierende zu sein, sie wird 
„interpolierend“ . Sie hat dann nicht mehr die Eigenschaft um so genauer 
zu sein, je kleiner der Bogen ist, aber sie kann bei zweckmäßiger Wahl von B 
auch noch bei größeren Bogen eine leidliche Annäherung geben ***). B orda 
nahm x  — — c x 2 sec co0 oder, was dasselbe ist, x  sec cu0 — — c (x sec co0)2. 
Sein Verfahren ist also sowohl zu den oskulierenden mit com =  co0, B =  1 
als zu den interpolierenden mit wm =  0, B =  sec <w0 zu rechnen. Bei 
S iacci steht ß cos w0 statt B. Durch unsere Einführung von B an Stelle 
von ß cos co0 werden aber alle hierauf bezüglichen Formeln anschaulicher 
und übersichtlicher. Von 1 verschiedene Werte von B kommen vor in 
Verbindung mit der Annahme (om=  co0 (Siacci), mit der Kruppschen 
Annahme wm =  0 (Charbonnier), mit der Didionschen (Takeda).

Bei der Wahl von tom und B muß vor allem auch beachtet werden, 
daß die Zwischenwerte in (7) verschieden sind, je nach dem Bahnelement, 
das bestimmt werden soll. Ein Wertepaar tom, B, das die Schußweite 
genau liefert, kann im allgemeinen nicht auch die Schußzeit genau 
darstellen.

*) Balistique, Paris 1892, S. 56.
**) Balistique, Paris 1848, S. 160.

***) Über oskulierende und interpolierende Näherungen vgl. des Verfassers Buch: Kon­
struktionen und Approximationen, Leipzig 1913, S. 192.

(9)
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§ 32. Verfahren von Siacci und Vallier
Wir wählen jetzt mit S iacci cam=  ca0, setzen also u =  x  sec ca0. 

Bezeichnen wir den S iacci sehen Mittelwert von B mit B, so soll B durch 
die Forderung bestimmt werden, daß die Fehlersumme

f  \_B (iv, (0) — B] G (tg ca) d tg ca — 0 (10)

ist. Um diesen Ansatz zu verwerten, wählen wir das „Gewicht“ zu 
G =  (tg ca — tg a>o)2, damit die Fehler entfernt vom Anfangspunkte um so 
mehr ins Gewicht fallen*). Ferner wählen wir die Grenzen des Integrals 
gleich a>0 und — ca°, so daß es sich über die „ganze“ Bahn erstreckt. Schließ­
lich setzen wir für v einen konstanten Wert vx, weil B nach (4) nur von /  
abhängt, wenn man w (v) durch ein Bernoullisches Potenzgesetz approxi­
miert. Für vx nehmen wir diejenige Anfangsgeschwindigkeit, die im leeren 
Raum mit der Erhöhung ca0 die gleiche Schußweite x° ergibt, also 
vj 2 =  g x°/sin 2 ca0 [§ 14 (42)]. Dadurch wird, wenn nach (2)

B (v, ca) = w (v) 
w (u) X

gesetzt wird,

w (v)
/ COS CD

w \v----------\ cos a>0

cos cDq

COS CO

B l  G (tg tu) d tg cd =
w (vx)

L U S  VJ

W \V

COS <y0 .---------r— G (tg cd) a tg cd .cos ca 
cos ca.

Nimmt man noch in erster Näherung ca° =  — ca0, so wird B eine bloße 
Funktion von ca0 und x°, kann also in einer Tabelle mit doppeltem Eingang 
dargestellt werden.

Zur Beurteilung dieses Siaccischen Verfahrens beschränken wir uns 
auf kleine Bogen, für welche die Annahme berechtigt ist, daß B von v 
unabhängig ist; d. h. für v und für das zugehörige u soll der Exponent 
des Bernoullischen Gesetzes derselbe sein; er sei mit n(v) bezeichnet. 
Ebenso sei er derselbe für vx und %  =  vx X0; dieser sei mit n (yj) bezeichnet. 
Dann ist der wahre Wert Bv ein Mittelwert von B =  während
der Siaccische Wert B ein Mittelwert von (B) =  ist. Gilt
für vx und v derselbe Exponent, ist also n (wj) =  n (v), dann kann (B) 
für B genommen werden. Daß dies nicht immer der Fall zu sein braucht, 
zeigt folgendes Beispiel. Es sei vx nahe der Schallgeschwindigkeit, so daß 
n (wj) den größten Wert, etwa 5 hat. x° sei die zugehörige Schußweite im 
leeren Raum. Für v0 werde eine Überschallgeschwindigkeit mit n (v0) =  2

*) S ia cc i wählt G =  (tg o>0 +  tg o>)2, wodurch die Fehler nahe dem Anfangspunkt 
mehr ins Gewicht fallen.
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gewählt. Schließlich wird der Geschoßfaktor so groß gewählt, daß mit der
Anfangsgeschwindigkeit v0 die Schußweite x ü erreicht wird. Dann ist auf
der ganzen Geschoßbahn: 1 <  n (v) == n (wj) und zwischen &>„ und — oj0

ist X0 =  C0S- ft̂ - g  1, also (Abb. 27)
COS O)

1 ^  B 2 : (B), während zwischen — co0 
und to° die Ungleichung 1 ^  B (B) 
gilt. Demnach kann ein Mittelwert
von (B) kleiner sein als jeder Wert
von B, B ist also dann sicher nicht
der gesuchte Wert Br. Man könnte
also in diesem Fall mit mehr Recht 

den größten oder kleinsten Wert von B (u, /.) als Näherungswert von Br 
benutzen.

Das Verfahren von V a llie r  zur Ermittlung eines Wertes für B ist
im Kern das folgende. Die Taylorsche Entwicklung mit dem Restglied
in Form eines bestimmten Integrals:

z =  z0' x  +  i  z0" X* +  i /  (* -  f)* (f) de
0

ergibt, wenn man für z', z", z'" ihre Werte nach § 28 (8) einsetzt:
X

z = x  tga>0 - ~ g - ^ r  +  g J  (x - £ ) 2- i -d £ .
0 o 5

Nach § 31 (5) ist, wenn noch ojm =  eo0 gesetzt wird, £ =  — B(£)w(u)cosco0. 
Setzt man dies- in das Restglied ein , so ergibt sich, bei Anwendung des
Mittelwertsatzes (der Integrand des Restgliedes ändert nirgends sein 
Vorzeichen):

X  X

f  (x — £)2 ̂  ^ (u) i £ — B cos a>0 f  (x — £)2 w ^  d£ , M =  |secft)0 .
J J q*0 0
B ist jetzt der V alliersche Mittelwert. Läßt man die Formel auch für
Werte zwischen 0 und x  gelten, so entsteht ein Fehler bei der Berechnung
von z, der am Anfang und Ende des Integrationsintervalls verschwindet. 
Die Fehlerbedingung lautet also:

X  _  X

J { x - £ Y {B d^ =  J ( x - £ ) * s (£)dS =  0 . (1
o o

Das ist eine lineare Gleichung zur Bestimmung von B, die sich lösen läßt, 
vorausgesetzt, daß man die Koeffizienten der linearen Gleichung be-
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rechnen kann. Das kann man auf Grund einer ersten vorläufigen Bahn­
bestimmung. Im einzelnen setzt V a llie r  B — B im Bereich (0, jt).als 
wenig veränderlich voraus; dann kann s (£) durch eine lineare Funktion 
approximiert werden:

%2 £ l „  ̂ -̂ 1—{_
x2 — xx x2 — xxe (f) =  ex

Die Gleichung für B wird dann

X *

exf ( x - $ ) 2 (x2 - Z ) d £ + e 2f  (x - x x)d£ =  0 .
o o

Dabei sind die zu xx und x2 gehörigen Werte =  e {x-̂ j und e2 =  s (#2) 
durch eine erste Bahnbestimmung angenähert zu ermitteln. Das so 
gewonnene B ist einer verbesserten Bahnbestimmung zugrunde zu legen 
usw. Wenn das Verfahren konvergent ist, so würde die wiederholte An­
wendung desselben die zu der Endabszisse x  gehörige Ordinate z immer 
genauer ergeben. Über die Darstellung der zu kleineren ^-Werten ge­
hörigen Ordinaten ist damit natürlich nichts ausgesagt. V a llie r  wählt 
insbesondere für x  die Schußweite x°, ferner für P1 den Anfangspunkt, 
also xx =  0 und für P2 den Gipfel, für den näherungsweise x2 =  0,55 x° 
genommen wird. (Gegen diesen Wert werden in § 16, S. 52 Be­
denken erhoben.) Nach Einführung der approximierenden Funktion 
e (|) ist es nicht mehr sicher, daß das berechnete B der gesuchte Mittel­
wert ist.

Die Verfahren von S iacci und V a llier  liefern zwar Mittelwerte von B, 
aber diese Mittelwerte haben nichts mit den in den Gleichungen (7) auf­
tretenden Werten Br zu tun. Bei S iacci wird B — B im Mittel über 
alle co-Werte zwischen co0 und — co0 zu Null gemacht, bei V a llie r  werden 
nur zwei Punkte der Bahn herangezogen, mit der Bedingung, daß die 
Endordinate z° richtig dargestellt wird. Diese Bestimmungen von B sind 
ebenso wie diejenigen von sec com ganz willkürlich, können im einzelnen 
vielfach abgeändert werden, da dabei der für jede solche Bestimmung 
entscheidende Gesichtspunkt unbeachtet bleibt: sec wm und B sind so zu 
bestimmen, daß die Formeln (7) „möglichst genau“ richtig sind. Und 
selbst wenn es gelänge, ein einzelnes Element, wie die Schußweite x°, die 
Flugzeit t°, den Aufprallwinkel tu0, die Endgeschwindigkeit v° zu berich­
tigen, so würden die hierfür geeigneten Werte von B und sec a>m noch 
nicht dasselbe für die anderen Elemente leisten, noch viel weniger würde 
dadurch die gesamte Geschoßbahn und der zeitliche Verlauf in ihr genauer 
dareestellt.
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§ 33- Fehlergrenzen
Will man die Formeln (7) zur Berechnung beliebiger Geschoßbahn­

elemente benutzen, so muß man sich darüber klar sein, daß sie mit fest 
gewählten B-Faktoren nicht für beliebiges u gelten können. So aufgefaßt, 
sind die Formeln falsch und sie können durch keine Bestimmung von B 
und sec com berichtigt werden. Es kommt vielmehr darauf an, die F eh le r ­
grenzen dieser Formeln zu ermitteln und durch zweckmäßige Wahl von B 
und sec com möglichst zu verengen. Dadurch erhält man ein Urteil über
die Genauigkeit und kann, wenn man will, M itte lw erte  bilden. Das ist
der im folgenden eingeschlagene Weg, der sich auch noch darin von den
früheren unterscheidet, daß er sec com und B zugleich berücksichtigt.

1. E in fach es V erfahren. Nach (2) ist der korrigierende Faktor B 
definiert durch

I cos co \
1£) J V ------------ J1 = w ( u ) l =  \ cos comj

B (u, 2) w (u 2) , . cos co ' '' w (v)------------cos com
Die Faktoren 1 jBv der Gleichungen (7) liegen also sicher zwischen dem 
größten und dem kleinsten dieser Werte. Eine erste Schätzung erhält 
man durch die Annahme, daß im ganzen Intervall

w (v) =  a vn und w
cos co 

v -----------
 ̂ COS (Om

=  a
cos co \n 

cos com j
gesetzt werden kann; so klein, daß diese Annahme zulässig ist, wäre also 
der betrachtete Bogen zu nehmen. Dann wird

1 / cos co V” 1
B (u, 2) \ cos oom I

(13)

es kommt also auf die Ermittlung des größten und kleinsten Wertes von 
cos co an, die bei einem nur auf- oder nur absteigenden Bogen am Anfang 
und am Ende liegen, während bei einem auf- und absteigenden Bogen 
der größte Wert im Gipfel, der kleinste im Anfang oder Ende liegt.

In einem „flachen“  Gipfelbogen (co0 co 2 : co°), wo co0 und |<w°| beide
klein sind, wird man com =  0 wählen, also gilt

cos” -1 co° 1 . (14)

71 —  1
Ein Zwischenwert ist cos” -1 co° =  1 — — ^ • Für n =  2 ist also
cos co0 ein Zwischenwert. Das Wertepaar com =  0, B =  sec co0 hat B orda
benutzt.

Wählt man für einen aufsteigenden Ast com =  w0, so gilt 

1 2== sec" -1 coB .L>v
(15)
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Für n =  8 ist das arithmetische Mittel aus den Extremwerten |(1 -f-sec2co0), 
genähert gleich sec <w0, für beliebiges n ergibt die Reihenentwicklung

fl  __ 1
1 d----- ^—  e>o ■ Wählt man für den absteigenden Ast a>m =  a>°, dann ist

■1 2—  ft)0 . Auf diese Mittelwerte hat Char-
ndas arithmetische Mittel 1

bon n ier hingewiesen. Die obige einfache Herleitung läßt die engbegrenzte 
Anwendbarkeit derselben erkennen.

2. S chärferes V erfahren . Wir wollen jetzt die Grenzen genauer 
bestimmen. Nach dem Mittelwertsatz ist

w (u) =  w (v) (u — v) w' (V) ,
_ _ 1) w' (v)

wo v ein Wert zwischen v und u ist. Wird n —

1
B {u, X)

W  (V)

1 +  ( « - ! )  (1 - i )

gesetzt, so ist von 

(16)

der größte und kleinste Wert zu ermitteln. Zu dem Zweck wird zunächst 
X transformiert:

. COS (Om i /  1 | . ol  —  --------------  —  c o s  w  V  1 t g 2 ,
COS (0

=  cos coTO-V 1 +  tg2 coTO +  2 tg 0)m (tg w — tg ft)TO) +  (tg ft) — tg ft)m)2
=  y  1 — 2 sin com-H +  H 2 =  y  (1 — sin com-H)2 +  (cos com-H)2 ,

wenn man tg tu — tg u>m — — sec u>m• H  setzt. Durch Wahl von «)„ 
werden wir erreichen, daß

0 sin com-H ^  1
ist. In diesem Fall wird

X =  ( 1 — sin iom-H) +  @-cos com-\H\ mit 0 ^  0  ^  1 . 

Also wird erstens
1 — X =  |H| (| sin ojm\ — 0  cos com) ; 

zweitens ist identisch
cos2 co™-//2

(17)

(18) 

(19)

1 — X =  sin o)m-H — 

also durch Einsetzen von (18):

1 — /. =  sin eo„

Folglich wird erstens
1

■H

(1 — sin (om'H ) +  /  ’ 

cos2 ft)ra-H2

B (u, X)

2 (1 — sin (om-H) +0-COS com• |//| 

1 +  (»  — 1) (| sin ft)m| — 0-cos ct)m)- |H|

(20)

(21)
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und zweitens

1
b  (u ,;.) : 1 +  (n — l)sin com-H

(n — 1) cos2 com■ H 2
2(1 —sin com-H) + 0 co s co m-|H] (22)

Um die Ungleichung (17) durch Wahl von corn zu erfüllen, wählen wir
auf einem Gipfelbogen com =  0. Dann wird nach (22)

1 _  j  _  (n — 1) tg2 co 
B 2 +  & | tg oo |

Für die Faktoren B* aus (7) gelten also die Ungleichungen
ft _ 1 1

i --------^  tg2 M max ^  ^  l , (23)

wo ] co |max der größere der Werte von | oj [ am Anfang bzw. am Ende
des Bogens ist.

Auf aufsteigenden Bogen ist sin com >  0, also muß auch H  2= 0, d. h. 
tg twm 2 t tg co sein. Demnach muß man com =  ca0 wählen. Auf absteigen­
den Bogen ist sin com <  0, also muß auch H  £= 0, d. h. tg eom =§= tg co sein. 
Also muß man co m =  co° wählen. Die Ungleichung (17) ist beidemal 
erfüllt. Es ist nämlich

sin wm'H =  sin com• cos com • (tg vom — tg w) —
sin .--------— sincos CO (om co) (24)

oder, wenn statt co dessen Komplement d = 71

2 — co eingeführt wird,

0 cos dm- sin (ö — dm) ^  
sin 8

in beiden Fällen, denn jeder der beiden Faktoren ist absolut ge­
nommen nicht größer als 1 und beide sind zugleich positiv oder zugleich 
negativ.

Bei auf- bzw. absteigenden Bogen benutzen wir Formel (21). Es ist 
dann der Faktor von n — 1 in (21) wegen (24):

(sin co0 — 0  cos co0) (tt>0 — 0>) 
cos co ”  (tg co0 — 0 ) sin (co0 — OJ0) ,

(sin cou „  sin (co — co°) __ , , ..- 0  cos co°)------------------- - (tg co°cos co ■ 0 ) sin (co0 — eo°) .

Je steiler also die Bogen sind, d. h. je größer tg co0 bzw. tg [ | ist, je
kleiner muß die Gesamtkrümmung co0 — co° des zu berechnenden 
Bogens genommen werden, um eine vorgeschriebene Genauigkeit zu er­
reichen.
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§ 34- Bestimmung der korrigierenden Faktoren
Der Gedanke, die Lösungen zweiter Klasse an den Grenzfall der 

schwerefreien Bewegung (§15) anzuschließen, soll jetzt ohne Annahmen 
über den korrigierenden Faktor Bv durchgeführt werden. Genau wie 
in § 31 (2) werden v, co durch die Variablen u, X ersetzt. Zunächst wird 
die erste der Gleichungen (6), also die Hauptgleichung des Problems dazu 
benutzt, um X als Funktion von u auszudrücken. Wird zur Abkürzung

H (u) =  - g  f  ■_ /  ...------- (25)J B (u, /) uw  (u)
u

gesetzt, so ergibt sich aus der ersten Gleichung (6), wenn noch com =  co0 
gewählt wird,

X2 =  1 - 2 F  sin co0 +  H 2 (26)

als neue Form der Hauptgleichung. X unterscheidet sich also um Größen 
der Ordnung g/w von 1. Für 1/B (u, /) gilt nach (3) eine Entwicklung 
nach Potenzen von X — 1; auch 1/B unterscheidet sich von 1 um Größeü 
der Ordnung g/w. Bei Beschränkung auf Glieder 1. Ordnung in g ergibt 
sich daher für X und B bei Beachtung von (7),

A(P (u) =  1 — He sin co0 , Ha (u) =  J (u) — J (u0) ,
1

BW =  1 sin co0-H0• (wx — 1) , n\ (u) =
u w' (u) 

w (u)
(27)

Werden diese Näherungswerte in die übrigen Gleichungen (6) eingeführt, 
so ergibt sich

«a

t =  T (u) — T (w0) +  sin co0 J (Wl — 1) H0 +  (g2) ,
U

w*

/ u du
(nx — 2) H 0 +  (g2) , ^

U
U,

/ u du(wx — 1) He +  (g2) ,

u

x tg co 0 — s =  A (u ) — A (u0) — J (u0) [D (u) — I) (zr0)} +  (g2) •

Die vierte Gleichung geht also bei Berücksichtigung der Glieder 1. Ordnung 
in g aus der entsprechenden Gleichung (6) hervor, indem dort B& =  1 
gesetzt wird. Tabuliert man die Funktionen
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T i(M) =  J  ( « , - ! )  J (« ) du 
w (u)

u du

T* ( « ) =  J  ( n i ~  1)

U

du
w (u) ’ 

W du
(29

a  («) =  r  («i - 1 ) j  («) / \,j  ® (m)
so erhält man aus (28)

t =  T (u) — T (u0) +  sin (o0[T1 (u) - - T1 (w„)
-  J  (w0) \T* (u) -  T* (w0)}] +  (g2) ,

«  sec o)0 — D (u) — D (u0) +  sin co0 [D1 (w) — Dj (w0)
-  J  (w0) {Dt ( u ) -D *  («„)J] +  (g2) , (80)

*  tg w0 — s =  A  (u) — A (u0) — J (u0) [D (u) — D  (w0)] +  (g2)
s =  x  sec <ü0 — (x tg eo0 — z) sin oj0 -f- (g2)

=  # cos w0 +  z sin m0 +  (g2) •

Vergleicht man diese Formeln mit den Gleichungen (7), so ergeben sich
die Zwischenwerte B2 und Z?4 aus

=  1 +  ßi K  uo) sin <w0 ,■ö2 
1

B. =  1 + ^ 4  (u, u0) sin co0 ,
(81)

WO

ß2 (w, w0) Tj («) ~  T, (w0) -  J  (Wq) {Ft (w) -  T* (mq)) 
T (u) — T  (w0) +  (g4)

(32)
/? f-: u 1 A  (“ ) -  A  K )  -  J  («o) { A  («) -  A  (Wo)}

{U’ Uo}-  D ( u ) - D ( u o )  + ( g )
Die Koeffizienten ß2, ßt verschwinden zugleich mit g; sie sind Funktionen
von w und w0, aber nicht von to0) sie können also z. B. für jedes Werte­
paar u, u0 einem Nomogramm entnommen werden. Aus (32) wird deutlich,
daß die Zwischenwerte von B verschieden zu wählen sind, je nachdem
ob die Schußzeit oder die Schußweite bestimmt werden soll.

Gilt in demselben Bahnbogen mit ausreichender Genauigkeit dasselbe
B ernoullische Gesetz, ist also

w w' (u)n1{u) =
w (w)

so ist von den Funktionen (29) nur

n =  const,

Tl { u) =  ( n - l ) J  J (w) =  (w — 1) T' (w)
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neu, während sich die Funktionen
r :  («) =  ( » - 1 ) 7 » ,
Z>i (u) =  (n — 1) A (u) ,
D* (u) =  (n -  1) D (u)

durch die in (7) eingeführten Funktionen ausdrücken lassen. Für die 
Koeffizienten ß2 und ßt ergibt sich dann:

T »  - 7 » )ß2 (u, u0) =  (n — 1) 

ßi («, «o) =  ( « — !)

7  (m) — 7  (w0) 
4̂ (m) — (m„)

— J  (u0) 

J (u0)D (u) — D (u0)

Hier läßt sich ßi anschaulich deuten. Aus (30) folgt

ß 4=  ( n - l ) ^ g t ° ° ~ 2 + ( g 2) ,  a: sec co0 b 7

=  ( « — !) (sin (o0 — tg e • cos co0) +  (g2) 
=  (fl — 1) sec e • sin (co0 — e) +  (g2) ■

+  (g2) , 

+  (g2) •
(33)

(34)

Unter s wird der Geländewinkel verstanden, das ist die Neigung des 
Richtstrahles nach dem Zielpunkt gegen den Horizont, co0— e ist also der 
Visierwinkel. Bei Zielen im Mündungshorizont ist noch einfacher

~  =  1 +  (» — 1) sin2 co0 >  1 .

Ist die Annahme nx =  n nicht mehr zulässig — das ist vor allem zu er­
warten, wenn die Geschwindigkeiten in einem nicht mehr kleinen Bereich 
die Schallgeschwindigkeit einschließen — dann ist auf die Formeln (32) 
zurückzugehen.

Wählt man o)m von oj0 verschieden, so hat man noch eine zusätzliche 
Bedingung verfügbar.

Mit A„ =  cos wm/cos m0 ergibt sich statt (26) die Hauptgleichung 
P =  V  - 2 7  A0sin co0 +  H 2 .

Gehen wir sogleich auf den Fall eines Bernoullischen Widerstands­
gesetzes ein, so ergeben sich die Zwischenwerte von B (u , 1) zur Berechnung 
von t bzw. x  zu

—1 — =  1 - f  (n — 1) (1 — /„) + ß 2 sin co0 ,
■£>2, m

=  1 +  (n — 1) (1 — ;.0) +  ßi sin m0 ,
•£>4, m

wo ß2, ßi die in (33) berechneten Größen sind. Man kann jetzt ?.0 so wählen, 
daß die Glieder 1. Ordnung möglichst verschwinden. Selbstverständlich
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ergibt sich für A0 ein verschiedener Wert, je nachdem B2, m oder fi4, m 
betrachtet wird. Im folgenden soll nur Bitm weiter untersucht werden.
An Stelle von (34) ergibt sich jetzt

ßt =  in ~  !)  Z = { n — 1) (tg co0 — tg e) cos wm ,

also wird

-J—  =  1 - f  (n — 1) [1 — Ao +  sin o v co s  w0- (tg <u0 — tg e) A0] . (86)
■̂ 4, ?n

Hieraus folgt, daß z. B. das Wertepaar

Bi, m =  1 , sec com =  cos w0 +  sin co0 • tg s (37)

gewählt werden kann, um die Glieder 1. Ordnung in gfw voll zu erfassen. 
Allerdings gehört zu (37) nicht immer ein reeller Wert cum, denn es muß 
sec wm 1 sein. Liegt das Ziel im aufsteigenden Ast der Schußbahn 
und ist die Gesamtkrümmung des betrachteten Bahnbogens klein, so ist 
mit großer Annäherung e =  w0. In diesem Fall wird also com =  cu0. Für 
Ziele im Mündungshorizont, also für e==0 gibt es kein reelles c» m, denn 
es ist dann sec com =  cos co0. Der kleinste Geländewinkel e, für den 
Bi, m =  1 gesetzt werden kann, berechnet sich nach (37) aus sec <oTO =  1 
=  cos a>0 +  sin w0*tg e, also s =  \ a>0. Für Geländewinkel e <  ^ co0 wird 
also a>m =  0 zu setzen sein. Setzt man dies in (36) ein, wählt also 
A0 =  spc. co0, so befriedigt das Wertepaar

-5—  =  1 +  (» — 1) [1 — cos C(V (1 +  tg e)] >  1 , wTO =  0 (38)
Hi, m

die Gleichung (36). Liegt der Endpunkt des Bahnbogens im Horizont 
des Anfangspunktes, so ist in (38) e =  0 zu setzen.

Die Genauigkeit der Rechnung läßt sich beliebig steigern, wenn die 
Größen H  (u , /), /. (u) und B (u, /.') durch Iteration angenähert werden. 
//(°), //<2>, . . .  sei eine Folge von Näherungswerten der durch (25)
eingeführten Funktion, indem

u ,

) (u A) =  — p ( ------- 1------------- — —' ’ ; g J B ^ iu J )  uw{u)
U

gesetzt wird. Die ersten Glieder der Folge sind / / <0) =  0, H (l) =  J(u) —J (n0). 
Bei jeder neuen Näherung treten natürlich auch neue Siaccische Funk­
tionen auf. Der Arbeitsaufwand steigt also beträchtlich. Besser ist es 
schon, die Bahnkurven in Teilbögen aufzuteilen. Die Gesamtkrümmung 
ist in jedem Teilbogen so klein zu wählen, daß die Berücksichtigung 
der Glieder 1. Ordnung zur Darstellung ausreicht.
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§ 35- Integrable Fälle
Von Fällen, in denen durch Wahl der Funktion w die Quadraturen in den 

Formeln (7) ausführbar werden, haben wir schon den Bernoullischen 
behandelt. Einen zweiten solchen Fall hat D id ion  gefunden. Es ist der 
des Gesetzes

w =  a v 2 fl + -|rj > (39)

das D id ion  zur Verbesserung des Newtonschen aufgestellt hatte, da 
die Versuche ergaben, daß der Widerstand schneller wächst als das Ge­
schwindigkeitsquadrat. Es gibt allgemeinere integrable Gesetze, die das 
B ernoullische und das D id ion  sehe als Sonderfälle enthalten. Mit 
solchen Gesetzen kann man wegen der größeren Zahl darin vorkommender 
Koeffizienten eine bessere Annäherung an die Widerstandstabelle er­
reichen. Es ist im folgenden zweckmäßig, x  statt x  als unabhängige Ver­
änderliche einzuführen, wie es auch D id ion  getan hat. Dann hat man 
zunächst

dx  , . r d x

o
dt ■ also t =

ferner aus § 23 (3):
p , Cg dx, also integriert tg a>0 — tg ca =  / 
x  J x

und durch eine zweite Integration x  tg m0 — z SPig dx d x .

0 0
Nehmen wir als Beziehung zwischen x  und x  an:

ä  + £ “ (1 +  £) [1 + i k j
(40)

mit beliebigen Konstanten r, itt, v, s, M, so erhält man daraus durch Diffe­
rentiation und Elimination von x  die Beziehung zwischen x  und x, nämlich

v ftx 0 (x\ 2- JT /* \ r . 
rM  \xj L W  .

m - i
(41)

Dieses Gesetz geht aus einem Gesetz zwischen w und v von der Form
vm\p

w =  a vn 1 +
R

(42)

hervor [vgl. (39)]. Integrable Fälle erhält man z. B., wenn l/r eine negative 
ganze Zahl ist. Beschränken wir uns auf den Fall r — — 1 und setzen,

V ablen , Ballistik. 2. Aufl. 8
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wodurch die Allgemeinheit nicht weiter eingeschränkt wird, v 

erhalten wir durch Ausführung der Quadraturen:

1
ft +  1 ’

so

x 0 (1 + 4
1 ^ - ) ” - l

M  x 0j
1 X

M  Xg
tg tag — tg ca =

gx
xl

2-r

(1 +  4

„ V X \ v
1 +  M  T J  ~ l

(2 — v) x 
M  Xg

— 2 e (1 +  e)

x tg a>g — z =

v X \ y i
1 + W

1 X
M  Xg

+ e2

Zx
2*1

1 + V Xj  »» a: \ » 2  a: j

(l+£)2̂ -----M  -------- 2 e (1 +  e)  ̂ M  * 0'

1 + v  a:

(2 —r) a:2
M 2xl

1 (v + 1 ) a;2
T  “ M2̂

-+«•

Diese Formeln liefern einerseits für den Bernoullischen Fall £ =  0 
die Formeln

%-i _  xg 1 j
A  - iV X \ y

M  Xg
_ j _1_ v — 2

X = V~ J f -  Xg*-1 je*-',

t =  M
V X \y

M  Xg

tg «0 — tg 0)
g M

(2 — V) Xg

2—v
V X \ y

M  Xg j

X tgojg — Z =
g M 2

2 (2 — v)
v x  >- 2 x

M  Xgj M  Xg

Andererseits erhält man, wenn man e 4= 0 beibehält, aber zur Grenze 
lim v =  0 übergeht, die Formeln von D id ion :

Dell
(43)

Dell
(44)
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x~x — Xq 1 (1 - f  e) eM *• — e j , 
. „ . £— x  =

M  x„ M  x\

• _  x 
x0

 ̂  ̂ gxtg«o ~  tg 0) =
^ A

. g x 2* tg ö>0 -  S =  | ^

(1 +  e)
qM xq

X
M  Xq
2 x

fiM X9 --  1
( 1 + e ) 2- ^ 1 - 2 £ ( l + £ )

gM xq _1 + £2

M  Xq M  Xq

2 X , * X '

(1 +  £)2 1 / ------2£(l +  £ ) ^ -7-A f^ , ,  +£^

2 \Mx0
1
2 \M Xq

(45)

Bei D id ion  ist ip =  a v 2 -\— — v3,
R

also — sec com • x  — a (sec wm ■ x )2 H— (sec wm-x )3 ,K

also 1
M  xq sec wm ’

Xq sec m„ 
R

Die Einführung von x  statt x  als unabhängige Veränderliche ist, 
wenigstens bei Gesetzen der Form (41) nicht nötig, da man vermittelst 
(40) x  explizit durch x  ausdrücken kann. Dagegen ist die Einführung von 
t als unabhängiger Veränderlicher nur im Bernoullisehen Fall e =  0 
möglich, da man aus der dritten Formel (44) x  explizit durch t ausdrücken 
kann. Tut man das, so kommt man auf die Formeln (30) in § 20.

Derartige Lösungen des ballistischen Problems durch endliche Aus­
drücke hätten große Vorzüge, wenn es möglich wäre, ihnen die nötige 
Genauigkeit zu geben. Dazu müßte man ein integrables Widerstandsgesetz 
finden, das sich der Tabelle genau genug anschmiegt. Die Formeln (7) 
werden nun meist als Näherungsformeln verwandt, indem man X und By 
als Konstante ansieht. Man muß dann zur Erreichung einer bestimmten 
Genauigkeit die Geschoßbahn nicht als Ganzes, sondern in Teilbogen 
berechnen. Dazu aber genügt ein integrables Widerstandsgesetz, das sich 
zonenweise der Tabelle gut anschmiegt, wie es das Bernoullische 
tut, das sich durch Einfachheit empfiehlt. Es ist aber erwünscht, die in 
jedem Falle erforderlichen Rechnungen auf ein Mindestmaß zu beschränken, 
also den Hauptteil der Rechnungen nur ein für allemal auszuführen und 
tabellarisch darzustellen. Dabei ist es dann nicht mehr angebracht, ein

8*
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Näherungsgesetz zugrunde zu legen, sondern man wird zweckmäßiger die 
Widerstandstabelle selbst den Berechnungen unterlegen. Das ist der 
heute übliche Weg. Die praktischen Hilfsmittel zur Berechnung der nun 
ebenfalls durch Tabellen darzustellenden Integrale in (7) gibt § 23.

§ 36. Die 33 Schußbahnaufgaben erster Art. Sekundäre Funktionen
Ersetzt man in den genauen Formeln § 31 (7) die Funktionen Br (u) 

durch eine gemeinsame Konstante B,

Diese Formeln werden als die Siaccischen bezeichnet, wenn man 
in ihnen sec wm — sec <w0 und B =  /3-sec co0 setzt. In der Lösung von 
K ru p p -G roß  wird dagegen sec com =  1 genommen. Nach dem, was 
in § 31 über die Bestimmung von sec o)m gesagt wurde, empfiehlt sich die 
erste Annahme bei steigenden, die letztere bei Gipfelbögen, während für 
fallende Bögen am besten wm =  ®° genommen würde; wofür man zunächst 
näherungsweise — u>0 nehmen kann. Die übliche Berechnung lediglich 
nach der Siaccischen Annahme sec <wm =  sec <w0 gibt also nicht stets 
die beste durch diese Formeln erreichbare Annäherung. Ebenso darf 
man die Schußbahn nicht als einen Bogen berechnen, sondern muß sie erst 
in Bögen kleiner Gesamtkrümmung zerlegen, falls sie nicht selbst ein 
solcher „kleiner“  Bogen ist. In jedem Falle handelt es sich aber nur um 
ein Näherungsverfahren, dessen Wert nicht überschätzt werden darf. 
Die Siaccischen Bahnen fallen unter unsere „Grenzbahnen“  (s. § 18);

Die dritte Siaccische Gleichung (46) kann man schreiben:

Das ist die integrierte Hauptgleichung, die Gleichung des Geschwindig­
keitsrisses. Bezeichnet man den Wert der rechtsstehenden Integrations­
konstanten mit C, so kann man die vierte Siaccische Gleichung schreiben:

Bx (u) — B2 (u) =  ■ • • =  B5 (u) =  B =  const,
so entstehen die Näherungsformeln

(46)

. sec (om T , ,tg a> H------ ------• J (w) =  const.B (47)

C 'x  — 2 — A («) =  const. (48)
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Wir bezeichnen die sieben Elemente x, z, t, u0, co0, u, co als die Ele­
mente eines Schußbahnbogens 0  P. Da zwischen diesen sieben Elementen 
die vier Siaccischen Gleichungen bestehen, kann man zu drei gegebenen

7 ‘ 6-5Elementen die Werte der vier übrigen finden. So entstehen  ̂  ̂ g =  35

Aufgaben, von denen aber zwei (u, u0, x), (u, u0, t) wegfallen, da mit u 
und u0 nach (46) zugleich * und t bereits bestimmt sind. Von praktischem 
Interesse sind von diesen Aufgaben z. B. die folgenden:

Gegeben u0, co0, co. Die dritte Siacci-Gleichung liefert J(u), daraus 
u vermittelst der Tabelle. Dann erhält man t, x, z aus der ersten, zweiten 
und vierten Gleichung. So findet man z. B. zu co =  0 die Elemente des 
G ip fe ls : m„ , **, z*.

Gegeben w0, <o0, zjx (d. h. der Geländewinkel e =  arctgz/^). Man hat u 
zu ermitteln aus der Gleichung, die durch Division der vierten durch 
die zweite Siacci-Gleichung entsteht:

tg co0 z
x

sec com cA (u) — A (u0) 
B { / )  (u) — D (u0)

Diese Aufgabe muß man lösen, um die Elemente des A u ffa llp u n k tes  
auf geneigtem Boden, oder bei z =  0 auf waagerechtem Boden zu finden.

Die Auflösung solcher Aufgaben wird erleichtert durch Tabellen für 
die Funktionen

D (u) — D («o) , T (u) 
A (u) — A (u0) 
D (u) — D  (u0)

-  T (w0) ,

■ J (u0) —

J (u) — J (m0) 

Y (u, m0)
(49)

von zwei Argumenten u, u0. Für diese „sekundären“  Funktionen sind 
Tabellen vorhanden, aber so angeordnet, daß als Argumente m0 und 
D(u) — D(u0) genommen werden.

Die erwähnten 33 Aufgaben teilen wir in drei Gruppen.
Die erste G ruppe umfaßt die 19 Aufgaben: Gegeben ug und m , 

oder eins von beiden und t oder x  oder a>0 und u>. Das fehlende u0 oder u 
ergibt sich dann aus dem Werte einer der drei Funktionen T, D, J und 
dieser Wert aus einer der drei ersten Gleichungen. Hat man aber u0 und u, 
so erhält man zunächst t und x  aus den beiden ersten Gleichungen; und

z
dann ergeben die beiden anderen die Werte von tg oj0 — tg co und tg co0 — — 

zur Berechnung von tg co0, tg co, z.
Die zw eite  G ruppe umfaßt die sieben Aufgaben: Gegeben (co, co0, x), 

(co, co0, t), (co, x, z), (co0, x, z), (co, x, t), (co0, x, t), (x, z, t). In jeder dieser 
Aufgaben haben zwei der vier Differenzen T(u) — T(u0), D(u) — D(u0), 
J (u) — J(u0), A(u) — A (u0) gegebene Werte. Die Ermittlung der zwei 
Unbekannten u und u0 aus zwei solchen Gleichungen erfolgt auf Grund
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von Tabellen für diese sekundären Funktionen am besten, wenn diese 
graphisch als Kurvenscharen dargestellt sind.

Die d r itte  G ruppe umfaßt die sieben Aufgaben: Gegeben (co, co0, z), 
(co,z,t), (co0,z ,t ), (u ,w ,z ), (u,w0,z), (u0,co ,z ), (u0, a>0,z).

Ein einheitliches Lösungsverfahren für diese und alle 83 Aufgaben kann 
man sich auf Grund der Tabellen der sekundären Funktionen, wie folgt,

hersteilen. Im Koordinatensystem mit der Abszisse 
A (u) — A (u0)

1
X

und der Ordinate „  , . „  , . —D  (wj * L) \Hqj
Kurvenscharen mit den Gleichungen

D (u) — D  (u0)

J (u0) =  Y  zeichne man die vier

Uq =  const,

u — const,

T (u) — T  (u0) =  const,

J  (m) — J (u0) =  const.

Dann werden sämtliche Aufgaben gelöst, indem man eine bestimmte-
Kurve einer Schar mit einer bestimmten Kurve einer anderen Schar oder 
mit einer bestimmten Geraden zum Schnitt bringt.

Zwei Aufgaben, die durch Vertauschung von u mit u0 und co mit o>0 
auseinander hervorgehen, sind nicht wesentlich verschieden; aus der 
Lösung der einen erhält man die der andern, indem man die w-Kurven als 
w0-Kurven und umgekehrt auffaßt. Demnach ist in folgender Zusammen­
stellung von zwei solchen „dualen“  Aufgaben immer nur eine berücksichtigt.

An
za

hl

Aufgabe gelöst durch Schnitt von mit

3 («. “ o. •) einer «-Kurve einer «„-Kurve
2 (u0, <u0, tu) „  (J  (« )  — J  (u0))-Kurve ff ff
6 •) „  (T  («) — T  (u j ) -  „ ff ff
6 (“ o, x, . ) „  Parallelen zur K-Achse
1 (eo, (o„, x) t* ff ff ff „  (J («) — J  (w„))-Kurve
5 (*, t, •) ff ff ff ff „  (T  («) — T  («0))- „
2 (x, z, cu„) *» ff ff ff „  Parallelen zur A'-Achse

2 (z, co0, M0) der Geraden Y +  z B2- X  — — B-
sec (om

,, «„-Kurve

2 (z, co„, u) ff ff ff ff ff ff
2 0 , (o0> 0 ff ft ff ft „  ( T ( u ) — T(«„))-Kurve
2 (z, «>0, co) f* ff f* ff ff (u) («o))‘  ff

33 I

Wenn auch bisher nur ein Teil dieser Aufgaben praktisch in Betracht 
kommt, so ist es doch von Wert für jede dieser Aufgaben, falls sie auf- 
tritt,.den Weg zur Lösung zu haben. Die Abszissenachse der dazu er­
forderlichen Rechentafel kann mit einem reziproken Maßstab versehen
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werden, so daß bei dem Punkt mit der Abszisse _  , .----- r̂——- die ZahlD {u ) — D (u„)
D(u) — D(u0) steht. Zur Herstellung der Rechentafel sind also Tabellen 
für die sekundären Funktionen (49) erforderlich; von der letzten für alle 
Wertepaare u ^ u 0. Man wird zweckmäßig die zwei Kurvenscharen 
u0 =  const, u =  const auf einer, die zwei Kurvenscharen T (u) — T (u0) 
=  const, J (u) — J (w0) =  const auf einer zweiten durchsichtigen Tafel ver­
einigen. Nur acht Aufgaben erfordern ein Aufeinanderlegen beider Tafeln.

§ 37- Schußbahnaufgaben zweiter Art. Schußfaktoren
Kennt man w (u) noch nicht, darf man aber vermuten, daß sich die 

Widerstandsfunktion von der eines anderen Geschosses nur um einen 
konstanten Faktor unterscheidet, so kann w (u) =  c f  (u) gesetzt werden, 
wo jetzt f (u )  als bekannt angesehen werden kann. Die Tabellen in (46) 
sind also jetzt mit f  (u) statt mit w (u) anzulegen. In (46) ist also jetzt 
überall B durch c B zu ersetzen.

Bei den eben behandelten Aufgaben wurde angenommen, daß der 
Geschoßfaktor c bekannt ist. Eine zweite Art von Aufgaben entsteht, wenn 
auch c zu den gesuchten Größen gehört. Da aber in den Gleichungen (46) 
die Größe c nur in der Verbindung c B vorkommt, so kann man aus ihnen 
nur diese Größe ermitteln, und erst daraus c nach Abschätzung von B 
nach § 33 oder § 34. Der Geschoßfaktor c bleibt also immer mit derselben 
Unsicherheit wie der korrigierende Faktor B behaftet. Deshalb muß die 
Ermittlung des Geschoßfaktors möglichst auf solche Bögen gegründet 
werden, auf denen sich v und co wenig ändern, also B in engen Grenzen liegt, 
d. h. auf flache Bögen geringer Gesamtkrümmung.

Befindet sich unter den vier bekannten Größen u0 und u, so sind die 
Werte der rechten Seiten der vier Gleichungen (46) bekannt. Also ergibt 
sich der Wert von c B durch Vergleich mit der linken Seite einer der vier 
Gleichungen, je nachdem, ob noch t oder x  oder (co0, co) oder (co0, z/x) 
gegeben sind.

Ist Uq (oder u) gegeben, so muß man zunächst u (oder u0) ermitteln. 
Da aber c jedenfalls zu den Unbekannten gehört, so kommen nicht die 
linken Seiten der Gleichungen (46), sondern deren Quotienten in Betracht, 
oder allgemeiner die aus den linken Seiten gebildeten Monome der Di­
mension Null. Solche Ausdrücke sollen „Schußfaktoren“  heißen. Deren 
gibt es also unendlich viele abgeleitete, aber nur drei ursprüngliche, z. B. 
irgend drei unabhängige der sechs Verhältnisse der vier Größen:

co© (50)

Mit Rücksicht auf den Dualismus der Aufgaben ergeben sich demnach 
die folgenden sechs Aufgaben:

t : x  sec com : cos com (tg co„ — tg co) : tg
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Gegeben: (x, t, .), also der Wert

(* , o)0, co), also der Wert

(t, ß>0, co), also der Wert

also der Wert

also der Wert

also der Wert

von

von

von

von

von

von

T (u) — T (u0)
D (w) — D (u0)
J («) — J (u0)
D (m) — D (u0)
J (u) — J  (m0)
T (m) — T (u0)

y  ( « , M0)
D («) — D  (m0)

Y(u, Mo)
T ('u) ~ T (u 0)

Y(u, M0)
J (u) - J  (Uq)

(51)

Demnach löst man diese Aufgaben, indem man auf einer gegebenen 
it0-Kurve denjenigen Punkt aufsucht, in dem der betreffende Schuß­
faktor (51) den gegebenen Wert hat. Das ließe sich durch Kurvenscharen 
der sechs Schußfaktoren (51) erleichtern. Ist so u gefunden, so kommt 
man auf eine der ersten Aufgaben zurück.

Sind u0 und u unbekannt, so hat man deren Werte aus den Werten 
zw eier der sechs Schußfaktoren (51) zu ermitteln; das hätte zu erfolgen 
durch graphische Interpolation aufv der Tafel der Schußfaktoren.

Die obige Theorie der Schußfaktoren ist vollständiger und allgemeiner 
als diejenige von S iacci oder von Chapel, welche das quadratische 
bzw. kubische Luftwiderstandsgesetz annehmen, sich nur auf den Gipfel 
(co =  0) und den Endpunkt (z =  0) beziehen und nur einen kleinen Teil der 
überhaupt möglichen Aufgaben behandeln. Auch wird oben der Begriff 
„Schußfaktor“ zum ersten Male klar definiert.

A chtes K a p ite l

Reihen nach Potenzen von wjg
§ 38. Lösungen der ersten Klasse 

Bei Geschoßbewegungen, die dem Grenzfall der widerstandsfreien 
Parabel nahekommen, wird man eine Reihenentwicklung nach steigenden 
Potenzen von w/g anzusetzen versuchen, wo w ein geeignet zu wählender 
mittlerer Widerstandswert ist. Wir setzen

w (v)w
(»)g W

Die Entwicklung von x nach Potenzen von r heiße: 
* =  oX +  t ' ix  - f  i  r 2-^  +  i  ts-3x +  •

(1)

(2)
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Entsprechend bezeichnen wir die Koeffizienten aller Entwicklungen nach 
Potenzen von r mit vorderen Indizes.

Setzen wir diese Entwicklung in die Hauptgleichung [vgl. § 11 (16')]

g d x  =  vw  dco (3)

ein, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

d qx =  0 ,
dxx =  0(v a) ,
d^c =  2 x{v ß) usw.

(4)

Für w ergibt die Entwicklung:
W (V) =  0W +  T XW +  \ X2'2W +  • • • ,

0w =  w (0v) ,
jW =  w' {0v)-1v =  aw'-xv ,
2W =  0w”  ■-jV2 0w '■ 2v usw.

Hieraus folgt erstens
0x =  const =  x0 ,

also

0v — x0 sec co , 0w =  -L- w (x0 sec co) .

Zweitens folgt

\X — J * • ,/o d cj> — J 'xv • 0i■ w dco

also wird auch xv =  xx sec co eine gegebene Funktion von co. 
Drittens folgt

=  2 j ' xv xß  dco = J L j ' 1v2-0w' dco ,

(5)

(6)

CO

also 2v — 2* sec 0J- Damit ist auch 2w bekannt, usw.
Setzt man die gefundenen Werte für 0x, 1F, 2x, • • • in die Reihe (2) ein, 

so erhält man die Entwicklung:
102 /•»

— =  1 + :— / sec co'w (x 0 sec co) do) 
*o g J

+ /* sec co [zei (F0 sec co) +  zo'(i:0 sec co)] J 'sec co-ze» ( i0sec co)dcodco

+  ••• .

(8)

Setzt man die Reihe für x in die Integrale der Formeln § 13 (BO) ein, so 
erhält man entsprechende Entwicklungen für die Schußbahnelemente
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t, x, 2, s. Die Entwicklung für t wird z. B .:

Die in diesen Entwicklungen vorkommenden Integrale, wie z. B .:

hängen von den zwei Argumenten co und x0 ab. Dadurch wird ihre Voraus­
berechnung und tafelmäßige Darstellung für die Praxis so gut wie un­
möglich. Für ein Bernoullisches Gesetz w =  a-vn jedoch läßt sich aus 
jedem solchen Integral eine Potenz von x 0 herausziehen, so daß unter den 
Integralzeichen nur noch die Variable a> vorkommt. Danach ist die Be­
rechnung und Tabulierung möglich. Dasselbe wäre bei einem mehr­
gliedrigen Gesetz

möglich, aber jedes einzelne Integral erfordert dann eine größere Anzahl 
von Spalten einer Tabelle.

Über die Konvergenz dieser Reihen, die von der nur tabellarisch 
gegebenen Funktion u  abhängen, gilt das § 19 über solche Reihen Gesagte.

Bei Geschoßbewegungen, die dem Grenzfall der schwerefreien Geraden 
nahekommen, wird man eine Reihenentwicklung nach steigenden Potenzen 
von gjw ansetzen, wo w wieder wie in § 88 ein passender Mittelwert ist. 
Die in § 86 (46) zusammengestellten Siaccisehen Formeln können offenbar 
als erste Glieder einer derartigen Entwicklung angesehen werden. Schon 
S iacci hat seine Formeln als Ansatz eines strengen Verfahrens betrachtet 
und durch Hinzufügen eines korrigierenden Faktors zu verbessern versucht 
[vgl. §§31 bis 34], Nunmehr sollen die Siaccischen Formeln additiv 
verbessert werden.

Natürlich ist dabei der Konvergenzbeweis oder besser die Fehler­
abschätzung, eine notwendige Ergänzung. Mit der bloßen Konvergenz, 
die den Theoretiker um so mehr interessiert, je schwerer sie erkennbar ist, 
ist dem Praktiker nicht gedient; er braucht schnelle Annäherung an den 
gesuchten Wert, wie sie sich auch bei divergenten, nämlich sogenannten 
semikonvergenten Prozessen findet; außerdem braucht der Praktiker, wie 
schon hervorgehoben, eine Abschätzung des Fehlers, den man begeht, 
wenn man den Prozeß nach einer endlichen Anzahl von Gliedern abbricht. 
Die Konvergenz der in Folgendem behandelten Reihen ist (vgl. auch § 19) 
aus einem von P oincare in der astronomischen Mechanik gebrauchten 
Satz zu folgern*).

*) Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften II. 1. 1. S. 205.

w — ax vn1 +  a2 v il1 +  * * * -J- aH v‘

§ 39- Lösungen der zweiten Klasse
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Die Siacci-Formeln können in zwei verschiedenen Weisen als die 
Anfangsglieder von Entwicklungen auftreten, entsprechend den zwei Be­
dingungen, unter denen ihre Gültigkeit verbessert wird. Erstens kann 
man die Siacci-Formeln als diejenigen Glieder ansehen, die unter Ver­
nachlässigung höherer Potenzen von g als der ersten übrigbleiben. Zweitens 
kann man die Siacci-Formeln als die Glieder ansehen, die unter Ver­

ein
nachlässigung von tg2co0 oder tg2-^- oder sin co0 übrigbleiben (Char-
b on n ier  1927, P o p o ff  1931). C harbonnier berechnet die zweiten 
Glieder der vier Elemente tg ca, t, x, z. Dabei treten bei jedem Element 
drei neue Tabellenintegrale, also im ganzen zwölf auf. In meinen Ent­
wicklungen nach Potenzen von g läßt sich das allgemeine Glied hin­
schreiben. Statt der Pseudogeschwindigkeit wird die dem Fall g =  0 ent­
sprechende schwerefreie Geschwindigkeit 0v eingeführt, wodurch die Ent-

Pseudogeschwindigkeit u =  x  sec ca0 oder der schwerefreien Geschwindig­
keit 0v hat den Nachteil, daß dadurch die Ableitungen der Funktion w 
auftreten und die Formeln unnötig verwickelt machen*). Ich gebe daher 
eine zweite Entwicklung, in der ich die natürliche Geschwindigkeit v 
beibehalte. Diese Vereinfachung gestattet auch, den Fehler abzu­
schätzen.

Die als Koeffizienten von g* auftretenden Tabellenintegrale enthalten 
w in der j-ten Potenz im Nenner, so daß die berechneten Tabellenintegrale 
immer brauchbar sind für Geschosse mit proportionalen Widerstands­
tabellen. In meiner unten folgenden Darstellung lasse ich die Verwendung

w
normierter Größen fallen, führe statt w die Größe —  =  c ein, und nehme’ v

dean, daß die Größen c, — — c', . . .  berechnet und in der Tabelle ein­
getragen sind. Die Entwicklung wird einfacher und übersichtlicher, sie 
ist bis zur Aufstellung der ersten nachsiaccischen Glieder nebst Ab­
schätzung der Fehler durchgeführt. Die Größe c ist für große v wenig 
veränderlich, also schon c' klein, wie man aus Abb. 4 ersehen kann. Für 
das Chapelsche Gesetz oiprop. v — 263 wird c' =  263/w2, also z. B. für 
v =  1000 m/sec c' =  0,000268, abgesehen von einem Geschoßfaktor.

§ 40. Die Siacci-Reihen erster Art
Der durch die Gleichungen

x  = -------x ,v
w . w .

(9)v z — g

*)  C h a rbon n ier , Balistique exterieure II, S. 345.
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und die Anfangswerte bestimmten Schußbahn [vgl. § 10 (1)] ordne ich die 
durch

w .---X , zV
w . 

-------zV
(10)

und dieselben Anfangswerte bestimmte „schwerefreie“ Schußbahn zu, deren 
Elemente mit

o*> o?, o*. ov , oW =  w (ov) . ow 
bezeichnet werden. Die Gleichungen [vgl. § 10 (9), (10)] 

v =  — w , v ä> =  0
ergeben

0a> =  a>0 und dt 

ferner wird
0X =  0V COS ft)0,

also

„x --
J o“ *

0J

_ r <pd0v
J 0®

0®
d0v

— / ■
d0v

0w ’ 0w
V*

0i: =  0v sin u>o, 0-s' =  ,

f  <pd0v sin cüqO'*'

f  <pd0v

(11)

(12)

(13)

Diejenigen Punkte der zu (9) und (10) gehörigen Schußbahnen sollen einander, 
zugeordnet werden, die gleichen Zeiten entsprechen. Schließlich soll 
vermittels (12) statt der unabhängigen Veränderlichen t die „schwerefreie“  
Geschwindigkeit üv als unabhängige Veränderliche eingeführt werden. 
Differentialquotienten nach 0v werden mit Strichen bezeichnet. Es ist also 
z. B. für irgendeine der vorkommenden Funktionen y

dy
d0v =  y  >

dy
dt

und es sei

( y ) ? = o  =  0y

d2y '
ag2

y =  y  -du =  —  0w y

dy \ _
H Lo iy’

/ 3*y \
’ l 3g* 1,-0 "

dann kann man formal setzen

y  =  0y +  i y g  +  2y g 2 + - - - -
Da (<o)g=o =  (o0, also

(cos oj)g=0 =  cos <w0 , (sin oo)g=0 =  sin co0

9 =  0
■2y i iuy ;

(14)

(15)

(16) 

(17)

(*>)?=o =
und
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ist, so wird
0x =  0(v cos co) =  0v cos &>„ , )
02 =  0(v sin m) — ov sin ßj0 . ! (18)

Machen wir jetzt die orthogonale Substitution

* cos (Oq -f- 2 sin a>o =  (x) , )
x  sin co0 — z cos w0 =  (z) , (19)

so wird in den neuen Veränderlichen (x), (z) wegen (18):
O 

■ 11 % © II O (20)
und die Gleichungen (9) werden

w
(x) =  - ~ - ( x )  + g  sin co0 , 

w
(2 ) =  — —  *(2 ) — gcoscoo •

(21)

Aus
v2 =  (x )2 —j- (z)2 

folgt durch die Operation (15)

0v 1v =  0{x ) ’ i{x) +  0(2) - 1(2) =  oV'iix) , jV =  i(x) ,
ebenso

0v zv +  jV2 =  0(x )-2(x) +  i ( i ) a +  0(2) -2(2) +  1(2)2 » (22)
also, wegen (20) und (22)

Allgemein folgt aus s-(n2) =  < ((# )* )  +  i ( ( z ) 2)

0v tv +  1v i^1v - f  • • • =  0(x)-i(x) +  i ( i )  ’ i-iix ) +  • • •
+  0(2 ) '  i(2) +  1(2 ) '  4- 1(2) +  • • •

durch den Schluß von i — 1 auf i, daß ivj0v eine ganze Funktion von 
X{x)l0v, 2( i ) / 0̂ , • • •, i{x)l0v isobar vom Gewichte i ist, in der i(x)/0v den 
Koeffizienten 1 hat. Wir setzen wjv =  c, also

w =  cv  , w’ — c' v +  c , 0w' =  0c '• 0v -j- 0c . (24)
Aus
c = c ( 0v +  1vg  +  2v g 2 +  •••)

=  r (0v) +  c' (0n) (xvg +  2vg2 +  • • ■) +  l c "  (0v) (tvg +  2vg2 +  • ’ 0 2 +  ’ ' ' ,  
folgern wir

0c =  c (0v) ,
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allgemein

iC — oC ' i"<J 2 0C dP ' P aP ' (P ' Pa+p=i a+zS+ys.»

(a) ß> ■■■ == 1, 2, • • •, t — 1) ,
} (255)

also ist fc — oc>' iix ) von .(*) unabhängig.
In den Differentialgleichungen (21) für (x), (z) führen wir als un­

abhängige Veränderliche mittels (12) die schwerefreie Geschwindigkeit 0v 
ein. Die Gleichungen werden

0w {x ) '  =  c-(x) +  g-sin (o0 , 1
0w (z )'  =  c-(k) — g-cos (00 . J

Die von g freien Glieder ergeben
0w ü(x)' =  0c -0(* ) » als0 =  cP'cP , \
0w 0(z)‘ =  0c-0(z) =  0 . I

Die Glieder mit g ergeben für j( i )

n » 'i(i:) ' =  iC-o{x) +  oC‘ i(*) +  sin «>o

(26)

(27)

0w 0w
„2

cPO

...2
o W

cP cP

=  cP>'i{x) +  sin “ o I 
•Qw“ — sin aj0 ,

tP
i(x) - f  sin w0 ,

sin ft)0 ,

(28)

ferner für x(s)
c p D 'S ) '  =  iC -0( s ) +  oC’ i(z )  —  COSWfl

gW ...==---- • 1(2) — COS eo0 ,
cP

1(2) Y
• cP0 ■ cP —  C0S Clo >

... f  dgV
■w  =  -  V  ^  008 ” • •

Für die Glieder mit g1' (7 >  1) schreiben wir die Gleichungen (26)

(29)

n»‘

QW 0V  j =  (f — 0C)‘ (S)
(80)
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und erhalten für t(x) wegen (24)

t>w2- j - ^ - j  =  iC\o(x) +  +  • •' +  O  — (oc'-0v +  „£)]•,•(*) 1
~  [<*" 0  ̂ " i (* ) ]" o (^ 0  ~i~ i — F  l { X ) ~f~ - - • _J_ . |

Aus dieser Gleichung findet man ((x) durch eine bloße Quadratur, weil 
rechts der Koeffizient von f(x) Null wird [vgl. (25)].

Aus der zweiten Gleichung (30) folgt etwas einfacher

°W'°V'{ Ĵ ]  ^  ‘ +  K't-iO*) • (32)

Für i =  2 ergibt sich aus (31)

— 2c -0( i )  +  iC-^x) +  oc -2{x) — 0w'-2{x) .
\ aw I

Durch Einsetzen von

2c — 0c'-2v +  1 0c"-iV2 =  oc'-2(x) +  J- 0c’ ■ +  1 0c" • i(x )2 ,
ov

iC — oc' ‘ i(%) [nach (25)]
erhält man

#>* • [ ~ ) ' =  U ' +  *  nc " - ^ y 1{xY  +  I- nc’ -,{z)2 . (33)

Ebenso aus (32) mit (25)

. (34)

Durch die schwerefreie Geschwindigkeit 0v ausgedrückt, wird 
f  d0v

t =  — J   ̂^  , wo sich die Integration wie im folgenden immer von vQ

bis 0v erstreckt. Für die durch (19) eingeführten Koordinaten wird 

0(i)  =  0v ,
\v. . .  f  d0v

■w  =  'w J  v

2(x) =  tfl£> f  —

sin oj„

+  § oc"-0v2)-i(x )2 +  i 0c '-1(z)2
o®2 d 0v ,

0(2) =  0 ,
. f  d0v

,(3) =  oV 1^

f  °c ' l(^) * l(̂ ) J
M  =  « 'J

cos OJ0 ,

usw.



128 Achtes Kapitel. Reihen nach Potenzen wjg

Daraus durch Multiplikation mit dt

J 0®

d 0v
n W und Integration

z) =  0

■w -  - f f e <f0zr sin co0 , ^z) - f f d0v 0v d0v
0V 0W (31> COS OJn, u s w .

Alle auftretenden Integrale sind Tabellenintegrale, die an Hand der
Widerstandstafel vorweg zu berechnen und in die Tafel einzutragen sind. 
Die in t, 1(z), 0(x), 1(z) auftretenden Integrale sind die in § 81 (7) eingeführten
Siaccisehen Funktionen T, J, D, A. Die in 1(^), t(x) auftretenden sind 
neu und sollen mit K  und B bezeichnet werden. Da sie mit sin &)0 multi­
pliziert sind, fallen sie bei Flachbahnen mit kleinem coa fort. Nimmt man 
sie hinzu, so werden die so ergänzten S iacci - Formeln auch für Bahnen
mit nicht kleinen co0 brauchbar. Genügen diese Glieder noch nicht, so 
nimmt man die Glieder 2(x), 2(z), 2(x), 2(z) hinzu. Damit werden für die
Geschwindigkeitskomponenten und für die Koordinaten weitere Tabellen­
integrale nötig. Von m0 kommen in 2(x) und 2(x) nur sin2 co0, cos2 co0) 
in 2(z) und 2(z) nur sin co0-cos a>0 vor. Allgemein sind die Integranden 
von i(x), i(z) ganze isobare Funktionen von 1(T), 1(z), . . . ,  i - i (x ) , i-i(z). 
vom Gewichte i. Die Funktionen c =  w/v, c' =  (w/v)’ =  w'lv — w/v2, . . .  
sind ebenfalls in die Tafel einzutragen. Für große v ist c langsam ver­
änderlich, schon c' klein, für das Chapelsche Gesetz gleich 263/n2 bis 
auf einen Geschoßfaktor.

Behält man nur die Glieder bis zur ersten Ordnung in g bei, so erhält 
man die Formeln

(x) =  D  — gB  sin co0 ,
(z) =  gA  cos « 0

oder, wenn man zu den ursprünglichen Koordinaten [s. Gleichung (19)]
zurückgeht,

x sec (o0 =  D — g (B — A) sin co0 , 
x tg w0 — z =  g A .

Bei der Abschätzung der Integrale kann man folgende Formeln an-
wenden, in denen v0 — 0v = A v  gesetzt ist und der Index in Mittelwerte
kennzeichnet:

r = - j
r  doV Av

' ow ’

D = - j
r  ov dltv Av

M v )m '

K  =  —
r_ d nV_
1 0W2

A v
_  V>m

A v
wK  = ----- >

Wm
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B - - J
f  K  d0v =

1
\wm)

J =  - J
f  d0v 
' ov ■ 0®

Av
{v w )m ’

T AvVJ  =  ----
Wm

A ~ - J
C J  0v d0v _
' 0^

1
"2 f— ) 2\wm) ’

usw.

Die Siaccische Pseudogeschwindigkeit x sec co0 mag für Flachbahnen, 
d. h. für Bahnen, die der Waagerechten nahebleiben, zweckmäßig sein. 
Die schwerefreie Geschwindigkeit 0v empfiehlt sich dagegen bei rasanten 
Bahnen, das sind solche, die der Anfangstangente nahebleiben, bei denen 
also die Gesamtkrümmung A w/A s klein bleibt. Aber die Wahl einer Ver­
änderlichen, die nicht diejenige ist, von der w abhängt, führt zwangs­
läufig dazu, daß außer w auch w', w” , . . .  auftreten und dadurch die 
Formeln umständlich werden. Ebenso zieht die Einführung der mero- 
morphen Funktion tg coQ, die beliebig große Werte annehmen kann, 
anstatt der in den ursprünglichen Gleichungen (21) vorkommenden holo­
morphen sin co0, cos co0, deren Beträge Eins nicht überschreiten, weitere 
Komplikationen nach sich. Deshalb werden bei C harbonnier schon die 
zweiten Glieder sehr weitläufig, P o p o ff  begnügt sich mit Angabe der 
ersten Glieder, die natürlich die S iacci sehen sind.

§ 41* Die Siacci-Reihen zweiter Art
Ich gehe von den Formeln [vgl. § 10 (9), (10)] aus 

v =  — w — g sin w , v ft> =  — g cos cd ,
setze

g
=  y und 1

w ' 1 +  7  sin ft)

Dann besteht die Reduktionsformel für k

k .

(85)

(86)

k =  1 — y k sin cd . (37)

Die o -F orm eln . Aus den Gleichungen (35) folgt

ii-Sfi1II

tuo[ RII

-1 
1 ü (38)

wo gesetzt ist
dv r  dv — y —  =  dJ, J =  — y -----
® J v

(39)

Hier, wie im folgenden, ist die Integration von v0 bis 
Aus (38) folgt durch Integration

v zu erstrecken.

O  — Q0 =  j '  k dJ , (40)
Vahlen, Ballistik. 2. Aufl. 9
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WO , , 7t (O

t g l T - T Q

gesetzt ist. Aus (38) folgen ferner
sin" co — sin” co0 =  — n J  k dJ■ sin” -1 co- cos2 co ,

cos” co — cos" co0 =  n J  k dJ-cosn a>-sin oj , 

tg" co — tg” co0 =  — n J  k dJ • tg” -1 co-sec co . 

und insbesondere für n =  1 die Reduktionsformeln 
sin co =  sin co0 —J  k dJ-cos2 co ,

cos co =  cos co0 k dJ• cos co-sin co , 

tg co =  tg co„ — j" k dJ-sec co 

und aus den beiden ersten noch
sin (co0 — co) =  f  k dJ-cos co-cos (co0 — co) , ■>

cos (co0 — co) =  1 +  j '  k dJ- cos co-sin (co0 — co) J
und aus (43) und (37)

k sin co =  sin co0 — k y sin co-sin co0 — k J  k dJ-cos2 co ,

k cos co =  cos &>0 — k y  sin co-cos co0 - f  k J k  dJ-cos co-sin co
Die t- und ^-Form eln. Aus (35) folgt

g d t =  —k y d v  — k d T ,  g t = J k d T ,
wenn man

— y dv =  d T , T — — J  y dv
setzt. Ferner aus (45) vermittels v dt =  ds

g d s =  — k y v d v  =  k d S ,  g s  =  J k d S ,

— y v dv =  dS , S — — J  y v  dv
wenn man

setzt.
D ie und 2 -Form eln . Aus (47) folgt 

g dx =  k dS -cos co 
g dz =  k dS -sin co ,

also

und

co 

•sin co

g x  =  J  k dS -cos 

g z  =  J  k dS-s

x  cos co0 4~ z sin co0 =  (x) , 
x  sin co0 — z cos co0 =  (s)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)
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gesetzt:
g-{x) =  J  k dS -cos (co0 — co) ,

g ■ (2) =  J' k dS- sin (a)0 — co) .

D ie R edu k tion . Durch Anwendung von (37) auf (40), (45), (47) 
erhält man

Q — ß 0 =  J  — j '  ykdJ-s inco ,

g t  =  T — J“ y k d T -sin co ,

g s = S  — J" ykdS- smco .

Aus (52) folgt durch Anwendung von (44)

g- (x) =  f  k dS +  f  k d S l f  k d J -cos co-sin (co0 — co)] ,
g ‘ (z) =  j'k d S lj'k  dJ-cos co-cos (co0 — co)]

und durch Anwendung von (37) auf k in f  k dS

g-(x) =  S —J" y k dS -sin co
d J -cos co-sin (co0 — co)] k dS ,

g-(z) =  f [ f  k dJ-cos co-cos (co0 — co)]kdS.

Die Ordnung jedes Integrals ist die Anzahl der darin vorkommenden 
Faktoren y =  g/w. Die von k und co freien Glieder in (53) und (55) sind 
von der Ordnung 1. Die folgenden Glieder sind die Restglieder, die man 
durch Einsetzen von Mittelwerten für k und co abschätzen kann. Es 
treten dann die neuen Tabellenintegrale auf:

(53)

} (54)

(55)

f y d J ,  f y d T ,  f y d S ,  f J d S ,  (56)

die von der Ordnung 2 sind. Unter Beschränkung auf die Tabellenintegrale 
bis zur zweiten Ordnung bekommt man die Formeln

ß — Q0= J —y  ydJ-kmsinco„

St

gs
r W
?■(*)

=  T — f  yd T -k msva.com,

=  E — f  ydS-kmsincom,

=  S —J  ydS-kmsmcom-{- j  J dS-k^ cos com-sin (co0 —com) , 

=  f  J d S -k l coscom-cos (co0— com) .

(57)

Flier bedeuten km und com in jedem Gliede andere Mittelwerte. Die 
Integrale J , T , S  entsprechen den S iacci sehen J, T, D. Das Integral 
f j d S  =  f [J(v)  -  J (»0)] dS =  /  J(v) dS -  J(v0) - [ S »  -  5 > 0)] ent­
spricht dem Siaccischen A. Kann man bei rasanten Bögen, also bei

9*
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großem v, kleinem y und wenig veränderlichem co, k =  1 und com =  co0
nehmen, so erhält man

ü  — D 0 =  J -- f r d J - sin co0

gt =  T - - f  y d T •sin COq

g s =  S - - f y d s - sin co0

g ’ (x ) =  s - - f y d s - ■sin co0

g ’ (z) = J J d S •cos co0

(58)

und aus den beiden letzten Gleichungen

g x sec co0 =  S — J' (y — J) cf-S-sin co0 , 

g ( x t g c o0 — s ) =  f J  dS .

Die Formeln (58) bilden den ersten Schritt zur Verbesserung der
Siacci-Formeln. Auf die Zweckmäßigkeit der Einführung von

ß== lgtg  — -^-j statt tg co, wie bei S iacci, hat mich mein früherer

Schüler Dipl.-Ing. G ustav Günther aufmerksam gemacht.
Die Fehler der Formeln (58) bekommt man, indem man auf die Formeln

(58) bis (55) die Reduktionsformeln anwendet.
Die von k und co freien Glieder sind dann die der Formeln (58).

Die übrigen sind entweder durch Einsetzen von Mittelwerten für k und to
abzuschätzen, wobei Integrale dritter Ordnung auftreten; oder sie sind
ebenso weiter zu reduzieren. Innerhalb der Integranden treten immer nur
y und J auf in Verbindungen der betreffenden Ordnung.

co0 kommt nur in Potenzen von sin co0 und cos co0 vor. Nach den
Graden geordnet, erhält man die folgenden Entwicklungen:

ü  — Q0 =  J  — j '  y dJ-sin co0 -j- £  y2 d J -sin2 co0
— f  y J dJ"Cos2 co0 - f  • • • ,

g t =  T  — j  y dT  • sm a>0 -\- J' y2 dT  • sin2 co0
— f  y J d T -cos2 co0 ‘ ,

g s =  S — j* y dS ■ sin co0 f  y2 dS ■ sin2 co0
— J  y J dS ■ cos2 co0 -j— • • • ,

g x sec co0 =  5  — j' (y — J) cfV-sin co0 +  Jy  (y — J) dS-sin2 co0
—f  7 (7 — J) dS-cos2 co0 +  ■ • • , 

g(xtgw0 — z) =  f  J dS +  f  y J dV-sin2 co0 — J J2dS- cos2 co0 +

(59
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Abgesehen von der Herleitung unterscheiden sich die Reihen erster Art 
von denen zweiter Art dadurch, daß bei den ersteren jedes Integral höherer 
Ordnung durch eine Quadratur aus einer ganzen Funktion von Integralen 
der niedrigeren Ordnungen gebildet wird, während bei den letzteren aus 
jedem Integral solche höherer Ordnung dadurch entstehen, daß man im 
Integranden auf k und o> die Reduktionsformeln anwendet. Bei den ersteren 
häufen sich die Quadraturen von außen, bei den letzteren von innen. 
Bei den Reihen zweiter Art ergibt jeder weitere Schritt zugleich den Rest 
in einer abschätzbaren Form.

Die in (59) auftretenden Funktionen J, T, S entsprechen den in 
§31 (7) eingeführten Siacci-Funktionen J, gT, gD.

§ 42. Integrable Formen für das Widerstandsgesetz
Bei den Entwicklungen für die erste Klasse nach steigenden Potenzen 

von w/g tritt unter den Integralzeichen die Funktion w (und ihre Ab­
leitungen) nur in den Zählern auf; bei den Entwicklungen für die zweite 
Klasse nach steigenden Potenzen von gjw tritt w nur in den Nennern auf. 
Dadurch wird es nahegelegt, im ersten Fall w zu approximieren durch 
Gesetze von der Form

Denn für solche Formen des Widerstandsgesetzes zerfallen alle auf tretenden 
Integrale in voraus berechenbare Tabellenintegrale. So entsteht die Auf­
gabe, aus der Widerstandstabelle solche.Formen abzuleiten. Es genügt 
hierzu, den Weg für x =  2 zu zeigen. Andererseits wollen wir die Frage 
noch nach anderer Richtung verallgemeinern. Es sei für ein Geschoß eine 
Widerstandstabelle w =  wt (v) erschossen, für ein zweites Geschoß ebenso 
w =  w2 {v). Findet sich jetzt w2 =  c-w1, so wollen wir das zweite Geschoß 
dem ersten „ballistisch ähnlich“ nennen. Die ältere Annahme war, daß 
alle Geschosse ballistisch ähnlich sind, wenigstens mit einer für die Praxis 
ausreichenden Annäherung. Heute reicht diese Annahme nicht immer aus. 
Sind die beiden zu w1 (v) und w2 (z>) gehörenden Geschosse nicht ähnlich, 
so kann man sie als zwei Normalgeschosse einführen und die Widerstände 
anderer Geschosse in die Form cx w1 (v) +  c2 w2 (v), bzw. die reziproken in

die Form-------- 7- r  d-----------r v  zu setzen suchen. Ist Wn (v) die Widerstands-G (v) c2 w2 (v) ö w
tabelle eines dritten Geschosses, so liefert die Gleichung:

W =  Cj zP1 -j- c2 vn* +  • • • cK vn>c (60)

im zweiten Fall durch solche der Form

(61)
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W‘ (v) W[ (vx) W\ (p2)
W‘  (V) W\ (vx) W\ (y2) = 0  (s =  +  1 bzw. —1)
w\ (v) wl ( iq )  w\ {v2)

w\ (v) als lineares Aggregat von w\ (v) und w\ [v). Ist dies nicht 
für alle Geschwindigkeiten vx, v2*) des in Betracht kommenden Inter­
valles möglich, so ist das dritte Geschoß als drittes Normalgeschoß einzu­
führen usw.

Die Berechnung der für Widerstandsgesetze der Form (60) oder (61) 
auftretenden Tabellenintegrale wird vereinfacht, wenn man die Tabellen der 
Normalgeschosse durchBernou 11 isehe Gesetze w — a-vn approximiert. Aus

das „oskulierende“ Gesetz her; aus je zwei Stellen wü, v0l wx, vx folgt 
durch Auflösung der Gleichungen

das oskulierende hervorgeht. Beste Annäherung an mehr als zwei Stellen 
wäre nach der Methode der kleinsten Fehlerquadratsummen zu be­
wirken.

Statt mehrere Normalgeschosse zugrunde zu legen, kann man auch 
aus der Tabelle eines solchen durch Annäherung an versch iedenen  
Stellen derselben Bernoullische Gesetze cx vn' , c2 vn-, . . .  ableiten und 
diese als Gesetze von „fiktiven“ Geschossen einführen.

Ähnlich ist das Verfahren von v. E berh ard , das darauf hinauskommt,
• *  ̂ 2idie reziproke Verzögerung durch ein dreigliedriges Gesetz —  +  —  ̂ -f- —

zu approximieren, wobei w die Verzögerung des Normalgeschosses ist, 
also w\v und w v  als Verzögerungen von zwei „fiktiven“  Geschossen 
gedacht werden können. Bei dieser Wahl von fiktiven Geschossen kommen 
offenbar zu den Tabellenintegralen

möglichst wenig (nur 7) neue hinzu. Bei v. E berhard  wird i -)- ix v +  i2:v 
als Korrektur des reziproken Geschoßfaktors aufgefaßt.

*) Man kann auch v2 =  v1 nehmen, dann ist die dritte Spalte obiger Determinante durch 
die Ableitung der zweiten zu ersetzen.

lg w (v0) =  lg a +  n lg v0 
lg w (Vl) =  lg a +  n lg vx

(62)

das „interpolierende“ mit n =
lg w (v0) — lg w (vx) 

lg v0 — lg vx
, aus dem für vx — v0
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N euntes K apite l

Störungen der Schußbahn, 
insbesondere durch Tageseinflüsse

§ 43. Die Hauptformeln
Die Schußtafeln, auf denen das Schießen beruht, geben zu den Anfangs­

elementen vQ, co0 und dem Geschoßfaktor die Endelemente x°, t°, a>°, v° 
an, wie sie teils durch Rechnung, teils durch Schießversuche gefunden 
worden sind. Die Anfangselemente eines Schusses werden aber mit 
gegebenen Anfangselementen der Schußtafel nicht immer genau überein­
stimmen, sondern können infolge störender Einflüsse davon abweichen. 
Man wird dann nicht die ganze Schußbahn neu berechnen, sondern sie 
aus der nächsten in der Schußtafel enthaltenen durch Anbringung von 
Korrekturen ableiten.

Es handelt sich also in erster Linie um die Aufgabe: Um welche 
Beträge A x°, A t°, . . .  ändern sich die Endelemente x °, t°, . . . ,  wenn 
die Anfangselemente v0, w0, oj0 kleine Änderungen Av0, Aw0, Aa>0 er­
fahren ?

Dabei werden, was meist genügt, diese Änderungen wie kleine Größen 
erster Ordnung, also wie Differentiale behandelt.

Bei sonstigen hierauf gerichteten Untersuchungen wird ein bestimmtes 
Luftwiderstandsgesetz angenommen und die sogenannten B ern ou lli- 
schen Näherungslösungen der Differentialgleichungen für x und z zugrunde 
gelegt. Demgegenüber werden im folgenden nur einige sehr allgemeine 
Voraussetzungen gemacht. Dadurch wird der Geltungsbereich einiger 
bekannter Formeln erst erkennbar, einige werden verbessert, einige neu 
hinzugefügt, z. B. die auf den Einfluß des Regens auf die Schußbahn bezüg­
lichen. Der theoretischen Erörterung folgen Vorschläge für die praktische 
Verwertung.

Wir nehmen jetzt an, daß entweder g/w0 oder w jg  so klein ist, daß 
wir die Gleichungen § 17 (5) für Grenzbahnen zugrunde legen können. 
Die erstere Annahme wird auch sonst unausgesprochen gemacht, denn 
auf ihr und auf der Annahme des BernouBischen Gesetzes beruhen die 
sogenannten D idion-B ernoullischen  Näherungslösungen (s. § 20).

Diese allgemeinen Formeln § 17 (5)

genügen, um die gesuchten Ausdrücke für A x°, At°, . . .  abzuleiten.

(1)
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Ändert sich zunächst w0 nicht, so erhält man durch logarithmische 
Differentiation aus (1)

A & - X A 0
Wo
vl

0
X

und ebenso
(WoA l-J-{xtga>0— z)

~w

A -X
w0

(x tg wo z) w0

Wo 0
0

A ¥
¥

Aw0
Wo

Wo Wo
X

X

. A l ^ txtg co0— z \  v0
xtgw0— z w0 

Vo

(2)

(3)

Setzt man t — t°, x  =  x°, z =  z° =  0, Az° =  0, z° = — tg|co°|-Ä;0, 
so ergibt die Differenz der Gleichungen (2) und (3):

x° ' tg|co°| 
X° tg w0

und dann ergibt (2):

A
Vo_
Wo

V0

A wq

wü (4)

l Pp / _  tgwp A wq
Wo tg|ß>°| Wo

‘2 % 0
■ 0̂

oder
A x° _  2 Av0 _  L tg w0 \ _ A wq 

x° v0 \ tg|w°|j w0 (5)

Aus (4) kann durch Einsetzen von x° =  v° cos w° die Änderung 
von t°, aus (5) diejenige von x° berechnet werden. Die Größen x°, t°, 
v°, |w°| liefert die Schußtafel.

Bei diesen Formeln wird von p eriod isch en  Änderungen der Schuß­
weite x° und der Schußzeit t° abgesehen, wie sie bedingt werden durch 
Geschwindigkeitsänderung der konischen Pendelung (s. Kap. X I § 58) und 
dadurch bewirkte Phasenänderung der Pendelung am Endpunkt. Wir 
betrachten z, B. nur kleine Änderungen von v0, wie sie mit wachsender
Schußzahl infolge Erwärmung des Rohres hervorgerufen werden. Ist 
öv0 der kleine Geschwindigkeitszuwachs, durch den die Zahl der konischen 
Pendelungen bis zum Aufschlag um Eins vermehrt wird, dann erreicht
in jedem der Intervalle:

• • • v0 +  2 dv0 • • • v0 +  §Vo ■■■ v0 • ■ • v0 — 8v0 • ■ • v0 — 2 Sv0
die Schußweite x° einmal ein Maximum, einmal ein Minimum, und die
zugehörigen Zeitdifferenzen ergeben die Zeitdauer einer konischen Pen-
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delung am Ende der Schußzeit. Hiermit finden die kleinen periodischen 
Änderungen infolge wachsender Schußzahl ihre bisher nicht gegebene 
Erklärung. Diese kleinen periodischen Änderungen sind also in den 
Formeln (4) und (5) nicht berücksichtigt, wie sie auch sonst nicht berück­
sichtigt, vielmehr in die Streuungen eingerechnet werden.

Ändert sich v0 nicht, sondern nur w0, so folgt aus (5) für Av0 =  0:

A x° _  _  I tg co0 ' Aw0 
x° \ tg | co° [ } w0 (6)

Rührt die Änderung von w0 von der Änderung des Luftgewichtes ö 
her, so ist (s. § 9):

Aw0 _  A d 
w0 ~~ d

in (6) einzusetzen. So wird die Formel (6) meist geschrieben. Es ist aber 
zu bemerken, daß eine Änderung von w0 auch davon herrühren kann, 
daß man zu einem etwas anderen Geschoß übergeht. Dann ist Aw0jw0 
gleich der relativen Änderung des Geschoßfaktors c, also

Aw0 _  Ac 
w0 ~  c

Umgekehrt kann aus Schießversuchen vermittelst (6) die relative 
Änderung des Geschoßfaktors c ermittelt werden. Dann läßt sich die 
Schußtafel vermittelst (6) und der entsprechenden Formeln für At° usw. 
für das neue Geschoß umrechnen.

Ändert sich v0 und in fo lgedessen  w0, so entnehme man aus der 
Widerstandstafel zu den Werten v0, w0 die Differenzen Diff v0, Diff w0 
und berechne n aus der Gleichung:

Diff w0 Diff v0----------- =  n •------------ >
w0 v0

durch die n als definiert anzusehen ist; dann wird aus (5) gefunden: 

A x° I n . tg co0 \ A v0 
t g K T j  v0

2 — n +  n ■ CO

Es ändere sich das Gewicht G =  m g  des Geschosses infolge Änderung 
der Masse m. Es bleibe unverändert die Pulverladung oder, allgemeiner 
ausgedrückt, ihre Energieentwicklung. Dann ändert sich die Geschwindig­
keit v0 so, daß m v*0 unverändert bleibt. Die Energie der Rotation kann 
neben der Energie der Translation vernachlässigt werden (s. Kap. XIII). 
Also ist A m v\ =  0, d. h.

A v0   1 Am
v0 2 m
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Infolgedessen ergibt (7)
A x°  
x 0

n
2

tg ft)0 
tg| w°| — 1 A m 

m (8)

Da der Quotient tg w0/tg|co°| kleiner als Eins ist, folgert man aus (8) 
in Übereinstimmung mit der Erfahrung: Kleine Schußweiten wachsen, 
größere nehmen ab durch Verkleinern des Geschoßgewichtes, für w ^=2; 
sonst nur bei hinreichend flachen oder hinreichend steilen Bahnen.

Dabei ist aber die Änderung des Luftgewichtes mit der Höhe nicht 
berücksichtigt, wovon man nur bei Flachbahnen, aber nicht bei Steil­
bahnen absehen darf.

Ändert sich nur co0, so geht man zweckmäßig auf die Gleichungen 
§ 18 (7) zurück:

x  =  X  cos w0 , z =  X  sin co0 — Z =  0 .
Da X  und Z unabhängig von w sind, erhält man die Gleichungen:

A x° X°
— =  — tg co0-A w0 +  -j^ -A  t°,

x u 

Az°
Z°

IX 0 Z ° 'Ctg w0 ■ A ft)0 +  [ -----I A t° =  0
X °

also wegen
Z° x°  tg w0 — s c
Z° x° tg co0 — z° x° 

zur Bestimmung von A x°  und At°\

^ ■ A t °  =  ctg| 

4 | - =  (ctg|co°|

1 +

Z°, 

tg|co°l
tg ft>0

(9)

Die sonst übliche Formel ist: 
A x°

die gewöhnlich geschrieben wird:

ctg | ®° | ■ 

A x°

’ M  wo , (10)

tg wo)A w0 . (11)

tg2 \  ̂ ...I /\ i I 4-1 COft ,
tg|«)0| j ° ’

(11')

2-tg w0
tg 2 cu0-tg | co° •A w0 (s. z. B.

Cranz, Ballistik 1917, I, S. 287). In der Form (11') kann man sie besser

mit (11) vergleichen. Weil £j- ein echter Bruch ist, liefert (11') größere

Korrekturen als (11), so lange tg w0-tg |co°| < 1  ist.
In §13 nannten wir eine Bahn flach oder steil, je nachdem Ax°/Aw 0 

größer oder kleiner als Null ist; nach (11) heißt das jetzt: je nachdem 
w0 +  |co0| kleiner oder größer als 90° ist. Und für die Höchstschußweite 
(Ax° =  0), <w0 +  ] co°| =  90° folgt wegen |o>°| >  co0, daß a>0 <  45° sein



§ 43. Die Hauptformeln 189

muß; während (11') ergäbe co0 =  45°. Demnach entspricht (11) besser 
der Erfahrung als (11').

Die Formeln (6), (7), (8), (11') finden sich schon bei M ajevski*), aber 
hergeleitet aus den Ausdrücken, die sich unter Annahme des B ern ou lli- 
schen Gesetzes w =  a v n für die Schußbahnelemente ergeben.

Der Unterschied der Formeln (11) und (11') erklärt sich so: In (11) 
werden die Schußbahnen durch die Grenzbahnen aus § 18 angenähert,

x  =  X  (t) cos co0 
z =  X  (t) sin w0 — Z (t) ,

wo X  (<), Z  (t) nicht von <x>0 abhängen. Die M ajevskischen Formeln 
dagegen stützen sich auf die in § 20 behandelten Näherungsbahnen

x =  F1 cos co0 
z = F 1 sin co0 — gF2 ,

wo F1, F2 außer von t auch noch von <u0 abhängen, wie man aus § 20 (80) 
erkennt.

Zur Rechtfertigung unserer Annahme ist auch auf die Reihenent­
wicklungen des § 19 zu verweisen.

Den Einfluß einer Änderung von 
co0 können wir auch geometrisch ab­
leiten. Setzt man die Schwenkung 
der Schußbahn um den Winkel A co0 
als zulässig voraus, so sind (Abb. 28) 
<3°PRS, QP° R°S° Parallelo­
gramme, also

P Q ° # R S ,
P°Q #  R°S° ,

*) „Probleme des Schießens“ , deutsch von K lu ß m a n n , Berlin 1886, S. 25 und 26; 
(6), (7), (8), (11') =  (7), (91, (10), (11).

Man vergleiche hierzu die Formeln (1), (2), (3) bei M a je v sk i, a. a. 0 . S. 22, 23; 
C ranz, „Ballistik“ (1896) S. 89 und oben (19) bis (24) in § 12.

M aj evsk is Formel (11) unterscheidet sich von (11') noch durch den zu Aco0 hinzugefügten 
Faktor sin 1'. Da dies sowohl dem Übersetzer (s. S. 25 und 26 Anm.) als dem Rezensenten 
im „Arch. f. Art.- u. Ing.-Off.“ , Bd. 93 (1886) S. 490 unverständlich ist, sei bemerkt, daß 
dadurch Übergang von Bogenmaß zu Minuten bezweckt wird. —  Noch nach M ajevsk i

/\ ^
kommen vielfach falsche Formeln vor, z. B. — Ä— = -------. Vgl. „Arch. f. Art.- u. Ing.-

xv o
Off.“ , Bd. 93 (1896) S. 73, Bd. 94 (1887) S. 231, Bd. 97 (1890) S. 225. Die Bemerkung Bd. 94 
(1887) S. 244: „eine durch Schall gemessene Entfernung bleibt als Schußweite richtig, da 
Temperaturänderungen Schallgeschwindigkeit und Schußweite gleich beeinflussen“ , beruht 
auf der ähnlichen falschen Annahme, daß

wenn

A x °  , Ad

die relative Änderung der Schallgewindigkeit ä ist.
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also PQ° #  P°Q f t  RS =  0  R-A w0. Nun ist erstens

A x° =  P°Q° =  P° T — Q °T ,
zweitens

P °T  =  P T  ctg | cu°| , Q ° T = P T  tg w 0 ,
drittens

P T  =  PQ° cos w0 =  RS  cos w0 =  OR cos co0-A w0 =  x°-A w0 , 

also ergibt sich wieder (11).
Aber diese Ergebnisse lassen auch erkennen, daß es sich nur um 

Näherungsformeln handelt, wie sie ja auch aus den Näherungsformeln (1) 
gewonnen sind. Für die Formel (11') braucht man übrigens nicht zu den 
speziellen sogenannten Bernoullischen Formeln zurückzugehen; es 
genügt anzunehmen, daß % und z in folgender allgemeiner Weise dar­
stellbar sind:

v‘ / wa
X — -2 -  W ----- t COS Cü„ ,

Wo \ V0 U|
V‘  W0 I

z =  —-  <p \-----t cos W0 • tg W0 —
Wo \v0 / w\ cos2 Wo

vl g Woip t cos w0] .

Denn daraus folgt:

A x  =  -5 -  A <p 
Wo
v‘ A wa , vl .  ̂ v\ e sin w0 . (12)

-J -  <p----- r-------\- —-  tg o)0 ’ ■d <P — 2 — 2 — 3—1~ ipAw 0w0 cos2 w0 w0 w2 cos“ w0
+  (Az — tgw 0-A x ) ;  

setzt man in die zweite Gleichung rechts ein:

Ä W0 AA<p =  —— A x w0
V =

w\ COS2 Wo
vl g

[x tg w0 — 2] ,

links: 
so folgt:

A z =  —tg | o>° | * ar, z =  0 , x =  x°, 

A z — 0 ,

0 =  (1 +  tg2 w0)A w 0 +  tg ------ 2 tg2 w0'Aw 0 — ^ - tg \ w ° \

also:

A x°
-Zö~ ^  wo ,

~~ö~ tg I a)° I =  (! — tg2 cü0) ZI tu0 ,

in Übereinstimmung mit (1 1 ').
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§ 44. Geneigtes Gelände
Die Schußweite x° bezieht sich auf die waagerechte Ebene 2 =  0. 

Wie ändert sich die Schußweite, wenn das Gelände vom Geschütz zum 
Ziel hin um einen kleinen Geländewinkel A e abfällt (A s >  0) oder an­
steigt {A s <  0) ? Die berichtigte Schußweite x° A x°  ergibt sich nach 
dem Sinussatz zu

• sin a>“ =  x o .. sin ar
sin (| ct>° |—zlf) ' ' sin | co
also ist für die Berichtigung A x°:

A x°

l s cos co-  =  *o(l+Zl£Ctg|co#|),

=  ctg [ co° | -A e (11")

Dabei hat man die absolute Erhöhung co0 der Seelenachse gegen die 
H orizon ta le  beibehalten. Ändert man co0 mit Rücksicht auf den Ge­
ländewinkel so, daß die relative Erhöhung der Seelenachse gegen die 
V is ier lin ie  unverändert bleibt, so ist Aco0 =  —As, also nach (11) die 
Änderung der Schußweite in der H orizon ta len :

— ö -  =  ( — ctg|co°| + t g  o}0) A s .

Dazu kommt die nach (11") zu berechnende Änderung für Neigung der 
Visierlinie; demnach ist für die Änderung der Schußweite in der V is ie r ­
lin ie:

—^ r  =  —  t g  a>o • ( l l ' " )

Gegen einen steigenden Fesselballon schießt man also mit beibehaltener 
relativer Erhöhung zu kurz, wenn man gegen seinen Ankerplatz richtig 
eingeschossen war.

§ 45- Geneigter Geschützstand
Ein Geschützrohr kann Drehungen um drei Achsen ausführen. Eine 

Drehung um eine senkrechte Achse, wodurch dem Rohr die Seiten­
richtung gegeben wird, nennen wir Schwenken. Eine Drehung um die 
waagerechte Achse (Schildzapfenachse), wodurch dem Rohr die Höhen­
richtung gegeben wird, nennen wir Kippen. Eine Drehung um eine Achse, 
die zu den beiden anderen senkrecht ist, nennen wir Neigen. Im allgemeinen 
soll keine Neigung vorhanden sein. Eine vorhandene Neigung wird durch 
Libelle ermittelt und durch Ausgleichen des Geschützstandes beseitigt. 
Wo das nicht oder nicht schnell genug möglich ist, muß man Erhöhung 
und Seitenrichtung mit Rücksicht auf die Neigung berichtigen. Welche 
Fehler entstehen nun, wenn eine kleine Neigung um den Winkel a vor­
handen ist?
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Die Ebene des Winkels o>a zwischen Seelenachse und horizontaler 
Visierlinie (%-Achse) bilde den kleinen Winkel a mit der Ebene xz. Auf 
der Einheitskugel um 0  bilden also die Ebene des Winkels co0, die hori­
zontale x y - Ebene, die vertikale Ebene durch die Seelenachse ein recht­
winkliges sphärisches Dreieck mit einem Winkel n / 2 — a zwischen der 

Hypotenuse co0 und der horizontalen Kathete, die 
mit t bezeichnet sei [vgl. Abb. 29], Die andere Kathete 
ist die wahre Erhöhung der Seelenachse über der 
Horizontalen. Bezeichnet man sie mit &>0 — A co0, so 
ergibt das rechtwinklige Dreieck:

sin (a)0 — A co0) =  sin co0- cos a ,
also

. a2
A co0 =  tg o)0 • - j -  ■

Diese kleine Größe zweiter Ordnung ist zu ver­
nachlässigen. Außerdem aber ist die Vertikalebene 
der Seelenachse gegen die Vertikalebene durchs Ziel 
(die x z - Ebene) gedreht um den Winkel i nach der 
Seite der Neigung. Um den Winkel t weicht also die 

Linie Geschütz—Schuß von der Linie Geschütz—Ziel ab. Diese Seiten­
abweichung ist zu berechnen aus:

tg t =  tg co0 - sin a ; 
oder, da i und a klein sind, aus

i .=  tg COq • g .
Ist auch c»0 klein, so hat man einfach:

Abb. 29

l =  CÜQ ' o ,
in Bogenmaß. Nimmt man co0 und a in Graden, i in Teilstrichen*), 

d. h. setzt man bzw. a, i für cog, a, t, so erhält
8  71

man i =  -g j-  co0 • a, also die bekannte Näherungsformel:

t =  ia>0-o .
Das ist die Korrektur in Teilstrichen, die man wegen des schiefen 

Geschützstandes am Seitenvisier vornehmen muß und zwar nach der 
Seite des höherstehenden Rades.

§ 46. Bewegter Geschützstand
Beim Schießen von einem (Luft-, Feld-, Wasser-) Fahrzeug kommt 

zu der Abschußgeschwindigkeit die Fahrgeschwindigkeit nach Größe 
und Richtung hinzu. Die vektorielle Zusammenfügung beider Geschwindig-

') Sechzehntel Zentesimalgrade.
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keiten erfolgt am besten in einem Koordinatensystem, das von Flug- 
und Schußrichtung unabhängig ist. Es seien vx, vy, vz die Komponenten 
der Schuß-, b̂ , b„, bz die Komponenten der Fahrgeschwindigkeit in einem 
solchen System (z. B. *-Achsc waagerecht nach Osten, y-Achse waage­
recht nach Süden, z-Achse senkrecht nach oben), dann sind vx +  K>x, 
vy -)- b„, vz -f- bz die Komponenten der Geschwindigkeit, mit der der 
Schuß als abgefeuert anzusehen ist, die also der Berechnung der Schuß­
bahn zugrunde zu legen sind.

§ 47« Änderungen von g. Regen
Zu den Schußbahnelementen- gehört auch g und man kann daher auch 

den Einfluß von Änderungen von g auf x°, t°, . . .  aufsuchen. Gemeint 
sind hier solche Änderungen von g, wenn eine andere geographische Breite 
oder eine andere Höhe über dem Meeresspiegel zu berücksichtigen sind 
als diejenigen, die der Schußtafel zugrunde liegen. Das kann Fehler 
von 1/i%  ausmachen. Vor allem aber wirken auch Regen (Schnee, Hagel) 
außer als Erhöhung des Luftwiderstandes noch als senkrechter Druck auf 
das Geschoß, als sch ein bare  Vergrößerung von g. Ist G das Geschoß­
gewicht, G -f- A G das Geschoßgewicht, wenn man das Geschoß dem Regen 
aussetzt, z. B. auf einer Federwaage, so ergibt sich A g aus:

Ag  _  AG
~ r ~ .  g ’

Zur Ermittlung von A x° und A t° differenzieren wir 

Xtg a>0 — z =  Z  =  g- —-,
o

wo Z/g nach der § 48 gemachten Annahme von g unabhängig ist, und 
erhalten:

Z
A x  ■ tgco0 — A z =  Z  A t Ar A g -  —  •

S
Setzen wir hierin

/\ %
A t =  —— , Z  =  x  tg <w0 — z , Z =  x  tg CD0 — s ,

x
z =  0 , A z =  0 ,  x =  x° ,

so bekommt man:
£°_ A ,0 =  A x ° =  ~  . A l .
x° x° tg | co° | g

zur Berechnung von A x°  und At°.
Von schräg  fallendem Regen ist auf diese Weise nur die Vertikal­

komponente berücksichtigt. Fällt der Regen schräg von vorn unter einem 
Winkel a' gegen die Vertikale, so gibt er mit g zusammen eine Resultante

s  =  — Ftgjto°| ,

(1B)
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g +  A g, die schräg nach hinten unter einem Winkel A e gegen die Vertikale 
geneigt sei.

Der Schuß erfolgt jetzt, wie unter einer schräg nach hinten gerichteten 
Beschleunigung g -f- A g, also wie unter der absoluten Erhöhung <w0 - f  A e

Ag^bgoc: kel a" gegen die Vertikale, so gibt er mit g zusammen

Der Schuß erfolgt also wie unter einer schräg nach links gerichteten 
Beschleunigung g -f- Ag; die Ebene der Schußbahn wird um den Winkel a 
gegen die Vertikale geneigt. Die Änderung der horizontalen Schußweite 
erfolgt also wie bei senkrecht fallendem Regen.

§ 48. Superposition. Endliche Störungen. Andere Elemente
Ändern sich mehrere Elemente zugleich, so addieren sich die da­

durch verursachten Änderungen nach dem Prinzip der Superposition 
kleiner Größen. So folgen aus (6), (7), (11') die Formeln:

Daraus erhält man die bei unveränderter Schußweite x° erforder­
liche Änderung der Erhöhung co0 für Änderung von w0 bzw. v0, indem 
man A x 0 =  0 setzt, das ergibt:

(14)
g

auf einem um A e ansteigenden Gelände. Also ergibt sich 
nach (11"') für die Verkürzung der Schußweite:

=  — tg c o o ' ~  («' +  ctg |w°|) . (15)
o

9t&9
3  Fällt Regen schräg von hinten, so ist — ot' für a' zu

setzen.
Fällt Regen schräg von rechts unter einem Win-

eine Resultante g -f- A g, die schräg nach links unter
Abb. 30 einem Winkel a gegen die Vertikale geneigt sei. Für a

ergibt sich

g
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sin (| co°| — a>0) cos <w0 Aw0 
cos 2 co0-cos co° w0 ’

A co0 =  (n — 2)

Das sind M ajevsk is Formeln (6) und (8), der aber (|cu°| — a>0) sin V 
für sin (] co°| — eo0) und co0 sin V für co0 setzt. Diese und ähnliche Formeln 
ergeben sich also aus den bereits abgeleiteten, ohne daß man auf die ur­
sprünglichen Formeln §43 (1) für x  und z zurückgeht.

Das angewandte Prinzip der Superposition kleiner Größen setzt 
voraus, daß die Änderungen A x°, A co0 usw. wie kleine Größen behandelt 
werden können, neben denen Produkte und Potenzen von ihnen zu ver­
nachlässigen sind. In der Tat sind diese Größen bei der Herleitung der 
Formeln (4), (5), . . .  wie Differentiale behandelt worden. Sind sie größer, 
so muß man die Taylorschen Entwicklungen anwenden, z. B.:

Wir haben bisher nur die Änderungen des Aufschlagortes in Betracht 
gezogen. Für die Änderungen der übrigen Endelemente v°, co°, t° sind 
entsprechende Formeln, z. B. für At° aus (4) abzuleiten; aber diese sind 
von geringerer Bedeutung. Änderungen der Flugzeit t° infolge von Tages­
einflüssen wären zwar für das Schießen mit Zeitzünder wichtig, man 
müßte dann aber auch die Änderungen im Abbrennen des Zündsatzes 
infolge von Tageseinflüssen kennen und berücksichtigen. Von der Berück­
sichtigung dieser zwei Arten von Einflüssen: Änderung der Flugzeit 
und Änderung der Brenndauer, ist die wirksame Zünderstellung abhängig. 
Da man die Änderungen der Flugzeit errechnen  kann, kann man die 
Änderungen im Zünderbrennen ersch ießen . Das ist notwendig, da 
Laboratoriumsversuche von den Verhältnissen beim Schüsse zu stark 
abweichen. Die erforderliche Schußzahl wird, infolge der notwendigen 
Mittelbildungen, um so größer sein, je unregelmäßiger der Zündsatz ab­
brennt. Ein langsam brennender Zündsatz ist in dieser Hinsicht un­
günstiger als ein schnell brennender, da bei ihm schon kleine Fehler in 
der Dichte oder Länge (z. B. beim Zündereinstellen) große Fehler in der 
Brenndauer nach sich ziehen. Eine größere Präzision im Bz-Feuer und 
Berücksichtigung der Tageseinflüsse hierbei erfordert also schnell brennende 
Zündsätze oder mechanische Zeitzünder.

Die abgeleiteten Formeln beziehen sich auf das Schießen gegen Ziele 
im Geschützniveau z =  0. Für einen be lieb ig en  Punkt x, z folgen an 
Stelle von (4), (5), (10), (11), (13) aus (1) die folgenden Formeln:

V ahlen, Ballistik. 2. Aufl. 10
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Wa
A X 

X
X
X A t + •Wq 

Wo /

Aw 0 \

tg (ü0 -Aco0 +
wa
0

w0

XAz---- =  tgco-—
x s x

At-
Vn

W0
V,

-|-Zl co0 -f- wn
K
Wo

-tgtMo— tgö)0
d K l

Wpg
wl

(17)

(18)

In diesen Formeln sind als aus Schußtafeln bekannt anzusehen die 
Elemente der durch das Ziel x, z gehenden Schußbahn, von Tageseinflüssen 
abgesehen, also die Größen v0, w0, co0, x, z, t, x, tg co, g. Ferner sind 
bekannt die Änderungen infolge der Tageseinflüsse A v0, Aw0, Ag. Da 
nun die korrigierte Schußbahn durch das Ziel gehen soll, so muß A x  =  0, 
A z — 0 sein und man erhält aus (17) und (18) durch Elimination von

A w.'o \

x
At wn

die Formel 

(1 +  tg co * tg co0) A cOq

Wo /

ü2
A ~± ~

w,

w0

— (tg W — tg °o) +  ^

K g

tg co0
A

z \ w
XI vl g 

wl
für die erforderliche Änderung der Erhöhung co0, und durch Elimination
Von A co0:

(1 +  tg w • tg ft>0) — A t -j-------- — i | =  — (1 +  tg* wo)w0

1)2
AAAl-

w0
K^
w0

+  tg co0 • tg o>0

K g

x l v‘0g
wl

für die Änderung der Zünderstellung At, soweit dieselbe von der F lu g ­
zeit abhängt. Diese Formeln wären anzuwenden beim Schießen gegen 
Gebirgsziele und Luftziele, sobald man diesem Schießen auch im übrigen 
den entsprechenden Grad von Genauigkeit geben kann.

Eine andere Anwendung der Formeln (17), (18) ist die folgende. 
Setzt man für x, z, t, tg co die der Schußbahn entsprechenden Funktionen 
von x, z. B. vermittels der Siaccischen Formeln, so liefern (17), (18)
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eine benachbarte Schußbahn, entsprechend den Änderungen A w0, Av0, 
Aw0, Ag. Das kann erstens für Aw 0 — 0 benutzt werden, um eine Schuß­
tafel auf andere Werte von v0, w0, g, z. B. für ein anderes Geschoß, um­
zurechnen. Nimmt man z. B. nur w0 als verändert an, so folgt aus (17) 
und (18):

A x 
x + 4 5 t  =  A b iW0 X (

Aw0
Wo

t (19)

d (x tg q }0
X

s) (x tg w0 — z) _ 2 Aw0 
x w0

X
X At-\

I
■ (tg w0 — tg w)

(20)

Da man für die drei Größen A x, Az, A t nur zwei Gleichungen hat, 
kann man noch eine dritte lineare Gleichung willkürlich hinzunehmen; 
nimmt man z. B.

At Awa
(21)t w0 ’

so folgt
A x A Wo (22)X w0

und
A (x tg co0 — z) -  2 Aw° ■ (28)x tg  w0 — z w0

Gleichung (22) gilt aber auch für jeden Wert x +  dx, es ist also auch
A (x +  dx) _  Aw0

x +  dx Wo ’
also auch

A dx A w0 (24)
dx Wo

Aus (23) folgt ebenso
A (dx ■ tg w0 — dz) _  .. .2 Aw° ■ (25)

dx • tg co0 — dz w0
Beachten wir, daß dzjdx =  tgw  ist,, so folgt aus (24), (25):

A (tg w0 — tg w) — Aw° (26)tg cu0 — tg co Wo
Die vier Gleichungen (21), (22), (28), (26) besagen nichts anderes, als 

daß man die Siaccische Tabelle der Funktionen D, T, J, A, gültig für 
ein Normalgeschoß und normales Luftgewicht, durch Multiplikation mit 
dem reziproken Geschoßfaktor c bzw. Luftgewichtsverhältnis (bzw. bei A 
dessen Quadrat) auf ein beliebiges Geschoß und beliebiges Luftgewicht 
anwendbar macht. (21) z. B. besagt bei Änderung des Geschoßfaktors c, 
daß A c t =  0, c t =  const bleibt.

10*
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Die Formeln (17), (18) liefern aber auch, indem man nur A co0 0 
nimmt, eine Schußbahnschw enkung. Ordnet man die gleichzeitig er­
reichten Punkte zweier Schußbahnen einander zu, d. h. nimmt man A t =  0, 
so erhält man

A x 
x

— tgm0-Aco0 ,

Az_
x

=  A co0 .
(27)

Über diese Schußbahnschwenkung, die auch schon in den Formeln 
§ 18 (7) ausgedrückt ist, s. Kap. X , § 53.

Für die Berücksichtigung der Tageseinflüsse beim Schießen ist es 
notwendig, daß die anzubringenden Verbesserungen vorweg ermittelt 
und tabellarisch oder graphisch dargestellt werden. Die Ermittlung nach 
den aufgestellten Formeln durch Rechnung genügt dabei nicht, sondern 
bietet hierfür nur die Grundlage. Ergänzung durch Schießversuche ist 
aus folgenden Gründen notwendig: Betrachten wir z. B. die Formel 
§43 (6) im Hinblick auf eine Luftgewichtsänderung:

A x° _  _  I tg w0 \ Ab  _ 
x° ( tg | w° |) b

Die zusammengehörigen Werte von x°, m0, a>° liefert die Schuß­
tafel, aber nur zum kleinsten Teil erschossen, größtenteils auf Grund 
von Näherungsmethoden errechnet, also mit den Unsicherheiten dieser 
Methoden behaftet. Andererseits ist aber die obige Formel selbst nur aus 
den Näherungsannahmen (1) entsprungen. Zusammengenommen darf 
man also die Formel selbst nur als Annäherung ansehen und kann sie 
durch eine empirische Formel der Art

A x° _ Ab
(28)

ersetzen, in der 7 ein durch Schießversuche zu ermittelnder von x° ab­
hängiger Faktor ist, der näherungsweise den Wert

1 ^  mo
tg \oj°\

hat.
Eine andere Fehlerquelle ist die unregelmäßige Veränderung des 

Luftgewichts <5 mit der Höhe (s. Kap. XII). Die entsprechenden Mängel 
haften der Berücksichtigung der übrigen Einflüsse an.

Um die Änderung von v0 zu berücksichtigen, muß man diese aus den 
Änderungen der Elemente berechnen, von denen sie abhängt. Das ist 
eine Aufgabe der inneren Ballistik (s. Kap. XV). Oder man ermittelt 
A v0 auf Grund von einigen gut beobachteten Probeschüssen nach § 43 (7).
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§ 49. Wind
Es wehe Wind von der Geschwindigkeit w horizontal, den Kom­

ponenten w' =  w cos w x  in der Schußrichtung und w " =  wsin w~x quer 
zur Schußrichtung. In bezug auf den bew egten  Luftraum seien die 
Anfangselemente v0 -\-Av0, co0 +  zlo)0, während sie in bezug auf den 
festen v0, co0 sind. Ist w, also A v0, A « 0 klein, dann ist die Änderung 
der Schußweite im bew egten  Luftraum A x° zu berechnen aus § 43 (7) 
und (11):

tg coq ) 
tg | (0° | j 4 r L +  [ c t g M tg O)0] A <ü0 . (29)

Ferner wird der bewegte Luftraum gegen den festen um w  t° in der 
Windrichtung verschoben, also um w ' -t° 
in der Schußrichtung und um w" -t°
quer zur Schußrichtung; und die Schuß- z ° z0
ebene ist gegen die x z -Ebene gedreht 01- 
um den Winkel

ip =  arc tg — w
Xo +  w'

(30)

U r'

£ 0
X o

j /

Abb. 31
A v0, Aco0 sind zu berechnen aus dem 
rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten 
OS =  y (4 0 +  w ')2 +  w "2 und z0, also aus

(v0 +  d r 0)2 =  (x 0 +  w ')2 +  w "2 +  z02,
und aus

tg (cu0 +  A Wo) =  g,° =====- •
y(3r0 +  w/)24-W  2

Da nach Annahme w, also auch w' und w " klein gegen v0 sind, folgt
t!

aus (30) rp — , aus (31) v0Av0 =  x 0W  , also Av0 =  w '-cos o)0, und
X o

aus (32) folgt
A Wq z o

W"
S

(31)

(32)

COS“ a>n
1 + 2 -  

x 0

w
— tg Wo =  — tg O}0 ■w Xq

Demnach wird die Schußversetzung in der Schußrichtung nach (7) und (11)

W ,{* °— T~ 2 — n [1 ~  tg ; f ) ]  cos£O0 +^-(ctg|a)°|  — tgw 0)sinco0j

und quer zur Schußrichtung

w "
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Setzt man diese Schußversetzungen bzw. gleich c o s w r -d  und sin w x-B , 
so wird

A

B

w <t° — ofi
x0

. ^  sin (<w0 +  co°)
(n — 1 )------V 2—5— -  cos co0

(33)

und es ergibt sich:
Bei gegebener W in dstärk e und allen  W in d r i ch tu n g e n  wird 

der Schuß nach dem Umfang einer Ellipse verse tz t ,  deren 
große Halbachse  A  in der Schußri chtu ng,  deren kleine H a l b ­
achse B quer zur Schußri chtu ng  l iegt ,  wo A  und B der W i n d ­

geschwindigkei t  w prop or t ion a l  sind, 
aber von der W in d r i ch tu n g  nicht  ab- 
hängen.

Die wichtigste in A  und B vorkommende 

Größe t ° -----— ist Null auf der Parabel [s. §14 (40)],
X q

bedeutet also den „Zeitverlust“ , der auf der
Schußweite x° infolge des Luftwiderstandes

^ „ x° , .. sin (o)n 4- co°)
eintritt. Die Größe —  (n — 1 )--------:----- n------v0 ' ' sin cou
hat für Flachbahnen näherungsweise den Wert
%o i qj \
—  {n —1) 1 — j— r̂- , ist dann also klein und

nur bei größeren Windstärken und Entfernungen zu berücksichtigen. 
Kann man sie vernachlässigen, so gilt der einfachere Satz: D ie W in d  
Versetzung ist gleich W indgeschw indigke i t  mal  Ze itverlust .

Die ersten Glieder wW°, w"  • t° bedeuten die Versetzung eines Fahr­
zeugs mit oder ohne Kraftantrieb, das ebensolange wie das Geschoß (t° sec) 
der Strömung (w', w") ausgesetzt ist. Die zweiten Glieder rühren davon 
her, daß dem Geschoß, im Gegensatz zum Fahrzeug eine horizontale 
Anfangsgeschwindigkeit erteilt worden ist. Diese Glieder wären dieselben 
bei einem schwerefreien Schuß, z. B. einem Torpedoschuß mit Niveau­
einstellung. Das dritte Glied tritt infolge der Krümmung der Schußbahn 
auf, hängt ab von der Schußweite x°, kann erschossen oder theoretisch 
bestimmt und den Schußtafeln eingefügt werden. Zu dem Zwecke macht 
man gewisse vereinfachte Angaben über die Schußbahnen, die mit einer 
Berichtigung (§43) darauf hinauslaufen, die Bahnen als „Grenzbahnen“ 
anzunehmen (§ 18). Bedenkt man noch, daß bei allen diesen Betrach­
tungen die Korrekturen wie Differentiale behandelt werden, so wird man 
keine übertriebenen Erwartungen an die Genauigkeit dieser Formeln 
stellen dürfen. Immerhin sind sie in vielen Fällen ausreichend (s. z. B. 
Prescott ,  Phil. Mag. 1917). Die Herleitung obiger Formeln setzt auch
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voraus, daß das Geschoß kugelförmig ist, oder daß es, wenn es ein Lang­
geschoß ist, sich mit der Längsseite relativ zum Windraum so einstellt, 
wie sonst zum windstillen Raum. Die aus der Nichterfülltheit dieser Be­
dingung entstehende Abweichung aufzufinden gilt (s. z. B. Kr itzinger,  
Schuß und Schall, S. 110) für ein „recht schwieriges Problem der Ballistik 
der Zukunft“ . Bei dem Grade der Annäherung, den man obigen Formeln

nur beilegen darf, ist das nicht der Fall. Ist nämlich =  1 die

Ellipse, auf deren Umfang ein Kugelgeschoß bei gegebenem x 0 durch alle 
Winde derselben Stärke nach obigen Formeln versetzt wird, so wird diese 
Ellipse für ein Langgeschoß desselben Widerstandes, wie folgt, deformiert: 
Der momentane Luftwiderstand (§ 7) wird geändert um einen Faktor 
1 +  ha?, wo «  der Stellungswinkel des Geschosses gegen den Windraum 
ist. Hierbei ist

w " w " w"a =  tg a =  —— |----- =  >x ±  w x x ° : t°

also proportional der seitlichen Versetzung y, in Einklang mit (83). Einer 
relativen Änderung des Widerstandes prop. y 2 entspricht aber eine relative 
Änderung der Schußweite auch prop. y 2 (§48). Demnach geht die Ellipse 
annähernd über in eine leicht konstruierbare, von der Ellipse wenig ab­

weichende eiförmige Kurve x {1 — k • y2
+ =  1, wo k eine em­

pirisch zu bestimmende, von dem Schuß abhängende Konstante ist*).
Ist w nicht klein gegen v0, so muß man A x° nach dem Taylorschen 

Satze nach Potenzen von A v0 und A co0 entwickeln und für A v0 und 
A to0 ihre genauen Werte nach (31), (32) einsetzen. Die Glieder w' t° und

x°w " t° bleiben unverändert, das Glied w " in der Querversetzung wird
X o

nach (30) ermittelt. Der obige Satz gilt dann nur noch annähernd.

§ 50. Höhenwind
Wir haben bisher angenommen, daß der Wind in den vom Geschoß 

durcheilten Höhen gleichmäßig weht, daß also w nach Größe und Richtung 
unabhängig von z ist. Das ist im allgemeinen nicht der Fall. Es sei daher 
jetzt w (z) der Betrag des V ektors  der Windgeschwindigkeit in der Höhe z. 
Bezeichnen wir mit Pz, P z zwei Punkte der Flugbahn von gleicher 
Höhe z, der erste auf dem aufsteigenden, der zweite auf dem absteigenden 
Aste gelegen. Die Schußversetzung auf der Schußbahn PZPZ ist nach 
obigem bei gleichmäßiger Windgeschwindigkeit gleich dem Vektor mit den 
Komponenten

*) Siehe des Verfassers „Flugbahn-Störungen, Theorie und Praxis“  Heerestechnik. Bd. 2 
(1924) S. 48.
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w' • G (2)

W" ’F  (2)

wo F  (2) und G (2) Funktionen von 2 bezeichnen. Der vektorielle U n te r ­
schied der Schußversetzungen auf den Schußbahnen PZPZ und Pz+d2 Pz+dz 
hat also die Komponenten

w ' • G (z -\- dz) — w' • G (z) =  w '■ dG (z) , 

w " • F  (z +  dz) — w " -F  (z) =  w " • dF (2) .

Das gilt zunächst für den Fall, daß w nach Größe und Richtung un­
abhängig von z ist. Ändert sich nunmehr w oberhalb der Höhe z -f- dz, 
so werden die Schußbahn Pz+dz pz+dz uncj r]er oberhalb der Höhe z d z  
verlaufende Teil der Schußbahn PZPZ in derselben Weise beeinflußt, wie 
aus der Superposition kleiner Größen folgt. Demnach bleibt der vektorielle 
Unterschied  der Schußversetzungen beider Bahnen unverändert, er 
hat nämlich die Komponenten w' (2) dG (2) und w " (2) dF  (2). Aus solchen 
Unterschieden von Schußversetzungen setzt sich aber die gesamte Schuß­
versetzung der Bahn P0P° zusammen, d. h. sie hat die Komponenten

f  w' {z)-dG (2) , / w "  (2) dF (2) (34)
Z*

und für die Bahn PZPZ hat die
z*

Schußversetzung die Komponenten

f  w ' (2) -dG (2) ,
z*

J  w " (2) dF  (2). 
2*

(35)

Wir wollen den Wert dieser Integrale in der Weise abschätzen, daß wir 
eine mittlere Höhe zm zwischen 0 und 2* aufsuchen, vermittels deren sich 
dieselben in der Form (84) darstellen lassen. Dann ist also die Wind­
versetzung so zu berechnen, wie für konstanten Wind, den „ballistischen“ 
Wind, wenn man den Wind nimmt, der in der mittleren Höhe zm weht. 
Dazu müssen zunächst die Funktionen F  (z) und G (2) durch z ausgedrückt 
werden, zuvörderst

F  (2) =  (<■-*,
XZ

Wir beschränken uns auf Bögen, für die die Größe g[wt klein ist und 
längs denen die Größe vw ’/w den Anfangswert v0w0' jw0 =  n (nahezu) 
beibehält. Ferner verlegen wir den Koordinatenanfangspunkt in den 
Bahngipfel und führen die normierten Größen f, £, r, y =  g/wm des § 17 
ein. Dann gelten nach § 19 (11), (12), (15), (16), wenn dort co0 — 0 
gesetzt wird die Entwicklungen:

w' ■ \ tz — L

=  w "■\tz — t.

Xz — xz 
Xz L 

Xz — xz
Xz

1 — (« - 1 ) sin (coz +  coz)
sm mz ■ sec u>,
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____L f  =  l T2 _ i T3_|_ ___ L t 4 I
y  ̂ 2 e T +  24 +

- 1 c = H 2 +  ^^ 3 +  ^ T2 ^ - ^  +

(36)

die konvergent, nämlich durch die Ausdrücke § 20 (29) summierbar sind. 
Die zu berechnende Funktion F  wird jetzt

F  (£) =  ( r t -  rf ) -  1-Fi Al  .

Nun lassen sich bekanntlich durch Reihenumkehrung r und f  in kon-
/ o g’

vergente Potenzreihen nach 1/-------- entwickeln, deren erste Glieder lauten:

- 1/ = F + W = r l ' + ^ '  

= ] f = r ~ W -
— 2 C\ , 3 m — 2-2C

y 3 V I/ 7 I ^  36
Ferner wird, wie sich aus (36) ergibt,

i
f

2 f

2£

+

+

(37)

i = l - T + ^ - T 2 +

also
1 1 I I 2__W 2 I_ = 1  +  t +  - t _ t2 +

—  2 £  , 7 — 3 m
- l  +  l / - ^ +  6 ^  yi / ¥

(38)

(39)

Setzt man für die Wurzel ihren positiven Wert, so erhält man durch 

diese Formeln die Werte: F , —f ; setzt man den negativen Wert ein,

1 / — 2 C
so erhält man rf , • Demnach wird jetzt, y — - — =  ]/ gesetzt:

r f - « £ = 2 y + 4 ± £ V + - ,

40 —  15 :^  ^  =  2 1/ — 2 t/ 2 — --'3
ft

V 3 -18
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Damit ergibt sich

F (t) =  — ~ r  +  (w — 2 ) y 3 +  •••. (40)

Die Windgeschwindigkeits-Komponente w " kann man durch Messung
in verschiedenen Höhen und Interpolation als ganze Funktion von £
ausdrücken:

w " =  a +  b t  -j-

Wenn man noch zur Abkürzung
dF (t) 

dt
4
y

- y = r e = 6n  +  12
rVr ' ' V2

setzt, wird nun die Schußversetzung für die Bahn P0 P°, soweit sie 
von w " herrührt:

/ '
. ' 4  e ,— -

a + b t + ' m' ) ----+ — 7= y~  C +
i y ^

4 A l

dt y a t m

y y y  y z  yyy

(41)

Nähme man statt dessen w" in der mittleren Höhe t m, so bekäme man:
f.

/ (a + + • ■ •) [ ------H------ -= -]/— £ +
y y y r

d£ =

- A ^ a - U - t A
yyy

~~b tmt* T7=" t*Y'*tm + 
y y]/y

(42)

Die Forderung der Übereinstimmung der niedrigsten Glieder in (41) und (42) 
ergibt also

«
K * -  i 30 1/ _ 7 L + (48)

Will man also eine von der speziellen Schußbahn unabhängige Be­
stimmung von tm haben, so muß man t m~ \ t * ,  d. h. den Wind in halber 
Schußbahnhöhenehmen. Der begangene Fehler ist dann um so kleiner,

je kleiner g l  - ],
y

ist. Für das quadratische Luftwiderstandsgesetz

(n =  2) ist e =  0; in diesem Fall ist also mit größerer Annäherung
tm =  \ t i f

Wir müssen jetzt die Untersuchung auf den Teil der Windkorrektur
r d (G —F)

J w' dG ausdehnen. Statt dessen betrachten wir den Ausdruck w' — ^ ------
Für kleine co wird dieser gleich ln — 1) mal
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w

dC
f f

1 +
CÜ£
cot

Nun wird co =̂= tg co =  -y r  und dg

■ 7 # ' - 5 + |S +  ' "  =  v ' + i y !  +

also

Man erhält also:

=  - V  +  f v 2 + - = _ 1 + A y  +
0jC +  y  +  | y a  +  • • • r 3 '  T

w ' -  =  | w ' ( » - i ) y 2 +  • • • . (44)

Also gilt auch hier, wie oben, der Schluß, daß Cm — h C* zu nehmen ist
[ — CTund der Fehler von der Ordnung y — wird.

Zusammenfassend bekommen wir also den Satz: Bei der B e ­
rechnung der W in d korrek tu r  trägt  man der Veränderung  des 
W indes  mit der Höhe am besten Rechnung,  indem man sie 
wie für einen mit der Höhe unverä nder l i chen  W in d  berechnet 
und dabei  den in halber Schußhöhe wehenden W in d  nimmt.

Da der Satz seiner Natur nach nur eine Annäherung ergeben kann, 
kann man die ursprünglichen einschränkenden Annahmen, daß v w'/w 
wenig veränderlich ist und y und co klein sind, fallen lassen; der Satz 
gibt dann immer noch die beste Annäherung, die in so einfacher Weise 
erreichbar ist.

Falsch dagegen ist es, die Windversetzung einfach den Zeiten pro­
portional zu setzen, in denen das Geschoß die betreffenden Schichten 
durchfliegt, wie es z. B. K r i tz inger  (Schuß und Schall, S. 120) tut; 
denn das Geschoß verhält sich nicht wie ein Fahrzeug, wie wir oben ge­
sehen haben. Falsch ist es ferner, anzunehmen (Kritzinger, S. 120), daß 
die Schußbahn durch eine Trennungslinie in 2/3 Schußhöhe in zwei Teile 
zerfällt, auf die gleiche Zeiten kommen. Im luftleeren Raum muß diese 
Linie in 3/4 Schußhöhe gezogen werden. Da nämlich 2** =  die Schuß­
höhe des oberen Viertels und l00 die zugehörige Schußzeit ist, so folgt 
aus 2 =  ig ^ °2 und z** = | -g 'i002, daß £°° =  1° sein muß. Einer solchen
Bahn können Bahnen im Luftraum durch Vergrößerung der Querschnitts­
belastung beliebig nahe kommen (§8). Als der ballistische Wind wurde 
noch 1917 — ohne Begründung — der Wind in 2/3 Schußhöhe genommen. 
Im September 1918 habe ich (Art. Monatshefte) angegeben, daß besser 
v 2 Schußhöhe zu nehmen ist; den Beweis dafür in der 1. Auflage meiner 
Ballistik veröffentlicht, die 1921 gedruckt wurde. Ende 1921 glaubt 
Becker  (Technik und Wehrmacht) aus Versuchsergebnissen das Unzu­
längliche jedes  derartig genommenen ballistischen Windes nachweisen
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zu können. Von einem Näherungsverfahren darf man nicht mehr ver­
langen, als seiner Herleitung entspricht. Entwickelt man unter den obigen 
Voraussetzungen die Höhe des ballistischen Windes nach steigenden Po­
tenzen der Schußhöhe, so wird der erste Koeffizient 1/2, ist also im Gegen­
satz zu den folgenden von der speziellen Schußbahn und Windrichtung 
unabhängig. Man kann sich daher die Windschichtung durch eine „lineare“ 
ersetzt denken, wie man ein Bogenelement als geradlinig annimmt. Bei 
sehr unregelmäßigen Schichtungen oder sehr großen Höhen muß das 
Näherungsverfahren versagen; aber für die gewöhnlichen Fälle ist es den 
älteren und unbegründeten Regeln dieser Art vorzuziehen. Durch Berück­
sichtigung zunächst der zweiten Glieder läßt es sich verbessern und tritt 
dann mit den schärferen Verfahren durch Integration längs der Schuß­
bahn eher in Konkurrenz, denen es durch Einfachheit, also Anwendbarkeit 
und vor allem dadurch überlegen ist, daß es die Kenntnis des Windes 
nur in 2 Höhen erfordert. Im Feldkriege kann man selten mehr verlangen.

§ 51. Graphische Hilfsmittel
Wir nehmen jetzt an, daß für ein bestimmtes Geschütz, ein bestimmtes 

Geschoß und eine bestimmte Ladung die Schußversetzungen infolge Wind, 
Änderungen von Luftgewicht und Anfangsgeschwindigkeit ermittelt und 

etwa tabellarisch dargestellt sind. Für die prak­
tische Berücksichtigung dieser Tageseinflüsse soll 
nun im folgenden ein graphisches Verfahren ab­
geleitet werden.

Die Windkorrektur, infolge ihrer Größe die 
wichtigste, ist etwas umständlicher als die anderen, 
weil sie nicht nur die Entfernung, sondern auch die 
Seite betrifft. Wird nach dem Punkte Z  geschossen, 
so wird der Schuß z. B. nach Z' versetzt (Abb. 83). 
Man müßte nach Zx schießen, um Z zu treffen. 
Für jede Windrichtung und -stärke werden die 
zwei Komponenten a und b der Versetzung nach 
der Schußrichtung und quer zur Schußrichtung in 
Tabellen angegeben. Diese Zerlegung ist unprak­
tisch. Man kann vielmehr die Versetzung ZZ' in 
zwei solche Komponenten zerlegen, daß diese 
bei derselben W in dstärke  ihre Größe, unab­
hängig von der Windrichtung, beibehalten. Bei 
gegebener Windstärke besteht nämlich die Schuß­
versetzung Z Z ' aus zwei Versetzungen, erstens Z Z "  

in der Windrichtung, zweitens Z "Z ' in der zur Windrichtung symme­
trischen Richtung. Z. B. zur Windrichtung: „halb rechts von hinten“ 
ist symmetrisch: „halb links von hinten“ usw. Beide Versetzungen
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hängen in ihrer Größe nur von der Windstärke ab, sie haben nämlich 
die Werte: „ , „  . „

Z Z "  =  ^ 4 - ^ -  , 2 "  Z ' =  A  7  - ,

nach einem bekannten Satze über die Ellipse mit den Halbachsen A  und B 
(s. Abb. 32). Kennt man zu jeder Windstärke und Zielentfernung die 
große Versetzung Z Z "  und die kleine Versetzung Z "Z ', so verfährt man 
so (Abb. 33): Man trägt die große Versetzung entgegen der Windrichtung 
von Z  nach Z2 an; darauf die kleine Z2ZX in der symmetrischen Richtung 
(nach Augenmaß). Dabei ist selbst bei der geringsten Aufmerksamkeit 
kein Irrtum möglich. Nach Zx ist Richtung und Entfernung zu nehmen.

Man braucht also ein Instrument, das zu jeder Zielentfernung und 
Windstärke die beiden Windkorrekturen liefert. Das kann z. B. durch 
ein durchsichtiges Zelluloidlineal erfolgen, von dem Abb. 34 ein Stück

darstellt (Maßstab 1 : 25000). Man legt es mit der Mittellinie 0 — 0 durch 
das Ziel und entnimmt ihm mittels Zirkel (am besten einem drei spitzigen) 
die große Korrektur einerseits, die kleine anderseits der Mittellinie an der 
durch das Ziel gehenden Stelle. Nur die zu den Windgeschwindigkeiten w =  4, 
8, 12, 16, 20 m/sec gehörigen Korrekturen sind direkt zu entnehmen, 
die andern durch Halbieren und Vierteln genau genug nach Schätzung.

Nach dem so gefundenen Punkte Zx wird mit dem Lineal gleich die 
Seitenrichtung genommen, während die Entfernung noch korrigiert werden 
muß. Deshalb braucht das Windlineal keine oder nur eine rohe Ent­
fernungsskala zu enthalten; dagegen ist Angabe der Geschoßflughöhe 
nötig, da nach § 50 der in der halben Geschoßflughöhe herrschende Wind 
genommen werden muß. Man trägt sie an den Stellen ein, wo sie eine 
ganze Zahl Hektometer beträgt. Um die Entfernung gleich für Luft­
gewicht korrigiert abzulesen, schlage ich einen Maßstab vor, auf dem die 
Teilstriche entsprechend dem Luftgewicht auseinander- oder zusammen­
gerückt sind. Die zu den Luftgewichten 1,00 bis 1,40 gehörigen Maßstäbe 
können auf einem Zelluloidlineal vereinigt werden (s. Abb. 35). Man liest 
auf der durch das betreffende Luftgewicht gehenden Geraden ab. Diese 
Gerade kann auch durch einen Faden markiert werden, der vom Nullpunkt
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der Skala ausgeht und am Ende derselben bei dem betreffenden Tagesluft­
gewicht in einer Kerbe festgeklemmt wird. In der Zeichnung sind nur die
Luftgewichte 1,00, 1,04, 1,08, .. ., 1,40 und die zugehörigen Ablesegeraden
verzeichnet, und auf den Ablesegeraden nur die um 200 m differierenden
Entfernungen, was bei der wirklichen Ausführung auf 50 m ( = 2  mm) zu
verengen ist.

Die Veränderung der Anfangsgeschwindigkeit v0 kann man z. B. in der
Weise berücksichtigen, daß man den Nullpunkt des Luftgewichtslineals
verschiebbar einrichtet (s. Abb. 36). Die Zahlen +  12, + 8 ,  —f- 4, zb 0,
— 4, — 8, — 12 bedeuten die Geschwindigkeitsstufe, so daß die Stufe
zb 0 die Geschwindigkeit v0 ist und die Stufen zb 12 den größten in Be­

tracht kommenden Werten von A va 
entsprechen. Der Schieber wird so ein­
gestellt, daß die Tagesgeschwindigkeits­
stufe in der Mittellinie des Lineals liegt.
Der auf die Feuerstellung im Batterie­
plan aufzulegende Linealnullpunkt liegt
dann auf derjenigen Schräglinie, die der
betreffenden Zielentfernung entspricht.
Nur die zu 1000, 2000, 3000, 4000, 5000,

6000, . .. gehörigen Schräglinien sind verzeichnet. Für andere Ent­
fernungen genügt Schätzung nach Augenmaß, da die Linien sehr dicht
zusammenliegen. Größen, die kleiner sind, als daß sie noch in der Zeichnung
zum Ausdruck gebracht werden können, braucht man nicht zu berück­
sichtigen. Hat man eine Zielentfernung x° unter Berücksichtigung aller
Korrekturen außer der von v0 erschossen, so ergibt Anlegen des Lineals
und Verschieben des Nullpunktes vermittels des Schiebers, so daß die
Entfernung x° abgelesen wird, die Geschwindigkeitsstufe. Dabei können
die Stufenzahlen 0, zb 4, zt 8, dz 12 verschiedenartiger Geschütze so
in Übereinstimmung bezeichnet werden, daß die von einem erschossene
Stufe auch für die anderen maßgebend ist, sofern nicht verschiedenartige
lokale Einflüsse mitwirken.

Kommen mehrere Ladungen in Betracht, so wird man am besten 
für jede ein Windlineal und ein Luftgewichtslineal anfertigen.

Was die Genauigkeit angeht, so ist folgendes zu sagen. Auf dem. 
Batterieplan im Maßstab 1 : 25000 kann man die Entfernung Batterie—Ziel 
im allgemeinen nicht genauer als bis auf 25 m genau abgreifen. Man braucht 
daher bei den an der Entfernung anzubringenden Korrekturen über dieses 
Genauigkeitsmaß nicht hinauszugehen. Das hat erst dann Zweck, wenn 
man den Maßstab des Batterieplanes so vergrößert, daß die Entfernung 
genauer abgegriffen werden kann. Das kommt wohl nur für ortsfeste 
Batterien in Frage. Das beschriebene Linealverfahren hält dann in bezug 
auf Genauigkeit der Korrekturen genau Schritt mit der Genauigkeit 
der Entfernungsablesung.

Abb. 36
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Dieses Tageseinflußgerät zeichnet sich durch Einfachheit nicht nur vor 
dem noch 1918 geübten (s. z. B. Lu den dor f f ,  Kriegserinnerungen, S. 464) 
primitiven und unzulänglichen Tabellenverfahren, sondern vor allen mir 
an der Front bekannt gewordenen Verfahren aus, die zum Teil ernsthafter 
Kritik nicht Stand hielten. Die um die Mitte 1918 von der Gen.-Insp. 
d. Art.-Schießschulen aufgestellten Anforderungen betreffen mehr die Art 
der Ausführung, als das Wesen der Konstruktion, und sind, wenn das 
Gerät nur sonst richtig durchdacht ist, von jedem geschickten Mechaniker 
erfüllbar.

Zehntes Kapi te l

Sdiußbahnsdiwenkungen

§ 52. Eingliedrige (starre) Schwenkung
Betrachtet man die Schußbahn zur Erhöhung oj0 wie eine starre Kurve 

und schwenkt sie in ihrer Ebene um den Winkel A co0, so ist die erhaltene 
Kurve nur eine rohe Annäherung an die Schußbahn mit der Erhöhung 
ß)0 +  A co0. Bei dieser Schwenkung geht jeder Punkt P  in einen andern P  
über, derart, daß O P  in der Länge unverändert bleibt, in der Richtung 
sich um A co0 ändert. Ist A a>0 klein, so kann der Bogen P °P °  als gerad-

F

linig und gleich x° A w0 angesehen werden. Ist S° der Endpunkt der 
geschwenkten Bahn, so kann man auch P°S° als geradlinig und 
A P° S° P° =  | co°| annehmen. Setzt man P°S0 =  A x°, so wird dem­
nach (Abb. 37) A x ° :  x° A co0 =  ctg | eo° j oder

■—~ö~ =  ctg | eo°| -A co° [vgl. §44(11") ] .  (1)

Dieses Ergebnis der oft angewandten starren Schwenkung steht in Wider­
spruch mit der ebenfalls gebräuchlichen Formel §43 (11') und mit der 
besseren Formel §43 (11).

Bei Annahme starrer Schußbahnschwenkung liefert eine Schußtafel 
der Werte co0, x° punktweise die ganze Schußbahn, indem man co0, x° als 
Polarkoordinaten, die Anfangstangente als Koordinatenachse nimmt.
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Insbesondere erhält man den Gipfel P* zur Erhöhung cug daraus, daß 
für die Schußweite OP* die Anfangs- und Enderhöhung zusammen gleich 
ü)0 sind; eine bekannte, aber nach obigem nur sehr rohe Näherungs­
konstruktion.

§ 53- Zweigliedrige Sdiußbahnsdiwenkungen
Die in § 18 ausführlich untersuchten Grenzbahnen lassen nach § 18 (7) 

die Darstellung zu
x sec cog =  X  (t) , x  tg cog — z =  Z (t) , (2)

wo die rechten Seiten von der Erhöhung co0 unabhängige Funktionen der 
Zeit t sind. Diese Bahnen lassen sich in der aus Abb. 38 ersichtlichen Form

schwenken. Die zur selben Zeit t gehörigen Punkte verschiedener Bahnen, 
z. B. die Sprengpunkte gleich tempierter Geschosse liegen auf dem Kreise

x 2 -f- (z +  Z )2 =  X 2 (3)
mit dem Halbmesser X  (t) und dem Mittelpunkt x =  0, 2 =  — Z (t) 
(Abb. 39). Daß diese Schwenkungen gute Näherungen geben, ist aus
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der Abb. 40 ersichtlich. Die ausgezogenen Linien sind die für die 10,5-cm- 
Gebirgshaubitze L/12 von Krupp für die 6. Ladung geltenden, die ge­
strichelten sind die durch die angegebene Schwenkung aus der für 
<oQ =  162/16 Grad abgeleiteten.

Auch die durch die Siaccisehen Näherungsformeln definierten Bahnen 
sind Grenzbahnen der eben besprochenen Art.

Die Siacci  sehen Formeln (vgl. § 86) für com == co0

t =  iu) — T («„)] ,

x sec co0 =  - i -  [D (u) — D  (w0)] ,

1 W
tg ö>0 — tg CO =  —  sec O)0 [ J (u) — J K ) ]  ,

* tg ©„ -  z =  -ĵ g [A (u) -  A (u0) -  J  (m0) {D (m) — D (m0)}]

ergeben, wenn man sich u aus der ersten 
ausgerechnet in die zweite und vierte 
eingesetzt denkt, daß x  sec <o0 und 
x  tg co0 — z bloß von t, nicht von co0 ab- 
hängen.

Die Formeln in § 48, aus denen wir (11') 
folgerten, nämlich

vl H , )X =  — -  <p ----t COS (Oa ,W0 \V0 I Abb. 41

W„ 9
Wo-1 cos co0 tg co0 »J g

w\ COS2 O)0 V
Wo-1 COS co0

ergeben eine Schwenkung, indem man Punkte der alten und der ge­
schwenkten Schußbahn mit demselben Leos co0 einander zuordnet. Bei der 
Schwenkung bleibt % und ( x tg  co0 — z) -cos2 o>0 unverändert, d. h. jeder 
Punkt verschiebt sich so auf seiner Ordinate, daß das Stück P S  konstant 
bleibt (Abb. 41).

§ 54. Mehrgliedrige Schwenkungen
Die in §40 bei der Entwicklung der Siacci-Reihen erster Art ab­

geleiteten Formeln
x  sec a>0 =  D  — g (B — A) sin co0 ,

X tg O)0 —  2 =  gA

ergeben die erste Weiterbildung der oben behandelten Schußbahn-
11V ahlen, Ballistik. 2 . Aufl.
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Schwenkung (Abb. 38). Diese neue Schwenkung stellt die Abb. 42 dar, 
in der

OR =  x ,  R P  =  z , OQ =  D , T P  =  g - B ,  U T  =  g-A

ist. Bei der Schwenkung bewegen sich T, U auf den Schenkeln des rechten 
Winkels mit dem Scheitel Q. Der Punkt P  beschreibt die Isochrone, den

Ort der Sprengpunkte gleich tempierter Ge­
schosse, eine zyklische Kurve 4. Ordnung, wie 
man aus der Abb. 42 wie folgt ersieht. Die 
ähnlichen Dreiecke URO,  UQT  ergeben

R U - U T  =  OU-UQ
oder

R U - ( R T  -  RU) = OU - { OQ - 0 U ) ,
also

RU ■ R T  — R U 2 =  0 U  -0Q — OU2,
d. h.

0  R 2 +  RU  - R T  =  0  U-OQ .

Setzt man hier die obigen Werte ein, so bekommt man für x  und z die 
Gleichung 4. Grades:

[x2 +  ( z + g A ) ( z  +  g-B)]2 =  D 2 [x2 +  (* +  g-A)2] .

Die Schwenkung läßt sich durch einen Mechanismus verwirklichen: 
Der Stab T U gleitet mit je einem Stift in T  und in U in zwei Schlitzen 
längs QT, QÜ  und wird durch eine Führung wie in der Abb. 41 senkrecht 
geführt.

Für c' =  0 ist außerdem B =  A  und man erhält die Siacci-Formeln 
für die Grenzbahnen; die obige Gleichung 4. Ordnung reduziert sich auf 
eine Kreisgleichung, die Punkte T, U fallen in Q zusammen, die Schwenkung 
nach Abb. 42 geht in die nach Abb. 38 über.

In bezug auf die Veränderliche v0 repräsentiert eine Schußbahn eine 
ganze Schar von solchen, da man auf ihr den Anfangspunkt ver­
legen kann.

Demnach ist aus einer einzigen Schußbahn, zugehörig zu v0, w0, <w0, 
mit hinreichend großer Anfangsgeschwindigkeit jede beliebige durch 
Schwenkungen, Verlegungen des Anfangspunktes und Transformationen 
(angenähert) zu gewinnen. Hierin besteht die Bedeutung der Siaccischen 
Tabellen der Funktionen D, T, J , A,  in denen deshalb alle Schußbahnen 
(angenähert) enthalten sind.
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Elftes  Kapite l

Die Schußbahn als nichtebene Kurve
§ 55- Einleitung

Wir haben bisher die Schußbahn als ebene Kurve betrachtet und be­
handelt. Diese Annahme ist nur so lange berechtigt, als Geschoßachse 
und Bahntangente in einer senkrechten Ebene liegen und der Luftwider­
stand eine in dieser Ebene liegende Resultante hat. Bei einem rotierenden 
Geschoß wird diese Symmetrie dadurch aufgehoben, daß der Luftwider­
stand hebend auf den Geschoßkopf wirkt, dieses Drehmoment sich mit 
dem der Rotation um die Längsachse zusammensetzt und diese Achse aus 
der Schußebene seitwärts aufwärts herausgedreht wird. Damit ist die 
sogenannte konische Pendelung eingeleitet, der Luftwiderstand bekommt 
eine seitliche Komponente, die Schußbahn wird uneben, das Geschoß weicht 
seitlich ab. Die Ursache dieser Seitenabweichung wurde in dieser Weise 
zuerst von Magnus*) qualitativ richtig erkannt. Analytisch ist die 
konische Pendelung rotierender Langgeschosse mehrfach behandelt worden. 
Die Ergebnisse stimmen nicht überein, eine neue Behandlung ist erforder­
lich.**) Hier soll eine Darstellung der Pendelung gegeben werden für den 
Fall, daß der Winkel | oc | zwischen Geschoßachse und Bahntangente wie eine 
kleine Größe behandelt werden kann. Diese Beschränkung ist erstens für 
die Praxis vorläufig zulässig und ausreichend, denn nur soweit dieser Winkel 
klein ist, hat die Schußbahn die für ein Zielschießen erforderliche Regel­
mäßigkeit und Genauigkeit. Sie ist zweitens theoretisch naturgemäß, 
da die Lösung unter dieser Annahme jedenfalls den ersten Schritt für 
eine Lösung bei nicht kleinem |oc| darstellt. Anderseits werden einige in 
früheren Arbeiten übliche vereinfachende Annahmen hier nicht gemacht, 
weil sie für die mathematische Natur des Problems nicht wesentlich sind. 
So wird die Beschränkung auf Flachbahnen und große Geschwindigkeiten 
oder Steilbahnen und kleine Geschwindigkeiten fallen gelassen, und es 
wird kein spezielles Luftwiderstandsgesetz angenommen. Das Problem 
wird auf ein mathematisch sehr einfaches zurückgeführt, nämlich auf die 
Differentialgleichung für gedämpfte Schwingungen. Die Koeffizienten 
der betreffenden Gleichung hängen in einfacher Weise von dem Geschoß, 
seiner Bewegung und dem Luftwiderstand ab und sind sogar bis auf 
einen, der langsam veränderlich ist, konstant.

*) Abhandl. der Kgl. Preuß. Akad. d. Wissenschaften, Berlin 1852.
**) Vgl. Encyclopedie des Sciences mathematiques, tome IV, vol. 6, p. 68ff.
Eine Übersicht über die verschiedenen Ergebnisse siehe z. B. in C ranz, Ballistik, 1896, 

8. 258.
Die obige Behandlung fand ich im Sommer 1916 in Kurland, trug sie erstmalig Sommer 

1918 in einer Vorlesung über Ballistik vor und veröffentlichte sie im Sommer 1919 in den 
Artilleristischen Monatsheften.

11*
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Die Beschränkung auf kleine j a | hat weiter den Vorteil, daß das Problem 
der Rotation und das der Translation des Geschosses, sonst untrennbar 
verbunden, sich getrennt lösen lassen, wenigstens im ersten Grade der 
Annäherung, praktisch ziemlich weitreichend. Von den drei Koordinaten 
eines Schußbahnpunktes erweist sich infolge der Pendelung schon im 
Anfangsgliede der Entwicklung nach der Zeit nur die seitliche beein­
flußt. In bezug auf diese Seitenabweichung sagt die Encyclopedie (a. a. O. 
S. 70): „La theorie de la derivation des projectiles presente encore des 
lacunes fondamentales“ , und Siacci  (Balistique, 1892, S. 123) sagt: 
„Les difficultes analytiques que l’on rencontre dans le calcul de la deri­
vation, comparees ä sa petitesse et ä ses anomalies, ont fait renoncer ä 
la determiner pour les applications pratiques.“  Der einzig beachtliche 
Ansatz in dieser Richtung besteht in den Majevskischen Funktionen M  
und B*) für den Grundriß der Schußbahn, die den Siaccischen Funk­
tionen J  und A  für den Aufriß der Schußbahn analog sind. Aber die Her­
leitung dieser Funktionen ist von Vernachlässigungen begleitet, deren 
Tragweite man nicht übersieht. Wir leiten daher diese Funktionen auf 
einem neuen, und zwar sehr einfachen Wege her. Dabei wird sich eine 
Berichtigung derselben ergeben. Der Vergleich mit der Erfahrung liefert 
uns dann eine Bestätigung.

§ 56. Die Differentialgleichung für die konische Pendelung
Es werden folgende Bezeichnungen eingeführt:

x, y, z rechtwinklige Koordinaten, Anfangspunkt in einem be­
liebigen Bahnpunkt, der als Anfangspunkt der Bahn 
genommen wird; x positiv vorwärts, y positiv rechts, 
z positiv aufwärts;

|, rj, £ rechtwinklige mit x, y, s gleichsinnige Koordinaten, fest 
im Geschoß, Anfangspunkt im Schwerpunkt; £-Achse mit 
Geschoßachse zusammenfallend; zu Beginn der Bewegung 
sollen y- und ??-Achse, sowie (xs)-Ebene und (f £)-Ebene 
zusammenfallen;

|a| Winkel zwischen Geschoßachse und Bahntangente;
8 Winkel der Bahntangente gegen die z-Achse;

8 —# Winkel der C-Achse des Geschosses gegen die z-Achse, & klein; 
yj Winkel der senkrechten Geschoßmittelebene gegen ihre 

Anfangslage, die xz-Ebene, positiv nach rechts, klein;
(p Winkel, um den sich das Geschoß um seine Achse von t =  0 

an gedreht hat, also Winkel der |-Achse mit der senkrechten 
Geschoß-Mittelebene oder der jj-Achse mit dem horizontalen 
Radius des Geschoßquerschnittes, positiv bei Rechtsdrall;

*) M a jev sk i, Lösung der Probleme des direkten und indirekten Schießens. Deutsch 
von K lußm ann. Berlin 1886. S. 13 u. 14.
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m die Masse des Geschosses;
ca Winkel der x-Achse mit der Tangente des Aufrisses der 

Schußbahn auf die x z - Ebene;
oj Winkel der #-Acbse mit der Tangente des Grundrisses der 

Schußbahn in der x y -Ebene;
Drehgeschwindigkeitenbzw.um die Achse, positiv bei
Drehung bzw. im Sinne t,r\, | £, rji; 
die drei Hauptträgheitsmomente des Geschosses in bezug 
auf die Achsen |, rj, £;
die Komponenten des Widerstandes W — mw  in Richtung 
der |-, rj-, £-Achse;
die Querkomponente von W, senkrecht zur C-Achse; 

hx, hy, hz die Komponenten von h in Richtung der x-, y-, z-Achse. 
Die Geschwindigkeiten p, q, r drücken sich durch die Geschwindig­

keiten cp, 1p, ff der Eulerschen Winkel <p, ip, 8—# bekanntlich so aus*):

W

P, q, r 

A, B, C

w , , w ;

m h 
hy, K

p =  — & sin 99 -f- ip sin 8 cos 99, 
q =  •& cos 99 -f- 99 sin <5 sin 99, 
r =  <p +  ip cos 8 .

Daraus folgt umgekehrt:
ff =  — p sin 99 +  q cos <p , 

ip sin <5 == p cos 99 -f- q sin 99.

(1)

(2)

Auf der Einheitskugel um den Anfangspunkt, in dem sich in dem 
betrachteten Zeitmoment auch der Geschoßschwerpunkt befindet, ist ip sin 8 
der Bogen eines Parallelkreises, #  der Bogen eines Meridians, wenn man 
die *y-Ebene als Äquatorebene nimmt (s. Abb. 43). Durch diese beiden 
Größen wird die momentane Lage der Geschoßachse gegen die Bahn­
tangente bestimmt. Daher fassen wir ip sin 8 und ff zu dem komplexen 
Winkel (Abb. 44)

ip sin 8 +  i & =  a (3)
*) Siehe z. B. Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1, S. 565.
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zusammen. Dann ergibt sich

a =  ip sin d +  i & =  (p +  i q) (cos <p — i sin cp) ,
und daraus
ä =  (p +  i q) (cos (p — i sin <p) q) (cos <p — i sin tp) (r — ip cos d) .

Der absolute Betrag |a| des Winkels a ist der Winkel Geschoß­
achse—Bahntangente.

Die Bewegungsgleichungen für das rotierende Geschoß bestehen jetzt 
erstens aus den drei Translationsgleichungen:

w . ,—  x  — hx, v x’

y

z

w ■
—  y — K >V
w . ,—  z ~ h z -  v

Zweitens aus den drei Rotationsgleichungen
A p  +  (B - C )  qr  + L  = 0 ,  
B q  + ( C  — A) r p M  =  d , 
C r  + ( A — B ) p q  +  N =  0 .

(4)

Die Momente L, M, N drücken sich durch die Komponenten W ; , W , 
und durch die Koordinaten des Widerstandspunktes die mit rj, £ 

bezeichnet seien, wie folgt aus:

L = £ W , - r , W e , 

N = r / W ( — £W'v .
( 6) .

Nun ist wegen der Symmetrie des Geschosses B =  A ;  ferner liege der 
Widerstandspunkt auf der Geschoßachse, also ist £ =  0, r) — 0, also

L =  CWV, M = — ZWV N =  0.

Folglich C r  — 0, also r — const, d. h. die D reh gesch w in d igk eit 
eines G eschosses um seine A chse ist konstant.*)

Die Gleichungen (5) für p und q werden jetzt:

A p  +  ( A - C ) q r + C W v =  0 , 1
A q +  [C — A ) p r  — £ W e =  0 . J

*) Müßte man bei großen Drehgeschwindigkeiten r die Reibung mit der Luft berück­
sichtigen, so würde r nicht konstant sein, sondern langsam abnehmen. Dann würde auch 
die obige Annahme, daß der Widerstandspunkt auf der Geschoßachse liegt, nicht zutreffen 
(vgh § 7).
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Mit 1 und i zusammengesetzt ergeben sie:
A (p +  i q) — (A — C) i r  (p +  iq) +  £ {Wn — i W f) =  0 

oder mit cos cp — i sin <p multipliziert und oc eingeführt:
A ü +  i (C r — A cp cos d) ü +  C (W — i W$) ■ (cos <p — i sin cp) =  0 .
Diese Gleichung läßt noch eine Vereinfachung zu. Die Querkompo­

nente von W  ist W \x | (s. § 7 S. 22), deren Komponenten sind W cp sin 5 
und W &, also die Querkomponente komplex W a. Die Komponenten 
von §  nach | und rj sind — & cos cp, — §  sin cp,
die von sin 6 sind — ip sin 6 sin <p, -j- f  sin 6 ^ -------
cos <p (s. Abb. 45); also ist

— W t — W (— §  cos <p — f  sin d sin <p) ,
— W  =  W  ( — & sin <p y> sin d cos 9?) .

Demnach wird
— W  +  i W s =  W & (— sin cp -f- i cos cp)

- { -W ipsm d  (cos cp +  i sin cp) ,
also

— ( z (cos <p ■— i sin cp)
=  W (y> sin 8 +  i $) =  W  a .

Dadurch vereinfacht sich die Differentialgleichung für oc zu: 
A ä - j - t ( C r - i - A y >  cos ö) ü — flK a  =  0 .

Da nach Voraussetzung |a|, also cp und cp klein sind, kann cp cos ö 
zunächst fortgelassen werden. Ferner können in t,W die von |a| ab­
hängigen Teile, die mindestens zw eiter Ordnung in |a| sind (s. § 7) 
fortgelassen werden. So wird die Gleichung für a:

A ü i C r ä — £Woc =  0 . (8)
Die Dämpfung, der Koeffizient von ü, ist proportional der Dreh­

geschwindigkeit r und dem Quotienten aus Längs- und Quer-Trägheits- 
moment. Nach Integration der Gleichung für a kann man die zunächst 
fortgelassenen Glieder in £W  und im Koeffizienten von ä als Funktionen 
der Zeit hinzufügen und daraus eine zweite verbesserte Lösung für a 
gewinnen. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen, so daß a (t) mit be­
liebiger Genauigkeit ermittelt werden kann.

§ 57- Die Integration
Zum Zwecke der Integration transformieren wir die Gleichung § 56 (8) 

für oc vermittels der Substitution:
. Cr

a =  e

in

' 2 A*+r . I -Cr
a =  x l - * 2 Ä  +  7 

f  +  r 2

ä — xy  -(- x ■ C r  .
-l 2 Ä  +  7 (9)
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Das ist eine R iccatische Gleichung für / ,  worin

2 A A =  C2r2 — 4 A C W (10)

ist. Setzen wir y — b +  s, so erhalten wir für ä die Iterationsformel
<3 +  6 -f- 62

2<5
und daraus für f  den Ausdruck

-r  +2 <5 + + 12 r) ii
(2 <5) 2 (2<5) 3 (2 (5) 3 ' (2(5)4 ‘ (2 <5)4

Die Koeffizienten sind aus einer Rekursionsformel bestimmbar, sie sind
n + 1

alle ganz, beim Nenner (2 d)n vom Vorzeichen ( — l ) n, beim Zähler <5 vom 
Werte (— 1)” . Die Konvergenz dieses Ausdrucks ist gesichert, da die 
Funktion W, infolgedessen auch £W  und A nur numerisch gegeben sind 
[vgl. die Bemerkungen zu den Reihenentwicklungen in § 19], Wir 
können sogar A oder (5 zonenweise durch eine solche Funktion von t mit 
jedem gewünschten Genauigkeitsgrade approximieren, daß der Ausdruck 
für f  abbricht. Zu dem Zweck approximieren wir A durch eine lineare 
Funktion der Zeit.*) Dadurch wird

d2 <5-V2
d W ~

=  0 , d. h. 2(5<5— 3<52 =  0

und infolgedessen die Riccati-G leichung integriert durch

b _  ++J/Z _  A

Denn es wird

Demnach wird 

also sind

7 — b

y + r 2 = b *

2 A

2 ä ö

4A

S ö 2

(11)

— % (  ̂t \ ", - dt. Gr
2  A

'VÄ
2 A 4 A

— i Ca dt o J

Sß
und

4 b2

f
— i ft dte J

dt

(1 2 )

Q Y _j_ Wj
partikuläre Lösungen für a, wenn a und t die Wurzeln ---- ---------- der2 A
folgenden Gleichung sind:

A a2 - C r  o +  £W  =  0 . (18)

*) Es entspricht dies dem einfachsten integrablen Fall der R iccatischen  Gleichung.
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Die allgemeine Lösung für die betreffende Zone ist dann

x e i J'a dt +  l e i f  z dt

j /z
(14)

Aus ihr ergibt sich die spezielle Lösung dieser Zone, indem man x und X 
so bestimmt, daß a und ü gegebene Anfangswerte haben.

Die Drehgeschwindigkeit r ist groß und infolge günstiger Geschoß­
form und Gewichtsverteilung ist jedenfalls anfänglich £W  nicht sehr

A C2r2 £W  C2r2
groß. Daher ist anfangs 2 =  2---------j-~ von  ̂ nicht sehr

verschieden, also

r =

a

I r  \ I
2 A

C r
2 Ä"

2 A

y z

groß und etwas kleiner als C r

£W
(15)

n . klein und etwas größer als „
2 A Cr

Mit wachsendem £ W  nimmt r ab, a zu. Hat <r den Wert —̂ —  und rC r
C T

den Wert erreicht, so ist a =  r, C2r2 — 4A £W, A =  0. Diesen Zeit­

punkt nennen wir die S ta b ilitä tsg ren ze  und A die S ta b ilitä tsd is - 
krim inante. Nur im Gebiete der Stabilität Z > 0  läßt sich Z -1/* durch 
lineare Funktionen der Zeit zonenweise approximieren, gilt also die Formel
(14) für a.

Es kann £, also £W  Null und negativ werden*), wenn der Schwer­
punkt weit vom  liegt, oder wenn der Sog am Boden stark wirkt. Dann 
bleibt A positiv und die Bewegung bleibt stabil, «  klein, die Geschoß­
achse nahe der Bahntangente: der Sog w irkt stab ilis ieren d . Anderer­
seits ist es aber unerwünscht, den Widerstand durch starken Sog infolge 
ungünstiger Bodenform zu vergrößern. Mit günstiger Bodenform muß 
man also Kopflastigkeit des Geschosses zu verbinden suchen, um mög­
lichste Stabilität zu erreichen. Aluminiumzünder sind deshalb für die 
Stabilität ungünstiger als Messingzünder.

§ 58. Geometrischer Verlauf der Pendelung
Um uns von der Bewegung in einem bestimmten Moment, z. B. zur 

Zeit 1 =  0, ein Bild zu machen, wählen wir jetzt ein Zeitintervall so klein, 
daß innerhalb desselben £W,  also A sich nicht merklich ändert. Dann 
können für a, r, A ihre Anfangswerte a0, t0, A0 gesetzt werden. Bestimmt

*) Bei kleinen Geschwindigkeiten scheint dies nach den Kum m erschen Versuchen 
(s. § 7) nicht der Fall zu sein; für große Geschwindigkeiten ist es nicht festgestellt.
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man nun * und /  so, daß a und ü die gegebenen Anfangswerte a0 und ü0 
annehmen, so erhält man aus § 57 (14):

aL =  A ^ ^ ± ä-°-e- i « t  A  K° r,(' ~ 1 c-ir-t. (16)
}'A0 ] / z l 0

Die hierdurch dargestellte Bewegung ist eine oskulierende Annäherung 
an die wirkliche Bewegung im Zeitpunkt t =  0.

Insbesondere ist im Bahnanfang, falls das Geschoß ungestört ist,
y>0 sin <50 =  0 , &0 =  0 , also a0 =  0 . (17)

Ferner ist d0 =  P0 und ip0 =  0. Nun ist im Anfang

dd =  d& =  -d-  ,
e

wenn das Geschoß zunächst mit Erhaltung der Achsenrichtung fliegt, 
also ist wegen § 10 (14)

Ä _  vo __ g sin <50
v o — ------ 'f?o üo

Demnach wird
i gsin^o

vo

(18)

(19)«0 =  Wo sin ö0 +  i &0 =

und der Ausdruck für a wird
A 0{ e - i ’’ «t — , (20)

A 0 gesetzt wird. Hieraus läßt sichwenn zur Abkürzung

u.

A g sin d0

W » «
die momentane Pendelung im Anfang er­
kennen.

Der Punkt A 0 e~ * 1 beschreibt im System 
mit der •&- und tp sin d-Achse einen Kreis 
mit dem Radius A 0 um den Nullpunkt 
(s. Abb. 46) im Sinne des Uhrzeigers, be- 

yrsmö ginnend im Punkte A0, einen Umlauf voll­
er endend in der Zeit %n/a0. Der Punkt

A 0e~lz,lt beschreibt einen ebensolchen Kreis 
in der Zeit 2jt/r0. Die Umlaufszeit 2 tt/ o0 
ist groß, die andere 27r/r0 klein*). Die zur 

ersten gehörige Geschoßpendelung heiße Präzession, die zur zweiten ge­
hörige Nutation. Aus beiden ist die Gesamtpendelung zusammengesetzt.

A bb. 46

*) ------ ist wegen (15) a n fä n g lich  etwas größer als —•
2ti
r

A
~C

Drallängfe

Winkelgeschwindigkeit o0 der Präzession a n fä n g lich  etwas größer als 

wird ein bekanntes Ergebnis präzisiert; s, z. B. C ranz, Ballistik 1896, S. 511
C r  ’

, die 

damit
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Die Nutation ist vom Luftwiderstände anfänglich fast unabhängig, da die 
Drehgeschwindigkeit r0 nahezu C r/A ist. Bei der Gesamtpendelung 
beschreibt a einen Kreis vom Radius A 0 im Nullpunkt längs der positiven 
fl-Achse beginnend, dessen Mittelpunkt langsam auf einem Kreise vom 
Radius A 0 um den Nullpunkt wandert. Die Radien beider Kreise wachsen, 
weil A 0 wächst. Die Umlaufszeit der Nutation wächst, die der Präzession 
nimmt ab. Nach einer Nutationspendelung kommt die Geschoßachse 
immer wieder, aber mit der Zeit in abnehmendem Maße in die Nähe der 
Bahntangente. Da der Mittelpunkt der Nutationskreise nur langsam 
weiterrückt, bleiben die Nutationskreise lange Zeit größtenteils rechts 
der Bahntangente. Die praktisch wichtigen Schußbahnen reichen über 
dieses Gebiet kaum hinaus.

In jedem Bahnpunkt wird, solange a klein und die Bewegung stabil 
ist, dieselbe durch die Formel (16) beschrieben, wenn man den betrachteten 
Bahnpunkt zum Anfangspunkt der Koordinaten und der Zeit nimmt. 
Die Bewegung kann vom Bahnanfang an diesen allgemeineren Charakter 
haben, wenn nämlich durch das Bucken des Rohres ein Drehstoß auf die 
Achse des Geschosses ausgeübt wird. Dann ist nämlich ü0 (i g/v0) sin d0, 
•ip0 =(= 0, und folglich im Bahnanfang auch oc0 0 (s. Kap. XIV). Die 
Werte von a0, ä0 treten zu den übrigen Anfangselementen als neue 
Anfangselemente hinzu. Daß in der Tat oe0 0 ist, wird sich weiter 
unten ergeben.

§ 59- Die Siacci-Majevskischen Translationsgleichungen 
mit Berücksichtigung der Seitenabweichung

Aus [s. § 58 (18)]
s _  g sin <50

folgt der Anfang der Entwicklung von §  nach t

g sm * ,
v0

Aus y>0 =  0 und der Gleichung § 56 (8) für a, die am Anfang wegen 
(17), (18) übergeht in:

folgt ebenso:

C Y
ü '0 sin d0 =  — #0 ,

C r g t2 
A v0 2

, =  0 ,

v>: +

Die Querkomponente h =  w \ a | der Verzögerung w durch den Luft­
widerstand zerfällt in die zwei Komponenten w& und sin <5 senkrecht
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zur Geschoßachse, also nach den Koordinatenrichtungen in die drei Kom­
ponenten :

h x =  w  #  sin 6 , \

hy = — wip sind, > (21)
hz = —  w  # cos 6 . J

Von den drei Translationsgleichungen § 56 (4):

(22)

w  .
hx ?X = -------X

V

w  .
hy ,y = -------y

V y

W .
- h ,  -z = -------Z

V

ergibt die erste unter Einführung von x  als unabhängiger Veränderlicher 
und Benutzung von

d x  

xX
t (T)

d x  =  —  d x  — h x dt  
x  x

x  , , d x  x  , w  sin d ,-7-  d x  —  n x -7— =  -7-  d x -------- t—  ir d x  ,
x  x x  x

also

- f iJ XX \ X (D)

Das erste Glied der Entwicklung von x  nach x  oder nach t bleibt 
also von # unbeeinflußt; #  beeinflußt erst das zweite Glied.

Die erste und dritte Translationsgleichung (22) ergeben:

z X —  z X =  h x z  — {hz +  g ) x ,
d. h.

integriert

j  z _  , z dt  dt
d x ~  hx ^2 ftz +  s) ' X

- n

- / 1

* . 4 - - ( * ,  +  8)}X X

■ g +  w & 14 -  sin <5 — cos d) l1 X j ] X X

(J)

z — * tg eo0 =  J ' J '  | — g - \ - w  $  [ t  cos <5 -f- sin dj | ; (A)

die unter dem Integral stehenden Glieder mit #  beeinflussen also das 
Anfangsglied nicht.
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Die erste und zweite Translationsgleichung (22) ergeben ebenso 
y x — y x =  hx y — hy x ,

yd . y dt , dt
fox r 2 *x 2 x

y_
X t g « ,  = / { * .  f  - !>,} | |  = / H cos ä + ysin ä} f  " t t  ■ <M>

wenn mit <0O der Anfangswert von o> bezeichnet wird. 
Nimmt man also ö)0 =  0, so folgt

y = J  J X -  cos (5 +  rp sin dj dx .
X X

(B)

Die Formeln (T), (D), (J), (A) sind als Verbesserung der Siaccischen, die 
Formeln (M), (B) als Verbesserung der M ajevskischen anzusehen. Aus 
einer ersten Lösung für a =  0 erhält man eine zweite, genauere durch 
Einführung von # und y> als Funktionen der Zeit usw.

Benutzt man die Taylorsche Entwicklung

y_
x

tg ö 0 +  t d tg (Ti 
dt +  • * • — w„ t +

0

so folgt aus (M), wenn man im Integranden die Elemente der ebenen 
Bahn einsetzt:

r ,  -• ,0  , v , f l -  g cos 2 | Cr _ g J 2\ x=J ( - “ o ^ c t g 8-y>)lr+---=J ^  ^ 2jxdl +
_  I ~ « , Cr\ g x 0 t3—  —  Mo COS <50 +  p • —- • -T-----+  •

also

also

2 A j v0 x 0 3

0 .
x j 0

C r  g sin <50 
2 A Vn

d. h. ä)0 =  0 .

t3
W‘ ' T  +

y =
C r  gw0 sin d0 24
A 24 +

(23)

Wenn also das Geschoß ungestört die Bahn beginnt, ist die Seiten­
abweichung in erster Annäherung der v ierten  Potenz der Schußzeit 
proportional.

Dieses Ergebnis beruht auf den Annahmen, daß § 0 =  0, ip0 =  0 ist. 
Wir wollen jetzt auch die Annahme verfolgen, daß xp0 4= 0 ist; d. h. am 
Bahnanfang bilde die senkrechte Geschoßmittelebene einen Winkel ipa 
mit der senkrechten Berührungsebene der Bahn, das ist mit der x z- Ebene.
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y
In diesem Falle folgt durch Einsetzen von -r- =  <D0 / -f- • ■ • in den 

Integranden von (M): =  — ipa ■ 1 +  • • •. Vergleicht man dies
X X q

y
mit —  =  O0 * +  ' ’ ' i so ergibt sich jetzt ö 0- +  0. Der Grundriß der Bahn

X
berührt zwar die #-Achse, aber die Anfangskrümmung ist nicht Null. 
Durch Integration erhält man, wenn noch x =  x 0 gesetzt wird,

V =  — Wo X0 Y  +  • • • =  y>0 cos Cü0 • -J- - f  • • • ; (24)

also: die Seitenabweichung ist angenähert proportional der zw eiten  
Potenz der Schußzeit, wenn das Geschoß schräg gestellt die Bahn beginnt. 
Der Vergleich mit der Erfahrung in §61 wird ergeben, daß in der Tat 

0 ist, daß also die Entwicklung (24) und nicht (23) gilt.

§ 60. Dieselben Gleichungen vereinfacht
Wenn y)0 4= 0 ist, wird auch das Anfangsglied von y  nach (24) durch 

# nicht beeinflußt. Setzt man deshalb angenähert #  =  0, also nach (21)
hx =  0 , hz =  0 , hy =  h ,

so werden die Translationsgleichungen einfacher:
w  .

X — -------X 5
V

w  .
—  hy = - ~ y

w  .
z  = -------0

V —  g -

(25)

Diese Gleichungen ergeben einerseits für den Aufriß der Bahn in der 
x z- Ebene*):

i = J df = T ( x ) - T ( x 0) ,  (T)

x = f ~ p -  =  D ( x ) - D ( x 0) ,  (D)

tg  « 0 -  tg  «  = j  Ä  =  J  ( i )  -  J  ( i 0) , (J )

*tg co0 - S =  f f  » d̂ * - ~  =  A(x)~-A(x0) - J ( x 0){D(x)-D(x0)}, (A) 
J J XX X

*) Der Aufriß der Bahn ist also angenähert die ebene Bahn, die man erhält, wenn man 
die Querkomponente des Luftwiderstandes vernachlässigt.
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wo T, D, J, A  die Siaccisehen Funktionen sind; andererseits genau 
so für den Grundriß der Bahn in der x y - Ebene:

hdx
tg w0 — tg & =  / — ^  =  M  (*) — M  (x 0) , (M)— tg ht

r r h d xx t g a o - y = J J - ~

Näherungsweise ist 

M { x )

x x die
=  B(x) — B{x0}— M(x^[D[x )—£>(*„)] ■ (B)

-J {x ) ,  B { x ) = ^ A ( x ) ,

wenn (h), (h2) geeignete Mittelwerte von h und ä2 sind. Dadurch ergibt 
sich eine näherungsweise Ableitung des Grundrisses aus dem Aufriß der 
Bahn.

M  und B entsprechen den von M ajevsk i so bezeichneten Funk­
tionen, wenn man x  wie in den S iacci sehen Formeln durch x  ausdrückt 
und h in noch zu erörternder Weise bestimmt. Um die Formel für 
x  tg d)0 — y in die von M ajevski*) überzuführen, muß man zunächst 
setzen [vgl. §31 (2), (5)]:

x  sec cüq — u , — x =  B w (u) cos o j0 .
Dann wird

f  f  h du u du 
x tgo )0 y J J  Q u w ûj ß w (u)

und dieser Ausdruck wird dem entsprechenden bei M ajevsk i gleich, 
wenn man h proportional B2sec2 w0/w setzt; dabei darf aber der Pro­
portionalitätsfaktor nicht mehr von mQ abhängen, sondern nur vom Ge­
schoß und seinem anfänglichen Bewegungszustand.

Eine oskulierende Approximation erforderte aber B =  1 (s. § 31). Will 
man also den Anfangswert von h richtig finden, so müßte man B =  1 
setzen. Das ergäbe h-u proportional sec2 <w0. Wir werden statt dessen 
weiter unten (§61) finden, daß h-u proportional cos co0 ist.

§ 6l. Vergleich mit der Erfahrung
Die Richtungskosinusse der Schmiegungsebene der Bahn im Punkte 

x, y, z sind proportional
(y z — y z ) : (z x  — z x) : (x y  — x y ) ; 

die Krümmung an der Stelle (x, y, z) ist

1 _  l/(y 2 — y z)2 +  (z x  — 2 x ) 2 +  (x y  — x y ) 2
Q V3

*) Siehe z. B. Enc. d. sc. math. IV. 6. S. 72 (1). Bei M a jev sk i, a. a. 0 ., fehlt der 
Faktor sec2 o)n.
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und die Windung, wenn h klein gegen g ist
X Y Z X y z

e* X y Z 0 h g
l _ X y "£ 0 h g

n2g2 cos2 mr ( x 2 +  y 3 +  z 2)3
Insbesondere ist im Anfangspunkt:

*o =  0 x 0 =  v0 cos co0

Yo =  0 Yo =  0
z0 — 0 z0 =  v0 sin co0

also sind die Richtungskosinusse proportional
kf)h0: x 0 g x 0 h0 ; 

die Krümmung ergibt sich zu

v*; k  +  *\g* +  *\h

h
g x

x 0 =  — w0 cos ü>0 
Yo =  — K
20 =  — Wq sin ß)0 — g ,

o
die Windung zu

h0 
g *o

Nun läßt sich erfahrungsgemäß die Seitenabweichung für kleine und 
mittlere Entfernungen dadurch ausgleichen, daß man der Aufsatzstange 
eine seitliche Neigung gibt, aber ihre rechtwinklige Stellung zur Seelenachse

beibehält.*) Bezeichnet man mit o den Winkel der Ebene 
Seelenachse—Aufsatzstange mit der senkrechten Ebene 
y =  0, so bestimmen die drei Richtungen Seelenachse, 
Visierlinie, ^-Achse ein rechtwinkliges sphärisches Drei­
eck, dessen Katheten die Erhöhung eo0 und der Winkel i 
sind, um den die Visierlinie gegen die s:-Achse gedreht 
ist. Genau dasselbe Dreieck erhält man unter der An­
nahme, daß die Bahn eine ebene Kurve ist, deren Ebene 
den Winkel a mit der vertikalen x z- Ebene bildet 
(s. Abb. 47). Dann ist t die „scheinbare“ Seitenabwei­
chung infolge der Verdrehung der Schußbahn. Die Tat­
sache, daß man die Seitenabweichung durch Schräg­
stellen des Aufsatzes nahezu ausgleichen kann, ist also 
gleichbedeutend mit den Tatsachen, daß erstens die 

Bahn nahezu eben, die Windung, also h nahezu Null, h nahezu konstant
ist, und daß zw eitens die Anfangsschmiegungsebene der Bahn um einen

*) Diese Tatsache hatte ich 1894 aus den Schußtafeln der Feldartillerie, die damals 
noch nicht den seitlich geneigten Aufsatz hatte, abgeleitet und nebst dem daraus für die 
Anfangsschmiegungsebene weiter unten abgeleiteten Satz der Kgl. Preuß. Versuchsanstalt 
in Spandau mitgeteilt.

Abb. 47
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von der Erhöhung nahezu unabhängigen Winkel gegen die Vertikalebene 
geneigt ist. Der Kosinus dieses Winkels ist nach obigem:

_________ g ±  o_________
]/xlg2 +  xthl+slhl

1

g2 cos2 eo0

also sein Tangens gleich hjg  cos to0. Da dieser von der Erhöhung co0 
unabhängig sein soll, muß h0 proportional cos co0 sein. Nun folgt aus

für den Anfangswert
h =  hy =  w ip sin S

h0 =  w0 y>0 sin <50 =  w0 f 0 cos co0 ,
also ergibt sich noch, daß xpQ von <30 unabhängig sein muß.

Für die Entscheidung zwischen den zwei Fällen des § 59 genügt es 
schon zu wissen, daß tg a =  h0/g cos co0 einen von Null verschiedenen 
Wert hat, denn daraus folgt auch ip0 4= 0, d. h. das Geschoß verläßt schräg 
gestellt das Rohr und diese Schrägstellung bedingt hauptsächlich die 
Seitenabweichung, denn infolge derselben wird die Seitenabweichung an­
nähernd der zweiten statt der vierten Potenz der Zeit proportional. Wäre 
es technisch möglich, ip0 =  0 zu machen, so würde die Seitenabweichung 
außerordentlich verringert.

Soweit h als konstant angesehen werden kann, läßt sich die Schußbahn 
noch genauer beschreiben. Setzt man nämlich:

g2 +  A2 =  G2 , G >  0 , 
y g — zh _

G
y h  +  zg  _ z

so werden durch diese rechtwinklige Koordinatentransformation, die eine
hDrehung um die a;-Achse um den Winkel arc tg —  bedeutet, die Bahn- 

gleichungen
w

Y =  - w
v Y ,

Z =  — —  Z  — G,  
v

d. h. die Schußbahn verläuft in der schrägen x Z - Ebene wie die eines nicht 
rotierenden Geschosses unter dem Einfluß einer schrägen  Erdbeschleu­
nigung G. Genauer erhält man aber die Lage der Bahn, wenn man 
die ebene Schußbahn x  sec co0 =  v01 -f- ■ • •, x  tg co0 — z — % g tz +  • ■ • um

V ahlen, Ballistik. 2 . Aufl. 12
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die Anfangstangente x  tg co0 — 2 =  0 um den Winkel o dreht. Zu dem 
Zweck machen wir erstens die Transformation:

— x  sin (o0 -f- z cos eo0 =  Z , 
x  cos <w0 -j- 2 sin o}0 =  X  ,

zweitens die Transformation:
y  cos a — Z sin a =  Y 
y sin a -j- Z  cos a =  $  •

Da die Schußbahn in der Y -Ebene verläuft, so ist für sie F =  0, 
y =  Z tg g =  tg a cos to0- \ g t2 -f- • • •. Das bestätigt die zweite Ent­
wicklung aus § 59 und ergibt zugleich ip0 w0 =  g tg a. Da man a aus den 
Schußtafeln ableiten kann, ist hierdurch ip0 bestimmt.

Wir wollen den Satz, daß die Bahn annähernd eine ebene Kurve ist, 
deren Ebene mit der vertikalen einen von der Erhöhung unabhängigen 
Winkel a bildet, für die französische 75 mm-Feldkanone, Modell 1897, 
nachprüfen. Unter Zugrundelegung eines Winkels o =  1° 20' 84" sind 
die Abweichungen berechnet und in der vierten Spalte der folgenden 
Tafel zusammengestellt; die fünfte Spalte enthält die Fehler.

Schuß­
weite

Erhöhung Abweichung
Schußtafel

Abweichung
berechnet

Fehler
0 Teil-

km Grad Min. m m m striche

1 1 6 0,4 0,449 rund 0,4 0 0
0 2 43 2,2 2,220 „  2,2 0 0
3 4 46 6,5 5,836 „  6,0 0,5 0,16
4 7 16 14,9 11,950 „  12,0 2,9 0,70
5 10 19 29,5 20,96 „  21,0 8,5 1,70

Der Fehler ist also bis etwa 3000 m Schußweite unmerklich und 
überschreitet erst zwischen 4000 und 5000 m einen Teilstrich. Der Satz, 
ist also in der Tat bei kleinen und mittleren Entfernungen mit einer prak­
tisch völlig ausreichenden Genauigkeit richtig.

Die anfängliche Schrägstellung des Geschosses wird nicht durch den 
Luftwiderstand, sondern dadurch veranlaßt, daß das Geschoß durch das 
Bocken des Rohres eine aufwärts kippende Bewegung erhält, die sich im 
Moment, in dem das Geschoß das Rohr verläßt, nach dem Kreiselgesetz in 
einer seitlichen Drehung äußert, nach rechts bei Rechtsdrall, um so stärker, 
je größer r ist; in Übereinstimmung mit den Beobachtungen von H eyden - 
reich.*) Der Drehwinkel ip0 sin Ö0 muß proportional der das Bocken ver­
ursachenden waagerechten Rückstoßkomponente, also proportional sin d0 
sein; in Übereinstimmung mit dem obigen empirischen Ergebnis, daß 
yo von <50 nicht abhängt.

*) Siehe z. B. Encyclopedie, a. a. O. S. 65.
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Die Tatsache der anfänglichen Schrägstellung des Geschosses haben 
wir oben aus der Verdrehung der Anfangsschmiegungsebene erschlossen. 
Zu demselben Ergebnis kommen wir durch Vergleich der beiden Reihen­
entwicklungen, die wir im § 59 für die Seitenabweichung y gaben, mit 
den Schußtafeln, die y° dem Quadrate der Zeit proportional geben: 
y° =  k-fi2 (Charbonnier) oder mit anderen empirischen Formeln für 
die Seitenabweichung. Deren gibt es mehrere. Zunächst gilt nach H aupt 
eine empirische Formel der Art:

y ==/li0 {(o0 — (o) t ,

wo / / 0 eine mit co0 etwas veränderliche Größe ist. 
Setzt man darin

_  g%o , .(O0 —  CO —  o t +  • • • ,

so erhält man y — /x0 cos coQ —  t2 +
vo

Das stimmt mit unserer

Formel (24) überein und ergibt für /i0 den Anfangswert: /j0 =
w„

vn.

Die Formel von H elie :

y° =  91 ä ‘o ,

wo 21, der sogenannte Ablenkungswert, eine von co0 unabhängige Größe ist,

gibt nach Einsetzen von s0 =  \gt° +  • • • den Ausdruck y°  =  91-^- i°2 +  • • ■;
in bezug auf t° in Übereinstimmung mit der unsrigen, in bezug auf 91

ergibt der Vergleich: 21 =  — Ŷ -ip0 cos co0, so daß nur für Flachschüsse 21
$

als unabhängig yon ca0 anzusehen ist. 21 ist empirisch ermittelt, also ergibt 
sich auch hieraus wieder ip0. Nach P resco tt* ) ist y° proportional 
X x° — ^ x° -f-1 , d. h. proportional x°2-j- ■ • • oder also proportional t°2 • • •. 
Der Proportionalitätsfaktor kann natürlich nicht durch die Anfangs­
elemente x 0, z0 allein ausgedrückt werden, da die Abweichung noch vom 
Geschoß abhängt. Geschosse, völlig gleich nach Form, Gewicht und An­
fangsgeschwindigkeit, haben verschiedene Seitenabweichungen, wenn ihre 
Massenverteilung verschieden ist.

Durch die vorstehenden Vergleiche ist die Richtigkeit der Formel

y =  i  Wowo sin «V *2 +  ' ‘ ‘
Wq

erhärtet worden. Damit ergibt sich auch h0 =  — y 0 ------- y 0 =  — ip0w0smd0,
vo

der Anfangswert von h, wie oben. Um auch über die anfängliche Ver-

*) Phil. Mag. London Bd. 34 (1917) S. 338, Gleichung (13).
12*
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änderung von h =  rp w sin ö etwas aussagen zu können, berücksichtigen 

wir, daß h =  y> -(zersin 6) (wsm d) anfänglich sehr klein bleibt.
d

Da nun -j j  {wsm d) anfänglich den endlichen Wert [aus §19 (21), (22) 
durch Differentiation abzuleiten]

*o = n +  [n — 1) sin co0
w0

cos cu0

hat, während y>0 nach Voraussetzung klein erster Ordnung ist, so folgt, 
daß auch rp0 klein erster Ordnung ist. Da auch h x  =  ipw sin<5• x  anfangs 
klein erster Ordnung ist, so gilt dasselbe für h x  +  h x . Demnach ist 
die Größe h x  nur langsam veränderlich. Man kann also angenähert 
setzen

h  x =  h g  x 0 ,
d. h.

h — — w0 w0 sin d0 
x

oder, wenn man x  =  u cos ct>0, x 0 =  u0 cos co0 einführt:

, u0h =  — y>0 Wg —  cos (o0 .

Und es leuchtet ein, daß, wenn man überhaupt mit einer gewissen An­
näherung h umgekehrt proportional u setzen kann, dann der Pro­
portionalitätsfaktor den oben angegebenen Wert haben muß. In den 
Formeln (M) und (B) ist also für h in zw eiter Annäherung der obige Wert

ipgWg - cos2 co0 zu setzen. Nunmehr kann man auch das zweite Glied

der Entwicklung von h nach t angeben. Aus y =  \ h012 +  • • • und
W  . I W g  \

y +  —  y  =  — h folgt nämlich — h =  h0 II +  • • • •

§ 62. Hauptgleichungen und Quadraturen
Für den Grundriß der Schußbahn fanden wir das Formelsystem § 60 

(M), (B) als Seitenstück zu dem Formelsystem für den Aufriß. Ebenso 
gibt es nun auch das Seitenstück zu den Formeln § 13 (30) und zur Haupt­
gleichung, wovon wir im folgenden Kapitel Gebrauch zu machen haben. 
Aus den drei Gleichungen § 60 (25) erhält man zunächst durch Kom-
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Position mit x, y, z und Berücksichtigung von x 2 -f- y 2 -j-z2 =  v2, 

x x - j - y y - j - z z  — vv, tg co =  , tg ft) =  -A-:

b = ~ w g tg ft) +  h tg &
y i  +  tg2 (o +  tg2 (ö ’

alsdann durch Komposition mit — z, 0, x  und mit — y, x, 0:
x co =  — g cos2 co ,
X 0) =  — ft COS2 « )  .

Und aus diesen Gleichungen ergibt sich

— dt =
v dx
w x

y i  +  tg2 «  +  tg2 w i  x Jt_ .----------- -------------- -—  dx =  —  d tg cd =  —  d tg co .
w g h

Diese zwei Gleichungen bilden das Hauptgleichungspaar für den räum­
lichen Geschwindigkeitsriß. Aus den letzten Formeln erhält man durch 
Multiplikation mit 1, bzw. ic, bzw. z, bzw. y :

‘ = J i r d t g * .

* = / t JT dtg5)’
C X 2z =  I-----tg co d tg o)%) 8 ■ y - f $ tg ö) d tg ö ) .

Wenn also der Geschwindigkeitsriß bekannt ist, d. h. die zwei Glei­
chungen zwischen x, co, ft), dann ist die Auffindung der Schußbahn auf 
Quadraturen zurückgeführt.

§ 63. Geschützneigung und Seitenabweichung
Für eine seitliche Neigung des Geschützes um den Winkel a fanden 

wir nach Abb. 29 in §45:
tg t =  tg ß)0 sin o ,

während das Dreieck Abb. 47 in § 61 für die Neigung der Schußbahn­
ebene ergibt:

tg t =  sin ty0 tg a .
Bei kleinem ff und nicht zu großem eo0 ist daher in beiden Fällen

1 = ft)0 ff ,
d. h. durch Geschützneigung oder schiefe Schildzapfenachse kann die 
Seitenabweichung auf kleinen und mittleren Entfernungen gerade aus­
geglichen werden. Auf große Entfernungen schießt man mit indirekter



182 Zwölftes Kapitel. Kosmische Ballistik

Beobachtung, braucht also keinen Ausgleich. Eine Neigung der Schild­
zapfenachse ist zweckmäßig bei unabhängiger Visierlinie und namentlich 
dann leicht herzustellen, wenn diese Achse, wie z. B. beim russischen 
Feldgeschütz, von der Radachse verschieden ist. Übrigens handelt es sich 
nur um sehr kleine Neigungswinkel. Auch beim Schießen gegen Luftziele 
ist dieser Ausgleich, wenn auch weniger genau, noch zu empfehlen, da 
dadurch wenigstens der Hauptteil der Seitenabweichung beseitigt wird.

Z w ö lftes  K a p ite l

Kosmische Ballistik
§ 64. Ältere Ansätze

Das Luftgewicht hängt von der Höhe, also bei einer gegebenen Schuß­
bahn von irgendeinem Element derselben, z. B. von tg a> ab. Demnach 
kann man der Veränderung desselben Rechnung tragen, indem man in 
den Differentialgleichungen für den Geschoßfaktor c eine passende Funk­
tion von tg co einsetzt. Zu dem angegebenen Zwecke macht zuerst Sparre 
eine solche Substitution. Aber die Einführung von tg co in c findet sich 
schon bei B orda , L egendre und Frangais, wenn auch nur, um die 
Gleichungen integrabel zu machen (vgl. § 28). Da von diesen Verfahren 
die späteren als natürliche Weiterbildung erscheinen, mögen sie hier 
kurz berührt werden.

Setzt man wieder zur Abkürzung tg a> =  p, so folgt aus § 18 (80)
dp
dt —  x 2

dp
dx

Differentiation nach der neuen Variablen p ergibt
d*p

also

d i  4^
dp d x ^  dx dp

d%p 
dx dp =  - 2 -£

=  0 ,

2 w cos co 2 c
V2 COS2 ft) COS ft)

wenn man das Newtonsche Gesetz w =  cv2 zugrunde legt. Demnach erhält
COS ft)

man eine integrable Gleichung, z. B. für die Substitution c — c0 —  
(Borda). Denn das gibt:

d dp 2 c0 , dp 2 c0— ----------  also -j— = ----------dx

wenn

dp dx  
dp

COS ft)0

(P — Po) +  Po',

dx

cos co0 ' dx  cos ft)0

=  p’ gesetzt wird. Daraus folgt durch eine zweite Integration:

'  Po —
Po

2 c0 • sec ft>0

I 2c0x \
(c COS _  1 j ( 1)
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und, wegen p — , durch eine dritte

z =  po x  + Po
j 2 c„x
I ^  COS OJ q 1

2 c0 • sec tu0 \ c0 • sec tu0
— x (2)

Das ist in Übereinstimmung mit den Formeln § 20 (30), (31) für den Fall 
n =  2. In der Tat ist das Bordasche Gesetz

zu schreiben

oder

wie oben § 20 (31) für

cos tu
w =  c0 •----------• v-cos tU0

— x — c0 • sec <u0 • x 2 (3)

L egendre und Frangais verbessern die Bordasche Substitution bzw. 
durch die folgenden:

1 +  a p2

y i + p 2
und c =  cn

1/
1 + * p i

(4 )

(1 + P 2

in denen a aus der Forderung bestimmt wird, daß für p =  p0, c — c0 sein 
muß. Diese Substitutionen liefern zwar integrable Fälle, aber der Änderung 
des Luftgewichtes mit der Höhe tragen sie keine Rechnung.

In welcher Weise das durch eine derartige Substitution erreicht werden 
kann, zeigt z. B. St. R ob ert  so: Da die Abhängigkeit des Luftgewichtes 6 
von der Höhe z durch die Formel 8 =  (50 (1 — s z) gegeben ist [§ 9], bat 
man noch für eine gegebene Schußbahn die Höhe z durch p oder durch tu 
auszudrücken. Da z mit dem sehr kleinen Koeffizienten e multipliziert 
wird, genügt es, wenn z näherungsw eise durch tu ausgedrückt wird. 
Ein solcher Ausdruck ist z. B.

z =  z . ( l  -  4 ^ — ) , besser \ sin-*«,,)
sin tu 
sin tu0

sin tu \ 
sin tu0 /

der an den Stellen tu =  tu0, tu =  0 genau, an der Stelle tu =  tu0 angenähert 
(bzw. ebenfalls genau) richtig ist, also eine interpolatorische Approximation 
darstellt. M ajevsk i führt die Rechnung für das kubische Gesetz w — c v z 
durch und kommt zu sehr unhandlichen Formeln.
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§ 65. Der Bernoullische Fall
Man kann aber das Hauptresultat sogar für das allgemeine B e rn o u lli­

sche Gesetz, das jetzt
w =  c0 (1 — s z) vn

wird, und eine geeignete Darstellung von 2 durch cd fast ohne Rechnung 
ableiten. Die Hauptgleichung §18 (28) wird nämlich jetzt:

g die . d m---- r  =  (1 — e 2) -------n—  ,c0 x n+1 v ' cosn+1 CD

g n dm , ,
ergibt also, wenn —  =  xn , ----- — j—  =  d ü  gesetzt wird:Cq COS CO

Wo

r <6>

Durch diese Formel, in der das Integral über den gegebenen Schußbahnbogen 
von 0  bis P  zu erstrecken ist, erhält man den Wert von x  in der für ver­
änderliches Luftgewicht berichtigten Schußbahn an der Stelle mit der 
Neigung cd. Und zu x findet man die Werte der übrigen Schußbahnelemente 
x, z, s, t durch die Formeln § 18 (30).

Die Änderung, die infolge der Berücksichtigung der Luft­

gewichtsabnahme erleidet, beträgt also
Wo

j" — £ 2 d ü  .
W

Wir wollen diese Änderung insbesondere für die Endgeschwindigkeit x er
(O0

also das Integral — e f  2 d ü  berechnen. Zu dem Zwecke stellen wir 2
w°

als Funktion von ü  durch Vermittlung einer Variablen a durch die- 
folgenden Gleichungen angenähert dar:

2 =  2* (1 — ff2) ,

ü  — a ff -f- b o2 .

Für 2 =  2* ist ff =  0, also auch ü  =  0, also auch cd =  0. Für 2 =  0 wird

ff =  ±  1, und soll Ü =  Ü0 bzw. ü  =  ü°  werden. Das ergibt a =  —
z, ü 0 -f- ü °  .
0 = ------------- . Nun wird

ß„ +1  ß„
— s j z d ü = — e J z * (1 — ff2) (a +  2ba) da =  — £ § 2* -2 a =  — £f § z *  d ü .

ß» ß»
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Hätte man statt des v a ria b len  Luftgewichtes (1 — ez) das k o n ­
stante Luftgewicht (50 (1 — £ f  2*), das in f  der Gipfelhöhe z* gilt, an-

( \ ~ ngenommen*), so würde die Änderung von |— denselben Wert haben.

Hierzu sind einige Bemerkungen zu machen. Bezeichnen wir die Schuß­
bahn für das Luftgewicht (50 mit 0 (0 ) , für das Luftgewicht Ö0 (1 — ez) 
mit 0  (s z), für das Luftgewicht <50 (1 — s § z„) mit 0  ( f  e z*), dann heißt 
der bewiesene Satz: je hat denselben Wert in den zu co° gehörenden 
Punkten auf 0 ( e z )  und auf 0  (§ e z*). Dieser Satz gilt aber nur an­
genähert, da die zwischen z und ca angenommene Beziehung nur an­
genähert richtig ist. Die zu <w° gehörenden Punkte beider Schußbahnen 
sind nur angenähert die Endpunkte. Also gilt auch angenähert: x°, also 
auch v° hat denselben Wert auf beiden Schußbahnen.

Wir wollen die Beschränkung aufheben, die in der Annahme

z =  z* (1 -  a*)

lag. Wir wollen aber daran festhalten, daß z eine Funktion von ca ist, die 
im Intervall co0 =  w =  0 von 0 bis z* steigt und im Intervall O ^ c a ^ c a 0

Abb. 48

von z* bis 0 fällt, z, als Funktion von ü  betrachtet, muß also, wegen

-4—  >  0, wie in Abb. 48 dargestellt, verlaufen. dca
Oo

Nun gilt für den Inhalt J  z d ü  des von der Kurve und der ß-Achse
ß«

gebildeten Segments bekanntlich der Satz, daß er annähernd gleich f  
des Produktes aus Basis Qa — ß °  und Höhe z* ist**). Demnach ist der 
obige Satz für x°  von der besonderen Darstellung des z durch ca ganz 
unabhängig. Für die oben gewählte Beziehung zwischen z und Q  wird die 
Kurve in Abb. 48 eine Parabel und der Inhaltssatz gilt genau.

Auf den beiden Schußbahnen 0  (ez) und 0  ( f  e z*) hat x 0 denselben 
Wert und x°  annähernd denselben Wert. Wie steht es mit den Zwischen-

*) M a jev sk i findet statt dessen — ------ „-----• was an der unzweckmäßigen Dar-o +  tg w0
Stellung von z durch cu und der ungenauen Annahme co° =  — co0 liegt.

**) Vgl. z. B. V a h len , Konstruktionen und Approximationen (Leipzig 1911), S. 211.
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werten x  ? Der Unterschied von |-̂ -j auf beiden Schußbahnen wird 
a„

— e ’ f  (2 — § zm) dü.  Das Integral bedeutet den Unterschied der Seg-
ß

mente I — II (bzw. I +  I' — II — II') in Abb. 48, ist also anfangs bis 
in die Nähe des Scheitels negativ, dann positiv. Also gilt annähernd 
der Satz:

In Punkten mit gleichem tu ist auf dem aufsteigenden (absteigenden) 
Aste oc auf der Schußbahn 0  (e 2) kleiner (größer) als auf der Schußbahn 
0  (I e 2„). Berechnet man also die Endelemente x°, 5°, t° für beide Schuß­
bahnen nach den Formeln § 13 (30), so sind die Integranden für die Schuß­
bahn 0  (e 2) kleiner auf dem ansteigenden, größer auf dem absteigenden 
Aste als für die Schußbahn 0  (§ e 2„). Daraus kann man annähernd 
schließen, daß die Endelemente für beide Schußbahnen gleich werden. Die 
Endelemente für die Schußbahn 0  (e z) erhält man also aus den End­
elementen für die Schußbahn 0 (0 ), indem man an ihnen Korrekturen nach

Gleichung § 43 (4) anbringt, ■— ^ W°wo wn =  — I e z* zu setzen ist. Dabei

kann man 2* z. B. nach der Näherungsformel (s. § 16)

X®
=  (tg «0 +  tgI tu01)

berechnen.

§ 66. Lösung durch V ariation
Das Verfahren des § 65 ist seit langem in praktischem Gebrauch*); eine 

theoretische Begründung fehlte bisher. Die vorstehenden Entwicklungen 
ließen sich durch Abschätzung der Fehler noch verschärfen. Wichtiger 
ist es jedoch, die Beschränkung auf das Bernoullische Gesetz aufzuheben. 
Gleichzeitig wollen wir auch noch den Einfluß der Änderung von g nach 
Größe und Richtung infolge der Geschoßhöhe und der geographischen Breite 
mitberücksichtigen, während wir den Einfluß der Coriolisbeschleunigung 
lieber durch das Verfahren des § 5 ermitteln.

Mit g bezeichnen wir die scheinbare Schwerebeschleunigung am An­
fang der Schußbahn. Im Punkte P ( x ,y , z )  hat sie sich dann geändert: 
erstens infolge der Ortsveränderung um eine Beschleunigung mit den

x *v 2 s
Komponenten [§ 4 ( 2 ) ] ---- ^ - g , ---- ^ -g , +  -^ -g ;  zweitens infolge der

veränderten Zentrifugalbeschleunigung um eine Beschleunigung, deren 
Komponenten § 4 (4) angegeben sind. Im ganzen kommt also hinzu eine 
Beschleunigung mit den Komponenten:

*) S. Enc. des Sciences math. IV. 6. S. 55.
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(6)

wo
(ix =  x  (1 — cos2 A  cos2 r )  — \ y  sin 2 A  cos2 r  +  £ z cos A  sin 2 T , 
fiv — — i  x  sin 2 A  cos2 r  +  y  (1 — sin2 A  cos2 F) +  £ z sin A  sin 2 T ,

=  i  x  cos A  sin 2 71 +  \ y  sin A  sin 2 r  +  z cos2 T .

Die Komponente Xx ersetzen wir durch eine /.x in der Richtung ds,

erhält man durch Multiplikation mit bzw. '

Fassen wir nun die gesamten Beschleunigungen, soweit sie in die 
s-, y-, s-Richtung fallen, in den Bezeichnungen 8w, 8h, 8g zusammen, 
so wird:

Damit sind die Änderungen von w, h, g für jeden Schußbahnpunkt 
gegeben, und es sind nunmehr die Änderungen der Schußbahnelemente 
x, y, z, t, co, cd, die hierdurch verursacht werden, zu ermitteln. Wir 
bezeichnen diese Änderungen oder Variationen mit 8x, 8 y  usw. und nennen 
die neue Schußbahn die variierte. 8x  z. B. bedeutet also den Unterschied 
der ^-Koordinaten eines Punktes der ursprünglichen und des entsprechen­
den Punktes der variierten Schußbahn. Es muß daher festgesetzt werden, 
was unter „entsprechenden“  Punkten beider Schußbahnen verstanden 
werden soll. Wir setzen fest, entsprechende Punkte sind solche, in denen 
die Tangenten gleiche Winkel mit der ar-Achse bilden. Da der Kosinus 
dieses Winkels gleich ist

— x̂ dx  ’ ^enn drei Komponenten von - j -  nach den drei Achsen
dx dy dz

dx  1

yä.r2 -f- d y 2 +  dz2 ]/l +  tg2 co +  tg2 ft»
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so bleibt diese Größe beim Übergang von der Schußbahn zu der variierten 
unverändert, d. h. es ist d (tg2 co +  tg2 ft>) =  0 .

Zur Abkürzung werde die Größe
h tg «  +  g  tg m =  k  (8)

gesetzt. Dann ergibt das Hauptgleichungspaar (§ 62):
d x  _ w  d tg co w  d  tg co
* g  ]/l +  tg2 co +  tg2 cd h }/l -j- tg2 co tg2cö

durch Zusammensetzung zunächst:

k ■ d lg x  =  w  • d lg y i  +  tg2 co tg2 cö . 

Also durch Variation:
.-----------.----------

d lg ( x  +  d x )  — dlg x  =  d —  • d\g\\ -f- tg2 co +  tg2co,
oder

d w
T

■ d  lg  x

oder integriert:

k  d x

Ferner ergeben die Gleichungen: 

— d,

durch Zusammensetzung:

— d t  =  —  d t g  io =  d  t g  ü> 
g

i  d  (tg2 co +  tg2 w) =  ~  d t  =  -4V- d x  =  ■ 'l .  d y  — — 
X X 2 x 2 t g a )  -

_k
x s

(9)

X 2 tg ft) dz

>yi +  tg2co +  tg2
d s  .

co
Also durch Variation:

d. h.
l  +  d $ \ d { t  +  d t ) - \ - d t  =  Q,

d ^ - d t  +  ~ - d ä t  +  ä - t - d d t  =  0 , x x x
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Ebenso:

St =  —

o

8 —  
X

±  +  »l
X  X

d t .

8s =  —

o

d s ,

dx — —

8y =  —
■ 2 . -  +  8 — 2 *x 2 tg co x  2 tg co

8 -r-
8z =

x 2 tg a>
k dz .

+  8 ^% 2 tg CO X  2 tg Cü

(10)

( 11)

In den Integranden kommen die Variationen von tg a> und tg ü> vor. 
Das Problem ist also auf Quadraturen zurückgeführt, sobald diese Varia­
tionen bekannt sind. Für diese hat man

und
8 (tg2 co +  tg2 ü>) =  0

d tg co dtgöa
g h

Setzt man tgco =  P - c o s 0 ,  tg <y =  P -sin<5 , so kommt:

cos 0 - d P  — sin 0 - P - d 0  sin 0 - d P  +  cos 0 - P - d 0
g h

also
d \ g P = t g ( 0  +  W ) d 0 ,

wenn
g 17/
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gesetzt wird. Wegen <5P =  0 folgt nun:

ö tg (0  +  ¥ )  d®  =  0 ,
also

tg {0  +  <50 +  ¥  +  <520 d { 0  +  6 0 )  =  tg {0  +  SO d 0 ;

eine Differentialgleichung erster Ordnung mit der unabhängigen Variablen 
0  auf der gegebenen Schußbahn, der abhängigen Variablen 0  -j- <3cP auf der 
variierten Schußbahn, während ¥  und <3 ¥  längs der gegebenen Schußbahn 
bekannt sind. Ist diese Differentialgleichung nach irgendeiner der bekannten 
Methoden [vgl. Kapitel V] integriert, so ist 6 0  bekannt und damit auch

Die bisherigen Formeln sind so abgeleitet, daß sie auch für en d lich e  
Variationen gelten. Nehmen wir jetzt an, was meistens zutrifft, daß die 
Variationen wie kleine Größen behandelt werden dürfen, so ergeben sich 
wesentliche Vereinfachungen. Man erhält nämlich aus § 66 (9), (10), (11), 
wenn in den Integranden nur die Glieder erster Ordnung in den Va­
riationen mitgenommen werden:

d tg co =  P-[cos ( 0  6 0 )  — cos CP] ,
d tg ä> =  P-[sin (0  6 0 )  — sin <P].

§ 67. Kleine Änderungen

0

0 (13)

0

0

0

Und die Gleichung 6 [tg (0  +  ¥ )  d&] = 0  ergibt:

d 0  =  0 ; (14)



§ 68. Bloße Luftgewichtsänderung 191

das ist eine lineare Differentialgleichung für d0.  Also: 
C 2 d # r  C 2 d<P

~ J sin (2 <p + 2'P) I J sin (2
— d0  =  e 0 

Schließlich wird

2 v) j  J 1 (2 <1> - 2 >/') 2 <5!F
sin (2 tf> +  2 !F)

<5 tg cu =  — V  sin 0 - 6 0  =  — tgor<5<P, 
<5 tg ö) =  F c o s 0 - d 0 =  tg ( o - 6 0 .

(15)

(16)

Die Variationen von lg k berechnet man am einfachsten aus

k =  P - sin {0  +  V)  -yg2 +  h2 . (17)

Im Hinblick auf die Kompliziertheit des Problems sind diese Formeln 
als überraschend einfach zu bezeichnen. Die unter den Integranden vor­
kommenden Bestandteile der Variationen von dw, dg, dh sind von ver­
schiedenen Größenordnungen. Es sind erstens der von der Luftgewichts­
abnahme herrührende Teil von dw, zweitens die von der Schwereabnahme 
herrührenden Teile von der Ordnung 1/1?, drittens (evtl.) die von der 
Coriolisbeschleunigung herrührenden Teile von der Ordnung v, viertens die 
von der Zentrifugalbeschleunigung herrührenden Teile von der Ordnung v2. 
Die Änderung des Luftgewichtes übt den bei weitem stärksten Einfluß 
aus, und ist in vielen Fällen zu berücksichtigen, wo die übrigen Einflüsse 
noch vernachlässigt werden können. Wir wollen deshalb diesen Fall noch 
besonders betrachten.

§ 68. Bloße Luftgewichtsänderung
Nehmen wir also dk =  0 und entsprechend dem St. Robertschen 

Gesetz der Luftgewichtsabnahme
dw
w

an, so ist äx aus der Formel

dx
- ’f ‘

dx
x

(18)

(19)

zu berechnen. Wenden wir hierauf zur Berechnung von x °  den oben 
benutzten Näherungssatz für Segmentinhalte an, so erhalten wir

(20)
x u x o

dw
Denselben Wert bekommen wir aber, wenn wir —  =  — § e annehmen,
d. h. die Geschwindigkeiten x °  in den zu w° gehörenden Punkten haben 
auf den Schußbahnen 0 ( e z )  und 0  (§ es») annähernd dieselben Werte.
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Für die Zwischenwerte der % auf beiden Schußbahnen schließen wir 
jetzt wie am Schluß von §65, indem wir dort lg x für Q  setzen: In ent­
sprechenden Punkten der aufsteigenden (absteigenden) Äste ist der Wert 
von x  auf der Schußbahn 0  (e z) kleiner (größer) als auf der Schußbahn 
Ö> (| e z„).

Infolgedessen können wir wie früher für die Elemente t°, x°, y°, s°, 
s° schließen, daß dieselben auf diesen beiden Schußbahnen annähernd 
gleiche Werte haben. Damit ist das erwähnte praktische Verfahren von 
neuem, und zwar ohne Zugrundelegung eines speziellen Luftwiderstands­
gesetzes begründet.

Kann man für größere Geschoßhöhen nicht mehr öw[w =  —e z an­
nehmen, sondern muß man dw/w als empirisch gegebene Funktion von z 
nehmen, so kann die Berechnung des Integrals

öx  _ C äw die
x J w x

z. B. so erfolgen:
Es sei x 0, x lt x 2) 

tienten q, dann ist

also

*0

x n eine fallende geometrische Reihe vom Quo-

dx _ x i + 1 — Xf _. (f 1 >
X %i

r  öw dx  1N ÖWiJ r = - s r

Als entsprechende Punkte der gegebenen und der variierten Schußbahn 
nahmen wir bisher solche mit gleichem tg2 tu +  tg2 c5. Man kann statt 
dessen auch x oder auch v wählen. Lezteres muß man beim senkrechten

TT
oder fast senkrechten Schuß, für den sin tu =  ± 1 ,  cos co =   ̂T  w ist. 
Dann kann man die Formeln § 12 (27) direkt variieren und erhält z. B.

ö w v d vds
w ±  g)2

usw.

§ 69. Lösung durch Iteration
Wir können aber auch direkt an die in § 10 (1) aufgestellten Bewegungs­

gleichungen
6 =  g +  tt>, t =  b (21)

anknüpfen. Hier ist jetzt die Schwere g nach Größe und Richtung eine 
Funktion des Geschoßortes r und die Widerstandsfunktion tn hängt, 
außer von der Geschwindigkeit b, ihrem Betrage nach auch noch vom 
Geschoßort r ab. An Stelle der Ausdrücke § 10 (2) tritt also jetzt

0 = 0 (t) , in =  W (r, b) . (22)
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Es ist jetzt nicht mehr möglich, zuerst die erste der Gleichungen (21) 
zu lösen und danach durch Quadraturen die Bahnkurve r (t) zu ermitteln. 
Die beiden Differentialgleichungen (21) sind jetzt gekoppelt und nur gleich­
zeitig lösbar. Das hindert aber nicht, die praktischen Lösungsmethoden 
des V. Kapitels auf die kosmische Ballistik zu übertragen. Vor allem die 
Methoden, die den tempierten Hodographen [vgl. § 25] benützen, können 
unverändert herangezogen werden. Nur muß die Bestimmung der Geschoß­
bahn nach § 26 gleichzeitig Schritt für Schritt vorangetrieben werden, 
Da sich Schwere und Geschoßwiderstand vergleichsweise nur langsam 
mit der Geschoßhöhe ändern, können im allgemeinen während eines 
Integrationsschrittes diese Abhängigkeiten vernachlässigt werden. Es 
genügt also, die Veränderlichkeit von g und tu wegen der Geschoßhöhe 
nach jedem Integrationsschritt zu berücksichtigen.

Oft läßt sich die Widerstandsfunktion genau genug in der Form
in (r, b) =  c (r) tb (b) (23)

darstellen. Hier rührt z. B. die Ortsabhängigkeit von der Veränderlich­
keit des Luftgewichtes her. Führt man an Stelle der Zeit t eine neue Zeit­
variable x ein durch

c (t) dt — d t , (24)
so geht Gleichung (21) über in

Hier bedeutet

^  =  8(1) + tt(tJ), dx
dx

9 (r) = 9 (t)
c(t)

b
C

(25)

eine fiktive Schwerebeschleunigung. Mit wachsender Höhe nehmen |g| 
und c beide ab, c aber stärker als |g|. Daher wächst |g| mit der Geschoß­
höhe. Auch die Differentialgleichungen (25) sind noch immer gekoppelt. 
Diese Koppelung verschwindet erst in den beiden in § 13 betrachteten 
Grenzfällen.

Ist nämlich die Bahn nahezu widerstandsfrei (Lösungen der ersten 
Klasse), so geht (25) im Grenzfall über in

d2 x =  9 (r) 
dx2 c (x) (26)

Das ist also jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in r. Ihre
dx

Lösung liefert t (r) und b (r) =  . Durch Quadratur der Formeln (24)
ergibt sich dann der Zusammenhang mit t. Dieser Fall ist praktisch von 
Interesse bei den Gipfelbogen der Fernbahnen. Die Bahn kann gedeutet 
werden als Parabel mit schwach veränderlichem Parameter. Sie ist also 
symmetrisch bezüglich des Gipfels, solange die Richtung von g fest ist.

13V ahlen , Ballistik. 2 . Aufl.
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Ist die Bahn nahezu schwerefrei (Lösungen der zweiten Klasse), so geht 
(25) im Grenzfall über in

Hier sind also die Überlegungen des § 15 anwendbar, mit dem Unterschied, 
daß aus § 15 (45) nicht t, sondern r hervorgeht. Nachträgliche Quadratur 
von (24) liefert dann wieder t als Funktion von x. Mit geringen Ab­
änderungen sind auch die Methoden des VII. Kapitels, also auch die 
Siaccisehen Formeln, übertragbar. Steilbahnen mit geringer Gesamt­
krümmung spielen bei der Flakartillerie eine Rolle.

§ 70. Zweck. Konstanter und progressiver Drall
Die Geschoßwirkung am Ziel wächst, wenn man die Geschoßmasse 

vergrößert. Wollte man dies ohne Vergrößerung des Kalibers erreichen, 
so mußte man von Kugel- zu Langgeschossen übergehen. Das bringt 
einen weiteren Vorteil mit sich, da nach § 7 (16) die Verzögerung durch 
den Luftwiderstand der Querschnittsbelastung umgekehrt proportional 
ist, also bei gleichem Kaliber durch Vergrößerung des Gewichtes verkleinert

„gezogenen“ Rohren übergehen. Die schraubenförmige Windung der Züge 
heißt der Drall. Als Maß des Dralles nimmt man entweder die „Drall­
länge“ oder den „Drallwinkel“ . Die Drallänge ist die Länge, die einem 
vollen Umlauf der Züge oder einer vollen Umdrehung des Geschosses 
entspricht. Der Drallwinkel ist der Winkel, unter dem die Züge die Geraden 
der zylindrischen Seele schneiden. Ist D  der Drallwinkel, 2 R das Kaliber 
in Metern, so ist also tgl )  gleich 2 n R  dividiert durch die Drallänge in 
Metern, oder gleich n dividiert durch die Drallänge in Kalibern. Das ergibt 
sich durch Aufbiegen der Seele zu einem Rechteck von der Länge des 
Rohres und der Breite 2 ti R, in dem die Züge in gerade Linien übergehen, 
die gegen die Längsseite um D  geneigt sind. Diese Überlegungen gelten 
für den gleichbleibenden Drall. Beim wachsenden Drall wächst der

Dreizehntes  Kapite l

Der Drall

Abb. 49

wird. Um Langgeschossen die erforderliche 
Stabilität beim Fluge durch die Luft zu geben, 
mußte man ihnen eine Drehwucht um die 
Längsachse erteilen. Dies geschieh durch die 
schraubenförmig in die Rohrwandung (Seele) 
eingeschnittenen „Züge“ , und die Führungs­
ringe des Geschosses, in die sich die Züge ein­
schneiden. Man mußte also von glatten zu
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Winkel D, in der aufgebogenen Seele werden die Züge krumme Linien, 
deren Neigung gegen die Längsseite vom Anfang bis zur Mündung wächst. 
Für die Stabilität des Geschosses kommt es auf die Drehwucht an, mit 
der es das Rohr verläßt, also auf den Enddrall. Der danach gewählte 
Enddrall bestimmt beim gleichbleibenden Drall diesen von Anfang an. 
Infolgedessen wurde das Geschoß am Anfang durch den Druck der Pulver­
gase auf Druck und zugleich durch den Drall auf Torsion so stark bean­
sprucht, daß Rohrplatzer vorkamen. Das war der Grund, zu wachsendem 
Drall überzugehen. Man setzte den Anfangsdrall so weit herab, daß Rohr­
platzer nicht mehr vorkamen, und ließ den Drall vom Anfang zum Ende 
gesetzmäßig wachsen.

Beim Übergang zum wachsenden Drall mußte man zur Vermeidung 
von Torsionsbeanspruchungen den vorderen Führungsring durch einen 
„Zentrierwulst“ ersetzen, in den sich die Züge nicht einschneiden, der aber 
mit dem hinteren Führungsring die axiale Führung des Geschosses sichert.

§71- Geometrische Drallgesetze. Kreisdrall. Parabolischer Drall
Solange keine weitere Bedingung gestellt wird, kann man das Gesetz, 

nach welchem der Drall wächst, ziemlich willkürlich wählen. Die ein­
fachste Annahme war, daß die Züge nach der Ausbreitung der Seele in 
eine Ebene Kreisbögen werden, die die schmalen Kanten des Rechtecks 
unter gegebenen Winkeln schneiden: „Kreisdrall“ . In der Tat kann man 
einen Kreisbogen bestimmen, der zwei Parallele unter gegebenen Winkeln 
schneidet. Man schneide nämlich umgekehrt einen Kreis mit zwei Par­
allelen unter den gegebenen Winkeln und setze nachträglich den Maßstab 
der Figur so fest, daß der Parallelenabstand die Seelenlänge gibt.

Beim „parabolischen“ Drall wächst tgD =  dyfdx  linear mit der Ent­
fernung x  vom Rohranfang, d. h. es ist d tgD/dx konstant, also y  eine 
quadratische Funktion von x, die Züge sind Parabeln. Die Aufgabe, 
zwei Parallelen durch eine Parabel derselben Achsenrichtung unter ge­
gebenen Winkeln zu schneiden, wird wie beim Kreise gelöst.

Ein drittes Drallgesetz ist dDldx =  const, während beim Kreis­
drall dD/ds konstant ist, wenn 5 die Bogenlänge der Züge bedeutet. 
Da D  klein und wenig veränderlich ist, stimmen alle drei Gesetze nahe 
überein. Die Gleichung der Züge wird von der Form y =  a x -\-b x 2 
Die beiden ersten Glieder genügen, um den beiden Forderungen des An­
fangs- und Enddralles zu entsprechen.

§ 72. Drall kleinster Beanspruchung der Züge
Eine Beobachtung, die wir im Kriege machten, ist die folgende:
Der Anfang des gezogenen Teiles der Rohre ließ vielfach eine Ab­

nutzung in der Art erkennen, daß die Felder von der Führungskante 
her beiseitegedrückt waren; sie waren an der Führungskante abgeschrägt,

13*
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und zwar meistens treppenförmig. Auf die Nachteile solcher Beschädi­
gungen sei hier nur kurz hingewiesen: ungenauer Geschoßansatz, Beschä­
digung der Führungsringe, Vergrößerung des Laderaumes, alles das er­
gibt eine Beeinträchtigung der ballistischen Leistung. Dazu kommt eine 
schnellere Abnutzung des Rohres. Für die Ballistik des Geschosses kommt 
es nun bloß auf den Enddrall an, der hauptsächlich durch Stabilitäts­
forderungen bestimmt ist. Die Art der Progression des Dralles ist also 
so zu bestimmen, daß erstens der Enddrall ein gegebener ist, und daß 
zweitens die Beanspruchung der Züge sich über deren Länge möglichst 
gleichmäßig verteilt. Die Aufgabe der Züge ist, dem Geschoß eine be­
stimmte Drehwucht zu erteilen. Wenn ein Stück der Züge dem Geschoß 
einen bestimmten Zuwachs an Drehwucht erteilt, ein anderes gleich langes 
Stück einen geringeren Zuwachs, so wird das erstere zugunsten des 
letzteren unnötig stark beansprucht, also schneller abgenutzt. Demnach 
läßt die oben angeführte Beobachtung darauf schließen, daß der A n ­
fangsdrall zu groß genommen wird. Aus diesem Ansatz soll das Drall­
gesetz geringster Beanspruchung der Züge entwickelt werden.

Es sei m die Masse, *  der Weg, v die Geschwindigkeit des Geschosses; 
ferner q-R  der Trägheitsradius. Für ein rein zylindrisches und homo­
genes Geschoß wäre q2 =  0,5, also infolge der Bogenspitze q2 etwas 
kleiner als 0,5 bei homogenen Vollgeschossen. Infolge der größeren Dichte 
des Mantels gegenüber der Dichte der Füllung ist bei Geschossen mit 
Sprengladung erfahrungsgemäß q2 nahezu gleich 0,56*).

Nun ist die Umfangsgeschwindigkeit gleich v tg D, für die Winkel­
geschwindigkeit ergibt sich also v tg Dj R. Also ist

I v tg D \ 2
die Drehwucht =  \ m I— ---- q RI =  \ m v 2 tg2 D-q2 ,

die Flugwucht =  T  =  \ m v 2.

Die Drehwucht ist also nur ein kleiner Teil der Gesamtwucht des Ge­
schosses. Z. B. ergäbe D  =  5° 42,5', tgD =  0,1 eine Drehwucht, die nur 
0,56% der Flugwucht ausmacht. Bei der Lösung des Hauptproblems der 
inneren Ballistik kann man deshalb in erster Annäherung von der Dreh­
wucht absehen. Soll jetzt die Drehwucht vom Anfang der Bewegung an 
bis zum Verlassen des Rohres proportional der Weglänge % anwachsen, 
so muß

T-tg2D =  ~ x  (1)
q2

sein, wo c eine Konstante ist, deren Wert sich aus dem Enddrall, der 
Rohrlänge und der Geschwindigkeit beim Verlassen des Rohres ergibt. 
Ist das Problem der inneren Ballistik gelöst, d. h. ist v, also auch T  als

‘) K a iser , Konstruktion der gezogenen Geschützrohre. Wien 1892. S. 443.
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Funktion von :r bekannt, so ergibt sich aus (1) auch D  als Funktion von x,
J 'p

d. h. das gesuchte Drallgesetz. Wir führen noch die Triebkraft P  =
dx

ein, die dem Druck der Pulvergase proportional ist. Die Abhängigkeit 
des P  von x  wird durch die „Druck­
kurve“ dargestellt, in der die Ordinate 
A B  =  P, die Abszisse OA =  x  und der 
Kurvenbogen 0 B die Fläche T =  f  P d x  
einschließen. Der mittleren Höhe Tjx 
dieser Fläche über der Basis x  ist nach (1) 
ctg2D  proportional; danach kann durch 
graphische oder mechanische Verfahren 
der Wert von tgD  zu jedem x  leicht 
gefunden werden. Bezeichnet man mit 
P'  =  Tjx  die zum Weg x  gehörige 
m ittlere  Triebkraft, so kann man die Gleichung (1) auch schreiben:

ß

Abb. 50

demnach ist die m ittlere  Drehwucht P'q2-tg2D  konstant und ihrem 
Werte nach gleich c. Die Gleichung (2) dient zur Ermittelung des Anfangs­
dralles, da der Anfangswert der mittleren Triebkraft P' bekannt ist. Denn im 
Anfang ist die mittlere Triebkraft P' =  Tjx gleich der Triebkraft P = d T j d x ,  
und diese ist s ta tisch  zu definieren als Druck der Pulvergase multipliziert 
mit dem Querschnitt. Da die Bewegung erst beginnt, wenn die Trieb­
kraft einen beträchtlichen Wert erreicht hat, muß der Drall mit einem 
sehr kleinen Winkel beginnen.

Nach (1) ist die Zunahme der Drehwucht proportional der Zunahme 
der Weglänge x. Dem Teil dx  der Weglänge entspricht aber ein Teil 
ds =  sec D-dx  der Länge der Züge. Soll also, genauer, die Drehwucht 
nicht proportional der Weglänge, sondern proportional der Zuglänge 
anwachsen, so ist die Gleichung (1) durch die Differentialgleichung 
zu ersetzen:

d ( T tg2D) =  sec D-dx .

Dies ergibt integriert:

(3)

T- tg2D =  ^ s (4)

Da nur die Beziehung zwischen T  und x, nicht die zwischen T und 5 als 
bekannt gelten kann, ersetzen wir s durch: 2 scc D-Ax,  nehmen die

Differenzen A x  alle gleich ^ X,  wo X  die Länge des gezogenen Teils

ist, und bilden, indem wir noch cX_ 
n q 2 =  k setzen, die Gleichungen:
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T1-tgi D1 =  k sec D0 , 
T2-tg2D2 — T1-tg2D1 =  k secDt ,

(5)
Tn-tg2D n — Tn_1-tg2Dn^1 =  k secDn_ 1 .

Aus diesen Gleichungen und dem Anfangsdrallwinkel D0 kann man 
der Reihe nach die zu den Weglängen

gehörigen Drallwinkel Dlt D2, Ds, . . . ,  D n berechnen. Dabei ist aber der 
Wert der Konstanten c oder k zunächst noch unbestimmt. Er ist aus der 
Forderung zu ermitteln, daß D n den vorgeschriebenen Wert des Enddrall­
winkels annimmt. Die Addition der Gleichungen (5) ergibt, daß Tn-tg2D n 
größer ist als k-n sec D0 und kleiner als k-n sec Dn, also gleich k-n secD', 
wenn mit D' ein Mittelwert des Drallwinkels bezeichnet wird. Ist D ’ 
etwa 2 bis 3 Grad, so ist sec D' =  1,001, also kann aus der Gleichung 
Tn-tg2 Dn =  k-n sec D' der Wert von k mit einer Genauigkeit von 
etwa 1 °/00 bestimmt werden. Hat man zu diesem k aus (5) die n 
Drallwinkel Dx, D2, Dz , .. ., Dn berechnet, und sollte der letzte von 
dem vorgeschriebenen Enddrallwinkel noch merklich abweichen, so 
kann man diese Werte wie folgt verbessern. Man ersetze in (5):

dann erhält man zur Bestimmung der Korrekturen j, j lt j2, j n- i ,  
die als kleine Größen erster Ordnung anzusehen sind, die n linearen 
Gleichungen:

k durch k (1 -f- j) , 
Di durch Dx (1 +  ]\)

(6)

Dn durch D n (1 +  jn)
also jedes 

tgD durch

und jedes

tgD +  j  tgD 
1 -  7 tg2D tgD -(l + ;')•(! + j tg2D) =  tgD  •(! + j-sec2D)

sec D  durch 1 secD +  j - tg2D ,cos D — j-sin2D

Ji-sec2̂  =  \ k-secD0-j , 

J2-sec2D2 — J1 ■sec2D1 =  \k-\sec Dx-j +

n -1 /

(7)
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in denen zur Abkürzung immer j- Y’ -tg2 1) =  J  gesetzt ist und J0, 
wie j0 den Wert 0 hat. Aus diesen Gleichungen berechnet man der 
Reihe nach

^  =  (1 )7 ,
J2 =  (2) • ; ,

(8)

Jn =  («W>

wo (1), (2), . . . , ( « )  Zahlenfaktoren sind. Aus der letzten der Gleichungen (8) 
ergibt sich die Korrektur j  von k, da ja die Korrektur jn von D n, also 
auch der Wert J n bekannt ist. Die Berechnung der Größen J  aus den 
Gleichungen (7) und die Berechnung der Größen j  aus j - T - t g 2D =  J  
gestaltet sich sehr einfach, da die dabei erforderlichen Größen T-tg2D 
und sec D schon in den Gleichungen (5) der Reihe nach berechnet sind.

Als man vom gleichbleibenden zum wachsenden Drall überging, 
bestimmte, man den Anfangsdrall aus der Forderung, daß die größte 
Drehbeanspruchung des Geschosses unter einer gewissen, vom Geschoß 
abhängigen Grenze liegen sollte. Mit dieser primitiven Art den Drallverlauf 
festzulegen, mußte man sich begnügen, da damals der Verlauf der Ge- 
schwindigkeits- und der Gasdruckkurve nicht bekannt war. Neben der 
gebotenen Rücksicht auf die Geschoßfestigkeit darf aber die auf die Be­
anspruchung der Züge um so weniger außer acht gelassen werden, als das 
Geschoß nur einmal, die Züge dauernd beansprucht werden. Nach (8) 
ist nun diese Beanspruchung gleich

d ( T t g 2D) =  p  _ tg2£) +  2 T . tgD . . (9)
d % d oc

Da nun beim üblichen parabolischen Drall dtgD/dx  konstant ist (§ 71), 
während T  und P  nur wachsen, P  bis zu seinem Maximum wächst, so ergibt 
sich, daß bei parabolischem Drall die Züge von Anfang an, und jedenfalls 
bis zur Stelle des Druckmaximums, in stark wachsendem Maße beansprucht 
werden. Das beweist die Unzweckmäßigkeit dieses Dralls. Dasselbe gilt 
also auch für die beiden anderen geometrischen Drallgesetze. Dagegen 
erfüllt der Drall kleinster Beanspruchung der Züge auch die Forderung in 
bezug auf Geschoßbeanspruchung. Letztere ist nämlich gleich der Ge­
schwindigkeit des Anwachsens der Drehwucht, also zur Zeit t gleich 
d(T tg2D)/dt, also wegen (8) gleich c v s e c D / q 2, erreicht also am Ende 
den größten Wert. Aber der erfahrungsmäßige Enddrall liefert keine Rohr­
platzer. Dieser Drall hat also noch den weiteren Vorteil, daß die am 
Ende liegende größte Drehbeanspruchung von der nahe am Anfang liegen­
den größten Druckbeanspruchung des Geschosses soweit als möglich 
getrennt ist.
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Zur Bestimmung des Anfangsdrallwinkels D0 erhält man aus (3) 
und (9) wegen T0 =  0 die für sec D0 quadratische Gleichung

Po ■ tg2D0 =  sec D0, (10)

in der P0 der Anfangswert der Triebkraft, d. h. des mit dem Querschnitt 
multiplizierten Gasdruckes ist.

Für den Enddrall liefert die Rücksicht auf die Drehbeanspruchung 
des Geschosses eine obere Grenze. Eine untere Grenze erhält man aus 
der Forderung der Stabilität. Sind A  =  B, C die Trägheitsmomente, 
r die Winkelgeschwindigkeit, S der Schwerpunkt, W  der Luftwiderstand, 
H  dessen Angriffpunkt auf der Achse, SH  =  h, so heißt die Stabilitäts­
bedingung (s. § 57)

4-  ~ r 2 >  h -W . (11)

Die links stehende, fast konstante Größe ist als das Maß der S ta b ilitä t  
anzusehen, ihr Überschuß über die rechts stehende Größe als die R eserve  - 
S ta b ilitä t, die rechts stehende Größe als die untere S ta b ilitä tsgren ze . 
Mit Rücksicht auf die Beziehung

t  jR
tgD =  —  (12)

ergibt sich daraus eine untere Grenze für den Enddrall. Aus (11) und 
(12) folgt nämlich

A W
tg2D >  ■ (13)

Aus (11) oder (18) lassen sich folgende Schlüsse ziehen: Lange Geschosse 
erfordern stärkeren Enddrall, um dieselbe Reservestabilität zu haben. 
Denn verdoppelt man z. B. die Geschoßlänge, so verdoppeln sich an­
nähernd auch C und h, während A  sich etwa verfünffacht. Die Frage, 
ob größere Mündungsgeschwindigkeiten geringere Achsendrehung (W ille , 
Waffenlehre, Berlin 1905—10, S. 822) oder ob sie stärkeren Enddrall 
(F leydenreich , Die Lehre vom Schuß für Gewehr und Geschütz, 
Berlin 1908, S. 98) erfordern, ist so zu beantworten: Größeres v ergibt 
auch größeres W, also ist nach (11) auch größere Drehgeschwindig­
keit r erforderlich, wenn man dieselbe Reservestabilität wünscht. Und 
für den Enddrall folgt aus (13), daß die untere Grenze für ihn wächst, 
abnimmt oder gleichbleibt, je nachdem ob W  stärker, schwächer oder 
ebenso wächst, wie v2; da das in verschiedenen Intervallen verschieden 
ist (s. Tabelle in § 6), kann man keine allgemeine Regel aufstellen. In 
dem Beispiel bei H eyden reich  ist w einmal gleich 180, das andere Mal 500; 
die zugehörigen Werte von W  liefert die Kruppsche Tabelle proportional 
0,044 und 0,983. Da nun 0,983/5002 =  0,0000039... etwa dreimal so groß
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ist, wie 0,044/1802 =  0,0000018..., so ist für denselben Enddrall die 
Stabilität für v =  500 viel geringer als für v =  180; das entspricht den 
H eydenreichschen Beobachtungen.

§ 73- Drall kleinsten Druckes
Den Drall kleinsten, also konstanten Druckes zwischen Führungs­

ringen und Zugflanken suchen Terquem *) und Kaiser**). Ein solcher 
Drall beansprucht langsam durchlaufene Stellen mehr als schnell durch­
laufene.

Der Druck ist proportional dem Zuwachs an Drehwucht, also pro- 
d

portional \ m v2 q2 tg2D,  wenn da das Bogenelement des Führungs-
^ , . , , . v d v t g D  d v tgDrmges ist. Wegen da =  t g ü -d x  wird also auch -----^ ^ — ,

also gleich der mittleren

=  const ergibt sich, wenn

d. i. die Umfangsbeschleunigung konstant***)
v tg DUmfangsbeschleunigung vtgD/t. Aus — -—

das Hauptproblem der inneren Ballistik gelöst ist, durch Einsetzen von v 
und t als Funktionen von x  auch tgD als Funktion von x, also die Drall­
kurve. Statt dieses einfachen Weges integrierte T erquem  die Gleichung

d % (vtgD )2
da =  C

durch
(v tgD)2 =  2 C ff

und diese, nach Einsetzen von tgD — da/dx, durch

a = C_
~2~ I dx

v
e
x annimmt. Hiergegen, und namentlich gegen diewo er v prop. 1

nachträgliche Annäherung des gefundenen Dralls durch einen kreisförmigen 
oder parabolischen Drall gleichen Anfangs- und Enddralls, wendet sich 
mit Recht K aiser. Man könnte dann von vornherein einen solchen Drall 
nehmen und durch die Forderung bestimmen, an zwei Stellen x1; x2 
denselben Druck zu geben. Das ist einfacher als bei K aiser durch die

Gleichungen -™!—̂ — h =  - 2 ^  --  =  const zu bewirken, da der Wert der
h t2

Konstanten durch die Mündungswerte von v, t, D  bestimmt ist.

*) Revue d ’ artillerie, tome 13, S. 217.
**) Konstruktion der gezogenen Geschützrohre, Wien 1892, S. 447.

***) Einen Drall konstanter Drehbeschleunigung hatte schon v. S ch eve vorgeschlagen: 
Arch. f. Artill.- und Ing.-Off. 93 (1886) S. 3.
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V ierzeh n tes K a p ite l

Ubergangsballistik
§ 74- Die zwei Phasen des Überganges

Mit dem Moment, in dem das Geschoß mit dem vorderen Führungs­
ring (bzw. dem Zentrierwulst) die Mündung verläßt, beginnt die erste 
Phase des Überganges. Das Geschoß gewinnt Spielraum für eine Ab­
weichung seiner Achse von der Seelenachse. Es ist anzusehen, wie ein 
Kreisel, der außer seiner Translationsbewegung eine Rotation um einen 
Punkt seiner Drehachse ausführt. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des 
(hinteren) Führungsringes. Die Schwerkraft wirkt ablenkend auf die 
Geschoßachse, anfänglich in sehr geringem Maße, wie auch anfäng­
lich der verfügbare Spielraum für eine seitliche Abweichung gering ist. 
Nur genaue Beobachtungen, vielleicht kinematographische Aufnahmen, 
können darüber entscheiden, ob diese Ablenkung durch Reibung des 
Geschoßmantels an der Rohrmündung gehemmt wird; an Blindgängern 
war nichts davon zu bemerken. Wir nehmen im folgenden an, daß eine 
solche Hemmung nicht eintritt; der gegenteiligen Annahme wäre durch 
Anbringung einer Korrektur Rechnung zu tragen.

Diese Phase erreicht ihr Ende und die zweite beginnt mit dem Moment, 
in dem der (hintere) Führungsring das Rohr völlig verlassen hat. Damit 
hat die Wirkung des Geschützes auf das Geschoß aufgehört, aber es wirken 
noch die nachdrängenden Pulvergase, die einige Zeit noch die Geschoß­
geschwindigkeit zu vergrößern suchen. Erst wenn diese Wirkung auf- 
hört und auf das Geschoß nur noch Schwere und Luftwiderstand wirken, 
ist das Ende der zweiten Phase erreicht. Das ist zugleich der Anfangs­
punkt der Schußbahn, die die äußere Ballistik behandelt. Die Lage des 
Geschosses und sein Bewegungszustand in diesem Punkte sind für die 
Schußbahn entscheidend. Diese zu ermitteln, ist die Aufgabe der Über­
gangsballistik.

§ 75* Die erste Phase
Die Energie der Drehung des Geschosses

T =  ± ( A p *  +  Bq* +  Cr*)
wird wegen

A  =  B und [vgl. § 56 (1)], 
p — — & • sin <p -)- yj ■ sin d • cos cp , 
q =  & • cos q> -f- y> • sin <5 • sin cp ,
r =  (p -f- ip-cos d

gleich:
T =  i  A  • [ £ 2 +  (v sin <5)2] +  £ C r 2 =  b A  | « | 2 +  \ C r 2 .



§ 75. Die erste Phase 203

Die Verzögerung w und die Beschleunigung g setzen sich zu einer resul­
tierenden Beschleunigung g' zusammen, deren Richtung als die „Quasi- 
Senkrechte“  bezeichnet sei. Auf diese Quasi-Senkrechte beziehen sich 
jetzt die Winkel ö, ft, y, a.

Die Energie der Lage des Geschosses ist gleich dem „Quasi-Gewicht“ 
m g multipliziert mit der Höhe des Angriffspunktes von g' über einer durch 
die Mitte des hinteren Führungsringes gelegten Quasi-Waagerechten. 
Der Angriffspunkt von g' ist der Schwerpunkt, sein Abstand von der Mitte 
des hinteren Führungsringes sei l. Dann ist U =  nrg ' - l -cos d die Energie 
der Lage.

Die Zeitdauer der ersten Phase ist gleich dem Abstand der beiden 
Führungsringe dividiert durch die Mündungsgeschwindigkeit, also eine 
Größe von einigen Zehntausendsteln Sekunden. Von der Veränderung des 
w in dieser Zeit wird abgesehen.

Die Lagrangeschen Gleichungen*):
d 3T d (T +  U) d d l  d (T +  U)
dt dy +  dy ’ dt dq> ^  dcp

d l  d l
ergeben, weil T und U von tp und y  nicht abhängen, daß und 

zeitlich konstant sind. Das ergibt
q> +  y  cos ö =  (p0 +  y 0 cos (50 (=  r) , 

H-sin2 6"ip -f- C-r cos d =  A  sin2 0̂-^o +  C r cos d0 ;

zur Berechnung von y,  wenn die Neigung d der Geschoßachse gegen die 
Quasi-Senkrechte bekannt ist.

Die Energiegleichung
T +  U =  T0 +  U0

ergibt
\ A  |« |2 -j- \ C r2 +  m g l cos ö =  M («0| 2 +  i  C r2 +  m S' l cos >

zur Berechnung von \ü\. Der Winkel d — (50 am Ende der ersten Phase 
l V^ist gleich — , wenn q =  , ^ der anfängliche Krümmungsradius ist. Da­

nach ist |d [, y, ft für das Ende der ersten Phase zu berechnen, wenn diese 
Größen für den Anfang derselben bekannt sind, oder umgekehrt, je 
nachdem, welche Werte sich empirisch ermitteln lassen.

Da am Anfang der ersten Phase Geschoßachse und Seelenachse noch 
übereinstimmen, sind die Werte von y, ft am Anfang der ersten Phase 0, 
also sind J y  dt, j  ft dt ihre Werte am Ende derselben, die Integrale über 
die Zeitdauer der ersten Phase erstreckt. Wegen der kurzen Dauer der­
selben kann man J y  dt =  y 0 At, J ft dt =  ft0At  setzen, wo A t die Dauer

■) S. z. B. Enzyklopädie der math. Wiss. IV. 1. S. 481.
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der ersten Phase ist. Die so berechneten Größen ip, & geben die S tellu n g  
des Geschosses am Ende der ersten Phase.

Bei den vorstehenden Überlegungen ist vorausgesetzt worden, daß 
während der ersten Phase der Drall nicht mehr „arbeitet“ , d. h., daß 
das Geschoß keinen Zuwachs an Drehwucht mehr erhält. Dazu muß, da 
die Geschwindigkeit des Geschosses noch etwas wächst, der Drall etwas 
abnehmen, nämlich in der Weise, daß v t g D  konstant bleibt. Ein Drall, 
der noch arbeitet, nachdem der vordere Führungsring die Mündung ver­
lassen hat, würde wegen des Fehlens der vorderen Führung ein stärkeres 
Flattern des Geschosses bewirken*).

§ 76 . Die zweite Phase
Nachdem das Geschoß das Rohr ganz verlassen hat, erteilen ihm 

die nachdrängenden Pulvergase noch eine kurze Zeit eine allmählich 
abnehmende Beschleunigung. Wir können diese auffassen als verminderten 
Sog; denn während später ein Teil von w von dem Sog am Geschoßboden 
herrührt, besteht während der zweiten Phase ein Ü berdru ck  am Geschoß­
boden, stärker als der Druck an der Spitze. Bezeichnen wir deshalb diese 
Beschleunigung mit — dw, so ist nach § 10 (9)

dv
dt — (w — (3 w +  g • sin co) .

Anfänglich ist dies positiv, v wächst; dann wird einmal
w — d w -f- g sin t» =  0 ,

die Geschwindigkeit erreicht ein Maximum. Alsdann nimmt v ab, bis 
dw — 0 geworden ist. Nicht der Punkt, in dem v sein Maximum erreicht, 
ist als Anfang der freien Schußbahn zu nehmen, wie das sonst gesagt wird, 
denn in diesem wirken die Pulvergase noch; sondern der Punkt, in dem 
diese Wirkung ganz aufgehört hat.

Durch Messungen zusammengehöriger Werte von s und t (vgl. § 15), 
findet man zusammengehörige Werte von v und w — dw, also, da w 
bekannt ist, von v und dw. Hat man auf diese Weise die Funktion dw von 
v empirisch ermittelt, die noch von einer (oder mehr) dem Schuß eigenen 
Konstanten abhängen wird, so kann man umgekehrt die Bahn des Ge­
schosses während der zweiten Phase berechnen nach den Formeln:

- / ■

- y* cos co ds 
=  J  sin co ds .

dv
w — d w +  g sin a> ' 

v dv
w — dw +  g sin co ’

*) Durch Pappscheiben-Durchschüsse festzustellen. Vgl. B ecker in Technik und Wehr­
macht. S. 221.
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Sie gehen aus § 11 (22) hervor, wenn man dort w durch w — dw ersetzt. 
Integriert man bis zu dem Zeitpunkt, für den dw =  0 ist, so erhält man 
Ort und Zeit für den Endpunkt der zweiten Phase. Die Geschwindigkeit 
in diesem Punkte ergibt sich aus der Gleichung dw =  0. Stellung (ip, &) 
und Geschwindigkeitszustand (y>, &) erhält man aus den Werten von y), 
#, ip, #  im Anfang der zweiten Phase wie in Kap. XI, nur ist jetzt w — dw 
für w zu setzen.

F ü n fzeh n tes K a p ite l

Innere Ballistik

§ 77* Die Aufgaben
Die Hauptaufgabe der inneren Ballistik ist die Ermittelung der 

Geschoßbewegung im Rohre und der dabei entwickelten Drucke und 
Temperaturen. Kennt man den Weg s, den das Geschoß von der 
Masse m bis zur Zeit t zurückgelegt hat, als Funktion von t, so ist 
auch seine Geschwindigkeit v =  s =  dsjdt zur Zeit t bekannt; ebenso 
seine Beschleunigung v =  s , also auch die Kraft m s, mit der es sich bewegt. 
Diese „Effektivkraft“  m s ist nach der Newtonschen Bewegungsgleichung 
gleich der Triebkraft des Pulvers, wenn man zunächst von den kleinen 
Verlusten durch den Widerstand der Luft, der Reibung im Rohre und, 
bei geneigtem Rohre, der Schwerkraft absieht. Demnach ist m s  auch 
die Pulvertriebkraft q-p, wenn mit p der Druck auf den Geschoßboden, 
mit q der Querschnitt der Seele bezeichnet wird.

Die Bewegungsgleichung lautet also

m s  =  q p .  (1)

Es sind die vier Größen t, s, v, p, von denen die zusammengehörigen Werte 
gesucht werden. Ist der Zusammenhang zweier bekannt, so ergeben sich 
die übrigen durch Differentiationen und Integrationen. Ist z. B. p, also s 
als Funktion von t bekannt, so ergibt sich v =  s =  J  s dt, s =  f f s  dt dt.

Ist v als Funktion von s bekannt, so ergibt sich t = I ds dv 
v ’ S ds •v ; usw.

Die empirischen Ermittelungen beschränkten sich früher auf Messung 
der Mündungsgeschwindigkeit und des Höchstdruckes am Stoßboden des 
Rohres durch kupferne Stauchzylinder. Diese beiden Größen sind auch 
die praktisch wichtigsten, die erstere mit Rücksicht auf die gewünschte 
Schußleistung, die zweite mit Rücksicht auf die Rohrbeanspruchung. In 
neuerer Zeit ist man auch dazu übergegangen, den V erlau f der Bewegung, 
der Geschwindigkeit und des Druckes durch verschiedene Apparate 
zu messen.
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§ 7 8 . Berichtigung der Bewegungsgleichung
Es wird nicht die ganze Pulvertriebkraft in die Effektivkraft ms  um­

gesetzt. Vielmehr geht ein Teil für Reibung, Luftwiderstand und Schwer­
kraft verloren. Ist qW  dieser Teil, so ist die Gleichung (1) zu ersetzen durch

m 's =  q (p — W) . (2)

Den Hauptteil macht die Reibung aus. Man kann diesen Teil unmittelbar 
messen, indem man das Geschoß durch den senkrecht gestellten Lauf 
unter genügender Belastung hindurchtreibt. Er beträgt nach Cranz 
beim Infanteriegewehr nur etwa £ m s ,  und nach G ossot und L io u v ille  
beim Geschütz weniger als (L:G) m s (L Ladungsgewicht, G Geschoß­
gewicht). Die Verzögerung durch die Schwerkraft ist selbst beim Schuß 
senkrecht aufwärts so klein, daß sie neben der Pulvertriebkraft kaum in 
Betracht kommt. Sie beträgt z. B. bei der Feldkanone nur -90V 0 ! beim 
Infanteriegewehr nur ^cfFo der Pulvertriebkraft. Die Verzögerung durch 
den Luftwiderstand ist ebenfalls zu vernachlässigen.

§ 79. Berichtigungen der Massen
Es seien \ m v 2 und \ M V 2 die Energien der Geschoßmasse m und der 

Rücklaufmasse M.  Aber auch der Pulvermasse l wird kinetische Energie 
erteilt. Diese wird durch Berichtigungen der Massen m und M  berück­
sichtigt. Die Masse l, teils verbrannt, teils unverbrannt, denkt man sich über 
den ganzen Raum der Länge s vom Stoßboden des Rohres bis zum Geschoß-

_/}// yyi
boden verteilt. Es ist also der Teil -----1 bzw. „> ,----- 1 in dem RaumM  -f- m M  -f- m
vom Schwerpunkt der Massen m und M  bis zum Boden des Geschosses 
bzw. des Rohres. Bezeichnet man diese Entfernungen mit sm und sM, 
so ist nach dem Satz von der Erhaltung des Schwerpunktes, da die Schwer­
punkte der beiden Pulveranteile die Entfernungen  ̂sm bzw. \ sM vom 
Schwerpunkt haben:

M  sm
m

M m 2 sM Sjn +
M

M  +  m ' i - i- s„

oder

M +
M ■ m Sm =  \m + M  -f- vi 2 j

nach t differenziert:

M  + m
M m

£
2 V = m - f M

M  -f- m (3)

Dabei sind die Schwerpunkte von M  und m in die Böden von Rohr und 
Geschoß verlegt; ein Fehler, der beim Übergang von den Entfernungen s 
zu den Geschwindigkeiten größtenteils fortfällt. Man begnügt sich sonst
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damit, m durch m -f- zu ersetzen und M  unberichtigt zu lassen*). Diese
Berichtigung hat sich empirisch bewährt. Nach dem Vorstehenden ist sie 
um so besser, je größer M  zu m ist.

Es seien nun m, M  die bereits so berichtigten Massen, also die gesamte 
kinetische Energie

T =  i  m v 2 +  \ M V 2 .
1 1 , r. 1 1 , 1 1Nun ist v : —  =  V : , 7  =  n 4 - ( / : — , w e n n ------ - =  —  gesetztm M  fi m M  fi ö

wird, also wird
T =  +  V)2 =  l p s 2 , (4)

wenn s =  dsjdt die Relativgeschwindigkeit des. Geschosses im Rohr ist.
In gezogenen Rohren erhält das Geschoß bei einem Drallwinkel D 

die Drehwucht
\ m v 2 tg2D • x 2 ,

wenn x- R der Trägheitsradius des Geschosses ist. Muß dieser Betrag be­
rücksichtigt werden, so ist m zu multiplizieren mit

l + a 2tg2£>. (5)
Der entsprechende Betrag für M  kommt um so weniger in Betracht, je 
mehr die Masse M  der Drehung widersteht.

Die zur Erzielung der Drehwucht aufgewendete Arbeit ist infolge der 
Reibung an den Zugflanken etwas größer, nämlich gleich

1 o 2 70 2 tg (D -p D') lR\\ m v 2 tg2D ■ x 2 • — ------ , (6)

wenn tg D' der Reibungskoeffizient ist.

§ 80. Das Pulver. Die Abelsche Gleichung
Man verbrenne in einer geschlossenen Versuchsbombe vom Volumen S5 

eine Pulverladung vom Volumen j-^8. Der echte Bruch A heißt Lade­
dichte**). Es entstehe der Druck p. Nach der Verbrennung verbleibt 
ein Rückstand vom Volumen AA-%$**). Das von den Pulvergasen ein­
genommene Volumen ist also $8 — A A • SS.

A bel hat nachgewiesen, daß die Gleichung besteht

p =  f + *  -  f *
8 - a a -% AA T)

Diese Gleichung heißt die Abelsche Gleichung und ist als die erste Haupt­
gleichung der inneren Ballistik anzusehen. Da man p und A messen

*) S. z. B. C ranz, Lehrbuch der Ballistik, Ergänzungsband 1936, S. 133.
**) Bei dieser Festsetzung sind A und A unbenannte Zah len ,/ein  Druck. Definiert man 

aber A als Quotient L a d e g e w ich t durch Verbrennungsraum, so bekommt A  die Dimension 
reziproke Dichte, /  die Dimension Druck durch Dichte. •
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kann, liefert jeder solche Versuch eine lineare Gleichung zwischen den

Pulverkonstanten /  und A, nämlich — =  A +  — . Aus mehreren solcherd p
Gleichungen, mindestens zweien, sind /  und A zu bestimmen. Bei mehr 
als zwei Gleichungen kann man /  und A durch Ausgleichung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate ermitteln. Man erhält so eine Probe für 
die Genauigkeit der Gleichung (7).

Die A bel sehe Gleichung liefert nach vielen Versuchen den Gasdruck p 
mit einer für die Praxis vorläufig ausreichenden Genauigkeit. Dabei muß 
aber vorausgesetzt werden, daß der Druck gemessen wird, bevor eine 
Verformung oder Erwärmung der Bombe eingetreten ist. Unter dieser 
Voraussetzung kann eine Beziehung zwischen Druck und Volumen der 
Pulvergase und der in der Pulverladung enthaltenen Energie aus Gründen 
der Dimension nicht anders heißen als Druck mal Volumen gleich Energie, 
da der Zahlenfaktor rechts infolge zweckmäßiger Wahl der Pulverkon­
stanten/gleich 1 ist. Daß die Energie der Ladung ihrer Menge proportional 
ist, ist dabei als selbstverständlich vorweggenommen. Als „Menge“  wird 
sonst das Gewicht genommen; das Volumen zu nehmen ist bei Gasen 
viel natürlicher und macht die obigen Überlegungen viel klarer und ein­
facher. Wir werden im folgenden die in der Pulverladung enthaltene 
Energie unabhängig davon, ob sie aus ihrem Gewicht oder ihrem Volumen 
berechnet wird, mit E bezeichnen.

Ist nicht das ganze Pulver A'SS, sondern nur A-^ß-i (0 <  i <  1) ver­
brannt, ist also die Energie E -i frei geworden, so ist der zugehörige Druck

Pi =
/ d  ■ SS ■ i

9 S - (1  - i ) A - % - * i A - % =  Pi-

1 — Ad (!-* • )
(8)

so daß die Punkte j— , 4-) auf einer Geraden liegen. Von dieser ist der 
\Pi

Punkt , l j  bekannt, ebenso die Richtung

lim
»= o Pi

1
i

=  lim—  =  lim 1
Pi

(1 — a ) a
1 — Ad <!-*'>) <9>

Danach ist die (— , 4 -1 -Gerade zu zeichnen. Andererseits bekommt man 
l Pi * /

durch eine Bombe mit Registriermanometer die Druck-Zeit-Kurve der 
Punkte (p, t). Die (p, f)-Kurve als Grundriß und die (p, /-K urve als 
Aufriß ergeben die Zweitafeldarstellung der ( /, i, t) -Raumkurve. Aus

1 di
dieser können wir die später benutzte Pulverfunktion <p (i) =  —  ^  
ableiten.
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Führen wir in (8) die Bezeichnungen
fßt =  SS — (1 — i) A • — a i A • SS =  23 — a ■ 23 +  * SS
E = f A - f ß

ein, so würde die verallgemeinerte Abclsche Gleichung (8) in E -i =  pf 8̂i 
übergehen. Hier ist, wie man sieht, auf die Temperaturänderung während 
der Verbrennung nicht Rücksicht genommen. Tatsächlich muß noch die 
innere (kalorische) Arbeit B hinzugefügt werden. So entsteht die Energie­
gleichung der Wrsuchsbombe

+  (11)

Hier bedeutet, wie man aus (10) abliest, 23j den von den Pulvcrgasen nach 
Verbrennung des Pulveranteils i erfüllten Raum. E -i ist die bei der Ver­
brennung des Anteils i in die Pulvergase übergegangene Energie.

§ 8l. Entzündung und Abbrennen, geometrisch
Auf der Oberfläche eines einzelnen Pulverkorns schreite die Ent­

zündung mit der Geschwindigkeit e', im Innern schreite die Verbrennung 
mit der Geschwindigkeit e fort. Bei geringen Drucken, z. B. an freier 
Luft, kann man e und e' direkt beobachten. Ein zylindrischer Pulverstab 
verbrennt von oben nach unten mit einer konischen Spitze konstanten

£
Winkels 2a (Mache). Demnach ist =  sin a.

Die Zündgeschwindigkeit e' ist aber verschieden, je nachdem in welcher 
Richtung gegen die Schwerkraft die Zündung fortschreitet, weil die Pulver­
gase der Schwerkraft entgegen aufsteigen. Auch Luftströmungen sind 
von Einfluß. Bei den hohen Drucken der inneren Ballistik kommt das 
aber aus dem Grunde nicht in Betracht, weil die erhitzten Pulvergase 
sehr schnell die ganze Ladung umspülen und daher die Zündung sich 
fast momentan über die Oberfläche aller Pulverkörner erstreckt. Wir 
machen daher weiterhin die Annahme, daß sich die Gesamtoberfläche 
zu g le ich  entzündet. Bei Schwarzpulver soll diese Annahme erst be­
rechtigt sein, wenn dasselbe durch starke Kompression (spezifisches Ge­
wicht §  1,85) seine körnige, poröse Struktur verloren hat und homogen 
geworden ist (V ieille).

Es wird ferner angenommen und durch die Erfahrung ziemlich gut 
bestätigt, daß das Abbrennen eines Pulverkorns in parallelen Schichten 
erfolgt (P iobert). An Stellen starker Krümmung treten möglicherweise 
Änderungen ein. Sei e die Dicke der bis zur Zeit t verbrannten Schichten. 
Dann ist das verbrannte Volumen eines Kornes zur Zeit t

+  (12)

Darin bedeuten, solange e klein ist gegen die Abmessungen des Kornes, 
5  die Oberfläche des Kornes, §  seine gesamte Germainsche (Kanten-)

14V a h le n , Ballistik. 2. Aufl.
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Krümmung, £  seine gesamte Gaußsche (Ecken-) Krümmung*). Bei
größerem e sind %, § ,  ft' als Integrale darzustellen.

Da angenommen wurde, daß alle Pulverkörner der Ladung sich zugleich
entzünden, ist das Volumen des zur Zeit t verbrannten Pulvers gleich

+  (13)
die Summen bezogen auf alle Körner der Ladung. Bei unregelmäßigen
Formen und Größen in einer Ladung sind die drei Koeffizienten als
empirisch zu ermittelnde Größen anzusehen; bei regelmäßig gebildeten
Körnern sind sie zu berechnen, wenn bekannt ist, wieviel von jeder Form
und Größe in der Ladung enthalten sind.

Jeder Punkt im Innern eines Pulverkorns hat einen kleinsten Ab­
stand von der Oberfläche desselben. Das Maximum dieser kleinsten
Abstände nennen wir den Kornhalbmesser, den wir mit d bezeichnen. 
Den Kornhalbmesser zur Einheit genommen, habe ein rechteckiges Blätt-

2 2
chen die Abmessungen 2 ^  ^  — . Zur Zeit t ist das Volumen

0 " m n

( 2 - 2 s) [— - 2 e )  ( -
' m \n

2 - A . l
fn n

verbrannt, wo e =  ejd gesetzt ist.

Das verbrannte Volumen bezeichnen wir mit 2 2 2 .
—  • —  • 1 , so daß i m n

eine unbekannte von 0 bis 1 wachsende Zahl ist, die angibt, ein wie 
großer Teil verbrannt ist. Setzen wir in Einklang mit (13)

i =  a (1 — % e -f- n £2) e , (14)
so wird

a =  1 -+- m -j- n , 
m -j- n +  m 111 =  ■

(i m n

Größe und Form des Blättchens sind bestimmt durch d, fn, n. 
m, n kann man als Formfaktoren auch nehmen aß  und V//i.

(15)

Statt

Für das Blättchen beträgt das Volumen SS =  8 '
1

m n die Ober-

, die gesamte Kantenkrümmung (Mantel­fläche 5  =  4 (—— |- — -)-----\ m n mn
summe der Einheitszylinderquadranten längs den Kanten) 

£  =  8 - f l  ■ 1 ■ M  71

*) Vgl. S te in er , Werke II, S. 173. Dort w ä ch st der Körper um eine Schicht kon­
stanter Dicke, darum ist dort das Glied mit e2 positiv. Man beachte die Nichtumkehrbarkeit: 
Der abnehmende Würfel bleibt Würfel, der wachsende nicht.



§ 82. Brenngesetze. Die zweite Hauptgleichung der inneren Ballistik 211

die gesamte Eckenkrümmung (Oberflächensumme der Einheitskugel­
oktanten um die Ecken) ® =  4 ji .

Bei allgemeineren. , $ 8  „  * , S «Also wird • =  Z 7r • — und  ̂0 =  n
$ 2 a

Formen müßte man also und
£ 2 32

als Formfaktoren des Pulversg 2 —  £2
einführen. Von ihrer Größe hängt die „Ausstrahlung“  des Blättchens 
ab. Für flache Blättchen, wo m und n klein sind, ist a nahezu 1,

1 — m +  n
mr +  m n -j- n2 , also um so größer, je flacher

1 +  m +  n
die Blättchen. Die Erfahrung hat ergeben, daß, wenigstens für sehr 
flache Blättchen, der spezifische Druck /  des Pulvers proportional Xja 
ist*). Die Pulverkonstante /  ist also das Produkt aus einem Formfaktor 
und einem Stoffaktor. Die Gleichungen:

2 (1 m -j- k) 2

2 ( l + — + I ) 2- 6\ m n

6 (m +  n +  m n) — (1 

m n mn \=  1
1 \2
m

+  (i

!+ (i
-n)2,

1\2 . ( 1 _ 1 ^ 2
-n)2-\- (m 

1
+n \m

1 die oberen Grenzen werden nur beim1 1  fi
ergeben — ^  g- und ^  ^
Würfel (m =  n =  1) erreicht. Für die Kugel erreichen bekanntlich 

g 2 und -^ 2“ ihre größten Werte.
Bei Körnerformen, deren Oberfläche von mehrfachem Zusammenhänge 

ist, wird der Koeffizient fi im Falle eines Zusammenhanges gerader Ordnung 
gleich Null. Für zylindrische Röhren oder Ringe mit den Radien R, r, der 

n { h ^ 2 e ) ( R  +  r ) ( R - r - 2 e )  = 1 _ { i _ e ) { 1 _ ße)

R — r , h

Höhe h wird i =  1
7i- h- (R +  r) (R — r)

(1 +  ß) e — ß s2, wo 2e bzw. 2 - ß- bzw.
R — r h ’ h R — r

ist, je nachdem welche der beiden Größen h oder R — r die kleinere, also 
gleich der Korndicke (dem doppelten Kornhalbmesser) ist.

§ 82. Brenngesetze.
Die zweite Hauptgleichung der inneren Ballistik

Ist die lineare Brenngeschwindigkeit e =  dejdt des Pulvers groß (klein), 
so heißt das Pulver scharf (mild). Die Brenngeschwindigkeit e muß ab- 
hängen von dem Druck p, unter dem das Pulver verbrennt, und von 
seiner Dichte <5**). Da diese drei Größen von den Dimensionen L T -1,

*) E m ery , Memorial des poudres et salpetres 14 (1907/8) S. 134.
**) Nach W o lf f  (Kriegstechn. Zschr. 6 [1903]) auch von der Ladedichte A. Vgl. hierzu 

die Bemerkungen der Enc. des sc. math. IV. 6. S. 166, 167, und M ache, Mitt. über Gegen­
stände des Art.- u. Geniewesens, Wien 1916, S. 127.

14*
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M L  1 T  2, M L  3 sind, kann die Brenngeschwindigkeit e nur die Form 
haben:

Für Schwarzpulver hat Sarrau in der Tat gefunden, daß bei ballistischen 
Drudken e etwa der £ten Potenz von p proportional ist, während z. B. 
S t.-R obert den Exponenten zu f , Sebert und H u gon iot zu 1 angeben. 
Für kolloidale Pulver ist er nach G ossot und L iou v ille  f , nach Char- 
bon n ier , M ache, Schm itz 1. Diese Abweichungen untereinander und 
von dem theoretisch zu erwartenden Gesetz (16) erklären sich aus der 
Nichtberücksichtigung der Dichte (5, die im Gesetz (16) natürlich nicht 
die anfängliche Fabrikationsdichte, sondern die Dichte im Moment der 
Messung bedeutet. Die letztere weicht von der ersteren ab, erstens infolge 
des Druckes, zweitens infolge des Wärmeüberganges von den Pulvergasen 
auf die Ladung. Der Druck würde die Dichte steigern. Diese Steigerung 
bleibt jedenfalls unter der Elastizitätsgrenze, da unverbrannte Pulver­
körner die ursprüngliche Dichte aufweisen (H eydenreich ). Der Wärme­
übergang verringert dagegen die Dichte, was bei Schwarzpulver, außer 
bei sehr festem, sogar zum Zerfallen in kleinere Körner führt (V ieille). 
Die Verringerung des Nenners ö in (16) zeigt sich als scheinbare Ver­
größerung des Zählers, bzw. des Exponenten, was den Vieilleschen Ver­
suchen entspricht. Wenn sehr festes Schwarzpulver in einzelnen Fällen 
etwas langsamer abbrannte, als dem Exponenten \ in (16) entspricht, 
so ist daraus zu schließen, daß der Druck die Dichte doch etwas steigerte.

Ein anderer Umstand, der verhindert, daß das theoretische Gesetz (16) 
rein in Erscheinung tritt, ist der folgende. Die Brenngeschwindigkeit e, 
bezogen auf das Pulverkorn der ursprünglichen Dichte, ermittelt man 
aus den verbrannten Pulvermengen und diese aus den entwickelten Gas­
drücken. Daraus folgt, daß man so nur dann die wirkliche lineare Brenn­
geschwindigkeit mißt, wenn nicht durch Zerfallen von Körnern (Zer- 
sprühen) plötzliche Änderungen der brennenden Oberfläche eintreten. 
Zerfällt z. B. ein Würfel in acht gleich große, so wird die brennende Ober­
fläche sofort verdoppelt. Bei porösem Pulver kann Zerfallen auch ein­
treten ohne sprunghafte Änderung der brennenden Oberfläche.

Für die Zwecke der Ballistik kommt es nun gar nicht auf das theo­
retische Brenngesetz (16) an, in dem 6 und e mit den erwähnten Unsicher­
heiten behaftet sind, sondern auf das Brenngesetz, wie es wirklich zum 
Ausdruck kommt. Um das auszusprechen, führen wir zunächst statt der 
Dicke e die normierte Dicke s =  e/d und also die normierte lineare Brenn­
geschwindigkeit e =  ejd ein, und nehmen das allgemeinere Brenngesetz an

Wir nennen a den Brennexponenten, c den Brennkoeffizienten. Von dem 
Einfluß der Dichte <5 sehen wir also ganz ab. Wir behalten aber die Mög-

(16)

(17)
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lichkeit im Auge, daß c keine Konstante, sondern eine Funktion c (e) 
von e ist. Die Größen e und e haben aber nur bei gleichmäßig geformten 
Pulverkörnern einen bestimmten Sinn, sonst nur ihre Mittelwerte. Auch 
kann man nur bei Pulvern aus gleichmäßigen Körnern von der verbrannten 
Pulvermenge auf die verbrannte Dicke e schließen. Deshalb führen wir 
lieber direkt die verbrannte Menge i und die „kubische“ Brenngeschwindig­
keit dijdt  ein. Wird dann das Brenngesetz (17) ersetzt durch:

■ j f  =  9  M ’ Pa > (18)

so ergibt sich wegen (14) und wegen
di de di
de dt dt ’

die Funktion cp (i) durch Elimination von e aus (14) zu

9o (i) — a (  1 — 2 X e +  3 fi e2) -c . (19)

Für die Funktion c (e) und also auch cp (i) ergeben sich von vornherein 
Beschränkungen. Bei Blättchenpulver der Abmessungen 2 d, 2d/m, 2d/n 
muß sie bei sonst gleicher Beschaffenheit des Pulvers nur von d, m, n 
abhängen. Und sie muß immer denselben Wert haben, wenn (1 — e) d,

(1 — s) “ , (1 — e) demselben Wertetripel gleich sind, d. h. sie ist eine
bloße Funktion dieser drei Größen, oder auch von (1 — e) d und den beiden 
Formfaktoren 1 jm, 1 jn. Die Brenngeschwindigkeit hängt also von der 
Größe und von der Flachheit des Blättchens ab. Das ist verständlich, 
denn bei einem brennenden Blättchen herrscht in einem Punkte nahe der 
Oberfläche eine um so höhere Temperatur, je kleiner und flacher es ist. 
Ist schon bei einem einzelnen regelmäßig abbrennenden Korn ein Brenn­
gesetz der Form (18) verständlich, dann um so mehr bei einer Kartusche 
voll Körnern. Wir wollen nunmehr von dem Zusammenhang der Funktion 
c (e) oder cp (i) mit den Pulver konstanten  a, 1, pi absehen und an 
deren Stelle die Pulverfunktion <p (i) als für das Pulver bei gegebener 
Körnung, Menge, Form der Ladung und Größe des Verbrennungs­
raumes*) kennzeichnend ansehen; das ist allgemeiner, umfaßt auch 
unregelmäßiges Abbrennen der einzelnen Körner und Zerfallen derselben, 
da trotzdem für die ganze Ladung ein gesetzmäßiges Abbrennen statt­
finden kann.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Falla =  1 (Charbonnier, M ache, 
Schm itz):

di =  cp (i) p d t . (20)

*) Die für konstanten Verbrennungsraum ermittelte Funktion (p (i) darf aber nicht 
ohne weiteres auf den veränderlichen Verbrennungsraum beim Schuß übertragen werden, 
wie sich aus Untersuchungen von A. K lo s e  ergibt.
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§ 83. Die Energiegleichung.
Dritte Hauptgleichung der inneren Ballistik

Es sei E die Gesamtenergie der Pulverladung, also E • i die Energie, 
die nach Abbrennen des Teiles i  freigeworden ist. Sie hat dann die kine­
tische Energie T< erzeugt, dabei die Arbeit A, geleistet und es ist die Gas­
spannung J p  übriggeblieben, wo die Integration zu erstrecken wäre 
von dem in dem betrachteten Zeitpunkt bestehenden Volumen SS der 
Pulvergase bis zu dem Volumen beim Austritt des Geschosses aus dem 
Rohre. Statt dessen integriert man bis SS =  oo und nimmt den Fehler 
mit in A* hinein. Bei der Integration nimmt man das „polytrope“  
Gesetz an:

p$8r =  const.
Dann erhält man

f  C x d%$ m r  iSS hSSJe<m=jp»-w = P»-JliF = 1b r
SS

Die Energiegleichung (Resal) lautet also

E • z =  T< +  Aj +  ■ (21)

Eine polytrope Konstante y gibt es nicht, man nimmt für y einen Wert 
zwischen dem isothermen 1 und dem adiabatischen, der stets größer als 1 
ist, z. B. y =  1,11 für Geschütze, y =  1,22 für Gewehre bei rauchlosem 
Pulver. Cranz versucht y als Funktion von s zu bestimmen*). Auf 
den Gleichungen von N ew ton (2), C harbonnier (18), R esal (21) beruht 
Cranz’ „Vorschlag für eine vollständige theoretische Lösung des inner­
ballistischen Hauptproblems“ (a. a. O., S. 133).

§ 84. Praktische Lösung (Vahlen 1940
Bei der Pulververbrennung im Geschütz setzt sich die frei werdende 

Energie E di zusammen aus der Energieumwandlung d(p%$), wie sie nach 
§ 80 (11) für die Versuchsbombe charakteristisch ist. Dazu tritt die innere 
kalorisehe Arbeit dB, die durch die Temperaturänderung der Pulvergase 
bedingt ist; diese ist der inneren Spannung gleich, also

d B = % d p .  (22)

Ein Teil der Energie setzt sich in kinetische Energie dT des Geschosses 
um, bzw. leistet mechanische Arbeit dA bei der Durchpressung des Ge­
schosses durch die Züge. Diese mechanische Arbeit ist nach § 78 (2):

dA =  W q d s =  W d ^  . (23)

*) C ranz, Lehrbuch der Ballistik, Ergänzungsband 1936, S. 137.
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Damit schreibt sich die differentielle Energiegleichung, die an Stelle der 
Resalschen Energiegleichung § 83 (21) zu setzen ist:

Edi  =  d { p % ) + d ß  +  d { J + k ) .  (24)

Aus der Bewegungsgleichung § 78 (2) folgt zunächst, wenn mit s dt =  ds 
multipliziert wird:

d { \ m s 2) =  d j ,  q p d s  =  p d i8 ,

^  ) dT +  d k = p d f ß .  (25)

Führen wir (22) und (25) in die Energiegleichung (24) ein, so erhält man:
i ( T + A  +  B) =  \ E d i  |

d(p%) =  \ E d i .  \ [ '
Die Gleichungen (26) geben integriert:

Ti +  (A* -  A J  +  (B, -  B J  =  § E (i — io) , (27)
Pi^i  — pit ^  =  i E  (* — h) • (28)

Wie weiter unten gezeigt wird, sind A*, A,0, B*, Bio und i0 empirisch zu 
ermitteln. Die kinetische Energie

T ds — St dt (29)

läßt sich aus Rücklaufmessungen ermitteln. Nimmt man noch die Brenn­
gleichung § 82 (20) hinzu:

di =  (p (i) p d t , (30)
so folgt aus den Gleichungen (27) bis (30) die Lösung. Von jedem Werte­
system s, t, i, p ausgehend, erhält man das zu t dt gehörige, indem man 
ds aus (29), di aus (30), dann p +  dp aus (28) berechnet, wo i +  di,
s +  ds für i, s einzusetzen ist. Der Raumpunkt (5, i, t) beschreibt eine
Raumkurve, die man am einfachsten im Zweitafelsystem darstellt: Auf­
riß die (i, £)-Kurve, Grundriß die (5, z1)-Kurve. Jedem Punkt (s, i) des 
Seitenrisses ist ein Wert des Parameters p vermittelst (28) explizit zu­
geordnet. Statt (30) kann man auch das allgemeinere Brenngesetz

di — <p (i, p) dt
nehmen. Bisher hat man die kalorische Arbeit Bf vernachlässigt und von 
A4 nur die Einpreßarbeit Afo als die weitaus größte berücksichtigt. Bei 
diesen Vernachlässigungen würde sich das eben skizzierte Verfahren 
besonders einfach durchführen lassen.

In (28) ermittelt man zunächst empirisch den Druck pio, mit dem die 
Bewegung des Geschosses beginnt, also den Einpreßdruck. Darauf wird 
das Pulverquantum E-f0 ermittelt, das gerade genügt, das Geschoß in den 
Lauf einzupressen. Dann ergibt sich aus § 80 (11), da ja bis dahin die

*) Vgl. C lau siu s , Wärmetheorie (1876) S. 39.
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Verhältnisse im Geschütz mit denjenigen der Versuchsbombe überein­
stimmen, also aus

E i0 =  3S,-0 pia -f- Bj0

der Anfangswert B*o der kalorischen Arbeit.
Während die Anfangswerte pio, A<o, Bio jedenfalls empirisch zu er­

mitteln sind, ist für die Herleitung der Funktionen Ait Bf ein indirekter 
Weg vorzuziehen. Man kann durch ein Registriermanometer den Druck p, 
aus Rücklaufregistrierungen den Weg s als Funktion der Zeit t er­
mitteln. Dann ist auch s, also auch T und vermittelst

i t

auch i als Funktion von t bekannt. Man kennt also $8; die Integration 
von (25) liefert A, die Integration der ersten Gleichung von (26) liefert B. 
Zur Kontrolle des Anfangswertes A kann man den Mündungswert von T 
heranziehen. Unter der Voraussetzung, daß dann alles Pulver verbrannt 
ist, also i =  1 gesetzt werden darf, folgt Aio aus (27).

Hat s den Wert erreicht, bei dem das Geschoß das Rohr verläßt, und 
ist noch i <  1, so fliegt ein unverbrannter Pulverrest mit hinaus. In den 
vorstehenden Rechnungen sind weiter nicht berücksichtigt die Verluste, 
die durch die zwischen Rohr und Geschoß entweichenden Gase entstehen. 
Um diese Beträge wäre E in (24) zu verkleinern. Im allgemeinen sind 
diese Verluste aber nicht bekannt.

Ist aber schon vorher i =  1, so ist von hier an di — 0, also nach (26) 
d (T -f- A +  B) =  0. Da dA und dB positiv sind, ist d l  negativ, T nimmt 
ab. Also ist anzustreben, daß das Pulver nicht verbrannt ist, bevor das 
Geschoß das Rohr verläßt.

Aus der Mündungsenergie ergibt sich zunächst v +  V und daraus 
M

v ~  M  m V̂ ^  Mimdungsgescfrwindigkeit, um so größer, je

größer M : m ist. Durch die Rücksicht auf die Materialbeanspruchung 
und -abnutzung sind hier gewisse Grenzen gesetzt.

Aus (27) folgt, je kleiner At und Bi sind, desto größer ist T,-. Also ist 
möglichst geringe Reibung und Wärmebildung erwünscht.

§ 85. Lösung nach Gossot und Liouville
Die geschilderte Methode bezieht sich nur auf die Annahme, daß der 

Brennexponent a =  1 ist [vgl. § 82 (17)]. Da diese Annahme noch nicht un­
bestritten feststeht, verdienen Methoden Beachtung, die an einen speziellen 
Wert von a nicht gebunden sind, wenn dieselben auch Vereinfachungen 
anderer Art vornehmen.
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Wir setzen also jetzt das folgende Brenngesetz voraus:
dO{i)

dt =  Pa ,

d i  . . . dswo d 0  (i) =  — TV , das wir mit Rücksicht auf dt = -----, p
q}(t) 7’

so schreiben: d@ (i) 
ds

oder, wegen \ m v 2

d l  \“
q ds

T\1/>d 0 { i )  _ c ( d E [
q ds \ qds I ’

wenn

(31)

d l
q ds

(32)

(33)

(34)

gesetzt wird.
Indem man p und v durch T ausdrückt, führt man die korrigierenden 

Faktoren der Masse ein. Dem tragen wir Rechnung, indem wir in (34) m1 
statt m schreiben.

In der Energiegleichung [§ 83 (21)], die wir jetzt schreiben:

i =
1

y  — 1 q ds ' SS  + T
E (35)

wird der kleine Bruch A/E vernachlässigt. Es wird ferner in
SS =  q s — q s0-j ■ [1 — i (1 — a)] (36)

für das zweite Glied rechts ein Mittelwert q Sj eingesetzt, so daß ein 
kleiner Bruchteil von s0 ist, der um so weniger in Betracht kommt, je 
länger das Rohr im Verhältnis zur Pulverkammer ist. Diese Entfernung 
von i aus (36) ist um so mehr zulässig, je mehr Pulver vor Beginn der 
Geschoßbewegung verbrannt ist, je näher i0 =  1 ist. Also wird

und die Energiegleichung

%

SS =  q {s — s j  , (37)
d SS =  qds (38)

, T
1 d E ' T

y — 1 ä lgS S+  E
(39)

Wir führen jetzt normierte Größen der Dimension 1 
stitutionen

0 ( i )  =  Y ,
T
E =  Z ,

ein durch die Sub-

SS =  A X

(40)
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und bestimmen h vermittels
C -h l ~« =  1 .

Dann werden die Gleichungen (33), (39) des Problems

0 - 1 (Y)

r - d r
dX

1
Y — 1
d z y
dXj

dZ
dlg X +  Z ,

(41)

(42)

Durch diese Gleichungen werden Y, Z  Funktionen von X und den An­

fangswerten Z 0 =  0, Y0 =  0, X0 =  -jj- SS0. Die Gleichungen enthalten an
Konstanten nur: erstens den Entspannungsexponenten y, der jedenfalls 
nahezu den Wert 1,41 hat, zweitens den Brennexponenten a, drittens 
die für das Pulver kennzeichnende Funktion 0 .  Demnach bestehen 
zwischen den normierten Größen X, Y, Z, X0 zwei Gleichungen:

Y =  Y (X, X „), Z  =  Z  (X, X0) , (48)

in denen nur noch numerische Koeffizienten Vorkommen, die also für 
ein bestimmtes Pulver ein für allemal bestimmt werden können. Jeder 
Schuß mit gemessener Mündungsgeschwindigkeit gibt einen Punkt der 
„Fläche der Geschwindigkeiten“  Z  =  Z  (X, X0). Den Druck p erhält 
man aus

=  dEZ _  E
P ~  dhX ~  h '

also die Stelle X *, wo der Druck, also Z ' seinen größten Wert Z'.; er- 
d2Zreicht, aus , =  0. Die Auflösung dieser Gleichung ergibt X* als Funk­

tion von X0, eine „Kurve der Höchstdrucke“ mit rein numerischen Koeffi­
zienten; infolgedessen wird auch Z* eine solche Funktion von X0. Jeder 
Schuß mit gemessenem Höchstdruck gibt einen Punkt dieser Kurve der 
Höchstdrucke.

Die Gleichungen gelten nur, bis das Pulver verbrannt ist. Dann ist 
<P~1 (Y) =  1 und die Energiegleichung (42) wird:

und ergibt:

d Z
d lgX =  - Z  +  l

(1 - Z )  X ? - 1 =  const ,

(45)

also, da dann für i =  1 der Höchstdruck erreicht wird:
1 - Z  IX  H-J- 
1 - Z *  ~  ( x j (46)
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Für den Druck wird

P =
E

q h
1 - Z  

X • ( y - l ) ,

insbesondere für den Höchstdruck
p _  E (y 1) . 1 - Z «  ,
P* qh  X*

(47)

(48)

§ 86. Lösung nach Emery für konstante Emission
Der älteren Annahme einer bei konstantem Druck konstanten linearen  

Brenngeschwindigkeit e kann man als neuere Annäherung versuchsweise 
gegenüberstellen, daß die kubische Brenngeschwindigkeit di/dt, also die 
Aussendung der Pulvergase konstant ist. Dann ist <p (i) ■■

/ di

eine Konstante ist. Nimmt man dann 0

C 1
0  q 

Y =  *,
so werden die Gleichungen § 85 (42):

Y — 1

d r— - =
dX

y i
IdZ
IdX

E“-

dZ
d lgX +  Z ,

const, also 

0 - i ,  w o0

(49)

(50)

Schreibt man diese Gleichungen

Y X - '  = d Z X - ß  
d lgXX;-* +  Z \ ~ f  ,

(Z X -^ )v . d - r x ; o
d x x - e

d Z X - ^ Y
dXX^e )

(51)

worin ß =  ------------  ist, so erkennt man, daß Y Xn & und Z X 0  ̂ bloße1,5 — a
Funktionen von X X ^  sind. Dadurch kommt eine Art Ähnlichkeit der 
Bewegungen zum Ausdruck: gleichen Werten von X X~$ entsprechen 

 proportionale Geschwindigkeiten. Also gilt dasselbe für die theoretischen 
Höchstdrucke, die demnach dem selben  Werte von XX~ß entsprechen. 
Gehört der theoretische Höchstdruck zu einem Werte von Y, der größer 
ist als 1, so wird er praktisch nicht erreicht. Der wirklich erreichte Höchst­
druck ist dann der am Ende der vollständigen Pulververbrennung, wo 
also Y =  1 ist, und wird wie oben erhalten aus § 85 (44).
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§ 87. Ansatz zur Lösung bei allgemeinem Brenngesetz
Nimmt man kein besonderes Brenngesetz an, sondern hat man empirisch 

die Beziehung gefunden:
1 \ dt

so erhält man vermittelst 
d l  d l

P = q ds dSS +  SS di
und

di ’

dt
q ds 
q v

dSß

die Differentialgleichung:
i

or r
SS' +  33

2
m

T1/,

zu der die Energiegleichung [§ 83 (21)] kommt:
SS' +  8  SS

T' “  ( y - l ) ( E * - T - A )  ;
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung für die Funktionen SS und T

$8 1 1
von i. Setzt man SS +  S H  =  $8 • X, T +  A =  E • Z, _  •------- j- — — , sot  y — 1 K

Eliminiert man hiermit i
KZ + X

wird die Energiegleichung: i -

dZ
dX

K + dZ
dX

aus dem Brenngesetz, so bekommt man:

_d__
h x

'K Z  +  x i f '

K + dZ 
dX

SH ? 1/— ( E Z - A )11 m

%
S& _ dZ 
E : dX

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung für die Funktion Z von X. 
Es käme darauf an, entweder die empirische Funktion $  durch integrable 
Funktionen zu approximieren oder die Differentialgleichung bei all­
gemein gelassener Funktion numerisch oder graphisch zu integrieren.

§ 88. Empirische Formeln von Sarrau 
für Höchstdruck und Mündungsgeschwindigkeit

Die beschriebenen Verfahren liefern, soweit sie anwendbar sind, den 
V erlau f der Geschwindigkeiten und Drucke allein auf Grund der Schuß­
daten. Für die Praxis kommt es vor allem auf Ableitung der Mündungs-
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geschwindigkeit und des Höchstdruckes an. Für diese hat Sarrau 
empirische Formeln gegeben:

Die Mündungsgeschwindigkeit ist

m̂ax. —
( C

-2  r (SA)'U Sy CV« -  2r
G'i* ~ y

(52)

und der Höchstdruck auf den Geschoßboden

P* =  K ■f a
T

dA 
~cä“- {g n v- , (53)

auf den Stoßboden

K1- f a  <
X

Sa

c2
gv. f v (54)

Darin bedeuten M  , K und K1 Konstanten, 5  den Geschoßweg, c das 
Kaliber, G und r  das Gewicht von Geschoß und Ladung, <5 das spezifische 
Gewicht des Pulvers, / ,  a, /, A haben die bereits erklärten Bedeutungen; 
t ist die Brenndauer unter konstantem Druck p0; y hat bei scharfen 
Pulvern den Wert bei milden J. Für letztere gibt Sarrau außerdem 
die Formel

=  A
faY-

(rsy<
SA \V. 
G l

1 -S 5
x (GS)1/* (55)

Die Formeln sind nicht homogen. Die Konstanten haben Dimen­
sionen; ihre Zahlenwerte hängen von den zugrunde gelegten Maß­
einheiten ab. Nimmt man mit Sarrau Dezimeter, Kilogramm, Sekunden, 
so wird:

log M./u =  8,49425, log K =  3,961, log K1 =  4,25092, 
log A =  3,16767, log 2,18373.

Die Formeln dienen auch umgekehrt dazu, die sonst schwer bestimmbare 
Brenndauer r zu ermitteln. Der Druck wird gemessen am Stoßboden des 
R oh res, während hier nach (53) der Druck am Geschoßboden genommen 
wird. Diese Drucke sind etwas verschieden wegen der Bewegung des 
(verbrannten und unverbrannten) Pulvers. Es muß die Beziehung zwischen 
beiden ermittelt werden. Nimmt man, wie üblich, an, daß diese Be­
ziehung nur vom Geschoßgewicht und vom Ladegewicht abhängt, so 
kann sie nur in einer Beziehung zwischen dem Verhältnis der beiden 
Drucke und dem Verhältnis der beiden Gewichte bestehen, da außer 
diesen zwei dimensionslosen Monomen keine von diesen unabhängigen 
gebildet werden können. G ossot und L iou v ille  nehmen überdies an, 
daß das erste Verhältnis einer bloßen Potenz des zweiten proportional 
ist, und finden, daß JO,3 eine gute Annäherung für den Exponenten 
gibt, während Sarrau 0,25 genommen hatte, wie ein Vergleich von (53) 
mit (54) ergibt.
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§ 89. Empirisches Verfahren
von Vallier, v. Zedlitz und H eydenreich für den Druckverlauf

Hat man nach diesen Formeln oder auch empirisch den Höchstdruck 
pt  gefunden, so kann man nach V a llier  den Druckverlauf angenähert 
finden wie folgt.

Wir führen die normierten Variablen ein:

P_
P* ö , (56)

o  erreicht sein Maximum 1 bei 1 — x  =  0. Also besteht eine Entwicklung

a =

in der ß die Gipfelkrümmung der (ä, r) - Kurve, der normierten Druck-Zeit- 
Kurve ist. Bis auf Glieder dritter Ordnung ist nun

1 - 4 ( 1 - T>* +  -  =  [1 - ( ! - * > ] '  [ 1 + ( ! - * )  +  !  (1-T)*  + •••!»-
Also kann man annehmen:

6 =  (r (57)
Diese Kurve hat überdies die Eigenschaften für kleine r zu wachsen 

wie eine Potenz von r, vom Maximum bei r =  1 an abzufallen, wie eine 
Adiabate und sich der Achse a =  0 asymptotisch zu nähern. Bei zweck­
mäßiger Bestimmung von ß soll sie die Druck-Zeit-Kurve mit guter An­
näherung wiedergeben. Da diese Kurve anfänglich steil ansteigt (s. Abb. 50 
§ 72), müßte ß <  1 sein, während V a llier  ß > 2  angibt. Die Kurve (57) ist 
also jedenfalls am Anfang eine schlechte Annäherung. Ist so oder besser 
empirisch (H eydenreich) die normierte Druck-Zeit-Kurve, also die 
Funktion a von x gefunden, so ergibt sich

X t t

r .. , 1 r  m P , ma =  / a a x = -------  i p dt —---------  I s dt — ---------
J  p * u J  qp*t*J 4P***0 0 0

und
X X

a  =  J ' J ' ä  d r  d x  =
m

q p * l l0 0
Also wird

V G 

S G

oder
v  t h  x

s  n

(58)

(59)
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und
1 « » 2
2 q s _  1 ö2

P* 2
Die Größe \ m v*js =  T/s ist die „mittlere Triebkraft“ zur Zeit t, die 
Größe Tjqs  der „mittlere Druck“ , ihr Verhältnis zu pm ist der normierte 
mittlere Druck zur Zeit t. Seinen Wert an der Mündung bezeichnet 
V a llier  mit 1/y.

Ist ein Quadrupel zusammengehöriger Werte für p, v, s, t beobachtet, 
z. B. an der Mündung, so kann man aus den Vallierschen oder H eyden - 
reichschen Tabellen der Funktionen ö, er, er, \ ö2ja, ert/ ct der zwei 
Variablen r, ß den Wert von ß entnehmen. Es müssen nämlich die 
Spalten für

mierte Geschwindigkeit.
Hat man keine Beobachtung, so empfiehlt V a llier  die empirische 

Formel

die aber für sehr milde Pulver versagt.
Dem Verfahren liegt die Annahme zugrunde, daß zwischen den 

normierten Variablen a und r eine nur von einem Parameter (ß) abhängige 
Beziehung besteht, d. h. daß die normierte Druck-Zeit-Kurve durch ihre 
Gipfel-Krümmung bestimmt ist. Die empirischen Tabellen von H e y d en - 
reich  bestätigen die annähernde Richtigkeit derselben. Die Beziehung (57) 
kann nur als eine angenäherte Darstellung dieser Beziehung gelten. Das­
selbe gilt von der v. Zedlitzschen Annahme einer Beziehung der Form

-  =  a - M r * ,  die sich aber den H eydenreichschen Tabellen besser 
v
anschmiegt*), da sie mehr Parameter enthält. Die Tabellen selbst sind 
das Wesentlichste, Annäherung durch irgendwelche Formeln ist von unter­
geordneter Bedeutung. Für den Exponenten n gibt v. Z e d litz  die empi­
rische Formel:

in derselben Zeile nach (56), (59) die beobachteten Werte von
p T : 5 vt
P* ’ qp* ’ s

s . senthalten. — ist die mittlere Geschwindigkeit zur Zeit t, v : ~ eine nor-

ß _  1
2

*) Artilleristische Monatshefte 1910, S. 157.
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Der gesamte Geschoßweg im Rohr, smiln(j. , ist in mm, der Höchst­
druck p* in kg/cm2, das Kaliber in cm, die Energie E in Metertonnen, 
bezogen auf 1 kg Pulver, zu nehmen.

Über die beim Schuß erzeugten Erhitzungen und Beanspruchungen 
des Rohres ist bisher wenig Sicheres bekannt. Die Temperaturen der 
Pulvergase ergeben sich aus Druck und Volumen angenähert nach der 
van der Waalssehen Gleichung*). Die Beanspruchung eines Rohrteiles

Die äußeren Schichten, etwa von K =  l,5 ab, werden deshalb zuwenig 
ausgenutzt. Darum geht man, wenn es auf hohe Drucke ankommt, zu 
Mantelrohren über: jeder Mantel, heiß auf den nächstinneren aufgezogen, 
steht nach Erkalten unter einer Temperaturspannung. Die Mäntel sind so 
zu dimensionieren, daß sie möglichst gleichmäßig beansprucht werden**). 
Bei milden Pulvern kann, gegenüber scharfen, die Beanspruchung fast 
auf die Hälfte sinken, während, wenigstens in langen Rohren, dieselbe 
Mündungsgeschwindigkeit erzielt werden kann.

Ballistisdhe Wahrscheinlidikeitsredinung
§ 91. Abweichungen oder Fehler

Eine Anzahl Schüsse, unter gleichen Anfangsbedingungen abgegeben, 
werden den theoretischen Zielpunkt P°  nicht treffen, sondern die Auf­
schläge P x, P2, . . . ,  P n werden sich um denselben herum gruppieren. 
Und zwar werden in der Nähe von P°  mehr Aufschläge liegen, als in 
weiterer Entfernung. Nach welchem Gesetze das stattfindet, lehrt das 
Gaußsche Fehlergesetz, das wir weiter unten aussprechen und in § 94 
beweisen werden.

Die Abweichungen der Schüsse P t- (i =  1, . . . ,  n) von P° rühren 
her, daß erstens kleine Unregelmäßigkeiten in den Anfangsbedingungen 
auftreten, daß zweitens die Geschosse etwas verschieden sind und in 
ihren Bahnen verschieden durch Luft und Schwerkraft beeinflußt werden. 
Über die Trennung dieser Einflüsse siehe weiter unten.

Man muß Seitenabweichungen A y '1 und in horizontalem Gelände Längen­
abweichungen A x°, auf einer vertikalen Scheibe Höhenabweichungen A z°

§ 90. Temperaturen und Rohrbeanspruchungen

im Abstand K Halbkaliber von der Seelenachse ist -z.— 0 proportional.1 - j -  2i K

Sechzehntes K ap ite l

*) S. z. B. Enzyklopädie der math. Wissenschaften V, 1, S. 669.
**) K a iser , Geschützrohre. Wien 1892.
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unterscheiden. Um uns von diesen speziellen Annahmen unabhängig 
zu machen, und um den Einfluß von geneigtem und unebenem Gelände 
auszuschalten, denken wir uns zu jedem Schuß P4 diejenigen Änderungen 
der Seitenrichtung und der Höhenrichtung rji berechnet, die ihm theore­
tisch entsprechen. Also bestimmen sich und aus [vgl. §43 (11)]

zl yO x 0
=  Q pö  > - £ T  =  (ctg I w°l -  tg Wo) Vi • (1)

Wir nennen r/,- die „normierten“  Abweichungen (Fehler). Die 
Größen t], repräsentieren also die Abweichungen der Schußbahn 
an Stelle der Abweichungen der A u fsch läge  P it die noch von der Form 
des Geländes abhängen.

Das Gaußsche Fehlergesetz besagt nun: Bei einer hinreichend großen 
Anzahl n von Schüssen ist die Anzahl der Schüsse mit einer Seiten­
abweichung zwischen f  und £ -f- A £ gleich

n ~ e - h'S'A£.  (2)
y?!

Das bedeutet also, daß die Anzahl erstens der Größe des kleinen Inter­
valls A £ proportional ist, und daß sie 
zweitens mit wachsendem £ sehr stark 
abnimmt, nämlich wie die Exponen­
tialfunktion e~h's' (Abb. 51). Dieses 
Abnehmen der Anzahl mit der 
Größe der Abweichungen wird um. 
so stärker sein, je größer h ist. Bei 
einem sehr präzisen Schießen, wo 
also die Aufschläge sich dicht um
den Zielpunkt P°  lagern, wird h groß sein: h ist also eine von der 
Präzision des Schießens abhängige Konstante, das P räzisionsm aß für 
Seitenrichtung. Ebenso ist

n .—  e - v ^ A r i
y?T

(3)

die Anzahl der Höhenabweichungen zwischen rj und t] -j- A rj; k ist das 
P räzisionsm aß  für Höhenrichtung. Aus den Anzahlen (2) und (3) 
erhält man

e - » e  A ti =  n —  e -» ' ? -* '* ' -A£-Av (4)
yn yjc 7t

als Anzahl der Schüsse, die eine Seitenabweichung zwischen f  und f  +  ^ f  
und zugleich eine Höhenabweichung zwischen rj und rj +  A 7] haben.

V a h le n , Ballistik. 2. Auft. 15
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§ 92. Abzählung
Denken wir uns in einem kleinen Abstand Eins vom Anfangspunkt

der Schußbahn senkrecht zur Anfangstangente eine Ebene, so werden die
zu den Punkten P i gehörigen Schußbahnen mit ihren Anfangstangenten
Punkte II i in dieser Ebene bestimmen, die wir die ballistischen Bild­
punkte nennen wollen. £{ , rj{ sind die rechtwinkligen Koordinaten von 77,,
77° der Anfangspunkt. Auf diese Weise denken wir uns zu einem irgend­
wie begrenzten Ziel das ballistische Abbild in der f-^-Ebene hergestellt.
Dann ist es leicht, die Anzahl der Schüsse anzugeben die auf eine be­
liebig begrenzte, ebene oder unebene Zielscheibe fallen. Sie ergibt sich
durch Summation von (4) über das ballistische Abbild, ist also gleich

n - ~ - j J  e - v r - v ^ d t d r ) .  (5)

Diese Formel enthält (2), (8), (4) als Spezialfälle in sich. Denn integriert
man von £ bis £ +  A £, und von rj bis rj -f- Arj, so erhält man (4). Integriert
man von £ bis £ +  A £, und von rj =  — 00 bis rj =  + 0 0  , so erhält man

+ 09
w - L  ■e-h* ? - A £ - - ^  fe-Vv'dri-,

Sn S™J

das stimmt aber mit (2) überein, denn es ist
+  OO

— OO

da nach (3) die Zahl links die Anzahl der Abweichungen rj zwischen — 00 
und + 0 0  bedeutet, also gleich n ist. Integriert man von r/ bis rj +  A rj 
und von £ =  — 00 bis + 00, so erhält man ebenso (3).

Integriert man über ein Rechteck von h £ =  0 bis h £ =  E, und von
krj =  0 bis krj =  H, so erhält man

n-i<p{3)- i<p(H)  , (7)
wobei die Funktion <p (t) definiert wird durch

t

1̂ / e~1’ dt =  \cp (t) (8)

0
Für die Funktion 90 (t) sind Tabellen berechnet worden*).

Bezeichnet man die Anzahl (7), die zum Punkte II  =  gehört,

kurz mit \E H]  oder mit [77], so erhält man auch die Anzahl in einem

‘) S. z. B. C ran z, Ballistik Bd. 1 (1925) S. 675.
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beliebigen Rechteck mit den Ecken (E, 77), (E, 77'), (2 ', 77), (2', 11'), 
nämlich

\ [ 2 H ] ~  [ 2 ' 77] +  DE' 77'] -  [EH']  \ . (9)
Allgemeiner, das Zielgebiet sei ein Polygon 77 77' 77" 77"' . . . ,  dessen 
Seiten abwechselnd der £- und der jj-Achse parallel seien, dann liegen in 
dem Zielgebiet (Abb. 52):

|[77]-[77'] +  [ 7 7 " ] - [ 7 7 " '] +  •••! (10)
Schüsse. Das ergibt sich, wenn man das Gebiet durch Parallelen zur 

Achse (oder zur r] -Achse) in Rechtecke zerlegt 
und auf jedes den Satz (9) anwendet.

Ein krummlinig begrenztes Gebiet kann man 
durch ein solches Polygon beliebig gut approxi­
mieren und danach die in dasselbe fallende Schuß­
zahl nach (10) berechnen. Man kann 77, 77",
77IT, . . .  auf der Begrenzung, und von 77',
77'", . . .  erstens keinen im Äußeren, zweitens 
keinen im Inneren wählen, dann erhält man 
durch (10) erstens eine untere, zweitens eine 
obere Grenze für die gesuchte Anzahl, und damit 
ein Urteil über die Genauigkeit der Annäherung.
Zur Verminderung der Rechnung wird man in 
Hinblick auf (7) die Punkte so wählen, daß
jedes cp (£]) und jedes <p (77,) möglichst oft zur Verwendung kommt.

Außerdem lassen sich Doppelintegrale wie (5): ^  J J e  ~ ^  ~ H‘ dE dH,

deren Integrand bloß von der Entfernung }fE2 +  772 abhängt, durch 
hierfür eingerichtete Polarplanimeter ermitteln*).

§ 93* Wahrscheinlichkeiten
Wir haben bisher nur von Schußanzahlen gesprochen, weil diese 

das primär Gegebene sind. Wir führen jetzt die „Wahrscheinlichkeit“ 
ein. Dieses Wort findet sich längst in der Sprache, ehe Mathematiker 
und Philosophen sich damit befaßt haben. Wir wissen, was die Worte be­
deuten: „Es ist wahrscheinlich, daß . . . “  Ich betrachte daher „Wahr­
scheinlichkeit“ als Grundvorstellung ebenso wie Gewißheit, Unsicherheit 
u. dgl. Wir haben in dieser Beziehung eine zweite Grundvorstellung, die 
wir dahin ausdrücken wollen, daß wir sagen: Wahrscheinlichkeiten sind 
„vergleichbar“ . Das heißt, es hat einen Sinn und wir wissen, welchen 
Sinn es hat, zu sagen: „Dies ist wahrscheinlicher (oder ebenso wahrschein­
lich) als jenes“ . Damit ist natürlich nicht gesagt, daß wir imstande sind, 
stets diese Entscheidung zu treffen.

*) S. z. B. Enz. d. math. Wiss. IIj, 1. Hälfte S. 131.
15*
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Die Vergleichbarkeit besteht also in der Anwendbarkeit der Worte 
und Zeichen = ,  > ,  <•

Daß die Vergleichbarkeit noch nicht die Meßbarkeit nach sich zieht, 
kann man sich z. B. klarmachen an der Härteskala der Mineralien: Man 
kann wohl sagen, Diamant ist härter als Quarz, aber man kann nicht sagen, 
er ist so und so viel mal so hart.

Wir nennen ein Ereignis A  von einem Ereignis B „unabhängig“ , 
wenn nach dem Eintreten von B die Wahrscheinlichkeit von A  dieselbe 
ist wie vorher. Wenn nichts anderes gesagt ist, werden im folgenden 
Ereignisse als unabhängig voneinander angesehen.

Wir legen den Wahrscheinlichkeiten zunächst die Eigenschaft der 
„Addierbarkeit“  bei: Die Gesamtwahrscheinlichkeit, daß entweder  das 
Ereignis A  oder das Ereignis B eintritt, ist die Wahrscheinlichkeit von A 
und die von B zusammengenommen. Wählt man die Ereignisse A  und B 
gleichwahrscheinlich, so bekommt das Ereignis ,,A oder 5 “  die doppelte 
Wahrscheinlichkeit. Sind A, B, C gleichwahrscheinlich, so hat das Er­
eignis ,,A oder B oder C“  die dreifache wie A, usw. So kommt man zu 
dem Begriff der Wahrscheinlichkeit, die das &-fache einer anderen ist, für 
jede natürliche Zahl k. Es hat jetzt einen Sinn zu sagen: eine Wahrschein­
lichkeit ist fe-mal so groß wie eine andere. Dies ist also lediglich eine 
Folge der vorausgesetzten Addierbarkeit.

Unter Meßbarkeit versteht man nunmehr das Bestehen des Archi­
medischen Axioms, das im vorliegenden Fall lautet: Für beliebige 
Ereignisse A  und B gibt es stets ein Vielfaches der Wahrscheinlichkeit 
von A, das größer ist als die Wahrscheinlichkeit von B. Man erkennt, 
daß, um dies auszusprechen, die Vergleichbarkeit und die Addierbarkeit 
bestehen müssen.

Das Archimedische Axiom besteht für Wahrscheinlichkeiten meistens, 
aber nicht immer. Z. B. sind die Wahrscheinlichkeit, daß eine beliebige 
ganze Zahl prim ist, und die Wahrscheinlichkeit, daß sie gerade ist, nicht 
miteinander meßbar; aber die erste ist meßbar mit der Wahrscheinlich­
keit, daß eine beliebige ganze Zahl das Doppelte einer Primzahl ist.

Nach Einführung der Meßbarkeit müssen wir noch eine MEinheits--
wahrscheinlichkeit wählen, an der alle anderen gemessen werden können. 
Als solche wählen wir die „Gewißheit“ , d. h. die Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses, das gewiß ist. Dieser Wahrscheinlichkeit legen wir will­
kürlich die Zahl Eins bei.

Betrachten wir jetzt ein Ereignis A  von n gleichwahrscheinlichen und 
es sei gewiß, daß von diesen n eins eintritt. Z. B. ist es gewiß, mit einem 
Würfel eine der Zahlen 1 bis 6 zu werfen, und diese sechs Ereignisse sind, 
wenn nichts anderes bekannt ist, gleichwahrscheinlich. Ist w die Wahr­
scheinlichkeit eines dieser n Ereignisse, so ist wegen der Addierbarkeit 
n-w die Wahrscheinlichkeit, daß eins der n eintritt. Und da dies die 
Gewißheit sein soll, so folgt n w =  1, also w =  1 jn.
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Greifen wir unter den n gleichwahrscheinlichen Ereignissen i heraus, 
z. B. beim Würfel die drei Ereignisse, eine gerade Anzahl zu werfen. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß eins dieser i Ereignisse eintritt, ist wegen der 
Addierbarkeit gleich i-w, also gleich ijn. D. h. die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß von n gleichwahrscheinlichen Ereignissen eins aus i bestimmten 
eintritt, ist gleich i/n, das Verhältnis der Zahl i der günstigen Fälle (Treffer) 
zu der Zahl n der möglichen Fälle.

Dieses Verhältnis z'/n wird oft als die D e fin ition  der Wahrscheinlich­
keit hingestellt. Es ist so wenig die Definition derselben, wie nt g die De­
finition des Gewichtes ist. Es ist vielmehr das Maß der Wahrscheinlich­
keit. Um aber dies Maß aufzustellen, muß man den B eg r iff der Wahr­
scheinlichkeit vorher haben und die Meßbarkeit etwa wie im vorstehenden 
begründen. Nachdem aber dieses Maß z‘/w gewonnen ist, kann man es durch 
Grenzübergänge auf Fälle ausdehnen, in denen n und i nicht mehr end­
lich sind. Z. B. ist | die Wahrscheinlichkeit, daß ein beliebig auf dieser 
Seite gewählter Punkt im oberen Drittel liegt, und \ die Wahrscheinlich­
keit, daß eine beliebig gewählte ganze Zahl gerade ist.

Die unter (2), (8), (4), (5), (7), (9), (10) angegebenen Anzahlen bedeuten 
jetzt, durch die Schußzahl n dividiert, „Treff-Wahrscheinlichkeiten“ , 
z. B. bedeutet nach (7)

<p{hg)-<p{krj)
die Wahrscheinlichkeit, ein Rechteck mit den Ecken ( i  f, ±  rj) zu treffen.

Ist a die Wahrscheinlichkeit, daß A  eintritt, und b die, daß Nicht-^4 
eintritt, so ist a -f- b die Wahrscheinlichkeit, daß A  oder Nicht-zl eintritt, 
also ist a -f- b =  1 , b — 1 — a.

Ebenso seien a', b' =  1 — a' die Wahrscheinlichkeiten für A' und 
Nicht-zT.

Wie groß ist die „zusammengesetzte“ Wahrscheinlichkeit, daß A 
und A' eintritt? Ist a =  i/n, a! =  i'jn’ , also nn' die Zahl der möglichen,

i i'
i  i' die Zahl der günstigen Ereigniskombinationen, so ist , =  fl fl'

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,A und A ' “ . Ebenso ist ab' die 
Wahrscheinlichkeit von ,,A und N icht-zf“ ; b a' die von „Nicht-^4 und 
A ' “ ; b V die von „Nicht-A und Nicht-A'“ . In der Tat ist

a a’ +  ab' +  b a’ +  b b' =  {a +  b) {a' +  b') =  1 ,
wie es sein muß, davon den vier Ereignissen „ A und A '“ , ,,A und Nicht-^4' V 
„N ich ts  und A ' “ , „Nicht-zl und Nicht-zl'“ eins sicher eintritt.

Wir fassen zur Abkürzung die Ereignisse A  und Nicht-A zusammen 
in e . d ( s = ± l ) ,  und ihre Wahrscheinlichkeiten in a (e). Dann ist

n («) • fl' (s') • a" (s") • • • fl'*“ 1» («w-i»)
die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Ereignisses ,,sA und e' A' 
und e" A "  . . .  und e(ir~ v> A (lf~ 1,‘ ‘ .
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Für ± 1 , «' =  ± 1 , - 1) _ ± 1  erhält man 2A' solcher
zusammengesetzter Ereignisse, von denen eins gewiß eintritt. Die Summe 
ihrer Wahrscheinlichkeiten 2  a a' ■ ■ ■ ist gleich

t - i l ,  e' = ±  1- . . .
(a +  b) (a' + b ' )  . . .  +  b(N- 1)),

also in der Tat gleich Eins.
Handelt es sich um N  gleichwahrscheinliche Ereignisse,

«  =  a =  . . . aUV-l)
z. B. um die TV-malige Wiederholung desselben Versuches, dessen Gelingen 
(Mißlingen) das Ereignis A (Nicht-A) ist, so geben die Glieder der Ent­
wicklung ( a b ) N, also aa W, die Wahrscheinlichkeit, daß A  a-mal, 
Nicht-H /1-mal eintritt, wo z -f- ß =  N  ist. aa b ist diese Wahrschein­
lichkeit bei einer bestim m ten  R e ih en fo lg e  des A  und Nicht-H. Die

NIWahrscheinlichkeit, daß irgendeine dieser ^  ^  Ereignisse ,,a-mal A, 
/3-mal Nicht-A“  eintritt, ist die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten, also

Dasjenige dieser zusammengesetzten Ereignisse hat die größte Wahr­
scheinlichkeit, für das (11) am größten ist. Soll (11) größer sein als der

vorhergehende und als der folgende Ausdruck, so müssen ^  ̂ • ~  und

— ^ —  • — S : 1 sein; d. h. b a — a 6 =  N a — a. =  N b — 6 muß zwischen ß a
a und — b liegen, also seinen absolut kleinsten Wert haben, a und ß  sind 
also die nächsten ganzen Zahlen an N-a  und N-b. Unter einer großen 
Zahl N  von Versuchen ist also das iV-a-malige Eintreten von A, bzw. das 
A-ö-malige Eintreten von Nicht-U am wahrscheinlichsten (Bernoullisches 
Gesetz der großen Zahlen).

Nimmt man für große Zahlen näherungsweise a =  N a, ß =  N b, 
und nach S tir lin g

N \s
NI = f ö n  N  ,

so ergibt sich aus (11) für die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis A  
unter N  Versuchen gerade N-a-mal eintritt:

= L ~ - • (13)
j/2 n N  ab

§ 94* Das Fehlergesetz
Bei einer Messung sei die kleinste in Betracht kommende Größe d 

(mm, mg, sec oder dgl.), der kleinste Fehler ±  <5/2. Es mögen 2 N Fehler­
quellen wirken, deren jede mit gleicher Wahrscheinlichkeit den Fehler
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+  d ß  wie — <5/2 ergeben kann. Der zusammengesetzte Fehler liegt also 
zwischen -f- N <5 und — N d. Ein Fehler von der Größe i  <5 (— i <5) kommt 
zustande aus a =  N -f- i Elementarfehlern der Größe +  d ß  ( — dß) und 
ß =  N — i Elementarfehlern der Größe — <5/2 (+  dß). Ein Fehler vom 
absoluten Betrage i  d hat also [nach (11)], da a =  b =  \ ist, die Wahr­
scheinlichkeit

(22V)! 1
{N +  i) ! (N — i) ! ’ W (14)

Ist c das Maximum dieses Betrages, so ist nach (18)
_  (21V)! 1 __ 1

~  IV !2 22N ~  ]/örN
(15)

Um die Stirlingsche Formel nicht vorauszusetzen, wollen wir (15) direkt 
beweisen. Es ist:

2 2 4 4 6 2 N n (2 • 4 • 6 . . .  21V) 2
T ’ i r ’ ir i r ’ i r "  2 ^ - 1 ' 1 ~  (1 - 3 -5 ... (2iv- 1))2

1V!2-22JV 
1 2 M)1 y

IV!4 2^  1
X21V) ! 2

\ 2 • 4 • 6 . . .2 1 V /
2 NAnderseits konvergiert bekanntlich das Produkt f- • f  • -f . . . y  _  t 

gegen den Wert \n  (W allis). Also ergibt sich J tt-2 1V= 1/r2, woraus 
(15) folgt. .

Um nun die Wahrscheinlichkeit (14) des Fehlers i  <5 als Funktion 
von i d darzustellen, setzen wir sie zunächst in die Form

IV! 2 IV (IV -  1) (IV -  2) . . .  ( N - i  +  1) __
(N i) \ (N — i) ! (IV+  1) (IV+  2) . . .  {N +  i) C' 1 ;

Die logarithmische Änderung dieses Ausdrucks (16), wenn i um 1, also i d 
um A i  <5= <5 wächst, ist bis auf Glieder höherer Ordnung in 1 /N:

lg
N -  i 

N  +  i +  1

1 -
=  lg-

i
~N

1 + » +  1
N

2 i 2 id 'A id  _  A {id )2
~1n ~ =  W d2 "  iv<52

Daraus folgt durch exponentielle Integration für (16) der Wert
(iS)’

c-e~  ,
wobei der Wert der multiplikativen Integrationskonstanten c sich für 
i  d =  0 ergibt; c hat also den in (15) angegebenen Wert. Setzt man noch

i  d — t, =  h2, so erhält man

- t L r e - ^ A t  
jIn

(17)
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als die Wahrscheinlichkeit des Fehlers t. Das ist das Gaußsche Fehler­
gesetz. Ist nun A i  nicht Eins, sondern eine ganze Zahl, die aber, wie 
auch i, klein ist gegen N, so bedeutet (17) die gesamte Wahrscheinlich­
keit, daß der Fehler i <5 =  t einen der Werte (i -)- 1) <5, (i -f- 2) 6, . . .  
{i +  Ai) (5 hat, daß er also zwischen t und t -f- A t liegt. Von unstetigen 
Größen geht man nun in bekannter Weise durch einen Grenzübergang 
zu stetigen über. Wir lassen d klein, N  und i groß werden, ohne daß 
N <52 =  1/A2, , 6 =  t ihre Werte ändern. Dann ergibt (17) das Gaußsche 
Fehlergesetz.

Die Ermittelung von Treff-Wahrscheinlichkeiten nach (5) setzte die 
Kenntnis der Präzisionsmaße h und k voraus. Diese müssen empirisch 
ermittelt, d. h. erschossen werden.

Dazu werden in verschiedener Weise aus den Fehlern £2, . . . ,  
(bzw. % , rj2, . . . ,  r]n) Mittel gebildet und zu den Präzisionsmaßen h 
(bzw. k) in Beziehung gesetzt. Je größer das Präzisionsmaß, je mehr 
liegen die Schüsse beisammen, je kleiner ist irgendein Mittel.

Naturgemäß sind diese Mittel nur aus den absoluten Beträgen |£2|, 
|f2|> • • •> |f«l zu bilden.

Ist 5(1^1, |f2|, . . . ,  |£„|) eine homogene symmetrische Funktion, 
so wird durch die Gleichung

ein Mittel // definiert. Die wichtigsten, durch die sich alle anderen Fehler­
mittel ausdrücken lassen, sind die Potenzmittel /j,t , definiert durch:

In der Summe kommt jeder Fehler so oft vor, wie durch das Fehlergesetz (2) 
angegeben wird. Also ist

§ 95- Präzisionsmaß. Fehlermittel

•S (|£ll , l&l , • • •> |f«|) =  S ( i • • -,[j)

2 1  =  . (18)

+ oo oo
£re -h ‘ Cd£.

— oo 0
Setzt man h% f 2 =  t, so wird

OO

hr • yn

Es ist also:

(20)
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Da die Werte der Eulerschen / ’-Funktion bekannt sind, kann demnach k 
aus jedem der Mittel fir berechnet werden. Z. B. wird:

=  ^ ‘ h =  i > usw- (21)\7l j/2

heißt der „durchschnittliche“ , fx2 der „mittlere“ Fehler.
Wenn man den Wert von jj,T, statt genau aus (19), angenähert nimmt 

aus (18), so begeht man einen Fehler. Der mittlere Fehler dieser Er­
mittlung beträgt

1

j/n

r =  1 

0,754...

l/ME
V r f r

1

3
0,736...

und ergibt sich für r =  1 2

bzw. gleich —̂  mal 0,754... 0,705.
j/n

Also ist die Bestimmung von also auch die von h aus /x2 die genaueste, 
wenigstens bei ganzen r. Besonders einfach ist die Berechnung von jxt .

Wir hatten die Fehler /xr berechnet aus den Seitenabweichungen £,• 
der Punkte 77* von dem „wahren“ Treffpunkt 77°. Diese Fehler heißen 
daher die „wahren“ Fehler. Die wahren Fehler sind aber nicht bekannt, 
da der wahre Treffpunkt 77° nicht bekannt ist. Wir nehmen statt dessen 
den Punkt 770, den „Mittelpunkt der Fehler“ , mit den Koordinaten:

So — 2 ^ 2 *
n (22)

dessen Lage bekanntlich vom Koordinatensystem unabhängig ist. Wir 
nennen 770 den „scheinbaren“  Treffpunkt und die Fehler gegen ihn die 
„scheinbaren“ , die mit f / ,  r]/ bezeichnet seien. Also ist

Si =  !< -  So , Vi =  Vi -  Vo , (23)
2  £ / = 0 . =  ° -  (24)

Da die Fehler £' vermöge (23) bekannte Funktionen der Fehler f  sind, 
muß sich auch der mittlere Fehler fx2' der f ' berechnen lassen. Zu dem 
Zweck beachten wir folgende Gleichungen:

also

also

2 f / ,  +  2 2 £ / f /  =  ( 2 f « ' ) ,  =  ° ,i <j

2  ( * / - * / ) *  =  » 2 * /* .»< J

2  ( *< - & ) *  =  2  & ' - * / ) , =  » 2 * i ' *
* < i

2  (f< -  O* = ( « - i )  2  -  2  st St.
* <i

(25)

und
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Unter Vernachlässigung der jedenfalls kleinen Summe 2  £» f  j ergeben 
die beiden letzten Gleichungen:

n-p'\ =  (« ~  ! ) -f*l , (26)
oder

_  2 ^ /a
n — 1

(27)

zur Berechnung des mittleren aus den scheinbaren Fehlern.
Da nach (26) der mittlere Fehler der £/ sich zu dem der £t wie 

y « - l : Vw verhält, verhalten sich nach (20) die Präzisionsmaße um­
gekehrt und die durchschnittlichen Fehler ebenso. Also ist

S l & l _  S l f r ' l
n j/n (n — 1)

(28)

die Formel zur Berechnung des durchschnittlichen Fehlers aus den schein­
baren.

Betrachtet man die \n (n — 1) Differenzen £■ — £/ als die beob­
achteten Größen, die eigentlich Null sein müßten, so ist nach (25) deren 
mittlerer Fehler

S ( f « ' - f / ) s 1/2 - 2 ^ ' 2 
n — 1 V2 112 — (29)

(80)

st.

£ w (» — 1)
also gilt auch für die durchschnittlichen Fehler

S l & l -
«  j/2 (w — 1)

zur Berechnung aus den Differenzen | £/ — £/ |. ^
Werden die Differenzen | £/ — £ / 1 nicht alle, sondern z. B. nur die 

n — 1 sukzessiven |f/ — f / +1| genommen, so ist der Nenner in (30) ent­
sprechend zu verkleinern.

F eh lerfortp fla n zu n g . Haben die beobachteten Größen x, y  die 
scheinbaren Fehler £, rj, so hat eine beliebige Funktion f (x, y) den Fehler

df
dx oy

(31)

Die Fehler werden also wie kleine Größen (Differentiale) behandelt. Liegen 
für £ die Werte £i ,£2, ■ ■ ■, £n vor, für ?; die Werte rjl t rj2, . . . ,  rjm, dann wird 
das m n -fache Quadrat des mittleren Fehlers von f nach (18) und (24) gleich

3f . , 9f , /8f'*
j =1.. .m

dx) ’ m ^ + \dy
2

3 } (32)

also das Quadrat des mittleren Fehlers von f gleich

Entsprechende Formeln gelten, wenn f von mehr als zwei Größen abhängt.
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Sind x1, x2, . . . ,  xn mit gleicher Genauigkeit beobachtete Werte 
einer und derselben Größe, also ihr mittlerer Fehler derselbe, [i2, so ist 
der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels der n Beobachtungen nach 
(83) gleich

Also: Die Präzision des arithmetischen Mittels wächst mit der Q u ad rat­
w urzel aus der Beobachtungsanzahl.

§ 96. Fehlerwahrscheinlichkeiten. Höchstfehler. Ausreißer
Es sei — mr . .. -f- 5>r ein Intervall, außerhalb dessen nur 1 jr der sämt­

lichen n Fehler liegen, also 1/r die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler 
absolut größer ist als cör. Insbesondere ist d>2 die Grenze, ober- und unter­
halb deren die Hälfte der Fehler liegt oder ober- und unterhalb deren 
ein Fehler mit derselben Wahrscheinlichkeit  ̂ liegt. cö2 heißt der „wahr­
scheinliche“  (50°/0ige) Fehler.

Die Bestimmung von 5)r durch Abzählung der Felder nach der Größe 
ist natürlich nur ungenau. Sind die Fehler genau nach dem Fehlergesetz 
verteilt, so ist:

Bei bekanntem Präzisionsmaß läßt sich hieraus der wahrscheinliche Fehler 
berechnen.

Daß oberhalb ä)n noch ein Fehler liegt, hat die Wahrscheinlichkeit 1 /w. 
Dieses ü>n heißt der wahrscheinlichste Höchstfehler. Es gehört zu

Als Ausreißer bezeichnet man Schüsse, deren Abweichungen (Fehler) ent­
weder ein bestimmtes Vielfaches von d>2 übertreffen (M azzuoli), oder deren 
Wahrscheinlichkeit unter einer bestimmten Grenze liegt (Chauvenet, 
V a llie r , H eydenreich ). Beide Bestimmungsarten sind gleichartig. Denn 
ist nach der ersten A n-ö)2 die Ausreißergrenze, so bestimmte man s n  aus

(84)

OO

d. h.
OO

(35)

Für r =  2 erhält man
cö2 h — 0,4769363... .

n =  20 100 1000 10000

2,89 3,83 5,03 5,77.

=  A n-ä)2 .
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Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Ausreißers ist also kleiner als 
1 Isn. C hauvenet nimmt ä)2n, V a llier  H eyden reich  w2(n -i) als 
Ausreißergrenze, also bzw. den Höchstfehler für 2 n, n2, 2 (n — 1) Schüsse 
als Ausreißergrenze für n Schüsse.

§ 97- Streubreite, -tiefe, -zeit
Die Schußtafeln geben zu jeder Erhöhung die 50%ige Streubreite, d. h. 

das Intervall, innerhalb dessen 50% der Schüsse liegen, also das Doppelte 
der oben mit &>2 bezeichneten Größe. Ebenso wäre z. B. die 98%ige 
Streubreite das Doppelte der mit <öso zu bezeichnenden Größe (=== 3,5 • co2) ; 
denn oberhalb tü50 liegen wahrscheinlich nur noch =  2%  der Schüsse, 
unterhalb also 98%. Diese Zahlen, wie <w50, sind von n unabhängig, 
stehen zu ft>2 in einem festen Verhältnis und werden in den Schußtafeln 
in folgender Weise angegeben:

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
’/o 5,4 10,7 16,0 21,2 26,4 31,4 36,3 41,1 45,6 50,0

1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,4 2,8 3,2 ' 3,6 4,0
>/058,2 65,5 71,9 77,5 82,2 89,5 94,1 96,9 98,5 99,3

4,4 4,8 5,2
0// 0 99,7 99,879 99,955

D. h. 5,4% Schüsse haben eine Abweichung bis 0,1 -ß>2 usw.
Wir erwähnten bereits, daß die Streuungen auf zwei Arten Ursachen 

zurückkommen, erstens auf die im Abschuß liegenden, zweitens auf die 
in der Schußbahn wirkenden.

Betrachten wir unter diesem Gesichtspunkt zunächst die seitliche 
Streubreite. Würden in der Schußbahn keine streuenden Ursachen mehr 
wirken, so würden die linearen Streuungen, wie sie beim Abschuß ent­
stehen, sich in der Schußbahn proportional der Entfernung vergrößern; 
oder die als Winkel berechneten Streuungen würden konstant bleiben. Nach 
Abzug dieser Konstanten wachsen die von der Schußbahn herrührenden 
Streuungen exponentiell. Als Beispiel geben wir die Tabelle:

Entfernung ! 
x km 1

Streu
m

breite
Teilstr.*)

( 3 \ z -4
(t ) + 0’05

Fehler

1 j 0,4 0,4 0,3462.. + 0,05o 1,1 0,55 0,494 + 0,05
3 ! 2,1 0,7 0,716 + 0,01
4 | 3,8 0,95 1,05 — 0,10
5 ! 7,3 1,46 1,55 -  0,09
6 1 13,7 2,283 2,30 — o,oe
7 24,4 3,4859 3,425 + 0,06
8 j 42,6 5,325 5,1125 + 0,21

*) Sechzehntel Zentesimalgrade.
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Die genauere Formel statt (f-)x ~ 4 +  0,05 wäre nach der Methode 
der kleinsten Quadratsummen zu ermitteln. Das hätte aber nur Zweck, wenn 
sich die Streuungen selbst methodisch einwandfrei erschießen lassen, wenn 
also z. B. nicht beim Schießen auf kürzere Entfernungen mit Rücksicht 
auf die Gefechtslage eine schnellere Schußfolge verlangt wird; oder wenn 
nicht beim Schießen auf weitere Entfernungen schlecht sichtbare Ziele ge­
nommenwerden. Um solche Einflüsse, die von einem Schießen zum anderen 
wechseln, auszuschalten, wird man am besten dauernd nach einem und 
demselben festen Hilfsziel richten. Auf diese Weise wird es gelingen, 
die im Abschuß liegende Streuung von der in der Schußbahn wirkenden 
zu trennen.

Entsprechende Überlegungen gelten für die Längenstreuung oder Streu­
tiefe. Um diese zunächst in Erhöhung umzurechnen, vergleicht man 
sie mit der schußtafelmäßigen Erhöhungsänderung für 100 m Entfernungs­
änderung. Die so normierten Streuungen bestehen aus einem Konstant- 
gliede, das vom Abschuß herrührt, und einem auf der Schußbahn ent­
stehenden exponentiellen Teil. Als Beispiel dient die folgende Tabelle:

Entfernung 

x  km

Streutiefe

m

Erhöhungs- 
änderung für je 

100 m
alte Teilstriche*)

A (x ) B (*) Diff.

i 16 3 26 1,42
0,24

2 17 4 46 1,66
0,23

3 20 5 78 1,89
0,27

4 28 6 146 2,16
0,28

5 40 7,5 278 2,44
0,27

6 57 9 491 2,71
0,23

7 74 12 866 2,94
0,34

8 91 21 1889 3,28

A  (x) ist das Produkt der Zahlen der zweiten mit denen der dritten Spalte, 
vermindert um 22. Weiter ist B (x) =  log A (x) gesetzt. In der fast kon­
stanten Differenzenreihe der Logarithmen kommt das behauptete Gesetz 
zum Ausdruck.

Schließlich sind bei Geschossen mit Zeitzündern die Zünderstreuungen 
zu betrachten, infolge deren die Geschosse nicht genau in der theoretisch 
gewünschten Entfernung, sondern etwas früher oder später krepieren. 
Auch hier sind zwei Arten von Einflüssen zu unterscheiden. Erstens 
die am Anfang liegenden: der Geschoßzünder wird ungenau eingestellt

*) Sechzehntel Grade.
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(Einstellfehler); aber selbst der scheinbar genau eingestellte Geschoß­
zünder ist doch ungenau eingestellt, weil sich die Einstellmarke nicht 
genau an der richtigen Stelle befindet (Indexfehler). Der Einstellfehler 
und der Indexfehler werden sich nicht trennen lassen; sie verursachen 
zusammen einen konstanten Betrag in der. Streuung. Zweitens kommen 
die in der Schußbahn wirkenden Einflüsse zur Geltung: Diese rühren sowohl 
davon her, daß die Schußbahn nicht nur in ihrem geometrischen, sondern 
auch in ihrem zeitlichen Verlauf von Schuß zu Schuß etwas veränderlich 
ist, als auch davon, daß der Ablauf des Zeitzünders Veränderungen von 
Schuß zu Schuß unterworfen ist, bei Brennzündern vermutlich stärker 
als bei mechanischen Zündern. Auch die Ungleichmäßigkeiten der Teilungs­
skala, auf die eingestellt wird, sind hier einzurechnen. Eine Trennung dieser 
längs der Bahn wirkenden Einflüsse wird ebenfalls kaum möglich sein.

Die Zünderstreuungen werden in Längen angegeben. Um ihr Ver­
halten richtig beurteilen zu können, muß man sie in Zeit umrechnen. Einer

y\ ^
Streulänge A x° entspricht eine Streuzeit — =- =  -  „---------r-. Danach istr x°  v° cos a>°
beispielsweise folgende Tabelle berechnet.

km
Ax°

m
v°

m/sec
<ü° Streuzeit

1 62 367 1° 52',5 0,169
2 50 312 4° 45' 0,161
3 49 280 8° 45' 0,177
4 51 256 13° 41',25 0,205
5 55 239 19° 48',75 0,244

Demnach wächst die Zünderstreuung in diesem Falle nur sehr all­
mählich von einem Werte, der nach dem ersten Kilometer etwa Sekunde 
beträgt, bis zu einem Werte, der nach weiteren 4 km etwa ^ Sekunde 
beträgt. Die Einflüsse längs der Bahn machen also nur etwa T\T sec/km 
aus, während die Anfangsstreuung, die vom Einstell- und Indexfehler her­
rührt, etwa xVi also fast -jj- sec beträgt. Könnte man den Indexfehler 
durch genaueste Ausführung des Zünders, den Einstellfehler durch sorg­
fältigste Einstellung vermittels automatischen Stellschlüssels beseitigen, 
so würde die verbleibende Streuung von -j auf \— also fast auf die Hälfte 
verringert. Man müßte von langsam brennenden Zündsätzen zu schnell 
brennenden übergehen, damit die Striche der Skala weiter auseinander- 
rücken. Eine Ungenauigkeit im Einstellen macht dann weniger in der 
Entfernung aus.

§ 98. Symmetrieachsen
Kehren wir zur Betrachtung des Trefferbildes der Punkte /7, (f<( rjf) 

zurück. Als Anfangspunkt der Koordinaten ( f , rj) wurde zunächst der 
wahre Treffpunkt, dann, da dieser nicht bekannt ist, der scheinbare Treff-
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punkt, der Schwerpunkt der Punkte 17f, genommen. Aber, so wenig der 
wahre Treffpunkt bekannt ist, so wenig sind die wahren Achsenrichtungen 
bekannt. Wollte man die »j-Achse etwa in die vertikale Schußebene legen, 
so würde das nur dann berechtigt sein, wenn diese Ebene eine Symmetrie­
ebene für die Schüsse wäre; das Geschütz müßte dann in bezug auf diese 
Ebene nicht nur geometrisch (was schon wegen des Dralls nicht der Fall 
ist), sondern auch mechanisch (in bezug auf Verteilung der Massen und 
Widerstände) symmetrisch sein. Im Trefferbild würde das darin zum 
Ausdruck kommen, daß die Punkte //,■ rechts und links der »7-Achse „gleich­
mäßig“ verteilt sind.

Um festzustellen, was unter dem Wort „gleichmäßig“ hier zu ver­
stehen ist, führen wir den Begriff „mittlerer Fehler in bezug auf eine Achse“ 
ein. Das ist die Quadratwurzel des Mittels der Abstandsquadrate der 
Punkte n t von der betreffenden Achse, d. h., wenn

rj cos <p — | sin <p =  0

die Gleichung der Achse ist, die Quadratwurzel aus

~  2  (vicos v  -  £»sin 9 ) 2 = \  2  £<2 sin:3 v  -  2 2 1 w sin ’Pcos v  + 2 w 2 cos 12 <p) \ 3̂6  ̂

= a-sin2 <p — 2 &-sin <p cos <p + c-cos2 <p . j
Hier ist zur Abkürzung gesetzt worden:

1
«  2  V  a ’n

- ' 2 £ * V t  =  b, (37)

so daß a und c die Quadrate der mittleren Fehler in bezug auf die rj- und 
|-Achse sind.

Suchen wir diejenigen Achsen, für welche der mittlere Fehler ein 
Extremum wird, so müssen wir die Ableitung von (36) gleich Null setzen; 
das gibt für <p:

1 -  tg2 9  
2 tg g?

, 0 a — c 
ctg 2 <£ =  > (38)

also zwei Winkel, (p1 und 9>2 =  9>i — ti/2. Es gibt also zwei Symmetrie­
achsen; also entspricht der einen ein Minimum, der anderen ein Maximum 
des darauf bezüglichen mittleren Fehlers.

Machen wir diese zu Koordinatenachsen durch die Transformation:
r) ■ cos 9>a — f  ■ sin 9■)1 =  r}' , 
f-cos 9?! +  »7-sin 9̂  =  f ' ,
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so wird der mittlere Fehler in bezug auf die Achsen (39) gleich

Denn es wird nach (38), wenn a', b', c' entsprechend (37) erklärt sind,

Umgekehrt können die beiden Symmetrieachsen durch die Bedingung
=  0 (41)

F*
d e fin iert  werden, da diese auf (38) zurückführt.

Die ursprünglichen Achsen sind also nur dann Symmetrieachsen, wenn

§ 99. Eindringungstiefe. Durchschlagsdicke
Dringt das Geschoß in ein flüssiges Mittel, z. B. Wasser ein, so ist,

Um das beurteilen zu können, berechne man das Gewicht G' — nt' g der

verdrängten Flüssigkeitsmenge. Dann ist G — G' =  mg  das

verkleinerte Gewicht (Archimedisches Prinzip). Man hat also g durch

zu ersetzen.
Der Widerstand befolgt in festen und flüssigen Mitteln etwas andere 

Gesetze als in der Luft, vornehmlich aus zwei Gründen. Die Wellen­
geschwindigkeit in solchen Mitteln ist erheblich größer als in der Luft 
(in Wasser mehr als viermal so groß, in Stahl etwa 15mal so groß). Die 
Geschoßgeschwindigkeit bleibt also weit dahinter zurück; es käme also das 
N ew ton sehe Gesetz in Frage. Aber zweitens besteht der Hauptteil des 
Widerstandes in der Überwindung der Kohäsionskräfte. Die Annahme 
P on ce le ts , daß der Widerstand proportional a +  b vn ist, hat sich nach 
Schießversuchen (D idion  u. a.) in der Tat besonders für n =  2 gut bewährt. 
Dabei ergibt sich, wie zu erwarten, b sehr klein gegen a, nämlich etwa 
bja =  ^-10~4 (für Erde, Holz, Mauer), so daß E uler mit der Annahme 
b =  0 der Wahrheit ziemlich nahe kam. Die Formel von Resal, W  prop.

a' sin2 <px -(- c' cos2 9̂  . (40)

n b' =  2  Vi =  {c — a) sin qveos 9̂  +  b-cos 2 9̂  =  0 .

2  6  Vt =  0

ist. Die Größe von — 2  Vi gibt ein Maß für die Symmetriestörung.

S iebzeh n tes K ap ite l

Endballistik

außer der Änderung des Widerstandes, unter Umständen auch die schein­
bare Änderung des Gewichtes G infolge des Auftriebs zu berücksichtigen.

(1)
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{av -\ -bv2), gilt für Mittel, bei denen keine Kohäsionskräfte, aber um 
so mehr Reibung (vgl. § 6) zu überwinden ist, z. B. bei Sand, Moor. Ohne 
ein besonderes Widerstandsgesetz anzunehmen, kann man folgende 
allgemeine Bemerkungen machen. Die Verzögerung w wird auch noch 
für v =  0 einen von Null verschiedenen Wert w0 haben. Es sei erstens 
w0 <  g, d. h. das Geschoß sinke auch bei v — 0 in das Mittel (Wasser, 
Moor, Sand) ein, weil sein Gewicht größer ist als der Widerstand. Ist 
auch noch w0 <  g', so fährt das untergetauchte Geschoß fort zu sinken.

( G"\
1 — £~j ist,

wo G" das Gewicht der verdrängten Masse ist; es schwimmt dann.
Es sei zweitens w0 ^  g (also auch >  g ') ; d. h. das Geschoß sinkt, 

wenn v =  0 ist, n ich t ein (z. B. Erdboden). Ist v >  0, so ist doch immer 
[vgl. § 10 (9)]

dv
dt

— (w +  g' sin cd) <  0 ,

d. h. v nimmt beständig ab mit wachsendem t. Das Integral
U

- /
dv

w -f- g sin (o

behält einen end lichen  Wert, d. h. die Geschwindigkeit nimmt in en d ­
lich er  Zeit bis 0 ab: das Geschoß kommt zur Ruhe. Umgekehrt kann 
man daraus, daß das Geschoß in festen Mitteln zur Ruhe kommt, schließen, 
daß in diesen w0 >  g' ist. Zur Beurteilung des Verhältnisses von w0/g 
leiten wir aus m w =  W =  C i (a +  b v2) ab:

also

w
g

C i (a -\-b v2) ,

Wo
g

(2)

C ist von der Größenordnung Kaliber-Quadrat, also etwa t~o~ö ß111 b®’ 
mittleren Kalibern. Für G nehmen wir etwa 10 kg, i soll zwischen 1 (Kugeln) 
und f- (Langgeschossen) liegen, a ist von der Größenordnung 106. Das 
würde für w jg  die Größenordnung 1000 ergeben. Demnach kann g 
neben w vernachlässigt werden, es kommen daher die Formeln für den 
schwerefreien Schuß zur Anwendung (s. §15):

(8)

V a h le n , Ballistik. 2. Aufl. 16
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Das ergibt:
s - - m 1 ^  a +  b vl

~C7i ' T b ' ig a +  b v 2

t =
C-i ] /ab\

y a r c t g „ . | / I - a r c t g  „ ] / ? ) .
(4)

Darin bedeutet v0 die Eindringungsgeschwindigkeit, die Zeit ist vom 
Moment des Eindringens an gerechnet.

Diese Formeln ergeben erstens für den D urchschuß eines Körpers 
zum Weg s° die Austrittsgeschwindigkeit v° und die Austrittszeit t°. 
Zweitens ergeben sie für v =  0 die Eindringungstiefe und -zeit:

m
s v*=o —  ~  r

C -i 1 + — »Ja
m l

tv=o =  - -7==' arc tg v0
C-t yao (5)

falls der Körper ausgedehnt genug ist; (bei Erde f-, bei Holz f  der Ein­
dringungstiefe). Bei dem Wesen dieser Formeln als Näherungen kann 
man für b/a den oben angegebenen Mittelwert £-10~4 einsetzen und auf 
Verschiedenheiten im Spitzenfaktor i verzichten. Dann kann man der 
Formel für die Eindringungstiefe die Form geben:

7t G £ / \
(6)

wo näherungsweise

/ W - W - l o g ( l + i ( ^ (7)

ist. Für f ( v 0) gibt P etry  eine Tabelle und für die Materialkonstante x  die 
Werte:

Mauerwerk X Erde X

Beton- ........... 0,64 sandig ........... 2,94
Stein-............. 0,94 gewachsen . . . 3,86
Z ieg e l-........... 1,63 tonig ............. 5,87

Dabei ist angenommen, daß das Geschoß beim Aufschlagen und Ein­
dringen keine Deformation (Stauchung) erleidet. Deformiert es sich bei 
der Aufschlagsgeschwindigkeit v0, so muß sich der Formfaktor i um eine 
mit v0 wachsende Funktion von v0 ändern, von der man in erster An­
näherung nur die zwei ersten Glieder der Entwicklung, 1 +  k v 0, beizube­
halten braucht. Dieser Faktor tritt also in (6) in den Nenner (L evi- 
C ivita). fewäre empirisch zu bestimmen.

Bei kleinem vJtOO kann man den log in (7) ersetzen durch sein erstes 
Glied 0,484- ■|-(yo/100)2. Ist das Geschoß eine homogene Kugel vom 
Durchmesser D und dem spezifischen Gewicht <5, so ergibt (6):

s » = o = - J ö ^ '2 ,1 7 -o
^0
100

2
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Z. B. gibt Journee für die Eindringungstiefe einer Bleikugel (<5 =  11,8) 
in Fichtenholz:

^ o  =  0,93-JD - ( ^ - ) 2 . (8)

Ob diese empirische Formel auch bei nicht kleinem zto/100 noch brauchbar 
ist, bleibt hier unentschieden.

D u rch sch lagsd ick e . Hat das Mittel, in das das Geschoß eindringt, 
gerade eine Dicke gleich der Eindringungstiefe, so wird es vom Geschoß 
durchschlagen. Aber es kann auch noch bei etwas größerer Dicke durch­
schlagen werden, da die letzten Schichten geringeren Widerstand leisten. 
Die Eindringungstiefe ergibt also nicht die Durchschlagsdicke, aber eine 
untere Grenze dafür.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Durchschlagsdicke von Panzer­
granaten gegen Panzerplatten. Dafür gibt es eine Reihe empirischer 
Formeln.

In einer solchen Formel müssen offenbar in Beziehung treten die 
Plattenstärke S, das Geschoßkaliber D, die Geschoßwucht T und eine 
Größe F, die von der Festigkeit des Plattenmateriales abhängt. Diese 
muß die Dimension von Zug- oder Druckfestigkeit haben, also Kraft 
durch Querschnitt. Zwischen S, D, T, F  lassen sich nur die zwei dimen- 

T 5sionslosen Monome pr\D2S und -jj bilden, und keine hiervon unabhängigen. 

Die Beziehung muß also die Form haben:

£  =  (9)

Vergleichen wir hiermit einige empirische Formeln, so ist zunächst zu 
bemerken, daß keine derselben die Größe F  enthält, da das in Betracht 
kommende Material immer ungefähr dasselbe ist.

K rupp gibt folgende Formel:

T
!0 0  5 . j / § (10)

(T in kg-m, v in m/sec, 5  und D in cm). Die Formel (10) ist mit (9) 

in Übereinstimmung für F-it> =  1 0 0 - j .

Nach de Mar re soll sein (S und D in dm):

2 g T  = H 2-Di-5-51>4; A =  1,530. (11)

Stünde hier 1,5 im Exponenten von 5  statt 1,4, so ginge die Formel aus (9) 
hervor für 0  (S/D) prop. (SID)'1', in der Form (11) ist sie nicht homogen. 
Würde man 1,3 im Exponenten von S und 1,6 im Exponenten von D

16*
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setzen, so wäre sie wieder mit (10) vereinbar. Die Formel (11) soll für ge­
wöhnlichen Stahl gelten; für gehärteten sei der Faktor 1,885—0,0014-5 
hinzuzufügen. Die Funktion (1,885—0,0014-5) 5 1’4 hat die natürlich zu 
fordernde Eigenschaft, mit wachsendem 5  zu wachsen, nur bis 5  =  785. Da 
dieser Wert weit jenseits der in Betracht kommenden liegt, kann sie trotz­
dem eine gute Annäherung geben. Besser ist es, man paßt solche willkür­
lichen Approximationsfunktionen auch in ihrer Form den natürlichen 
Forderungen an.

§ 100. Scheinbare Sprengwirkung
Die Energie, mit der ein Geschoß in ein Mittel eindringt, gibt es ab: 

erstens zur Überwindung der Kohäsionskräfte; zweitens, wenn diese 
gering sind, zur Überwindung der Reibung, wodurch Wärme erzeugt 
wird (in Sand z. B. werden Infanteriegeschosse fast ganz verdampft und 
zerrieben); drittens, wenn auch die Reibung gering ist, muß die Energie 
hauptsächlich wieder in kinetische Energie übergehen. Das kann beim 
Einschuß in eine geschlossene Flüssigkeitsmasse wegen deren geringer 
Zusammendrückbarkeit nicht anders geschehen als durch Absprengen 
von Teilen an der Begrenzung. Das ergibt die „scheinbare Spreng­
wirkung“ .

§ 101. Abpraller
Der Widerstand des Mittels wirkt in der Richtung der Geschoßbahn. 

Dieser Satz ist richtig, solange das Mittel unbegrenzt ist. Schon in der 
Luft scheinen gewisse Erscheinungen darauf hinzudeuten, daß bei Unter­
schallgeschwindigkeiten die Nähe der Erdoberfläche auf das Geschoß hebend 
wirkt: „Täler ziehen das Geschoß an“  (P iobert). Aber unzweifelhaft tritt 
die Erscheinung bei inkompressiblen Flüssigkeiten hervor. Bei schnell­
fahrenden Wasserfahrzeugen wirkt eine Einengung des Fahrwassers oder 
eine Erhebung des Grundes bremsend; bei Geschossen, die in Wasser 
oder Land flach eindringen, wirkt der Widerstand unten stärker als oben, 
wo das Mittel Platz macht (bzw. bei bloßem Aufschlagen kein Widerstand 
vorhanden ist), lenkt also das Geschoß nach oben ab. So kommt der Ab­
praller zustande. Der spitze Einfallswinkel, bei dem das Geschoß noch 
abprallt, wächst mit dem Kaliber. Er soll (in Graden) gleich dem f-- bis |~ 
fachen Kaliber (in cm) sein bei Wasser, bei Sand gleich dem bis 1-fachen.
Diese Regel stimmt jedenfalls bei kleinem Kaliber nicht. Die sehr genauen 
Messungen von Ram sauer ergaben zu 11 mm Kaliber etwa 7° bei Wasser. 
C. Ram sauer*) hat Messungen über den Geschwindigkeitsverlust Av 
und den Unterschied zwischen Einfalls- und Austrittswinkel A a> angestellt. 
Bei einer Einfallsgeschwindigkeit v =  625,8 m/sec findet er die folgenden 
Zahlen:

*) C. R am sau er, Über den Ricochetschuß, Diss. Kiel 1903.
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OJ Av ■4(0 Avj(v Aa>)

10,0 17 87
2 ,0 54 3 ,9 76
3 ,0 115 11,3 52
4 ,0 200 13 ,0 85
5 ,0 301 21 ,6 76
6 ,0 404 25,8 86
6 ,7 558 48 ,2 63

Hieraus habe ich das Reflexionsgesetz abgeleitet: Es ist —̂ —  praktisch 
unabhängig vom Einfallswinkel*).

Eine mathematische Theorie des Abprallers fehlt bisher. Die hätte 
auszugehen von den Differentialgleichungen [vgl. § 10 (1), (9), (10), wo g 
durch — k zu ersetzen ist]:

w . . . .
x  =  — — x ,  K =  s-sm w -  w,v

ä =  - ~ z + k ,
V

v io =  &-cos (o ,

wo k die senkrecht aufwärts wirkende Widerstandskomponente ist. Von 
dieser kann man, da es sich nur um Vorgänge von sehr kurzer Dauer 
handelt, annehmen, daß sie konstant ist. Dasselbe gilt nach § 99 für w. 
Dann folgt [vgl. § 11 (16)]:

dv
— -i— =  — h sec f» +  tg a  v d o j  ö

wo h — wjk der Brechungsquotient ist. Für kleine w ergibt sich mithin

in Übereinstimmung mit obigem Reflexionsgesetz, das also bis auf das 
Vorzeichen beim Eintreten in das Mittel, wie beim Austreten aus dem­
selben gilt.

§ 102. Sprenggeschosse
Das Sprenggeschoß enthält außer seiner kinetischen Energie T noch 

die potentielle Energie seiner Sprengladung, die nach § 84 zu berechnen 
ist. Ein Teil dieser Energie dient zum Zerreißen des Geschosses. Die 
übrige Energie liefert größtenteils die Energie der Sprengteile, ein kleinerer 
Teil liefert Wärme und Schall.

Es ist unrichtig anzunehmen (Cranz), daß die Drehwucht des Geschosses 
sich als Drehwucht der Sprengteile wiederfindet. Ob ein Sprengteil Dreh-

') V a h len , Heerestechnik (1924) S. 52.



246 Siebzehntes Kapitel. Endballistik

wucht erhält, hängt davon ab, ob die Energieübertragung zentral oder 
mit „Effekt“  erfolgt, wie beim exzentrischen Stoß auf die Billardkugel. 
Die Erfahrungen (Verletzungen durch Sprengteile, Eindringen von Spreng- 
teilen in Holz) sprechen dafür, daß jedenfalls die Drehwucht der Spreng­
teile verhältnismäßig sehr gering ist; wie dies ja auch schon beim Geschoß 
der Fall war (s. § 72). Lassen wir also dieses kleine und unsichere Ele­
ment, ebenso wie die Wärme- und Schallerzeugung u. dgl. beiseite.

Das Problem, die Energieverteilung in den Sprengteilen zu finden, 
vereinfacht sich weiter durch Anwendung des Satzes von der Erhaltung 
der Bewegung des Schwerpunktes. Danach darf man von der Bewegung 
des Schwerpunktes zunächst absehen, und nach Ermittlung der Bewegung 
der Sprengteile das ganze System derselben so bewegen, daß der Schwer­
punkt des Systems die Bahn des Geschosses beschreibt. Das ist insofern 
nicht ganz korrekt, als ja der Luftwiderstand die Gesamtheit der einzelnen 
Sprengteile etwas anders beeinflußt als das unzersprengte Geschoß. Wollte 
man dies berücksichtigen, so könnte man die Bahn des Schwerpunktes 
der Sprengteile mit einem etwas anderen Formkoeffizienten berechnen. 
Wir sehen hiervon ab, weil es sich bei den Bahnen der Sprengteile um so 
kurze Strecken handelt, daß dieselben meist als geradlinig anzusehen sind. 
Damit ist zugleich begründet, daß wir auch von der Schwerkraft ab­
sehen dürfen.

Es handelt sich jetzt um die Geschwindigkeit der Sprengteile in einer 
Schnittebene senkrecht zur Geschoßachse. Hat das Sprengstück die Ent­
fernung R von der Geschoßachse, so ist R r seine aus der Drehgeschwindig­
keit r des Geschosses entstehende Tangentialgeschwindigkeit. Darin ist 
die Winkelgeschwindigkeit r etwas kleiner als ihr Anfangswert r0, etwa -f bis | 
davon (H eydenreich ). Von der Sprengladung wird angenommen, daß 
sie allen Teilen eine ungefähr gleiche Radialgeschwindigkeit V  erteilt. 
Außerdem ist eine Komponente in Richtung der Geschoßachse wirksam, 
die vom normierten Abstand*) £ der Querschnittebene des Sprengteils 
vom Schwerpunkt (£ =  0) und der Anordnung der Sprengladung ab- 
hängen wird. Z. B. wird bei Bodenkammer-Schrapnells =  0, bei 
Kopfkammer-Geschossen V+1 =  0 sein, während bei Mittelkammer- 
Geschossen annähernd =  — V +1 sein wird.

In der betrachteten Schnittebene erhält der Sprengteil eine Geschwin­
digkeit \{Rr)2 jr V 2 und erreicht zur Zeit t, gezählt vom Platzen des 
Geschosses an, eine Entfernung von der Achse

']/{Rrt) 2 +  ( V t + R ) 2 . (12)

Bei Schrapnells sind V  und V{ nur klein; die Sprengladung reicht 
gerade hin, den Geschoßmantel zu zerreißen, damit die Garbe der Spreng­
teile und Füllkugeln sich in Richtung der Geschoßbahn über das Ziel

*) Abstand geteilt durch Höchstabstand.
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ergießt. Bei Kartätschen, dem Schrotschuß der Artillerie, sind F  und F f 
sogar Null, das Zerreißen der Geschoßhülle und Divergieren der Füll­
kugeln erfolgt durch die bloße Zentrifugalkraft, wie bei der mit Choke - 
bohrung versehenen Schrotflinte.

Die Sprengteile eines Geschoß- Querschnittes beschreiben gerade 
Linien in der Ebene desselben. Dabei liegen Sprengteile, die auf einem 
Radius lagen, zur Zeit t auf einer Geraden © e; die Geraden Qbt (t =  0 . . .  oo) 
umhüllen eine Parabel. Sprengteile des Querschnittes, die anfangs das­
selbe R haben, liegen zur Zeit t auf einem Kreise mit dem Radius (12). 
Kommt jetzt die Geschoßgeschwindigkeit v und die Komponente F f hinzu, 
so beschreiben diese Sprengteile, die zu demselben R und f  gehören, die 
eine Geradenschar eines Rotationshyperboloides mit der Geschwindigkeit

y ( i? r )2 +  F 2 +  (y +  F f)2; (18)

und diese machen mit der Geschoßachse einen Winkel, der zu bestimmen 
ist aus:

tg% =
1/(f?r )2-F F 2

v +  Vc
(14)

Daraus ergibt sich der größte Wert dieses Ausdruckes, also der halbe 
Kegelwinkel der Sprenggarbe, wenn man für R das Halbkaliber, für F f 
seinen kleinsten Wert F _x setzt. Ist v +  F _x <  0, wie es bei Brisanz­
granaten Vorkommen kann, so wird der halbe Kegelwinkel größer als 
ein rechter: es gibt Sprengteile, die eine Rückwärtskomponente der Ge­
schwindigkeit haben.

Bei Schrapnells ist F  gegen R r, bei Granaten R r gegen F zu ver­
nachlässigen. Infolgedessen erhält bei Schrapnells der Winkel % auch 
den Wert Null, nämlich zu kleinen Werten von R: die axial liegenden 
Geschoßteile fliegen geradeaus. Bei Granaten nimmt % einen kleinsten

Wert arc tg -
F an: die Sprenggarbe enthält einen von Sprengteilen

v +  V+1
freien Kegel, einen „toten“  Raum.

Für F und F f bei Schrapnells gibt de la L lave empirische Formeln 
(analog denen von Sarrau). F und F f sind von der Größenordnung bei 
Schrapnells 10 m/sec, bei Granaten 1000 m/sec.

Der empirischen Ermittlung zugänglich sind in der Formel (14) die 
Elemente v und ^max . Deshalb begnügt man sich, von der Formel (14) 
nur die Form  beizubehalten und ctg £max. als lineare Funktion von v 
darzustellen. Deren Koeffizienten sind aus (mindestens) zwei Messungen 
zu bestimmen (Rohne).

S p ren gtrich ter . Für die Größe der Sprengtrichter bestehen einige 
rohe empirische Formeln. Sie ist in Kubikmeter annähernd gleich

m-s- X-T ; (15)
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darin bedeutet T das Gewicht der Sprengladung in kg, /. ein Maß der 
Brisanz derselben (A =  1 bei Schwarzpulver, 2 bis 2,1 bei Schießwoll- 
pulver, bis 2,2 bei Pikrinsäure), m hängt vom Material ab (Erde 1,2 bis 0,7, 
Mauerwerk und Beton 0,194bis 0,014 und weniger); 5 ist bei Materialien, 
bei denen Kohäsionskräfte zu überwinden sind (Mauerwerk), die Ein­
dringungstiefe in Metern, bei anderen (Erde und Sand) eine zwischen etwa 
0,508 (wenn v° <  800) und etwa 0,816 (wenn v° >  800) liegende Zahl.

Der Inhalt des Sprengtrichters liegt zwischen dem 1,5- und dem 2,5- 
fachen eines Kegels gleicher Basis und Höhe: in lockerem Material ist 
die Sohle des Trichters mehr abgerundet als in hartem.

B rennzünder. Der Zünder eines Sprenggeschosses sei mit einer 
Sekundenteilung versehen. Soll das Geschoß zur Zeit t nach dem Ab­
schuß platzen, so ist die Marke des Zünders auf den Punkt t der Teilung 
einzustellen. Die Brenngeschwindigkeit des Zündsatzes unter dem Druck p 
werde normiert, indem man sie durch die Brenngeschwindigkeit unter dem 
Druck p0 =  760 mm Hg teilt. Die so normierte Brenngeschwindigkeit 
werde mit b bezeichnet. Nach dem Brenngesetz [vgl. § 82 (18)] ist

wo der Exponent a durch Versuche ermittelt sei.
Der Druck p hängt von der Geschwindigkeit vz und von der Höhe z 

des Geschosses ab.
Zwischen Druck, Dichte S und Geschwindigkeit v der Luft nahe dem 

Geschoßkopf besteht, wenn die Bewegung wirbelfrei und stationär an­
genommen wird, die Gleichung

dp +  b-v dv =  0 . (17)

Eliminiert man die Dichte b durch die Poissonsche Gleichung
p i d y
Pz U /  ’

(18)

so erhält man

* ™  +  vdv =  0 , 
bz( £ ) '

(19)

also durch Integration

( £ ) * - >
k — 1 bz , . 

+  2 k  pz [Vz V ) ’
(20)

da fern vom Geschoß v — vz, p =  pz ist.
Die Druckänderung dpz, die zur Höhenänderung dz gehört, ist gleich 

dem Druck einer Luftsäule von der Höhe dz auf die Flächeneinheit, also
d p z  —  ~  S  d z d z  . ( 21)
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Die Dichte dz eliminieren wir durch 
Gleichung:

A  =  A . A
dz d0 2 0

die M a r io tte - G ay-Lussacsche 

=  k ' g ' % ’ (22)

wo h =  8000 m die Höhe der homogen gedachten Atmosphäre (s. § 6, 
S. 12) und die absolute Temperatur in der Höhe z ist.

Also erhält man aus (21) und (22)

und daraus

dpz _  %0 dz
Pz h

_ rdz^
Pz — Po'e k V  %‘ (23)

was in (20) einzusetzen wäre. Zur Berechnung von pz ist %z als Funktion 
von z empirisch zu approximieren.

Aus (20), (22), (23) folgt nun:

P =  Pz 1 + l  —  1  v l  —  ü 2 " l i — 1 

2 k g h X z :% o (24)

%z, pz und vz, Temperatur, Luftdruck und Geschoßgeschwindigkeit in 
der Flughöhe z sind als bekannt anzusehen. Dagegen ist nicht bekannt die 
Geschwindigkeit v der Luft am Brandloch, auf die es ankommt. Man kann 
nur sagen, daß sie zwischen 0 und vz enthalten sein muß. Nimmt man an, 
daß v ungefähr proportional vz ist, so ergibt (24)

wo

P =  Pz{ 1 +

2k  gh

Je- 1
cä-%z :X ol

(0 <  0  <  1)

(25)

(k -  1) •© ’
also c >  736 ist.

Die Brenngeschwindigkeit ergibt sich jetzt aus (16) und (25):

i +

ta
(26)

Die unbekannte Geschwindigkeit c wird empirisch ermittelt, indem 
man bei kleinen Schußweiten und flachen Bahnen pz, %z, vz ersetzt 
durch p0, %0, v0 und die mittlere Brenngeschwindigkeit beobachtet, 
d. h. die Länge des wirklich abgebrannten Zündsatzes, geteilt durch 
die Flugzeit. Diese „mittleren“  Brenngeschwindigkeiten sind noch, 
wie oben, zu normieren und dann in ihrer Abhängigkeit (am besten)
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von der Flugzeit t graphisch darzustellen. Der Grenzwert für t =  0 ist 
dann gleich

woraus c zu bestimmen ist.
Ist eine Schußbahn und ihr zeitlicher Ablauf bekannt, sind also pz, 

%z, vz bekannte Funktionen von t, so ergibt sich aus (26) durch numerisch­
graphische Integration

also die zur Zeit t gehörige Brennlänge. Man ist dadurch imstande, die 
Teilung auf dem Zünder theoretisch voraus herzustellen. Nachträgliche 
Korrektur durch Schüsse bleibt natürlich nötig, aber man braucht weniger.

Wegen Einzelheiten des Verfahrens ist zu verweisen auf St üb ler, 
Artill. Monatshefte 1918.

Um der Waffe die erforderliche Seiten- und Höhenrichtung zu geben, 
muß man bei Feld- (und See-) Zielen die Richtung und die Entfernung 
des Zieles, bei Luftzielen noch die Höhe kennen. Diese zwei (bzw. drei) 
Größen kann man nur durch mindestens zwei (bzw. drei) Beobachtungen 
ermitteln.

Bei Feld- (und See-) Zielen hat man an solchen Beobachtungen vor 
allem die Ziellinie vom Beobachter B zum Ziel Z hin. Zwei solcher Ziel­
linien, von zwei Beobachtungsstellen B1, B2 aus, bestimmen, auf denselben 
Plan eingetragen, die Lage des Zieles. (Verfahren der Lichtmeßtrupps; 
Vorwärts-Einschneiden des Feldmessens.) Damit sind zugleich die Ent­
fernungen BXZ, B2Z bekannt. Ist insbesondere L .Z B 1B2 ein Rechter, so 
ist Z B t =  B1B2-ctg B1Z B 2. Die Entfernung Z B X ist also bekannt, wenn 
die „Basis“ B1B2 und die „Parallaxe“ *) BXZ B 2 bekannt ist. Rückt man 
B2 so nahe an Bx heran, daß ein Beobachter sowohl direkt von Bx aus, 
als indirekt durch Spiegelung von B2 aus nach Z  visieren kann, so hat 
man das Prinzip des Entfernungsmessers. Die Drehung, durch die man 
den Spiegel bei B2 einstellt, überträgt sich auf eine Skala, an der gleich 
die Entfernungen abgelesen werden.

*) So bezeichnet der Astronom jede Richtungsänderung einer Sehlinie, die von einer 
Änderung des Standortes herrührt.

(27)
0

A ch tzeh n tes K a p ite l

Zielen und Richten
§ 103. Ortsbestimmung von Schuß und Ziel
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Der Schall kann zur Entfernungsbestimmung feuernder Geschütze 
dienen: die Sekundenzahl zwischen Blitz und Knall eines feuernden Ge­
schützes gibt die Entfernung in Kilometerdritteln. Mit der Ziellinie 
des Blitzes zusammen gibt das eine ganze Ortsbestimmung. Sieht man 
den Blitz nicht, so gibt die Sekundenzahl zwischen dem Eintreffen des 
Knalles in Bx und in B2 den Unterschied der Entfernungen Bx Z und 
B2Z  in Kilometerdritteln; also einen Hyperbelast mit den Brennpunkten 
Bx und C>2 als geometrischen Ort für Z. Zwei solcher, also mindestens 
drei Beobachtungsstellen Bx, B2, Ba bestimmen Z  (Verfahren der Schall­
meßtrupps).

Das sind Verfahren für den Stellungskrieg. Im Bewegungskrieg ist 
man hauptsächlich auf Beobachtung von der Batterie F  aus angewiesen; 
man hat also nur eine Beobachtung: die Ziellinie. Der zugehörige Ent­
fernungsmesser ist der Schuß: durch Schüsse vor und hinter dem Ziel 
wird die Entfernung in Grenzen eingeschlossen, es wird eine „Gabel“  
gebildet. Aber nur solche Schüsse sind im allgemeinen zum Ziel in Be­
ziehung zu bringen, die in oder nahe der Ziellinie liegen, die also entweder 
mit ihrer Rauchwolke das Ziel verdecken, oder auf deren Rauchwolke 
sich das Ziel abhebt. Das nennt man Schießen mit direkter Beobachtung.

§ 104. Hilfsplan für Sdiießen mit indirekter Beobachtung
Wenn sich dagegen der Schießende auf einer weit von der Feuer­

stellung F  der Batterie entfernten Beobachtung B befindet, so besteht 
eine Schwierigkeit beim Schießen darin, zu den von B aus b eobach te ten  
Seitenabweichungen des Schusses S vom Ziel Z  die für die Batterie zu 
kom mandieren den  Seiten- und Entfernungsänderungen schnell und 
genau genug zu finden. Wie der erste Schuß abzugeben ist, ergibt sich 
mit Winkelmesser und Maßstab aus der Karte bzw. dem Batterieplan. 
Betreffs der Lage des Schusses S zum Ziel Z  wird der Schießende im all­
gemeinen nur die beobachtete Se i tenabw eichung  angeben, über die 
Ent fernung  erst dann etwas aussagen können, wenn der Schuß S nahe 
der Linie BZ  liegt. Demnach muß er die zu kommandierende Seiten­
korrektur so wählen, daß letzteres erreicht wird. Liegt insbesondere die 
Beobachtung B auf der Schußrichtung FSX, so verhalten sich die Seiten­
abweichungen für Beobachtung und Feuerstellung offenbar wie SXF  
zu SXB. Dieses selbe Verhältnis gilt nun für alle Schüsse S1: S2, S3, . . . ,  
die auf dem Kreise mit BSX als Durchmesser liegen. Soll nämlich der 
Schuß .S durch eine Seitenkorrektur S F T  nach T  in die Linie BZ  gebracht 
werden, so verhält sich (vgl. Abb. 53)

S F T : S B T  =
S T  S U  
~ S F : 1ÜB

SB
S F -cos U ST

SB
S F -cos BSF

SB  
SC  '

Demnach liegen alle die Punkte S auf dem Kreise über dem Durchmesser 
BSlt für welche das Verhältnis der Winkel S F T  : S B T  — S1B : S 1F
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ist. Man kann sich also die Karte bzw. den Batterieplan durch Kreise mit 

den Durchmessern i  H  2* 8* 4* 5$ 6* 7* 8*¥
91

n usw.,4 ’ 7 1 ’ 6 1 ’ 5 1 ’ 4 1 ’ 3 1 ’ 2 1 ’ 11 ’ ,  
derart in Gebiete teilen, bezeichnet mit 0, 1, 2, 8 , 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 10 usw., 
daß z. B. für jedes Ziel im Gebiet 7 auf je 10 be o bach te te  Teilstriche 
Seitenabweichung 7 zu kommandierende  Teilstriche kommen.

Beispie le :  Das Ziel liegt im Gebiet 7, man beobachtet 25 Teilstriche; 
zu kommandieren sind 7-21 =  17 Teilstriche.

Das Ziel liegt im Gebiet 4, man beobachtet 87 Teilstriche; zu kom­
mandieren sind 4 -3| =  15 Teilstriche.

Hat man durch diese Korrektur den Schuß an die Linie BZ  heran­
gebracht, so daß man ihn als Kurz- oder Weitschuß beurteilen kann, so

kann man demgemäß die Entfernung ändern. Danach würde aber der 
nächste Schuß nicht mehr an BZ  liegen, sondern erst der nächstfolgende 
durch eine Seitenkorrektur dorthin zu bringen sein. Das Einschießen 
bestände also aus abwechselnden Seiten- und Entfernungskorrekturen, 
würde also die doppelte Schußzahl erfordern, wie wenn man nach jedem 
Schuß, der an der Linie BZ  liegt, gleichzeitig eine Seiten- und Entfernungs­
korrektur vornimmt, derart, daß auch der korrigierte Schuß wieder an 
der Linie BZ  liegt. Soll der Schuß S nach einer Entfernungsänderung 
S T  (Abb. 54) und einer Seitenänderung TS' wieder in der Linie BS  liegen, 
so ist S ' T : S T  — tg S'ST)  d. h. das Verhältnis der Entfernungsänderung 
zur Seitenänderung in Metern ist dasselbe für alle Schüsse auf einem Kreise 
durch B und F. Man kann also ein zweites System von Kreisen zeichnen, 
bestimmt durch die allen gemeinsame Sehne B F  und die Peripheriewinkel, 
deren tg bzw. x?ö°ö , . -r& ist*), bezeichnet mit 10, 20, 30,
40, 50, 60, 70, 80, 90, derart, daß z. B. für ein Ziel am Kreise 70 einer 
Entfernungsänderung von 100 m eine Seitenkorrektur von 70 m entspricht. 
Für Punkte zwischen zwei Kreisen wird nach Augenmaß interpoliert.

*) Die Mitten dieser Kreise liegen auf dem Mittellot von F B  und haben von der Mitte 
von F B  die Abstände y», y>, J f ,  yo, JJ>.| BF.
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Beispiel :  Ziel zwischen den Kreisen 60 und 70, geschätzt auf 64, links 
der Linie FB ,  Entfernung 4200; also 64 m =  15 Teilstriche, weil ein 
Teilstrich =  4,2 m. Der 4200-Schuß liegt kurz, Kommando 4400, 80 mehr. 
Dieser Schuß liegt weit, Kommando 4300, 15 weniger. Dieser Schuß liegt 
kurz, Kommando 4350, 8 mehr; usw.

Daß dazwischen infolge ungünstiger Streuung Schüsse nicht an BZ 
fallen und den normalen Verlauf des Einschießens verzögern, versteht 
sich, wie beim Schießen mit direkter Beobachtung, von selbst. Man hat 
dann wie beim ersten Schuß eine bloße Seitenkorrektur vorzunehmen.

In Abb. 55 sind unter Zugrundelegung eines Abstandes F B  =  2,5 cm 
die beiden Systeme von Kreisen verzeichnet. Diese Zeichnung kann man 
sich auf Pauspapier in solchem Maßstabe zeichnen, daß man das Paus­
papierblatt mit F  auf die Feuerstellung, mit B auf die Beobachtungs­
stelle, auf die Karte oder den Batterieplan auflegen kann. Praktischer 
ist es, wenn diese Zeichnung in hinreichend großem Maßstab auf Karton­
papier gedruckt geliefert wird, noch mit zwei Teilkreisen um F  und B, 
geteilt in Teilstriche, versehen. Jedes Ziel kann man dann leicht mit Hilfe 
dieser Teilkreise vom Batterieplan auf diesen Hi l fsplan  übertragen. 
Oder man überträgt das Netz der Planquadrate auf den Hilfsplan. Zum
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Zwecke des Schießens entnimmt man dem Hilfsplan lediglich die Zahl 
0 , 1, 2, . . .  des Gebietes, in dem das Ziel liegt, und die Zahl 10, 20, . . .  
des Kreises, dem es zunächst liegt, mit einer geschätzten Berichtigung. 
Natürlich kann man beide Systeme von Kreisen verdichten, z. B. noch 
die Kreise für 5, 15, 25 usw. einfügen, weiter wird man die Zeichnung 
auf den ganzen Feuerbereich der Batterie ausdehnen.

Durch den Hilfsplan wird das Einschießen eine fast mechanische 
Sache, die jedem guten Beobachter anvertraut werden kann.

Das Verfahren ist so einfach, wie es im Hinblick auf die Aufgabe mög­
lich ist. Denn die Korrektur jedes Schusses erfordert zwei Zahlen, die 
also dem Schuß zugeordnet sein müssen. Das verlangt notwendig eine 
doppelte Art Einteilung des Planes in Gebiete. Es hat für den Stellungs­
und Festungskrieg Bedeutung. Vor dem Verfahren der Meßtrupps mit 
zwei (oder mehr) Beobachtungsstellen hat es den Vorzug größerer Schnellig­
keit, Unmittelbarkeit und Einfachheit. Es ist schon in einem frühen 
Stadium verwendbar, während die Einrichtung der Meßtrupps erst spät 
erfolgen kann.

§ 105. Höhenmesser für Luftziele
Bei Luftzielen kommt zur Seitenrichtung und Entfernung noch die 

Höhe hinzu. Ist die Erhöhung der Visierlinie gegen die Waagerechte be­
kannt, so ist die Höhe gleich der Entfernung mal dem sin dieses Winkels.

Auf Grund dieser Beziehung und zur Ver­
meidung jeder Rechnung und Tabelle habe 
ich im April 1915 für mehrere Flugzeug­
abwehrformationen einen Höhenmesser 
konstruiert. Er besteht aus einer recht­
eckigen Tafel von (z. B.) 50x30  cm, auf 
dem parallele „Niveaulinien“ , bezeichnet 
mit 0, 100, 200, . . . ,  3000 m, in Zenti­
meterabstand eingeritzt sind, und von 
deren oberer Ecke ein Lot mit Zentimeter­
teilung herabhängt (Abb. 56). Hält man 
die Tafel senkrecht, visiert über die obere 
Kante das Luftziel an, so schneidet z. B. 
die 2500-m-Linie das Lot an der Stelle, 
die die Entfernung bei 2500 m Höhe an­
gibt, in der Zeichnung bei 4700; um­
gekehrt, ist die Entfernung bekannt, so 
liest man die Höhe ab, z. B. zur Entfer­
nung 5000 findet man in der Zeichnung 

2800Höhe. Trüge man noch zu den Punkten derTafel die Erhöhungen a>0 
ein, mit denen man schießen müßte, so geben die zu den gleichen Werten von 
<w0 gehörigen Punkte verbunden ein im Maßstab 1 : 10000 verkleinertes



§ 106. Feld- und Luftaufsatz 255

Abbild der Schußbahn zur Erhöhung a>0 und lassen erkennen, welcher 
Teil der Schußbahn durch das Ziel geht.

Statt dessen tragen wir aus später verständlichen Gründen zu jedem 
Punkte der Tafel die Zünderste l lung  ein, die ein im entsprechenden 
Raumpunkte platzendes Geschoß haben muß. Dann geben die zu gleichen 
Zünderstellungen gehörigen Punkte verbunden die Bilder der ,, Spreng - 
linien“ ; nach §18 sind das nahezu Kreise, deren Mittelpunkte senkrecht 
unter dem Geschützstand liegen. Man vervollständigt so den Höhen­
messer zu e'nem Tem pierungsmesser  (Brennlängenmesser), der zu jeder 
Entfernui.gVmfort die Tempierung (Brennlänge) gibt, mit der geschossen 
werden müßte. Über die Berücksichtigung der Bewegung des Zieles 
siehe § 107.

Dieser Höhenmesser kann mit irgendeinem Visierinstrument (z. B. 
Entfernungsmesser, Scherenfernrohr u. dgl.) verbunden werden; dessen 
Visierlinie und die Oberkante des Höhenmessers müssen dann parallel 
gestellt sein.

§ 106. Feld- und Luftaufsatz
Wenn die Visierlinie (Visier—Korn) durch das Ziel gelegt wird, soll 

die Seelenachse eine solche Erhöhung co0 erhalten, daß die Schußbahn durch 
das Ziel geht. Das wird bei Feldzielen in der Weise erreicht, daß der 
Linie Visier—Korn durch senkrechtes Verschieben des Visiers eine Neigung 
co„ gegen die Seelenachse gegeben wird. Das Maß der Verschiebung des 
Visiers wird an der Aufsatzstange abgelesen, an der aber statt (oder außer) 
den Erhöhungen co0 gleich die Schußweiten x° eingetragen sind. Ein 
solcher Aufsatz bezieht sich auf Ziele im Geschützniveau. Würde es sich 
um Ziele in 3000 m Höhe handeln, so wäre genau entsprechend ein Luft­
aufsatz herzustellen, da auch für diese Ziele zu jeder Entfernung eine 
bestimmte Erhöhung gehört. Da man aber nicht zu jeder Zielhöhe einen 
besonderen Aufsatz nehmen kann, kam es darauf an, einen Luftaufsatz 
zu entwerfen, der selbsttätig zu jeder  Zielhöhe die richtige Erhöhung 
gibt, wenn das richtige Visier genommen wird. Nun ist zu bedenken, daß 
es beim Schießen gegen Luftziele gar nicht auf die Entfernung derselben 
ankommt, sondern auf die Zünderstellung der dahin zu feuernden Ge­
schosse. Gleich tempierte Geschosse bei verschiedenen Erhöhungen platzen 
aber nach § 18 auf einem Kreise nicht um den Geschützort 0, sondern 
um einen Punkt M, der um Z unter O liegt. Und wegen der Gleichungen 
[vgl. § 18 (7)]

x =  X  (t) cos to0 , z =  X  (t) sin co0 — Z  (t) 
hat der Radius M S  immer die Neigung

z +  Zarc tg — - —  =  w0 ,

ist also immer der Seelenachse parallel. Daraus folgt, daß die Visierlinie 
V K S  bei gegebener Zünderstellung t und allen Erhöhungen co0 immer
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durch denselben Punkt V der Linie OM  hindurchgeht, der also das zu t 
gehörige Visier ist. Die Gesamtheit der Visiere ist also an einem senk­
rechten, nach Zeit geteilten Maßstabe anzuordnen, der nicht, wie der 
Feldaufsatz, mit dem Rohre, sondern mit der Lafette derart verbunden 
ist, daß er vermittels Libelle immer senkrecht gestellt werden kann, oder 
durch sein Gewicht sich selbst so stellt. Der Satz, auf dem dieser Luft­
aufsatz beruht, ist aber nur angenähert richtig, also auch der Luftaufsatz 
selbst. Um den genau richtigen Luftaufsatz zu finden, ersetze man den 
Kreis um M  mit M S  durch die richtige Linie, auf der die Geschosse sich 
zur Zeit t befinden. OK  (Abb. 59) sei die jedesmalige Rohrneigung, gehörig 
zum Punkte S. Die sämtlichen Linien S K  gehen dann nicht genau durch

Abb. 57 Abb. 58 Abb. 59

einen Punkt V, sondern sie umhüllen einen kleinen Kurvenbogen, der als 
das Visier anzusehen ist. Die sämtlichen Visiere können als senkrechte 
Parallelschnitte einer krummen Fläche getreppt nebeneinander an­
geordnet werden. Sie liegen nicht senkrecht übereinander, wie Abb. 57 
ergab, sondern auf einer rückwärts gekrümmten Linie, wie Abb. 58 andeutet.

Auf den wesentlichen Unterschied dieses von mir 1916 vorgeschlagenen 
Luftaufsatzes gegen die früheren und gegen Feldaufsätze ist noch hin­
zuweisen. Die letzteren legen die Schußbahn durch das Ziel,  sofern alles 
richtig bestimmt ist. Der oben beschriebene legt den Sprengpunkt in 
die Ziell inie ,  auch dann, wenn die Tempierung falsch war. Die Vorteile 
in bezug auf Beobachtung und Abwehr sind augenscheinlich.

Auf technische oder artilleristische Einzelheiten wird nicht eingegangen; 
es kommt hier nur auf die mathematischen Grundgedanken an.

§ 107. Bewegte Ziele
Die Bewegung eines Zieles erfolgt nach drei Komponenten: Seite, 

Höhe, Entfernung. Die Veränderung von Seite und Höhe kann man 
ermitteln aus der Veränderung der Entfernung und der scheinbaren Ver­
änderung nach Seite und Höhe. Die Entfernung ist nun immer das



§ 107. Bewegte Ziele 257

unsichere Element wegen der Mängel, die jedem Entfernungsmessen 
anh^ften und dessen Zeitdauer. Demgegenüber ist die Ziel l inie  und die 
Bewegung der Ziellinie viel genauer zu erfassen, was ja auch darin zum 
Ausdruck kommt, daß es nicht schwer ist Strich zu schießen, aber schwer, 
die Entfernung richtig zu treffen. Außerdem ist gegenüber der etwas 
unsicheren Entfernung vollkommen sicher die Zünderste l lung,  mit der 
im Moment des Abschusses geladen ist, also die Sekundenzahl t 
zwischen Abschuß und dem Zerspringen des Geschosses. Dem­
gemäß ist es von erheblichem Vorteil, erstens von der w i r k ­
l ichen Bewegung des Zieles nach Seite und Höhe abzusehen 
und statt dessen die Bewegung der Ziell inie zu berück­
sichtigen, und zweitens nicht die Entfernung des Zieles, son­
dern die Tempierung des Geschosses zugrunde zu legen, in der 
Weise, daß bezweckt wird, den Sprengpunkt in die Ziellinie zu 
bringen. Beträgt die Geschoßtempierung t Sekunden, so muß 
man am Visier in Richtung der scheinbaren Zielbewegung so 
viel Vorhalten, als sich die Ziellinie in t Sekunden in dieser 
Richtung bewegt. Um diesen Betrag zu messen, werde ein Stab 
von 13 mm Dicke in Armlängenabstand (ca. 65 cm), so daß 
also seine scheinbare Dicke 1 0 0 0 - =  20 Teilstriche ist, senk­
recht zur scheinbaren Bewegungsrichtung des Zieles vor das 
Auge gehalten, eventuell mit Auflegen. Mißt man die Zeit, die 
das Ziel hinter dem Stab passiert, mit einer Fünftel-Sekunden­
uhr oder durch schnelles Zählen, so gibt die gefundene Zahl n 
von Fünftel-Sekunden in 100 dividiert die Winkelgeschwindig­
keit des Zieles in Teilstrichen pro Sekunde.

Das Lfache dieser Geschwindigkeit ist das Vorhaltemaß 
in Teilstrichen, also 100 T/w. Um den Übergang vom Messen 
zum Zielen möglichst unmittelbar zu machen, werde die Vor­
halteskala am Visier, statt nach Teilstrichen, gleich nach 
Fünftel-Sekunden geeicht, und zwar für das größte vor­
kommende t, z. B. für t =  24. Die Stelle der Skala, die 2400/w Teil­
strichen entspricht, sei also mit n bezeichnet. Handelt es sich nun um 
einen Schuß von 12 Sekunden, so muß man die scheinbare Geschwindig­
keit des Zieles an einer halb so starken Stelle des Stockes messen usw. 
Der Stock ist also so zu eichen, daß 24 Sekunden dort steht, wo er 13 mm 
stark ist, 12 Sekunden dort, wo er 6,5 mm stark ist, usw. [vgl. Abb. 60], 
Dieses Gerät wurde von mir im Frühjahr 1915 eingeführt.

Die Vorhalteskala UV  werde nun im Nullpunkt O der Linie Visier— 
Korn und senkrecht zu dieser Linie in jeder Richtung auszieh- und feststell­
bar angebracht. An ihrem Ende V trage sie den Luftaufsatz, der durch 
ein Gewicht G immer senkrecht eingestellt sei (s. Abb. 61).

Nachdem die Entfernung ermittelt, Brennlänge t sec befohlen ist, 
spielt sich das Schießen so ab: Fünftel-Sekunden abzählen, die das Ziel
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braucht, um hinter dem Stab an der Stelle t zu passieren (n); Kom­
mando ,,w“ : Einstellen der Skala U V  in Abb. 61 mit n auf 0  und in 
Richtung der scheinbaren Zielbewegung, Richten, Schuß.

Dieses Verfahren ist zwar schon bedeutend kürzer, als wenn Höhen- 
und Seitengeschwindigkeit für sich gemessen werden müssen, und jeden­
falls für Behelfs-Luftabwehrgeschütze ausreichend. Aber jedem Ver­

fahren, bei dem das Zielen erst nach voraus­
gegangenem Messen des Vorhaltemaßes er­
folgen kann, haftet der Nachteil an, daß 
das Meßergebnis im Moment des Abschusses 
nicht mehr zutreffend zu sein braucht. 
Man muß deshalb darauf ausgehen, daß 
das Vorhalten se lbst tä t ig  erfolgt, also in 
jedem Moment richtig ist. Dabei ist zu be­
denken, daß das Vorhalten in bezug auf 
Zünderste l lung  nur möglich ist, wenn 
man ein dauerndes Zünderstellen am ge­
ladenen Geschoß vornehmen will. Das 
ist vorläufig in hinreichend einfacher und 

sicherer Weise nicht möglich. Wir können aber auch darauf verzichten. 
Denn auch bei nicht ganz zutreffender Zünderstellung wird doch, wenn 
nur das Vorhalten richtig ist, der Sprengpunkt in die Ziellinie fallen, was 
aus Gründen der Beobachtung, der Abwehr und Treffaussicht die Haupt­
sache ist. Außerdem kann man aber auch den Fehler aus der Zünder­
stellung dadurch unwirksam machen, daß man in dem Moment feuert, in 
dem die Zünderstellung genau zutrifft. Zu dem Zwecke braucht man einen 
Tempierungsmesser mit selbsttätiger Bewegungsberichtigung.

§ 108. Tempierungsmesser mit selbsttätiger Bewegungsberiditigung
Denken wir uns den Höhen- und Tempierungsmesser (§ 105) mit den 

Niveaülinien'waagerecht gehalten, so daß das Lot als Visierstab OP  
zum Ziel hin gerichtet ist (s. Abb. 62), während die kurze Seite OT  jetzt 
senkrecht steht. Der Bildpunkt eines feststehenden Zieles auf dem Ziel­
stab O P  gibt durch seine Lage zu den Sprenglinien die erforderliche 
Zünderstellung an. Wenn das Ziel kommt (geht), gibt der Bildpunkt nur 
dann die richtige Zünderstellung an, wenn jede Sprenglinie entsprechend 
ihrer Zünderstellung und proportional der Geschwindigkeit des Kommens 
(Gehens) des Zieles diesen entgegen- (gleich-) gerichtet verschoben würde. 
Diese Verschiebung muß bei allen Sprenglinien gleichzeitig erfolgen. Zu 
dem Zweck seien die Sprenglinien aus Draht gebogen und an Schiebern 
befestigt, die in waagerechten Schlitzen der Tafel gleiten und vermittels 
Führungsstiften durch den um Q drehbaren Arm Q R ihrer Sekundenzahl 
proportional gleichzeitig verschoben werden. Der Bildpunkt P  überträgt
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die Geschwindigkeit des Kommens und Gehens mittels eines Fadens L, 
der über die Walze M  durch einen Ring bei P  zurückläuft und durch 
das Gewicht N  gespannt wird, auf den Schwungkugelregulator K. Dieser 
hebt den Stab J  durch die Achse von M  hindurch, senkt den um 5  dreh­
baren Bügel FGH  und drückt damit den Arm Q R, an dem die Schieber der 
Sprenglinien befestigt sind, aus der senkrechten Lage heraus. Anfänglich,

oder wenn das Ziel „steht“ , d. h. seine Entfernung sich nicht ändert, liegt R 
in G. In dieser Anfangslage wird der Arm Q R durch Feder oder Gewicht 
festgehalten. Aus der Anfangslage wird dem Arm QR  am einfachsten 
durch Anstoß entgegen der Bewegungsrichtung des Zieles hinweggeholfen.

Das dauernde Einstellen des Bildpunktes P  kann am besten durch 
den Entfernungsmesser selbst erfolgen. Dazu werde die Tafel mit dem 
Okularträger, der Stab O P  mit dem Objektivträger des Entfernungs­
messers so verbunden, daß die Tafel in die Zielebene, der Stab in die 
Ziellinie fällt, wenn der Entfernungsmesser das Ziel anrichtet. Auf dem 
Zielstab gleitet als Bildpunkt der Ring P. Dieser Ring ist an einer am 
Stabe entlang laufenden Schnur fest und mit dem Ende des Stabes durch 
eine Spiralfeder D verbunden. Die Schnur läuft über ein Schneckenrad 
bei 0, auf das die Bewegung der Rolle übertragen wird, durch welche 
beim Entfernungsmesser die beiden Bilder zur Deckung gebracht werden. 
Möglichkeit und Ausführung der Konstruktion dieses Schneckenrades 
ergeben sich aus der auf einer Walze spiralig verlaufenden Skala des Ent­
fernungsmessers, von der die Entfernungen abgelesen werden. Auf dieser 
Skala nehmen die Teilstrichintervalle bei wachsenden Entfernungen ab. 
Man übertrage diese spiralige Skala von dem Zylinder auf einen koaxialen 
Kegel derart, daß die Verkleinerung der Intervalle durch Vergrößerung 
des Radius gerade aufgehoben wird, daß also die spiralige Skala auf dem

17*
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Kegel Teilstrichintervalle gleichbleibender Größe aufweist. Mit Rück­
sicht auf den Maßstab der Tafel muß 1 km einem Zentimeter entsprechen. 
Dieses flache Schneckenrad verschiebt sich auf seiner Achse, so daß der 
Berührungspunkt des Fadens OP  an der Schnecke stets in der Verlängerung 
der Tafelebene liegt.

In entsprechender Weise, wie wir hier die Bewegung des Bildpunktes 
auf dem Tempierungsmesser durch Vermittlung eines Schwungkugel­
regulators zur selbsttätigen Berichtigung der Lage der Sprenglinien für 
Kommen oder Gehen des Zieles verwandt haben, können wir die Seiten- 
und Höhenrichtbewegung des Rohres zur selbsttätigen Berichtigung des 
Seiten- bzw. Höhenvisiers benutzen. Dabei ist aber zu bemerken, daß 
z. B. das seitliche Vorhalten nicht nur von der scheinbaren seitlichen 
Geschwindigkeit des Zieles, sondern auch von der Tempierung des ab­
zufeuernden Geschosses abhängt. Die Übertragung der Richtgeschwindig­
keiten des Rohres auf die Visiere muß also au f die Tempierung e i n ­
stel lbar  eingerichtet sein. Das kann z. B. so erfolgen: Ein Schwung­
kugelregulator stellt seiner Geschwindigkeit entsprechend einen Punkt in 
einer bestimmten Höhenlage ein. Die Höhe dieses Punktes kann durch 
einen Hebel die Höhe eines anderen Punktes bewirken. Durch Verschiebung 
des Unterstützungspunktes kann man diese Übertragung von dem einen 
auf den anderen Punkt verschieden einstellen. In welcher speziellen Weise 
die Rohrbewegungen auf Schwungmassen einwirken und wie die Ein­
stellung auf die betreffende Tempierung erfolgen soll, davon sehen wir 
im folgenden ab, um das Wesentliche um so deutlicher hervortreten zu 
lassen.

§ 109. Geschütz mit selbstberiditigenden Riditgeräten
Der Entfernungsmesser E M  steht derart links seitlich des Geschütz­

rohres, daß seine Längsachse zunächst in die Verlängerung der Schild­
zapfenachse K  des Rohres D fällt. Die Bewegungen des Rohres übertragen 
sich in der Weise auf den Entfernungsmesser, daß, wenn der Entfernungs­
messer richtige Höhen- und Seitenrichtung hat, dies auch mit dem Rohre 
der Fall ist. Dabei muß die Bewegung des Rohres der des Entfernungs­
messers immer um das bestimmte Vorhaltemaß nach Seite und Höhe vor­
aus sein. In bezug auf die Seitendrehung nimmt deshalb die Achse £  
des Geschützes die senkrechte Achse F  des Entfernungsmessers erst mit, 
wenn der Arm R (bzw. bei Linksdrehung der Arm R') gegen die Achse F  
stößt. Die beiden Arme werden aber durch den Schwungkugelregulator 
auseinandergetrieben, der durch die Seitendrehung des Geschützes be­
tätigt wird.

Zur Einstellung des Vorhaltewinkels in der Höhenrichtung ist der 
Stab T U  vorgesehen, der senkrecht zur Achse des Entfernungsmessers 
steht und mit dessen Objektivteil so verbunden ist, daß der Stab TU  
stets in die Visierrichtung fällt. Der Schieber T, durch den der Stab
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gleitet, wird an dem Bogen LN,  der wie in Abb. 58 konstruiert ist, bei der 
betreffenden Zünderstellung (im Bilde bei 15 Sekunden) festgestellt. Das 
Stäbeparallelogramm H L N M  nimmt also, wenn es bewegt wird, die
Visierrichtung T U  mit; dabei ist die

JV
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Seite H M  fest, nur L N  beweg­
lich. Die Bewegung des Paral­
lelogramms wird nun durch 
die Höhenrichtbewegung des 
Rohres wie folgt veranlaßt. An 
der Wiegenkappe des Rohres 
sind die beiden Stäbe P, Q 
fest (Abb. 63, 65), parallel zur 
Schildzapfenachse. Zwischen

Abb. 63 Abb. 64

ihnen gleitet der Stab HN.  Die Stäbe P, Q werden durch einen Keil ver­
mittels eines Schwungkugelregulators entsprechend der Drehgeschwindig­
keit des Rohres auseinandergedrückt. Bei sich hebendem (senkendem)

Rohr, d. h. bei wachsender (abnehmender) scheinbarer Zielhöhe wird der 
Stab N an dem Stab Q (P ) anliegen, d. h. die Erhöhung entsprechend 
größer (kleiner) sein, als bei gleichbleibender scheinbarer Höhe des Zieles.

Der sehr kleine Einfluß der geringen Seitenrichtungsunterschiede 
(von etwa 10° höchstens) zwischen dem Entfernungsmesser und dem 
Geschützrohr wird noch verringert, wenn man den Stab T U, mit ihm das 
Parallelogramm, um einen konstanten Winkel nach oben um die Ent­
fernungsmesserachse, die Stäbe P, Q um denselben Winkel um die Schild-
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zapfenachse dreht, derart, daß bei mittleren Visierhöhen der Stab H N  
nahezu senkrecht steht. Der Höhenrichtkanonier bedient zugleich den 
Entfernungsmesser; dadurch, daß er das Rohr so einstellt, daß er das 
Ziel im Entfernungsmesser sieht, gibt er dem Rohr die richtige Höhen­
richtung.

Die Abgabe eines Schusses vollzieht sich also so: Es wird dauernd 
richtige Höhen- und Seitenrichtung genommen. Dann wird Zünder­
stellung abgelesen, entsprechend (d. h. mit angemessener Vorgabe) ge­
laden, Höhen- und Seitenrichtung für die geladene Zünderstellung ein­
gestellt, und abgefeuert, wenn der Bildpunkt genau die Sprenglinie 
passiert, die der geladenen Zünderstellung entspricht. Die Korrekturen 
wirken so, wie es der Bewegung des Zieles im Moment des Abschusses 
entspricht; nach dem Abschuß erfolgende Bewegungsänderungen zu 
berücksichtigen, liegt nicht in unserer Macht. Wir können nur die Lösung 
der Aufgabe erstreben: den Schuß dorthin zu bringen, wo das Ziel ist, 
falls es seine Bewegung vom Zeitpunkt des Abschusses an beibehält. 
Außerdem muß die Zeitspanne zwischen Abschuß und Geschoßzerspringen 
durch hohe Anfangsgeschwindigkeit v0 möglichst kurz gemacht werden. 
Dichte Schußfolge und großer Wirkungsbereich eines Schusses müssen 
hinzukommen.

Die Vorgaben nach Seite und Höhe erfolgen so, als ob die scheinbare 
Zielbewegung konstant ist. Der daraus entspringende Fehler ist gering 
und kann in die übrigen mit eingerechnet werden. Seine Beseitigung ist 
nur durch so verwickelte Vorrichtungen möglich, daß der etwa gewonnene 
Vorteil durch die Unsicherheit vielgliedriger Mechanismen wieder auf­
gehoben wird. Die oben beschriebenen Vorrichtungen streben nach 
möglichster Einfachheit.
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Anmerkung
In dem vorliegenden Buche ist vielfach, namentlich in den §§ 6, 17, 82, 99, davon Ge­

brauch gemacht, die Form eines physikalischen Gesetzes aus den Dimensionen der darin 
vorkommenden Größen zu erschließen. Ich habe dieses heuristische Prinzip zuerst im Mathe­
matischen Verein der Universität Berlin am 17. Februar 1893 vorgetragen und an den Bei­
spielen der Formeln für den Fall, für das mathematische Pendel, die schwingende Saite, 
das physikalische Pendel, den Magneten, die Fliehkraft, die Schallgeschwindigkeit in Gasen 
usw. erläutert und erhärtet. Damals erhob sich Widerspruch und Zweifel, so daß eine Ver­
öffentlichung unterblieb. Heute ist die fragliche Schlußweise wohl allgemein anerkannt 
(vgl. z. B. H o p f in „Die Naturwissenschaften“ 1912; B rid g m a n , Theorie der physikalischen 
Dimensionen, 1931, deutsch von H o ll, Teubner 1932). In der ersten Auflage dieses Buches 
kommt sie in der Ballistik zum erstenmal zur Geltung. Es wird tunlichst aufgeräumt mit 
unhomogenen Formeln, wie „Gipfelhöhe der Schußbahn gleich s/4mal Quadsat der Schuß­
dauer“ . Diese Formel müßte lauten: 2* =  g f0*. Erst jetzt erkennt man ihre Verläßlichkeit; 
sie ist nur für die Parabel genau richtig [vgl. § 14 (42), (43)]. Dimensionierte Konstante in 
einem physikalischen Gesetz sind ihrer Dimension entsprechend zu interpretieren, wie das 
Beispiel der im Luftwiderstandsgesetz vorkommenden Schallgeschwindigkeit erläutert. Das 
wird in entsprechender Weise nicht immer möglich sein. Aber immer läßt sich die Homo­
genität hersteilen durch Einführung normierter Größen der Dimension Eins, wie dies z. B. 
in § 6 beim B ernoullischen Gesetz geschieht und wie es in §88 bei den Sarrauschen 
Formeln geschehen müßte. Dadurch tritt das Wesen einer solchen Formel als Näherungs­
formel hervor, die nur in der Umgebung einer Stelle gilt, oder als erstes Glied einer Ent­
wicklung aufzufassen ist. Sarraus Formel §84 (55 ) für milde Pulver gibt die ersten zwei 
Glieder; aber die Wahl der Größe, nach der entwickelt wird, bleibt zweifelhaft. Auch bei roh 
empirischen Formeln ist die Forderung der Homogenität durchführbar (§ 99) oder bleibt 
anzustreben (§ 102).

Das N ew tonsche Gravitationsgesetz setzt, wenn man der darin vorkommenden 
Gaußschen Konstanten die Dimension 1 beilegt, die drei Grunddimensionen M, L, T  in 
die Beziehung M  =  7.3 Y’~2, aus der das dritte K eplersche Gesetz folgt und die das astro­
nomische Maß der Massen liefert, die nach dem reziproken Entfernungsquadrat anziehen 
(oder abstoßen). Dasselbe gilt für elektrisch oder magnetisch anziehende oder abstoßende 
Massen, die also als so lch e  dieselbe Dimension L3T~3 bekommen. Nur Inkonsequenz in 
bezug auf die Behandlung der Konstanten führte zu den bekannten irrationalen Dimensionen. 
Vielmehr muß man die Dimensionen der Elektrizitätsmenge, der Intensität, der elektro­
motorischen Kraft, des Widerstandes usw. bestimmen aus dem Coulom bschen, A m p e re ­
schen, Jouleschen, Ohmschen Gesetz usw., wie ich das in meinem oben erwähnten Vor­
trage (III. Vortragsbuch des Mathematischen Vereins, S. 270— 273) getan habe.
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-länge 194.
, parabolischer 195.
■ -winkel 194.

Drehwucht 196.

j Dreiachtelregel 86.
| Druck-kurve 197. 
j — , mittlerer 223.
! — , mittlerer normierter 223. 
! — , Widerstands- 16, 24. 

Durchschlagsdicke 243. 
Durchschuß 242.

E b e rh a r d , v. 15. 
Effektivkraft 205.
E if fe l  24.
E m ery  211, 219.
Endbogen 51, 58. 
Energie-gleichung, integrierte 

Form 48.
— , mechanische, des Ge­

schosses 29.
—  -satz 29, 41. 
Erd-abplattung 4.
------drehung 2.
—  -krümmung 3.
—  -radius 2.
Erhöhung 27.
E u ler  17, 94, 95, 240. 
Extrapolation, Integration 

durch 73.

Faktor, korrigierender 109. 
— , korrigierender, der Masse 

217.
Fallbeschleunigung 5.
Fehler, durchschnittlicher 

233.
—  -fortpflanzung 234.
— -gesetz, Gaußsches 224,

225, 232.
— , Höchst- 235.
------integral, Gaußsches 226.
— . mittlerer 233.
— , scheinbarer 233.
— , wahrer 233.
— , wahrscheinlicher 235. 
Flachschuß 40, 51, 58, 138. 
Flakschießen 40, 194. 
Flattern des Geschosses 204. 
Flugwucht 196.
Formeln von D id io n -B e r -  

n o u lli 65, 115.
— von M a jev sk i 145, 174.
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Formeln von M a jev sk i für 
nichtebene Bahn 173.

— , 5- 130.
—  von S ia cc i 26, 116, 122,

146, 161.
— von S ia cc i für nicht­

ebene Bahn 172.
— von S ia cc i, verallge­

meinerte 100.
— , t- 130.
— . x- 130.
— , 130.
— , cd- 129.
Formfaktor 16, 24. 
F ra n g a is  98, 182. 
Führungsring 194. 
Funktionen, sekundäre 117. 
— , Siaccische 101, 112.

Gabel 251.
G ävres 63.
Gebirgsziele 146.
Gelände, geneigtes 141.
—  -winkel 42, 141. 
Geschoß-bahn, Bestimmung

der 83.
--- -bahnschar 44, 49.
—  -faktor 24, 46, 49, 119.

, fiktives 134.
Geschützstand, bewegter 142. 
— , geneigter 141, 181. 
Geschwindigkeit, Fläche der 

218.
— , Horizontal- 60.
— - -riß 32, 46, 68, 79.
— - -riß, tempierter 68.
—  schwerefreie 123, 129.
—  -Verteilung 48.
Gesetz, d ’ A lem bertsches

69, 92.
— . B ernoullisches 61, 64, 

65, 69, 89, 90, 99, 103, 
110, 111, 184, 263.

— , B ernoullisches, inte- 
grabel 91.

— , Bordasches 183.
— , interpolierendes 134.
— . N ew tonsches 182.
— . oskulierendes 134.
— polytropes 214.
-— , St. Robertsches 191. 
Gewicht, wahres 5. 
Gipfelwert 52.
Gleichung, A b e l sehe 207.
— , Abelsche verallgemei­

nerte 209.
G o sso t 206, 212, 216, 221. 
Grenzbahnen 56, 61, 160. 
Grenzgeschwindigkeit 37. 
G rö tsch  22.

G roß , W. 20, 22.
G roß e , W. 26.
G ün th er, G. 132.

H a u p t 179.
Hauptbogen 51, 58. 
Hauptgleichung 31, 39, 181. 
— , Integration der 73.
— , mechanische Lösung 78. 
H elie  179.
H erm ann  94. 
H ey d en re ich  178, 200, 212, 

222, 235, 246. 
Hilfsmittel, graphische 156. 
Hodograph, 32, 49, 68, 75, 

76.
— , tempierter 78, 84. 
Höchstdrucke, Kurve der 

218.
Höhenmesser 254.
H op f 14, 263.
Hüllkurve 51, 57.
H u g o n io t  212.
H u yg en s 37.

Idealisierung, Prandtische 
23.

Integrable Fälle 113.
—  Formen für das Wider­

standsgesetz 133. 
Interpolationsformel, 

Adam ssche 74.
— , Besselsche 71, 73.
— , Lagrangesche 69, 71. 
— , N ew tonsche 71.
— , Stirlingsche 71. 
Isochrone 162. 
Isoklinenmethode 75. 
Iteration, Integration durch 

87.

J o n g , de, J osse lin e  77. 
Jou rn ee  243.

K a ise r  196, 201, 224. 
K arm an , v. 23.
Kartätsche 247.
K eplersche Faßregel 86. 
Kippen 141.
K lose  79, 81, 83.
K luß m ann 139, 164. 
K ön ig , H. 74.
Kohäsion 240, 244, 248. 
Konstruktion, geometrische 

68.
Koordinaten 2.
— , natürliche 97. 
K r itz in g e r  56, 151, 155. 
Krümmung, Gaußsche 210. 
-—. Germ ainsche 209.

Krümmung der nichtebenen 
Bahn 176.

K ru p p  101, 243. 
K ru p p -G ro ß  116. 
K um m er 17, 18, 20, 169.

Ladedichte 207.
L a g a lly  28, 30. 
Langgeschosse, Stabilität der 

194.
L egendre 95, 182. 
L e v i-C iv ita  242. 
L io u v ille  206, 212, 216,221. 
L la v e ,  de la 247.
Lösung, graphische, der 

Schußbahnaufgaben er­
ster Art 118.

—  von E u ler 69.
•— durch Quadraturen 69. 
L u d e n d o r ff  159. 
Luftgewicht 25.
— , Höhen- 25, 26.
-------lineal 157, 158.
— Tages- 25. 
Luftwiderstand 11.
—  bei Rotation 12.
—  -gesetz, lineares 48, 65, 

76.
— - -gesetz, quadratisches 65,

69.
Luftziele 146.

M ach  12.
Machsche Zahl 22.
M ache 209, 211, 212, 213. 
M agnus 163.
M agnuseffekt 22, 23. 
M a jev sk i 15, 139, 164, 175, 

183, 185.
Mantelrohr 224. 
de M arre 243. 
Maximalschuß 51.
M azzu oli 235.
Mittelwert, Siaccischer 103. 
— , Vallierscher 104. 
Monom 13, 54.
M oore 23.

Näherungsbahnen 63.
— , interpolierend 102.
-—, oskulierend 102, 
Näherungshyperbel 52. 
Näherungslösung, D i d i o n -  

B ernoullische 65, 135. 
Näherungswerte von D id ion  

95.
—  von E u ler 95.
—  von L eg en d re  95. 
Neigen 141.
N e u e n d o rff 75.
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N ew ton  17, 24, 27, 52. 
Nomographie 68. 
Normalgeschoß 17, 133. 
Normierte Gleichungen 53.
—  Größen 53, 59. 
Normierungsfaktoren 54. 
Nutation 170.

Ogivalradius 18. 
Orthodromenmethode 76. 
Oskulieren 31.
O tto , J .F .C . 44, 94.

Panzerplatten, Durchschuß 
von 243.

Parallaxe 250.
P a ta v in i 94.
Pendelung, konische 23, 163. 
— , Differentialgleichung der 

konischen 167.
P e try  242.
P fla n z  81.
P io b e r t  209, 244.
P o in ca re  122.
P o n ce le t  84, 93, 240.
—  -sehe Methode 84. 
P o p o ff  123, 129. 
Potenzreihen 59, 66, 120. 
Präzession 170. 
Präzisionsmaß 225, 232. 
P ra n d tl 20, 21, 22. 
P r e sco t t  150, 179. 
Pseudogeschwindigkeit 98.
— , Siaccische 129. 
Pulver-funktion 208, 213.
—  -konstante 213.
— , mildes 211.
•—, scharfes 211.

Quasi-gewicht 203.
—  -senkrechte 203.
—  -waagerechte 203. 
Quer-dichte 24.
—  -gewicht 24. 
Qiierschnittsbelastung 24.

R a m sa u er 244.
Raum, toter 247.
Regen, Einfluß des 143. 
Reibung 13.
Reihen von S ia cc i, zweiter 

Art 129.
R esa l 214, 240. 
Reservestabilität 200. 
R eyn oldssch e Zahl 14. 
R ie b e se ll 56. 
Rikoschettschuß 44.
St. R o b e r t  26, 183, 212. 
R oh n e 247. 
Rohrbeanspruchung 224. 
R o th e , R. 35, 75.
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R u n ge , 0. 74, 75.
R u n g e -K u tta , Methode von 

74, 80.

S a b u d sk i 15, 94.
Sarrau 212, 221, 247, 263. 
Schallgeschwindigkeit 103.
— , Über- 11, 103.
— , Unter- 11.
S ch eve 201.
S ch m itz  212, 213. 
Schrapnell 246.
S ch u lz , G. 73.
Schuß, schwerefreier 39, 45, 

54.
■—, senkrechter 35, 54.
— , widerstandsfreier 39, 40, 

48.
Schußbahn, Anfang der 202. 
— , Ende der 3.

nichtebene 163.
— , schwerefreie 124.

Störungen der 135.
—, variierte 187. 
Schußbahnschwenkung 148. 
— , eingliedrige (starre) 159. 
— , mehrgliedrige 161.
—, zweigliedrige 160. 
Schußfaktor 119, 120. 
Schußweite 3, 61.
Schwenken 141.
S ch w erd t 68. 
Schwerebeschleunigung, 

scheinbare 5.
— , wahre 5.
Schwerpunktsbewegung 27. 
S eb ert 212.
Seele 194.
Seitenabweichung 177.
— , Ausgleich der 181.
— , scheinbare 176.
S ia cc i 72, 98, 101, 102, 103, 

120, 122, 164. 
Sim psonsche Regel 86. 
Simultanpunkte 45, 56.
Sog 12, 18, 19, 169.
S p arre 182.
Spitze, halbkugelige 18.
— , ogivale 18.
—  -faktor 20, 23. 
Sprenggeschoß 245. 
Sprenglinie 255.
Sprengteile, Bahnen der 247. 
•—, Energie der 246. 
Sprengtrichter 247. 
Sprengwirkung, scheinbare 

244.
1 Stabilität, Maß der 200. 
j —  -diskriminante 169.
| —  -grenze 169, 200.

Stauchung 242.
Steilschuß 40, 51, 138. 
S te in er 210.
S tir lin g  230.
Streu-breite 236.
—  -tiefe 237.
—  -zeit 238.
Streuung 236, 237.
S tü b ler  250.
Superposition 144. 
Symmetrieachse 239.

Tageseinflußgerät 159. 
T a k e d a  102.
Teilstrich 142. 
Tempierungsmesser 255. 
T erq u em  201.
Trajektorie, orthogonale 76. 
Trapezregel 85.
Treffpunkt, scheinbarer 233. 
— , wahrer 233.
Treffwahrscheinlichkeit 229. 
Triebkraft 197.
— , mittlere 197, 223.
— , statische Definition der 

197.
T sien  23.

Umrechnung von Schußtafeln 
147.

V a h le n  17, 18, 19, 76, 78, 
84, 94, 123, 155, 157, 
164, 214, 245, 254, 257. 

V a llie r  101, 222, 235. 
V eith en  75.
Verbrennungsvorgang 210. 
Verfahren von B rau er 81.
—  von v. E b erh ard  134. 
— , graphische 68.
— , graphisches von V ahlen  

79, 80, 83, 84.
— numerische 68.
—  von S ia cc i und V a llie r  

103.
Versuchsanstalt, aerodyna­

mische, Göttingen 22. 
Verzögerung, spezifische 24. 
V ie ille  209, 212.
Virtueller Bahnbogen 30.
—  Gipfel 37.
Visierwinkel 57. 
Vorhalte-maß 257.
~  -skalar 257.

Wahrscheinlichkeit 227.
— , zusammengesetzte 229. 
W a llis  231.
Widerstand, Addierbarkeit 

des 16, 24.
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Widerstand, Beschleuni- 
gungs- 12.

— , Druck- 11.
—  -fläche 16, 24.
— , Form- 11.
— , Reibungs- 11.
— , spezifischer 24. 
Widerstandsgesetz 46, 52, 76. 
— , d ’ A lem bertsch es  69. 
— , B ernoullisches 15, 69. 
— , D idionsches 113.
— , lineares 48, 65, 69, 76. 
— , N ew tonsches 13.
— , quadratisches 65, 69.
— , Siaccisches 72.
— , integrable Formen für 

das 133.
Widerstandsmessungen 22. 
Widerstandspunkt 19, 166. 
Widerstandstafel 76.
— , K ruppsche 25.

Widerstandswert, mittlerer
120.

W ille  200.
Wind, ballistischer 152, 155,
— , Einfluß des 149.
—  -geschwindigkeitskompo- 

nente 149.
—  -geschwindigkeitskompo- 

nente als Funktion der 
Höhe 154.

— , Höhen- 151.
—  -kanalversuche 21.
— , Schußversetzung bei 150.
— , Schußversetzung bei 

Höhen- 151, 152.
— , Schußversetzung für 

Langgeschoß 151.
Windkorrektur, graphisch 

156.
— , numerisch 155.

Windlineal 157.
Windung der nichtebenen 

Bahn 176.
Winkel, Eulersehe 165. 
W itt in g  56.
W o lf f  211.

Z e d l i t z ,  v. 223. 
Zentrierwulst 195. 
Zentrifugal-beschleunigung 

30.
—  -kraft 5.
Zersprühen 212.
Ziellinie, Bewegung der 257. 
Züge 194.
Zünder-streuung 237.
— , tempierter 56.
— , Zeit- 56, 145.
ZündungsVorgang 209.


