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AVANT -PROPOS.

Des géométres illustres et des praticiens habiles se sont
depuis longtemps occupés de la recherche des lois du mou-
vement des projectiles. Galilée démontra que la courbe dé-
crite par les projectiles serait une parabole sans la résistance
de I'air. Newton, Euler, Legendre et d’autres mathématiciens
se sont occupés de la solution de la question balistique, en sup-
-posant la résistance de I’air proportionnelle au carré de lavitesse.
Jean Bernouilly réduisit aux quadratures la question balistique
dans I’hypothése de la résistance de l’air proportionnelle & la -
n™ puissance de la vitesse; puis il fut démontré que cette ré-
duction est encore possible, lorsque la résistance est exprimée par
un binome, dont le premier terme est indépendant de la vitesse
et le second proportionnel & la n™ puissance de la vitesse. On
considérait le mouvement du projectile comme celui d’un point
matériel soumis 4 l'action de la force de la pesanteur et de la
résistance de l'air en sens contraire & celui du mouvement, ce
qui est juste pour les projectiles sphériques, dont le centre de
gravité coincide avec le centre de figure et qui ne sont pas doués
au départ d’un mouvement de rotation.

Poisson étudia le mouvement d’un projectile sphérique
doué d’une rotation dans le cas oili son centre de gravité coin-
cide avec son centre de figure et dans celui d’une faible excen-
tricité. Ostrogradski commenca, mais n’acheva pas ses recherches
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dans le cas d’une valeur quelconque de I’excentricité des projec-
tiles sphériques. Les deux géomeétres considéraient la résistance
comme étant composéc de deux parties: I’'une, normale aux élé-
ments de la surface, qui constitue la résistance proprement dite;
’autre, perpendiculaire i ces éléments, qui constitue le frot-
tement, en admettant la premiére partie de la résistance pro-
portionnelle au carré de la vitesse. Ils n’ont pas pris en consi-
dération augmentation de la pression de I'air sur certaines par-
ties de la surface du projectile et la diminution de la pression
sur d’autres parties — augmentation et diminution qui sont dues,
comme l'ont démontré depuis les expériences de Magnus, aux
mouvements simultanés de translation et de rotation, quand le
mouvement de rotation a lieu autour d’un axe éloigné de la di-
rection du mouvement de translation. En ne tenant pas compte
de cet effet de 'air, Poisson avait conclu a la déviation en sens
contraire de la rotation de I’hémisphére antérieure du projec-
tile; ce qui est en opposition directe avec ce qui se passe dans
le tir. Ostrogradski n’a fait que former les équations différen-
tielles du mouvement d’un projectile sphérique hétérogeéne,
mais n’a pas entrepris leur intégration.

Comme l'ont démontré les expériences, la risistance de
l'air au mouvement des corps, dans le cas des vitesses em-
ployées dans le tir, croit plus rapidement que le carré de la.
vitesse; c’est pourquoi les recherches sur le mouvement des
projectiles sphériques dans I’hypothése que la résistance de
l'air soit proportionnelle au carré de la vitesse, ne pouvaient
conduire & des formules qui pussent représenter, dans tous les
cas, les résultats du tir avec une précision suffisante.

Le général Didion a,le premier, imprimé en 1847 un traité
complet de balistique extérieure, basé sur une expression bi-
nome de la résistance de I’air,-dont le premier terme est pro-
portionnel au carré de la vitesse et le second 4 une puissance
supérieure de la vitesse, nommément a la troisiéme. Ce traité,
excellent par son plan et par son exécution, a été pris par nous
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pour point de départ, lorsque nous avons été appelé en 1858 3
professer la balistique & I’Académie d’artillerie et nous a beau-
coup aidé dans la rédaction de notre traité.

L’édition russe de notre traité, publiée en 187 0,.aux frais
de I'Etat, est divisée en douze chapitres.

Le premier chapitre traite des moyens de mesurer les
vitesses des projectiles et les durées de leurs trajets. La des-
cription des appareils employés & la mesure de la vitesse des
projectiles avant I’application de 1'électricité a ce but a été pui-
sée dans le traité de M. Didion. La description du chronographe
électrique et de la clepsydre de M. Le-Boulengé a été faite
d’aprés les mémoires de ’auteur; nous n’y avons ajouté que la
détermination du degré de précision des vitesses mesurées par
le chronographe et des durées des trajets des projectiles mesu-
rées par la clepsydre. Les valeurs des vitesses initiales de nos
projectiles, insérées dans les tableaux annexés i ce chapitre,
résultent de nos expériences au polygone de Volkovo, prés St-Pé-
tersbourg.

Le deuxiéme chapitre comprend les lois du mouvement des
_ projectiles dans le vide. L’énoncé de ces lois est emprunté au
traité de M. Didion; nous n’avons fait qu’y ajouter I’application
des formules du mouvement parabolique & la solution de divers
problémes du tir & Paide des tables de tir.

Le troisiéme chapitre traite de la résistance de 1’air au mou-
vement des corps, et en particulier & celui des projectiles. Les
hypothéses faites dans les derniers temps sur le mouvement molé-
culaire des gaz sont encore trop peu établies pour pouvoir
conduire & une solution assez précise de la question de la résis-
tance de Plair an mouvement des projectiles. Toutes les -re-
cherches faites & ce sujet n’exprimant pas avec une approxima-
tion suffisante les résultats des expériences directes, nous nous
sommes bornés au calcul de la résistance basé sur la considéra-
tion du choc d’un corps doué d’une vitesse de translation connue
contre I’air supposé en repos — calcul qui a pour lui la simpli-



cité et qui donne le moyen de connaitre la relation entre la ré-
sistance de 1’air sur les surfaces de révolution et les angles que
font leurs axes de figure avec la direction du mouvement. Les
bases du calcul de la résistance oblique sur les surfaces de ré-
volution ont été puisées dans les Etudes sur la trajectoire que
décrivent les projectiles oblongs par le comte de St.-Robert. 1860.

La description des expériences sur la résistance de l’air au
mouvement des corps animés de faibles vitesses, ainsi que des
expériences faites en 1840 sur la résistance de I'air au mou-
vement des projectiles a été tirée du traité de M. Didion.
Les résultats des expériences faites par M. Bashforth en An-
gleterre sur les projectiles oblongs ont été déduits des données
insérées dans les Proceedings of the Royal Artillery Institution,
Woolwich. 1868. Les expériences de St-Pétersbourg sur la ré-
sistance de l’air au mouvement des projectiles sphériques et
oblongs ont été faites par nous en 1868 et 1869 et leurs résul-
tats sont pour la premiére fois publiés dans notre traité. Afin
que les expressions de la  résistance représentent, avec une
appreximation suffisante, les résultats de nos expériences et
ceux des expériences anglaises, faites avec des appareils perfec-
tionnés, et que ces expressions pe'rmettent en méme temps une
intégration facile, quoique par approximation, des équations dif-
férentielles du mouvement, nous avons admis pour les projectiles
sphériques, dans les limites des vitesses de 530™*a 376,™* la ré-
sistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, et nous
avons exprimé, & partir de la vitesse de 376™" jusqu’aux petites
vitesses, la résistance de l’air par un binome dont le premier
terme est proportionne] & la deuxiéme puissance de la vitesse et
le second & la quatriéme puissance de la vitesse; pour les projec-
tiles oblongs, quand leur axe de figure coincide avec la direction
du mouvement, nous avons admis, dans les limites des vitesses
de 510™* 4 360™", la résistance de 1’air proportionnelle au carré
de la vitesse; dans les limites des vitesses de 360™* & 280"
nous I’avons admise proportionnelle & la sixiéme puissance de la
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vitesse, et nous avons-exprimé, a partir de la vitesse de 280™*
jusqu’aux petites vitesses, la résistance de I’air par un binome
dont le premier terme est proportionnel & la deuxiéme puissance
de la vitesse et le second & la quatri¢éme puissance de la vitesse
et nous avons pu remarquer que cette derniére expression pou-
vait méme étre employée & partir de la vitesse de 325™* jus-
qu’aux petites vitesses; ce qui simplifie la solution des problémes
du tir de toutes nos bouches & feu actuelles de place, de siége
et de campagne, qui impriment aux projectiles, avec les charges
en usage, des vitesses initiales moindres que 325™*,

Si I'on veut exprimer la résistance de I’air par un seul terme
proportionnel & une certaine puissance entiére de la vitesse,
depuis les plus grandes jusqu’aux plus petites vitesses, on trouve,
d’aprés les résultats des expériences russes et anglaises, que la
valeur la plus probable de cette puissance est égale a 3 pour les
projectiles sphériques et & 4 pour les projectiles oblongs.

N’ayant pas de solution assez exacte de la relation entre la
régistance de l’air sur les projectiles oblongs et ’angle que fait
leur axe de figure avec la direction du mouvement, nous avons
adopté, pour exprimer cette relation, les formules déduites dans
I’hypothése que la résistance de I’air normale & chaque élément
de la surface soumis & la résistance est due au choc de cet
élément contre I’air supposé en repos.

Le quatriéme chapitre comprend les recherches sur le mou-
vement dans I’air des projectiles sphériques qui n’exécutent pas
de rotation. Les équations différentielles du mouvement y sont
déduites sans faire d’hypothése particuliére sur la résistance de
Iair, et on a exposé la méthode pour trouver, d’aprés la trajec-
toire donnée, la vitesse du projectile & chaque point de la tra-
jectoire et la résistance de l'air correspondante. Cet exposé
est emprunté au mémoire du comte de St-Robert: Du mouve-
ment des projectiles dans les milieux résistants. 1859. Les pro-
priétés de la trajectoire dans I'air des projectiles sphériques qui
n’ont pas de rotation sont examinées, conformément au mémoire
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mentionné, sans faire d’hypothése particuliére sur la résistance
de D’air, dans la seule supposition que la résistance de I'air croit
avec la vitesse, devient infinie pour une vitesse infinie et est
moindre que le poids du projectile pour une vitesse infiniment
petite. La réduction des équations du mouvement aux quadra-
tures est faite dans la supposition de la résistance proportion-
nelle & la n™ puissance de la vitesse, et les formules ainsi trou-
vées ont servi & établir les conditions de la similitude des tra-
jectoires des projectiles sphériques qui n’ont pas de rotation.
Les équations finies exactes du mouvement ne s’obtiennent que
dans la supposition de la résistance de I’air preportionnelle & la
premiére puissance de la vitesse. La méthode approximative de
Pintégration des équations différentielles du mouvement pour
toutes les expressions de la résistance déduites des résultats de
nos expériences — cette méthode est basée sur la substitution,
proposée par M. Didion, du rapport variable de I’élément de
'arc de la trajectoire & sa projection horizontale par une cer-
taine valeur moyenne de ce rapport, et la marche & suivre dans
Pintégration de ces équations est puisée dans le mémoire du
comte de St-Robert: Du mouvement des projectiles dans les
milieux résistants. 1859. Dans P’annexe & notre traité se trou-
vent réunies les tables des fonctions par lesquelles les équations
approximatives du mouvement dans I’air différent de celles du
mouvement dans le vide; entre ces tables celles des fonctions e*,
F, (¢) et F (2) sont extraites du traité de M. Didion, et les
autres tables, qui se rapportent aux expressions de la résistance
non traitées par M. Didion, ont été calculées sous notre sar-
veillance.

Dans le cinquiéme chapitre est exposée la solution des pro-
blémes du tir avec des projectiles sphériques n’ayant pas de
rotation. Pour résoudre les problémes du tir sous de petits
angles de projection, a fortes charges, nous sommes obligés de
calculer la trajectoire par parties, & cause des expressions diffé-
rentes de la résistance de l’air adoptées pour les grandes et les
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moyennes vitesses; mais les calculs sont beaucoup abrégés par
la supposition que les distances verticales des points de la tra-
Jjectoire a sa tangente au point de départ sont, pour ce cas, sen-
siblement indépendantes des angles de projection. L’énoncé de
cette supposition et le calcul des limites des erreurs qui en ré-
sultent sont empruntés au mémoire du comte de St-Robert:
Del tiro. 1857.

Dans le sixiéme chapitre sont discutées les déviations des
projectiles sphériques sur les bases émises par M. Didion dans
son traité. Pour obtenir les équations du mouvement des projec-
tiles sphériques excentriques, nous avons essayé d’exprimer,
pour une vitesse angulaire donnée la force déviatrice due aux
mouvements simultanés de translation et de rotation en fonction
de la vitessse de translation, en nous basant sur les résultats four-
nis par le tir en Prusse du canon de 12' avec des obus excen-
triques, & la charge de 0~95. N’ayant pas de résultats du tir &
différentes charges, imprimant aux projectiles des vitesses angu-
laires différentes, nous n’avons pu exprimer cette force dévia-
trice en fonction de la vitesse de rotation et de celle de translation.

Le septiéme chapitre' traite du mouvement des projectiles.
oblongs dans V’air. Les recherches sur ce sujet sont jusqu’a pré-
sent peu nombreuses. Nous ne mentionnerons que celles de
M. Gautier, professeur au lycée d’Alger, et celles du comte de
St-Robert.

Le mémoire de M. Gautier, inséré dans les Annales scien-
tifiques de Uécole mormale supérieure, 1868, se distingue au
point de vue analytique; mais, pour simplifier les intégrations,
I’auteur fait sar la résistance de l'air des hypothéses qui ne
sont pas justifiées et qui le conduisent a des conclusions ne
concordant pas avec la réalité. Dans le n° 21 de 1’année 1869
(22 novembre) des Comptes rendus hebdomadaires des séances
de U Académie des Sciences de Paris, M. Gautier fait une commu-
nication sur son nouveau mémoire, ou il est parvenu, dit-il, &
surmonter les difficultés rencontrées dans son premier travail;



—_ X —

mais, en tant que nous sachions, ce nouveau mémoire n’est pas
" encore édité.

Le comte de St-Robert, dans ses Eludes sur la trajectoire
que décrivent les projectiles oblongs, 1859 et 1860, déduit, par
un procédé géométrique, la vitesse angulaire de I'axe de figure
du projectile autour de la tangente a la trajectoire, en sup-
posant cette tangente immobile et le couple de la résistance
de l'air constant, et indique les formules pour le calcul de
la trajectoire en la divisant en parties correspondant & de petits
intervalles de temps, pendant lesquels on peut admettre que I’axe
du projectile se meut dans I’espace parallélement & lui-méme, et
ne considérer pendant ces intervalles que le seul mouvement de
translation, en tournant, aprés chaque intervalle de temps, ’axe
de figure du projectile autour de la tangente d’un angle corres-
pondant & D’intervalle considéré. Le comte de St-Robert n’a
pas appliqué ses recherches au calcul d’un exemple particulier
de la trajectoire. Nous avons calculé*) la trajectoire d’un pro-
jectile oblong d’aprés la marche indiquée par M. de St-Robert
et nous avons été induits en erreur en trouvant que l’axe de
figure du projectile faisait plusieurs révolutions entiéres autour
de la tangente pendant le trajet du projectile. Nous avons relevé
cette erreur en prenant en considération, pour former les équa-
tions différentielles du mouvement de rotation de I’axe de figure,
’abaissement de la tangente et la variation du couple de la ré-
sistance de l'air durant tout le trajet du projectile. Ces équa-
tions font voir que, dans le cas de vitesses un peu considérables,
I'axe de figure exécute un mouvement d’oscillation autour de la
tangente et que 'amplitude de ces oscillations est toujours
moindre que .

Nous exposons dans le chapitre en question nos recherches

~ & ce sujet.

*) De l'influence du mouvement de rotation sur la trajectoire des pro-.
jectiles oblongs dans I'air par N. Mayevski; mémoire inséré dans le toine V
de la Revue de Technologie militaire de M. Terssen.
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Le huitiéeme chapitre comprend la solution de divers pro-
blémes sur le tir des projectiles oblongs.

Dans le neuvieme chapitre sont traitées les déviations des
projectiles oblongs.

Dans le dixiéme chapitre sont déduites les conditions de la
similitade des trajectoires décrites dans l'air par des projectiles
semblables sphériques n’ayant pas de rotation, par des projec-
tiles semblables sphériques excentriques et par des projectiles
semblables oblongs, en supposant la résistance de 1’air propor-
tionnelle & la n™ puissance de la vitesse.

Le onziéme chapitre traite de la pénétration des projectiles
dans les milieux. solides et du percement des cuirasses en fer.
Les lois de 1a pénétration des projectiles sphériques sont énon-
cées suivant le traité de M. Didion. La relation entre la résis-
tance des milieux solides, la vitesse du mouvement et I’angle que
fait I'axe de figure d’un projectile oblong avec la direction du
mouvement n’étant pas connue, nous ne donnons pas de théorie
pour déterminer les lois du mouvement des projectiles oblongs
dans les milieux solides, et nous nous bornons & ’explication de
la forme du vide produit par les projectiles oblongs. La solution
des problémes sur le tir contre les cuirasses est basée sur les
résultats des expériences anglaises décrites dans le compte rendu
par M. le capitaine Noble. i

La méthode des moindres carrés et son application & 1’ana-
lyse des résultats du tir sont exposées dans le douziéme chapitre.
L’énoncé des principes de la théorie des probabilités est em-
prunté & 1'Essai d’'une analyse élémentaire de la théorie des. pro-
babilités par M. Tchebycheff, aux Legons autographiées sur la
théorie des probabilités par M. Davidoff et au mémoire de M.
Tchebycheff: Sur les valeurs moyennes, 1866. Pour la rédaction
de la méthode des moindres carrés, nous avons profité des mé-
moires: Méthode des moindres carrés par Gauss, traduction de
M. Bertrand, Ueber die Methode der kleinsten Quadrate von
Encke, Ausgleichung der Beobachtungs-Fehler von Dinger et
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du Calcul des probabilités par M. Liagre. Le principe de la
moyenne arithmétique pour un trés grand nombre d’observa-
tions est déduit des théorémes exposés dans le mémoire de
M. Tchebycheff: Sur les valeurs n;oyenncs, 1866. L’application
a Panalyse des résultats du tir est en grande partie empruntée
au Calcul des probabilités appliqué au tir des projectiles par
M. Didion, 1858. Les formules de l'interpolation par la mé-
thode des moindres carrés sont données par M. Tchebycheff;
nous les avons appliquées & la détermination de la projection de
la trajectoire sur le plan vertical du tir, d’aprés.les résultats
du tir. :
Pour faciliter I’édition de notre traité de balistique exté-
rieure en frangais, nous avons omis:

1°. Le chapitre qui traite des moyens de mesurer la vitesse
des projectiles et la durée de leur trajet, en renvoyant le lecteur
au traité de balistique de M. Didion et aux mémoires spéciaux
sur les appareils électro-balistiques.

2°. Le chapitre qui concerne les lois du mouvement des
projectiles dans le vide et ’application des formules du mouve-
ment parabolique & la solution de divers problémes du tir, &
P’aide des tables de tir.

3°. Dans le chapitre relatif & la résistance de ’air, la des-
cription des expériences sur Ja résistance. de I’air au mouve-
ment des corps sous de faibles vitesses, que I’on trouve dans le
traité de M. Didion.

4°, Les chapitres qui traitent des déviations des projectiles
sphériques et oblongs, en renvoyant le lecteur au traité de balis-
tique de M. Didion.

5°. Le chapitre examinant la similitude des trajectoires que
décrivent dans 'air les projectiles sphériques et oblongs, en
renvoyant le lecteur aux mémoires de M. de St-Robert et de
M. de Brettes. ‘ '

6°. Le chapitre relatif aux recherches sur la pénétration des
projectiles sphériques et oblongs dans les milieux solides et
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sur le percement des bordages des navires cuirassés, cn ren-
voyant le lecteur au traité de M. Didion et au compte-rendu
par M. Noble sur le percement des plaques.

7°. Le chapitre qui comprend la méthode des moindres car-
rés et son application & I’analyse des résultats du tir, en ren-
voyant le lecteur aux ouvrages spéciaux et pour ’application au
tir au mémoire de M. Didion. Nous ne conservons de ce cha-
pitre, sous forme d’appendice, que les formules d’interpolation
par la méthode des moindres carrés données par M. Tchéby-
cheff.

Les chapitres qui contiennent nos recherches sur le mouve-
ment des projectiles oblongs dans I'air et leur application a la
solution des problémes du tir ne sont pas une traduction des
chapitres VII et VIII de I'édition russe de notre traité; nous y
avons fait de notables changements. Nous commencons par dé-
duire la vitesse angulaire de l’axe de figure d’un projectile
oblong autour de la tangente — supposée immobile et la résistance
del’air en sens contraire de 'axe de figure supposéé constante —
en intégrant les équations différentielles d’Euler du mouvement
de rotation d’un corps solide, et puis nous formons les équations
différentielles du mouvement de rotation de I'axe de figure
d’un projectile oblong considérant que durant tout son trajet
la tangente s’abaisse et que la résistance del’air varie. Ceséqua-
tions renferment des termes qui — dépendant du cosinus de
I’angle v que fait le plan vertical passant par la tangente avec
le plan passant par la méme tangente et l'axe de figure —
changent de signe. Dans I’état actuel de l'analyse, 1’intégration
méme approximative de pareilles équations, entre des limites
quelconques, présente des difficultés insurmontables, et il de-
vient indispensable de les intégrer, méme approximativement,
par parties entre des limites odl les expressions trigonométriques
ne changent pas de signe. Cette intégration, qui se réduit a une
intégration d’équations différentielles linéaires du premier ordre,
fait voir que, quand la vitesse du projectile est un peu considé-
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rable, I’axe de figure exécute un mouvement d’oscillation autour de
la tangente, et permet d’étudier les propriétés de ce mouvement.
Ensuite nous posons les équations différentielles du mouve-
ment de translation d’un projectile oblong, en prenant pour
axes des coordonnées I’abscisse des z horizontale, dans le plan
vertical du tir, 'ordonnée des y verticale et 'ordonnée des z per-
pendiculaire au plan des zy. Ces équations renfermant certaines
expressions trigonométriques qui changent de signe, nous nous
bornons, pour une premiére approximation, dans les équations
différentielles du mouvement selon ’axe des z et celui des » aux
termes qui dépendent de la composante tangentielle de la résis-
tance, ce qui permet d’obtenir, par intégration, une premiére
approximation de la projection du mouvement du projectile sur
le plan vertical du tir. En négligeant, pour une premiére approxi-
mation, dans I’équation différentielle du mouvement selon I’axe
des 2z, le terme affecté de cosv, nous intégrons cette équation
par parties, eun nous servant des résultats obtenus de l’analyse
du mouvement d’oscillation de ’axe de figure, et nous en dédui-
sons une premiére approximation de la projection horizontale du
mouvement du projectile. Nous appliquons ces calculs 4 deux
cas particuliers bien différents: I'un & un tir direct avec une vi-
tesse initiale conmsidérable et I’autre & un tir courbe avec une
petite vitesse initiale, et nous déterminons les valeurs des cor-
rections fournies par les termes négligés dans les équations dif-
férentielles du mouvement. Ces applications font voir la faible
influence des termes négligés sur les résultats. '
Le calcul par parties de la projection horizontale du mou-
vement étant trop long pour les besoins de la pratique, nous
donnons des formules simplifiées de ce mouvement, en rempla-
cant les valeurs variables des expressions de l’angle que fait
I’axe de figure avec la tangente et de celui que fait le plan ver-
tical passant par la tangente avec le plan qui passe par la méme
tangente et ’axe de figure — en les remplagant par leurs va-
leurs moyennes dans deux demi-oscillations moyennes de l'axe



de figure: I'une ascendante et I'autre descendante, et en inté-
grant, aprés cette substitution, 1’équation du mouvement selon
I’axe des 2, & partir de 1’origine du mouvement jusqu’a la durée
qui correspond & la portée totale.

En nous basant sur I’analyse du mouvement des projectiles
oblongs , nous formons l'image du mouvement d’un projectile
oblong dans I’air.

La solution des divers problémes sur le tir des projectiles
oblongs n’est pas plus compliquée que celle des problémes du
tir des projectiles sphériques. Les résultats numériques que 1’on
en obtient présentent une concordance suffisante avec les résul-
tats directs du tir.
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tions de Vobus de 229™™



Digitized by GOOS[Q



TRAITE DE BALISTIQUE EXTERIEURE.

PRELIMINAIRES.

1. Définition et objet. La Balistique (du grec fadrw, je lance)
est la science du mouvement des corps pesants lancés dans 1’espace
suivant une direction quelconque. Elle s’applique particulidrement
A la recherche du mouvement des projectiles tirés des bouches a feu.

On distingue la balistique intérieure, qui a pour objet 1’é-
tude du mouvement du projectile dans 1’ame de la bouche & feu,
tant qu’il est soumis & 1’action des gaz de la poudre, de la balisti-
que extérieure, qui & pour objet la recherche du mouvement du pro-
jectile lorsque celui-ci est sorti de la bouche & feu, et soumis a I’action
de 1a pesanteur et de la résistance du milieu dans lequel il se meut.



CHAPITRE I.

RESISTANCE DE L’AIR.

2. Notions préliminaires sur la résistance des milieux. Malgré
les nombreuses recherches et expériences entreprises dans le but de
déterminer la loi de la résistance des milieux au mouvement des corps
solides, les notions que nous avons sur cette résistance sont encore
bien incomplétes, & cause de la grande difficulté que présente la question.

On admet ordinairement qu’un corps, doué du seul mouvement
de translation, dans un milieu quelconque, éprouve une résistance pro-
portionnelle & la projection de la surface du corps sur un plan perpen-
diculaire & la direction du mouvement, et 1’on distingue deux sortes
de résistances. .

La premitre consiste dans la force nécessaire pour vaincre la
cohésion des molécules du milieu et leur frottement contre le corps
en mouvement; cette résistance est communément considérée comme
indépendante de la vitesse du corps.

La seconde nait du mouvement imprimé par le corps aux molé-
cules du milieu. Cette résistance dépend de la vitesse du corps en
mouvement.

Suivant la nature du milieu, I’une ou ’autre de ces résistances
est prédominante. Dans les milieux solides, la résistance totale dépend
essentiellement des forces de cohésion du milieu, tandis que dans I’air
la résistance due a ces forces et au frottement est presque insensible,
au moins pour les vitesses qui ne sont pas trés faibles.
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3. Courant du fluide qui accompagne le corps en mouvement.
Un corps qui n’a que le seul mouvement de translation, et entidrement
plongé dans un fluide indéfini, pousse devant lui un certain nombre
de molécules fluides et les force & s’écarter de sa surface antérieure
avec une certaine vitesse qui doit croitre avec la vitesse du corps.
Les molécules du fluide, placées sur la route du corps, se meuvent
dans certaines directions, formant des filets qui contournent le corps
et remplissent 1’espace vide qui tend & se former & 1’arridre du corps,
d’olt résulte sur la route suivie par le corps un courant du fluide qui
I’accompagne.

Dubuat a déterminé la valeur de ce courant, pour de faibles vi-
tesses des corps en mouvement, sur la considération suivante. Pour
"que les oscillations des pendules dans différents milieux fluides soient
tautochrones, il faut que les distances de leurs centres d’oscillation
a leurs axes de suspension soient proportionnelles aux accélérations de
Ja pesanteur dans ces milieux. On juge des différentes accélérations de
la pesanteur auxquelles sont soumis les corps dans divers fluides par
le poids qu’ils conservent dans ces fluides. Appelons a la distance
du centre d’oscillation & 1’axe de suspension d’un pendule qui fait
dans le vide un nombre connu d’oscillations dans un temps donné;
! 1a distance du centre d’oscillation & 1’axe de suspension d’un autre
pendule qui fait dans le fluide le méme nombre d’oscillations dans
un méme temps que le premier; P le poids dans le vide du corps qui
sert de pendule, IT le poids du fluide déplacé par le corps ou le poids
du volume de fluide égal au volume du corps; P—II exprimera lo

poids du corps dans le fluide et I'TI-)T] sera le rapport des accélérations

dans le vide et dans le fluide. Si le corps dans ses oscillations dans

le fluide n’entrainait pas avec lui une partie du fluide, on aurait

l=a P—;,g. Mais, d’aprés les observations faites par Dubuat sur la

durée des oscillations de différents corps dans 1’eau, ainsi que dans
P’air, la distance / était constamment moindre que celle qui résulte
de la formule. Dubuat en conclut qu’un corps entraine dans ses

oscillations une partie du fluide. Pour déterminer le volume du fluide
. 1
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qui accompagne le corps, appelons AIl le poids de ce volume dans le
vide; la masse en mouvement étant composée de la masse du corps
et de la masse du fluide entrainé, son poids dans le vide sera P—+All
et dans le fluide il sera P—II, et on aura

P—00 .
l=a pans

on en tire

a P-I0 P

sl __a _P
T 71 o m

ol % exprime le rapport du poids du fluide qui accompagne le corps

au poids du volume du fluide égal au volume du corps, ou le rapport
du volume du fluide qui accompagne le corps au volume du corps.

En faisant osciller dans 1’ean, ainsi que dans l’air, des sphéres
de différentes dimensions, Dubuat a trouvé que le volume du fluide
entrainé est d’environ 0,6 du volume des sphéres.

Sous de grandes vitesses le volume du fluide qui accompagne le
corps est plus considérable que sous de petites; c’est ainsi que dans
le jet des obus sphériques, lancés des mortiers sous I’angle de 45°,
avec des vitesses qui donnent des portées d’environ 600 métres, on
apercoit quelquefois & leur partie postérieure une masse d’air noiratre,
dont la longueur est d’au moins deux ou trois fois le diametre de
I’obus.

Dans la recherche du mouvement des projectiles dans 1’air, on
peut, & cause de leur grande densité par rapport & celle de 1’air, négli-
ger le poids de 1’air déplacé par le projectile, ainsi que celui qui
P’accompagne, devant le poids du projectile.

4. Influence de la compressibilité de I’air. Quand un corps se
meut dans un fluide gazeux, comme ’air, qui est trés compressible,
la densité de I'air est plus forte en avant du mobile et plus faible en
arriere que celle qui correspond & ’état de repos. Cette circonstance,
avec d’autres causes, fait sensiblement croitre la résistance sur les
corps qui se meuvent avec des vitesses considérables, comme celles
des projectiles tirés des bouches a feu.
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5. Variation de pression résultant de la rotation des corps
durant lewr mouvement de translation. Les phénomenes qui ont
lieu dans I’air lors du mouvement d’un corps doué d’une rotation
sont encore plus compliqués. Il se produit dans ce cas, comme 1’ont
démontré les expériences de Magnus *), une augmentation de pres-
sion sur certaines parties de la surface du corps et une diminution
sur d’autres, suivant que ces parties opérent un mouvement de rotation
dans un sens contraire au mouvement de translation ou dans le méme
sens que ce dernier. Cette différence de pression est la cause des dé-
viations considérables des projectiles sphériques excentriques doués
d’un mouvement de rotation autour d’un axe perpendiculaire & la di-
rection de leur mouvement de translation.

Dans le mouvement des projectiles oblongs doués d’une grande
vitesse de translation et en méme temps d’une grande vitesse de ro-
tation autour de leur axe de figure, cet axe ne s’éloigne pas considé-
rablement de la direction de la vitesse de leur centre de gravité, et
dans le mouvement des projectiles oblongs tirés avec de faibles vitesses,
leur vitesse de rotation n’est pas bien grande. Par suite, dans I’un
et dans I’autre cas la différence des pressions de l’air sur les cotés
opposés du projectile ne peut étre bien grande; nous en ferons abs-
traction, ainsi que du frottement de 1’air contre la surface du projec-
tile, et, dans le calcul de la résistance de 1’air sur les projectiles
oblongs doués d’un mouvement de rotation autour de leur axe de
figure, nous nous bornerons & considérer (comme pour les projec-
tiles qui n’ont pas de rotation) la résistance qui s’exerce nor-
malement sur chaque élément de la surface, soumis & 1’action de la
résistance.

§L
CALCUL DE LA RESISTANCE DE L’AIR.

6. Base du.calcul de la résistance de Pair. Les hypothéses
faites dans le dernier temps sur le mouvement moléculaire des gaz

*) Sar la déviation des projectiles-par G. Magnus, traduction de M. Rieffel. 1863.
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sont encore trop peu développées pour pouvoir conduire & une solution
assez exacte de la question de la résistance. Nous nous bornerons au
procédé ordinaire du caleul de la résistance de 1'air, basé sur la con-
sidération du choc d’un corps doué d’une vitesse de translation connue
contre 1’air supposé en repos. Ce calcul a pour lui la simplicité, et donne
le moyen de connaitre la relation entre la résistance de 1'air sur les
surfaces de révolution et les angles que font leurs axes de figure avec
la direction du mouvement, ce que 1’on ne peut pas déduire des résul-
tats des expériences faites jusqu’a ce jour sur la résistance de 1'air.

7. Résistance de Vair sur un plan. Appelons P le poids du
plan; S sa surface; v la vitesse avec laquelle il frappe 1’air supposé
en repos; II le poids de I'unité de volume d’air, et g l'accélération
de la gravité.

Nous supposerons d'abord que le plan est perpendiculaire a la
direction du mouvement. Le plan parcourt dans 1'élément de temps
dt le chemin odt et déplace un volume d’air Svdt; la masse de 'air

mise en mouvement dans 1’élément de temps aura pour valeur g Svdt,

Pendant le choc du plan contre 'air il se développe & leurs points
de contact des forces intérieures qui tendent & diminuer la vitesse
du plan et & communiquer une certaine vitesse & l'air, de sorte
qu’aprés un certain temps, trés court, le plan et l'air qu'il met
en mouvement doivent avoir une vitesse commune, qu'ils doi-
vent conserver aprés le choc, si 'on envisage le plan et lair
comme des corps non élastiques. Comme pendant le choc il ne
se développe que des forces intérieures, la somme des quantités
de mouvement du plan et de P’air, qu’il met en mouvement, doit
étre la méme lorsque le plan et P’air ont acquis une vitesse
commune, qu’d lorigine di choc. Ia quantité du mouvement du
plan avant le choc est§ v; la quantité du mouvement de 1'air
avant le choc est nulle, puisque avant ce choc 1’air est supposé en
repos; si 1’on représente par dv la diminution de la vitesse du plan
pendant 1’élément de temps df, on aura v—dv pour la vitesse du
plan & la fin du temps df, et comme on snppose qu’aprés cet élément
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de temps le plan et 1’air qu’il met en mouvement acquitrent une vi-
tesse commune, on aura pour la somme des quantités de mouvement
du mobile et de I'air, quand ils ont acquis une vitesse commune, 1’ex-

pression (%’—;—%Svdt') (v—dv). En l'égalant & la quantité de mou-
vement avant le choc, nons aurons

gv = (§+§Svdt) (v—dv),
d’oit 'on déduit la force de la résistance de I'air sur le plan S per-
pendiculaire & la direction du mouvement
; 4=

Si le plan 8 n’est pas perpendiculaire & la direction du mouve-
ment, en appelant € I’angle que fait la normale au plan avec la di-
rection du mouvement, on peut décomposer la vitesse v suivant le
mouvement en deux autres: 1’une v cos e perpendiculaire au plan S,
dont dépend la résistance, et 1’autre v sin e paralléle au plan S, avec
laquelle I'air glisse sur le plan; on peut admettre que la résistance en
est indépendante. En mettant dans 1'expression de la résistance sur
un plan perpendiculaire & la direction du mouvement, au lieu de v,
la quantité v cos e, nous aurons pour la résistance normale sur le
plan S oblique & la direction du mouvement

gsz cos? €.

Si T'on considérait le plan et 1’air comme des corps élastiques,
on aurait, d’aprés la théorie du choc des corps élastiques, pour la
régistance sur un plan, les expressions ci-dessus doublées.

Comme, dans le calcul de la résistance, nous n’avons pas pris en
considération plusieurs circonstances qui accompagnent le mouvement
d’un plan dans D’air, nous devons, pour obtenir des valeurs réelles
de la résistance, multiplier les valeurs obtenues par un coefficient
déduit des expériences. En appelant p la résistance normale de 1'air
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sur le plan S, et & le coefficient déduit des expériences, on aura
dans le cas d’un plan perpendiculaire & la direction du mouvement

p= k% S. o4,
et dans le cas d’un plan obligue @ la direction du mouvement
p:k;—IS.vzcos’e.

On voit par ce qui précdde qu’on peut, dans le caleul de la ré-
gistance de 1’air sur un corps quelconque, admettre la résistance élé-
mentaire sur chaque élément de surface, soumis 4 I’action de la ré-
sistance, proportionnelle au produit de cet élément sur le carré de la
projection normale de la vitesse.

8. Résistance de Uair sur une surface de révolution dont Paxe
de figure coincide avec la direction du mouvement. Soit ADB
(fig. 1) la courbe génératrice de la surface de révolution qui se meut
dans la direction de son axe de figure AO. Les éléments de la surface
pour lesquels 1’angle ¢ que fait la normale extérieure & 1’élément
avec la direction du mouvement est moindre que 1’angle droit, sont
senls soumis & I’action de la résistance de I’air, de sorte que la
partie antérieure de la surface, soumise & la résistance de I’air,
est séparée de la partie postérieure, non soumise i la résistance,
par la circonférence DI¥ de contact de la surface de révolution avec
un cylindre circonserit dont la génératrice est paralldle a la direction
du mouvement. Prenons l’axe de figure OA pour 1’axe des z. La
surface élémentaire mm'm”, que nous nommerons do, éprouve dans
la direction Nm qui lui est perpendiculaire une résistance (n° 7) égale

a kgdo.v’cos’ ¢; décomposons-la en deux: 1’une kggdo.v’ cos®s sui-
vant la direction paralléle & 1’axe de figure et 1’autre k;—] dov*cosssine

suivant la direction perpendiculaire & I’axe de figure; la dernitre
sera détruite par la résistance égale et contraire sur la surface él¢-
mentaire nn'n’ qui se trouve dans la méme section méridienne que la
surface élémentaire mm'm” et qui fait le méme angle avec la direction
du mouvement; par conséquent on n’a qu’a considérer la premiere
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composante de la résistance k? do v* cos®c. Sil'on étend cette ex-

pression sur toute la zone produite par la révolution de 1’élément de
I’arc mm', dont la surface est 2wyds, on aura pour la résistance de

I'air sur cette zone 1’expression 21:k P y cose ds, ou, remarquant

que cos e=% 7, cotte expression devwndra 2nk v yd"a L’intégrale

de cette expression, étendue sur toute la partie antérleure de la sur-
face, exprimera la résistance de 1’air sur toute la surface de révolution.

9. Résistance de Dair sur une sphére ou sur une demi-sphére
qui se meut la partie convexe en avant et dont I’axe de figure coincide
avec la direction du mouvement. Prenons le centre de la sphére pour
origine des coordonnées et appelons R le rayon de la sphére. L’équa-
tion du cercle générateur est

Byt =R
On en tire
zdx + ydy = o; dy=—£dx;

dy=Ld%; dy = —5do?; ds'=(1 + 35) dot =%,

dy: ot
Yag= —m %
et
a1
p=2 nk; v h—,J.w"dx,
ou ’

0=0,5k R} o

10. Résistance de Dair sur un come qui se meut ayant son
sommet en avant et dont U'aze de figure coincide avec la direction
du mouvement. Prenons 1'origine des coordonnées au centre de la
base du ¢one. Appelons R le rayon de la base; % la hauteur du cone;
) Pangle que fait sa génératrice avec son axe de figure. L’équation
de la droite génératrice est

y=(h—2)tang A =% (h—a).
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On en tire
R R*
dy=—75dz; dy*=33da’;
dyt =—Fdor; dsp =2 E a2,
y c% = h’(h’-o-l()2 (h z) dz,
et
o "
o= 2jtk5 ¥ (h*-o-R’ﬁh —7) da,
ou
e =kl§] =~R? hzl_f_zR, =k H'n:R2 sin® A . 2%

11. Résistance de Uair sur une surface de révolution dont Paxc
de figure fait un angle donné 8 avec la direction du mouvement,
Prenons (fig. 2) pour I'axe OX ’axe de figure de la surface de ré-
volution et pour le plan des XY un plan passant par 1’axe de figure
paralldlement 3 la direction de la vitesse ». Soit do 1’élément mm'm
de la surface; ¢ 1'angle NCv que fait la normale extérieure de la
surface avec la direction de la vitesse; & 1'angle que fait 1’axe de
figure de la surface avec la direction de la vitesse. La résistance dp
de I’air sur 1’élément do de la surface sera exprimée par

dp =3 o* cos’e do.

Les éléments de la surface pour lesquels on a e < %sont seuls
soumis 3 D'action de la résistance de 1'air. Par conséquent, 1’équation

E=

ol A

ou, ce qui est tout un, I’équation
c0s e =0,

jointe & celle de la surface, détermine une courbe qui divise cette sur-
face en deux parties telles que la valeur de cos e sera positive pour
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tous les points de 1'une et négative pour ceux de I’autre. La premicre
sera la partie antérieure du corps qui est soumis & la résistance de
I’air, la seconde sera la partie postérieure qui n’éprouve pas de ré-
sistance. Cette courbe de séparation entre la partie antérieure et la
partie postérieure est, en d’autres termes, la ligne de contact de la
surface dont il s’agit avec un cylindre circonscrit dont la génératrice
est parallele & la direction de la vitesse.

Nous définirons la position de chaque point m de la surface de
révolution par sa latitude A, égale a ’angle Nms que fait la normale
en ce point avec le plan des YZ, et par sa longitude L, égale a
I’angle ditdre vAm que fait le plan des XY avec le plan méridien
passant par le point m, angle mesuré par 1’angle plan Mos ou YOS.

L’élément de surface do ==mm'm” est un rectangle, dont le coté
mm’ = om X angle (mom') = Op X angle (SoS’) et dont le coté
mm” = Cm x angle (mCm"). L’angle(SOS)=dL et 'angle (mCm")
=d). En désignant par y I'ordonnée OP du point M situé sur la
courbe de la section méridienne principale et qui a pour abscisse z
la ligne MP, égale & 1'abscisse mp du point m, et par v le rayon de
courbure Cm de la surface au point m, on aura le ¢oté mm’ =ydL
et le cotemm”=-~d, de manitre que

do=+x.y.drx.dL
ct
dp=k§ v® y.y.coste.d)\.dL.
Cherchons les expressions des composantes paralléles aux axes

0X, 0Y, 0OZ de cette résistance normale élémentaire.
L’angle que fait la normale extérieure Nm avec 1'axe OX étant

%—)\, la composante dp, de la résistance dp paralléle & I'axe OX est
do, =dp . 08 ("5—1) =k§v’7y cos?esin.d\.dL.

Pour avoir les composantes dp,, et do, de la résistance dp paral-
Ieles aux axes OY et OZ, projetons d’abord la résistance dp sur le
plan des ¥Z; cette projection dp,, aura pour valeur
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dp,, =dp.cos) =k;—l. v®yycos?ecos Ad\.dL,
et les projections de dp,, sur les axes OY ot OZ seront exprimées par

dpy = dp,, . 008 L=k;—l v? vy cos®e cos A cos LA\ .d L,
et
 dp,=dp,, . sin L=k ggv*yycosz ecos Asin L\ . dL.

A cause de la symétrie do la surface de révolution par rapport
au plan des X, & chacune des composantes dp,, de,, dp, qui agis-
sent sur I’élément do = mm'm” de la surface, correspond une autre
composante égale qui agit sur 1’6lément symétrique situé de 1’autre
c0té du plan des XY. Par suite, toutes les composantes dp, se dé-
truiront deux & deux. La force dp_, qui agit sur I’61ément do=—=mm'm"
se composera avec la force dp_, qui agit sur 1’6lément symétrique situé
de V’autre coté du plan des XY, et donnera la force résultante élémen-
taire 2 dp, paralltle & I'axe OX, située dans le plan des X¥ 4 une
distance de 1’axe OX égale 4 Og= Op. cos (Y0S) = OP. cos (Y0S)
=y .cos L. Transportant la force élémentaire 2dp, & ’origine des
coordonnées O, nous aurons, outre la force 2dp,,, appliquée a I’origine
des coordonnées, le couple de forces (2dp,, — 2dp,) situé dans le
plan des XY et ayant pour moment

2dp,, .y cos L.

Procédant de méme avec les deux forces élémentaires dp, qui
agissent sur les deux éléments symétriques, nous obtiendrons la force
élémentaire 2dp, appliquée a Porigine des coordonnées, et le couple
(2dp,,, — 2d9y) gitué dans le plan des XY, ayant pour moment

2dpy .

et agissant dans le sens contraire au couple (2dp,, — 2dp,).
Composant toutes les forces élémentaires 2dp,, en une seule force
¢. suivant I’axe OX et agissant dans le sens contraire & cet axe,
composant toutes les forces élémentaires 2dpy en une seule force gy
suivant 1’axe OY et agissant dans le sens contraire & cet axe, et com-



posant tous les couples élémentaires (2dp,,,— 2dp,) et (2dpy ,—2dp v)
en un seul couple K situé dans le plan des XY et dont I’axe est
conséquemment dirigé suivant 1’axe OZ, nous obtiendrons:

o= 2k§b’”‘yy cos? e sin A.d\.dL,
PB=2k5[-v’j'j'yy cos? ¢ cos A.cos L.dr.dL,
K=2 [[(dp, .y s L—dg, .2)

=2k[g—lv’”‘-{y (y sin A—z cos A) cos® e.cos L.d\.dL.

ou, en posant
. _ g N
PA—kg” X,
L
pB.—kgv’ Y,
K=k]0Q,

nous aurons 3 déterminer:

X=2ﬂyy cos® € sin A. d\.dL.
Y=2”‘yy cos®> & cos A cos L d).dL,

Q= 2”73/ (ysinh—zcos)) cos*c . cos L.dA.dL.

Si nous appelons 2, la distance du plan ¥Z au point ol se ren-
contre la direction de la résultante de la résistance avec ’axe de
figure, point que nous nommerons cenfre de résistance de I’air, nous
aurons

Les intégrales précédentes ne doivent s’étendre qu’a la partie an-
térieure de la surface, oi I’on a

e <

ol A



et dont le contour est déterminé sur cette surface par 1’équation

¢0s e=0.

On déduit cos e du triangle sphérique dvm, dans lequel le coté

T

my=¢, lo coté Am =5 —, le c0t6 dv=3, l'angle vAm = L;

et I'on a

€0S € ==¢0S & Sin A -+ sin & cos A cos L.
L’équation
€08 & sin A-+sin 3 ¢os A cos L =0

donne la relation entre la latitude et la longitude des points de la
courbe qui sépare la partie antérieure de la surface de sa partie
postérieure.

Pour déterminer la latitude du point ot la courhe ci-dessus
coupe le plan des XY, il faut faire dans la derniere équation

L=m,
par suite cette équation devient

cos & sin A —sin 3 cos A =0,
d’ot
r=3,

comme on devait s’y attendre, car le point dont il 8’agit est le point
B du méridien principal, ol la tangente & la surface est paralléle a
la direction de la vitesse, tandis que la latitude A = N'By de ce
point est égale & 8 = zBv, puisque la normale N'B est perpendicu-
laire 3 la tangente Bv, et By est perpendiculaire & Br.

Pour tous les points du éridien dont la latitude A est moindre
que 3, il faudra prendre les intégrales depuis L =0 jusqu’a la va-
leur de L en fonction de A donnée par 1’équation

) cos 8 sin A + sin & cos A cos L =20,
¢’est-a-dire jusqu’a
L=m -,
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en désignant par ¢ ’angle dont le cosinus

tang A

c0S q)—_:Ian—go.

Pour tous les points du méridien dont la latitude A est égale ou
supérieure & 3, il faudra prendro les intégrales depuis L=0 jusqu’a
L=rm; car, pour toutes les valeurs de A= 3, les paralltles de la sur-
face de révolution sont compris en totalité dans la partie antérieure
qui éprouve la résistance.

D’apres cela, en désignant par A et A, les latitudes des extrémi-
tés de ’arc de la courbe dont la révolution engendre la surface qu’on
considére, nous aurons:

1) Dans le cas o 322, < A;:

= 2j'-yy sm)\d)\jcos’ e dL,
0
Al
=2 Jyy cos)d)fcos% cos LdL,
)

1 T .
Q= 2jyy (y sinA—uwxcos X) dxfcos’ecos LdL;
kO
2) Dans le cas o0t 8 > A, > A;:
-9

= 2_[*{./ sm)d)x[cos%dL

LN

T—e

=2 I'yy cos )\d)‘j'cos’ ecos LdL,

T—g
=2 j'(y (ysinh — xcosl)dl[cos”ecosLdL

0
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3) Enfin, dans le cas oit &) < 3 <)\
M T 3 T—9
= 2I7y sin ld)fcos" edL+2 jyy sin )\d)\fcos’e dL,
g 0 A 0

T—Q

A T 3
Y=2 jyy €08 ).al)\j'cos2 ecos LdL + 2 [ Yy €0S Adk[ cos®e cos LdL,
3 o A 0

A b
@ =2 vy (ysin\—acos¥)d [ cos* e cos LdL
2 0

8 T—9
+2 _[yy (ysinh—zcos A) d)\J'cos’ecos LdL,
X [)
ol ¢ désigne ’angle dont le cosinus
___tang )\
oS ¢ = m—g%'.

12. Résistance de Vair sur la surface latérale d’un tronc de
cone circulaire droit @ bases paralléles, qui se meut ayant sa petite
base en avant et dont Vaxe de figure fait un angle 8 avec la di-
rection du mouvement. La latitude A de tous les points du cone
étant constante et égale & 1’angle que fait la génératrice avec 1’axe
du cone, on peut prendre le traptze ABCD (fig. 3), formé par deux
génératrices consécutives, pour 1’élément de la surface du trone
de cone.

Représentant par R le rayon de la grande base du tronc de cone,
par r le rayon de sa petite base, par % sa hauteur et remarquant que
I’angle AOB = CoD =dL, on aura

. R—r h R—r
A = e = Vi a— A=

do=1 (R~+1) Vk* 4+ (R —r)’. dL.

La résistance normale sur 1'élément do de la surface étant pro-
portionnelle &
do.cos? &
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et ayant d’aprés le n° 11
€08 & = ¢08 8 8in A -+~ 8in & cos A cos I

__(R—r)cosd+hsindcos L
=T Vex@err '
on obtient

o —0_ T 2
do.coss_m[(R 7)® 608 8 —+

—+ 2h (R—17)sin 8 cos 3 cos L —+ A® sin® § cos? L] aL.

La projection de la résistance élémentaure sur ’axe OX est pro-
portionnelle &

do.cos’ s.8in A =1. % [(R—r)’cos’s-l-
-+ 2h (R—r) sin & cos 8 ¢os L —+ h® sin?® § cos? L] dL,

et la projection de la résistance élémentaire sur 1'axe OY est pro-
portionnelle 3
] — 1 (R-O-f) h q 9
do.cos®s.cosh. cosL=1. hT..T(R—"[(R—’) cos® 8 cos L +

~+ 2h (R—7) sin 3 cos & cos® L + h?sin® & cos® L] aL.

Par suite il résulte:
1) Dans le cas ou 8 < ),

L
Ri_y2
X=wram—r [(R—r)“ c08?3 [dL +
/]
T ]
~+ 2h (B —r)sin 3 cos 3 [ cos LdL -+ I sin’SIcos’LdL] ,
o 0
L
Y= 1% [(R-—r)2 cos? 3 [ cos LdL~+-
[/]

T T
~+2h(R—r)sin 3 ¢0s 3 [ cos® LdL + h?sin? 3 feos® LdL:| :
] [/]

2



— 18 —
En effectuant 1’intégration, on obtient:

Bi—r .
X=§m[hssmns+ 2 (R_,-)s 00828]’

— g PE—r)
Y=t Em—m

2) Dans le cas ow 3 > 1,

sin 3 . ¢os 3.

n—g

X=gr |:(R rY? oos? 3 [ dL +
o

—o T—¢
+2h(R—r)sin? coss_[cos LdL +#sin®3 | cos’LdL:',
0 o

T—Q
Y=t [(R —1)* 08° 3 [ c0s LaL +
o

T—g T—@
-+ 2h(R—1)sin3cos 8 j cos® LdL —+ h?sin®$ fcoss LdL:I ,
o o

En effectuant I’intégration, on obtient:

X= 711;;2_...(—3_7)2[(" ?) (szln 3+2(R—-r)’cos"‘8)

-+ 3h (R—) sin & cos 8 sin q>:|,

Y___%WL_.S%"_')_[?,}; (R—r) (r—¢) sind cos 3

+(2hgsin’8+(R—r)”cos’8 sinq:],

oh (n° 11)
tangd _ R—r

€08 @ = tang 8~ h.tang &’

et par conséquent

_ R—r
@ = arc cos (W) .
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Pour trouver le centre de résistance de 1’air, remarquons que la
résultante de la résistance sur chaque trapdze €lémentaire, formé par
deux génératrices consécutives du cone, doit étre perpendiculaire & la
génératrice et passer par le centre de gravité de ce trapéze. D’apris
cela, la distance z, du centre de résistance & la grande base du trone
du cone est

A2 (R+2r) — 2 (R® — v9)
Zy= 3h(B+7) .

Si 8 = o, les formules déduites pour le cas de 8 << A donnent
o (RP—1) (B—1p
X =t R

Y=o.
Sid= %, les formules déduites pour le cas de 3 > A donnent
X - T kz !Rz—' ,.2!
T 4R (R—1)V

W (R+171)

Y=35wr@—rr

w@ito

Pour le cas d’un cone complet, il n'y a qu’a poser dans les for-
mules précédentes r = o.

13. Résistance de Uair sur la surface latérale d'un tronc de
cone circulaire droit & bases paralléles, qui se meut ayant sa
grande base en avant et dont Daxe de figure fait un angle 8 avec
la direction du mouvement. Dans le cas de 8 < la base plane an-
térieure du tronc de cone est seule soumise & la résistance de l'air;
par conséquent on a:

X=o,

Y=o.

Dans lo cas de 8 > ), en agissant comme dans le »° précédent,
on trouve: :

X=—3. %[(ﬂ —9) (k’ sin® & + 2 (R—r)acosﬁs)

— 3h (B—r)sin8 cos 3 sing |,
2#
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h(R+1) (2 1 sin® & + (R —7)® cos® 8) gin ¢

Y=trram—m
, —3h (R—r) (n — ¢) sin & cos a],
ol ,
® == &r¢ 08 (-- ,%%).
- La distance %. du centre de la résistance & la petite base du
tronc de cone est

R QRR4+n+2(R*—1
r= B (Ba7) :
14. Résistance de Tair sur la surface latérale dun cylindre

circulaire, dont U'axe de figure fait un angle 8 avec la direction du
tang A
tang &

mowvement, Pour le cylindre A =o0, cos ¢ = =0, par con-

T
séquent ¢ = 3.
Posant R=1r et ¢ = 7 dans les formules du #° 12, qui se

rapportent au cas de 8 > A, nous aurons comme expression de la ré-
sistance sur la surface latérale du cylindre:

X=o,
= $hR.sin®3,
z,=134h.

15. Résistance de Pair sur le plan r® perpendiculaire & Daxe
de figure qui fait un angle 8 avec la direction du mouvement.
Admettant, comme précédemment, que la résistance de 1’air sur un
plan est proportionnelle au produit de la surface de ce plan par le
carré de la projection normale de la vitesse, on a:

X = mr?. cos® 3,
Y=o.
16. Résistance de U'air sur la surfdce d’une demi-spheére, dont
Vaxe de figure fait un angle 3 avec la direction du mouvement.

Soit BACG (fig. 4) 1a demi-sphere que 1’on considire; soit & ’angle
(vOX) que fait la direction de la vitesse v avec 1’axe de figure.
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Imaginant un cylindre dont la génératrice soit paralléle a la direction
de 1a vitesse et qui enveloppe la sphere, et tragant le grand cercle
DFEG perpendiculairement & la direction de la vitesse v, on voit
que la partie DvCGF de la demi-sphére est la seule soumise 3
P’action de la résistance de I’air.

Au lieu de chercher directement les valeurs de la résistance sui-
vant les axes OX et OY, il est plus facile de déterminer d’abord les
résistances suivant I’axe OX, parallele & la direction de la vitesse,
et suivant 1’axe OY, perpendiculaire & la direction de la vitesse et
situé dans le plan qui passe par 1’axe de figure OX et par la direc-
tion de la vitesse Ov. )

En déterminant les résistances, il ne faut considérer que la partie
DvCGF de la surface, car c¢’est la seule soumise & 1’action de la ré-
sistance de 1’air, ou bien, pour plus de facilité, il faut caleuler séparé-
ment les résistances suivant les axes OX, et OY, sur la surface de la
demi-sphére DvEG et sur la surface CEGF, prendre la différence
de ces résistances suivant chacun des axes et ensuite passer aux ré-
gistances suivant les axes OX et OY.

Représentons la résistance sur la demi-sphére BACG, ou, ce qui
est tout un, sur la partie DvCG@, suivant les axes OX et OY par

1§ i
ot suivant les axes OX, et O, par
kg X, et kSO

représentons les résistances sur la demi-sphére DvEG suivant les
axes OX, ot OY, par

| G- o
kv X et k!—’-v’ Y
représentons les résistances sur la partie GEGF suivant les axes
0X, et OY, par
' kG X, ot kot T,

et désignons par r le rayon de. la sphére.
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L’6lément de la surface mm'm’=do est égal &
om X angle (mom’) X Om X angle (m Om"). Mais Om =r,
om = Om X sin (mOv)="0m X cos (Nms)=r cos },
'angle (mom’) = d L et 1’angle (m Om") = d\
Par suite
do=1r3dL. cos \d\.

La résistance normale sur 1’élément do de la surface est pro-

portionnelle &

da . cos’e,

ot comme e = (NOv) =3 —X,
on a
do.cos’e =r>dL .sin® . cos)h.dh.

La projection de la résistance élémentaire sur 1’axe OX, est pro-
portionnelle &

do . coss.sinh =1*dL.sin®\.cos A . d},

ot la projection de la résistance élémentaire sur l’axe 0Y, est pro-
portionnelle &

do.cos?c.cosh.cos L = r*cos LdL.sin%\.cos® ). d).

Pour obtenir les valeurs de X', et de ¥, il faut, aprés avoir
multiplié par 2 les deux expressions précédentes, les intégrer depuis

L=0 jusqwa L= et depuis A =0 jusqu’a A = 3. Pour avoir
les valeurs de X; et de ¥, il faut, aprés avoir mu]tlpllé par 2 les
mémes expressions, les intégrer depuis L = 0 jusqu’a L = Eet de-
puis A= 0 jusqu'a A= HS =),. L’arc HS =), se déduit du
triangle sphérique rectangle GHS par la formule
tang HS = sin GS. tang (HGS)
ou
tang A, = cos L . tang 8.
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Par suite
*ore
X' = 2r’JdL[sin’)..cosl.d)x=§1cr’,
o o

T
Y = 27’]003 Lde:in’ A.cos® M =0,
0 ]
7
X, = 2f’jdLjsin'). 003 M,
o o

A
1‘;_ 1
Y, = 2r’Jcos LdLJsin’ 2 c0s? A,
(/] [/]

ol ), est déterminé par la condition
tang A, =cosL.ta.ng'8,

et par conséquent
. tang 8.cos L

. 1
sin A, = ————, 008 A = —
17 YT+ tang?d.cos* L’ 1= YT+ angtd. con L'

_.___ tangd.sinZL
d)‘l_ 1+ tang® 8.cos® L’ aL.

On sait que

ll N
.8 ___sin%), tang*3.cost L
fsm Ao M= =1 =1 . [ ng??. covt Tp’

o
Ay A M
Jsin’l cos® Ad\ =-}Jsin’2 Y2\ —%J-(l —c084 ) dA
o (4

/]

=‘§'X1_3"1‘8in 4 ='§)‘1—]15 Slnz)‘, . €08 2Xl
=} — }sin}, cos}, (cos*h — sin®),)

—1) —1 (1—tang® 8.cos? I).tang 3.cos L
—8h 8 (1+tang? 8. cos? L) g
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Substituant les valeurs de ces deux intégrales dans les expres-
sions do X, et ¥,, nous aurons
7

Xf:,}r’tang‘&j cos’ ZdL

(1 +tang? 8.cos2 LR ?

o

Y:=-}r8 fi,cosLdL _J?l—tang’&cos’L) tang & cos? L dL

(1 -+ tang® & cos? L)

L'O ]

[ I=j I=g

=17 0, sinL)—J'sin La), +
L L=o
L=o
T

2

(tang? & cos? L — 1) tang & cos2 L

+J . (1 -+tang? & cos? L) aL
[

T
2
— r tang & . sin2 L
=1{r Jl-o—tang’&cos’L AL+
[

T
Z
_'_j (1 -+ tang? & cos? L — 2) tang 8. cos2 L dL
0

(1 +-tang? 8.cos? L)

T
3 3
_ tang & sin? L tang 8 cos? L —
'lrz “l-o-tang’a cos? L aL -+ Jl+tmg’8¢os’1} aL

o [

T
a
tang 8. cos2 L
—2 J'(l+t.ang2 3.cos® L)? aL

0
ou
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T [
g z
. ar cos? LdL
Y:'.._ i r’tang8 II+Mg’8 costL 2{(1-0—&&113’6. cos? L)?
0 (/]
Posant
tang L =12,
nous aurons

©
ds
X: =§r’tang‘8 I(sec’8+tf)’(l+a’)’
0

[o 2]

' (o)
as as
Y;’={r’ta.ng8 .[t;ec26+s2 —2j(sw28+:’)’ .
0

On sait que
© is _
——— T
Isec’ T g 008 3,
0
© (5
ds . 1\ J‘(sec’o)—o-a‘—:’)d:
(sec® 3 +-52)2 ~  sgec® d (sec® & + 522
0
o
_ ds 1 ji 2¢eds
" sectd)sectd 452  sect 8)2 ' (sect 3 + #22
0 0
o z=00
—_— 2 a5 2 2
cos 8.‘sec’6+:’+cos 8 (2 uc%a—s’) 'II sec’8+:’
0 £=0

=T c0s38 —c0s®3. L. .T — T aogd S -
=5 0088 —c0s’3. } . T 0083 = J c0s’3;

1 Y B__, ¢
(8ec? 3-+£2)2 (1 + 82) — (sec2d -+ s2)2 TN ray gy

. cot? & cott s - cott s
=T Gec®3 4552  sectd 428 @ 1482
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. .
[ ds —
J(sec? 844272 (1-+22) —
(/]

—cot’S.E.cos‘ 5 —cotts, §.¢038+cot“8.’—2t

#%cot“ 8(2 —3eos$+cos°8).

Substituant ces intégrales dans les expressions do X et ¥,
nOUS aurons :

X, =} (2 — 30088+ cos*3),
Y, ==, sin®s.
Les valeurs de X, et ¥, seront:
X, =X/ —X, =4} (2 + 3cos3— cos*y),
Y, =Y —Y, =—}nr’. sin’.a.

Passant des valeurs de X, et ¥, aux valeurs X et ¥, & l’aide
des formules:

X=2X, .c088—Y,.sin3,

Y=X, .sin8+ X, .co88,
nous aurons pour la demi-spheére :

X =} nr’ (1 +cos3),

Y= rr* (1 +cos3) sin3.

La direction de la résistance normale sur chaque élément de la
surface de la demi-sphére passant par son centre, le centre de ré-
gistance de 1'air sur la surface d’une demi-sphére coincide avec le
centre de la demi-sphere.

17. Résistance de Uair sur un projectile oblong dont Taxe de
figure fait un angle donné & avec la direction du mouvement. Dé-
composons la surface d’un projectile oblong donné en surfaces pour
lesquelles nous avons trouvé les expressions de X et de ¥ et calcu-
lons les valeurs de X et de ¥ sous différents angles 3, pour chacune
de ces surfaces. Les sommes de ces valeurs, prises séparément pour



— 927 —

chaque angle 3, donneront les valeurs de X et de ¥ pour toute la
surface du projectile sous différents angles 3, et nous aurons

9‘ =kI§']X-v’
et
PB =k];]Y.02.

Si nous représentons par R le rayon de la partie cylindrique du
projectile oblong, par X la valeur de X pour 8 = o, et si nous ap-

pelons A le coefficient constant k? -m% qui peut étre déduit des ré-

sultats des expériences, nous aurons pour un projectile oblong
la résistance suivant ’axe de figure et agissant dans le sens contraire
a I'axe :

or= )\%RR’W

et 1a résistance perpendiculaire & ’axe de figure, dans le plan passant
par cet axe parallelement & la direction du mouvement

Pp == l% TR%®,
ou

X
Ps = Foa-

On a tracé sur la figure 5 les courbes des valeurs de% ot dezx;

pour les projectiles semblables & notre obus oblong de 4', & chemise
épaisse en plomb, en prenant pour abscisses les angles 3 et pour or-

données les valeurs do = et celles de X-. La courbe de o fait voir
X, Y, X,

que les valeurs dex% sont sensiblement égales & 1’unité depnis $=0

jusqu’a $=40°, et méme sous I'angle 3=80°, 1a valeur de—;—;=0,7 5.

On peut en conclure qu’il est permis de prendre les valeurs de la ré-

gistance de 1’air que I’on obtiendrait sur les projectiles oblongs, avec

diverses vitesses, dans le cas de 8 = o, pour les valeurs de la ré-
sistance suivant 1’axe de figure sous tous les angles 3, qui dans la
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plupart des cas de tir sont bien au-dessous de 40° et sont moindres
que 80° méme pour un tir courbe sous 45° avec les plus petites
charges.

La. résultante de la résistance de I’air sur un projectile oblong est

e="Ves + o,
ou

VvV _ X 2
=2 X-—'Os-'-roi.ﬂRe.v.

On tirera les angles (p,A’) que fait la résultante de la résistance
avec la direction contraire & 1’axe de figure, de 1’expression

tang (p,4) =%

Ces angles peuvent étre plus grands ou plus petits que les
angles & formés par 1’axe de figure avec la direction du mouvement.
Ainsi pour un cylindre dont la hauteur est 2'/, fois son diamétre, les
angles (p,4’) sont plus petits que les angles & pour toutes les valeurs
de 3 de 0 425°Y; pour les projectiles formés d’un cylindre surmonté
d’une demi-sphére dont la hauteur est 2!/, fois leur diametre, les
angles (p,4’) sont plus grands que les angles & pour toutes les va-
leurs de 8 de O & 85°%/,. Pour les projectiles semblables & notre obus
oblong de 4, & chemise épaisse de plomb, 1a courbe des angles (p,4)
est construite sur la figure 5 en prenant pour abscisses les angles &
et pour ordonnées les angles (p,4"); pour ces projectiles les angles (p,4")
sont plus grands que les angles 8 pour toutes les valeurs de 3 de 0 4 83°.

On aura les angles (p,7") que fait la résultante de la résistance
avec la direction contraire a celle du mouvement, en retranchant les
angles 8 des angles (p,4’). La courbe des angles (p,7”) pour les pro-
jectiles semblables & notre obus oblong de 4', 4 chemise en plomb, est
construite sur la figure 5, en prenant pour abscisses les angles 3 et
pour ordonnées les angles (¢p,7”). Pour ces projectiles la direction con-
traire & celle du mouvement est comprise entre la direction contraire
3 D’axe de figure et la direction de la résultante de la résistance de
P’air, pour tous les angles 3 de 0 4 83°. La résultante de la ré-
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sistance s’éloigne de la direction contraire & celle du mouvement avec
Paccroissement de 1’angle & de O jusqu’a environ 30° et elle s’en
rapproche avec les accroissements ultérieurs de l’angle & jus-
qua 8§ =83°, -

18. Couple K de la résistance de Dair sur un projectile oblong
dont Taxe de figure fait un angle & avec la direction du mouve-
ment. — Cenlre de résistance. Si I'on représente par 0 la distance
du centre de résistance de I'air au centre de gravité du projectile —
distance exprimée en rayons R du projectile — on aura, pour le
couple de la résistance, 1’expression

K=o.1z.,p.,=x§o.o.uzz=.vﬁ=k. g:0.R. T

Décomposons la surface du projectile donné en surfaces pour les-
quelles on a déterminé, dans les n” précédents, les expressions
des distances des centres de résistance & leurs bases; calculons les
distances des centres de résistance de ces surfaces au centre de gravité
du projectile; multiplions-les par les valeurs de ¥ correspondantes &
ces surfaces pour un angle donné 3; faisons la somme algébrique de
ces produits et divisons-la par la valeur de Y correspondante an
projectile entier pour l’angle donné 8. Le quotient exprimera la
distance 0. R du centre de la résistance de I’air sur le projectile &
son centro de gravité pour 1'angle donné 3. On a construit sur la
figure 5 la courbe de 0 pour les projectiles semblables & notre obus
oblong de 4', & chemise en plomb, en prenant pour abscisses les
angles 8 et pour ordonnées les valeurs de 9.

Pour des angles & trds petits, le centre de résistance du projectile
entier est fort prés du centre de résistance de la partie antérieure
conique ou ogivale du projectile. En effet la résistance perpendiculaire
3 I’axe de figure sur la partie cylindrique est proportionnelle (n° 14) &

sin? 3,
tandis que celle sur la partie conique, pour des angles & trés petits,
est proportionnelle (n° 12) a
sin & cos 3.
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Le rapport de ces deux résistances est proportionnel &

sins;;co‘;o = cot 3,

c’est-d-dire & une quantité fort grande toutes les fois que & est trés
petit. Il résulte de 1a que le centre de résistance du projectile entier
est pour les tres petites valeurs de 3, fort prés du centre de résistance
de la partie antérieure conique ou ogivale du projectile. Par suite,
au commencement de la trajectoire, quand 1’angle que fait I'axe de
figure du projectile avec la direction de la vitesse ou, ce qui est tout
un, avec la tangente & la trajectoire, est emcore trés petit, le centre
de résistance se trouve en avant du centre de gravité. A mesure
qu’augmente I'inclinaison de I’axe de figure sur la trajectoire, lo
centre de résistance s’approche du centre de gravité, et peut méme
Patteindre et passer de 1’autre coté pour certaines formes de projectiles.
Dans les projectiles semblables & notre obus oblong de 4', & chemise
en plomb, le centre de résistance, comme on le voit sur la figure 5,
est, pour ’angle 8 = 90°, situé encore un peu en avant du centre
de gravité. . '

Le centre de résistance de ’air étant situé, dans tous les cas du
tir, en avant du centre de gravité, et la résistance de lair étant
opposée an mouvement, le couple de la résistance de 1l'air tend 3
éloigner 1’axe de figure du projectile de la tangente & la trajectoire.

§ IL

EXPERIENCES SUR LA RESISTANCE DE L'AIR AU MOUVEMENT DES
PROJECTILES.

19. Moyen de déterminer les valeurs de la résistance de Uair
correspondantes & différentes vitesses des projectiles. Pour déter-
miner la valeur de la résistance correspondante a une certaine vitesse
d’un projectile d’artillerie, on mesure la vitesse en deux points de
sa trajectoire qui ne soient pas bien éloignés 1’un de 1’autre. Soit P
le poids du projectile; 2R son diametre; I 1a distance entre les deux
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points; ¥ la vitesse du projectile au premier point, ¢’est-a-dire 3
Porigine de la distance I; ¥ la vitesse du projectile au second point,
¢’est-a-dire & la fin de la distance /; g D’accélération de la gravité.
Nous aurons pour I’accroissement de la force vive du projectile

— % (V3 —P"). '

Les forces qui agissent sur le projectile sont la pesanteur et la
résistance de 1’air.

Les deux points ot ’on mesure les deux vitesses du projectile
étant choisis approximativement au méme niveau, on peut négliger
le travail de la pesanteur sur le chemin /.

Les vitesses ¥ et 7', & Dorigine et & la fin du chemin assez
court Z, ne différant pas beaucoup 1’'une de I’autre, la résistance varie
peu sur ce trajet, de manitre qu’en nommant p la résistance moyenne
de Dair agissant en sens contraire du mouvement, le travail de cette
résistance sera sensiblement égal & -

—e.!,
et nous aurons .
— 5 (P—VY)=—¢.1,
d’ot
V2_Vyn2
— -

P=

&ln

La résistance de I’air étant proportionnelle & sa densité, qui varie
suivant I’6tat de 1’atmosphére, il faut ramener les résistances obser-
vées A différentes époques & une méme densité d’air II, *). Sil'on
appelle IT la densité de 1’air an moment de 1’expérience, on aura pour
la résistance de l’air & la densité IT,,

=2
29 °

v:—yn

1,
o~ 1

*) Nous prendrons II, = 1, 206 qui est le poids d’un métre cube d’air & la
pression barométrique de 0,75, & la température 15° du thermométre centigrade,
quand Pair est & moité saturé de vapeur.
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et cette résistance peut étre considérée comme se rapportant a la vi-
tesse moyenne

V4V’
9— 2 °

En mesurant les vitesses d’un projectile en deux points de sa
trajectoire et en tirant avec des charges différentes, nous obtiendrons
les valeurs de la résistance de 1’air correspondantes & diverses vitesses.

Pour pouvoir comparer les résultats obtenus avec des projectiles
de différents calibres, nous rapporterons les valeurs de la résistance
4 I'unité de la surface de la plus grande section transversale du pro-
jectile; et pour augmenter, dans la recherche des expressions de la
régistance, 'importance des résultats qui se rapportent aux moyennes
et aux faibles vitesses avec lesquelles les projectiles se meuvent sur
la plus grande partie de leur trajet, si celui-ci n’est pas trop.court,
nous prendrons les rapports des valeurs de la résistance aux carrés
des vitesses correspondantes. En posant

r___oe
¢ = Rrem
nous aurons
(P 0O, V=V’
p'_'11:15'2‘4;'[[' lv °

Les valeurs de ¢’ ainsi obtenues pour diverses vitesses serviront
& déterminer les expressions de la résistance de 1'air. Si, au lieu de
supposer la résistance constante sur le trajet /, on recalculait les va-
leurs de o' d’aprés les vitesses observées au moyen des expressions
trouvées de la résistance, on obtiendrait des valeurs qui ne différe-
raient des premitres, dans le cas le plus défavorable, que d’un mil-
liéme de leur grandeur, et on aurait une preuve qu’on peut calculer,
sans erreur sensible, les coefficients o', en admettant une résistance
constante sur le trajet assez court du projectile entre les deux points
ol ’on a mesuré les deux vitesses.

On peut mesurer, au moyen des appareils électro-balistiques, les
vitesses d’un méme projectile en deux points de sa trajectoire. Au
moyen du pendule balistique on ne peut déterminer la vitesse d’un
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méme projectile qu'a une seule distance de la bouche & feu; par suite,
lorsqu’on emploie le pendule balistique pour les expériences sur la ré-
gistance de Vair, on est obligé de tirer contre le pendule de deux
distances différentes avec des projectiles et des charges de poids et de
diametres égaux, et de prendre les vitesses moyennes déduites a
chacune de ces distances pour les vitesses d’un méme projectile en
deux points de sa trajectoire.

20. Expériences de Robins. Les expériences exécutées par Ro-
bins en Angleterre, et décrites dans ses principes d’artillerie de 1742,
consistaient dans la mesure de la vitesse des balles sphériques tirées
d’un fusil contre un pendule, & différentes distances, avec des charges
différentes. Les résultats de ces expériences ont fait voir que la ré-
sistance de 1’air eroit plus rapidement que le carré de la vitesse, et
ont conduit Euler & exprimer la résistance de 1’air par un binome,
dont le premier terme est proportionnel & la seconde puissance de la
vitesse et le second & la quatridme puissance de cette vitesse *).

21. Expériences de Hutton. Les expériences de Hutton ont été
exéeutées & Wolwich de 1787 a 1791. Hutton a tiré des canons
de 1', 3' ot 6' contre un pendule balistique & des distances qui ont
varié de 10 & 130", ef il & observé des vitesses qui ont varié
depuis 100™* jusqu’au-dela de 600™". Il résulte des valeurs de la
résistance qu’il a obtenues, que la résistance, étant approximativement
proportionnelle aux carrés des diametres des projectiles, croit plus
rapidement que le carré de la vitesse, depuis les faibles vitesses jus-
qu’d celle d’environ 440™*, et qu’elle croit approximativement comine
le carré de la vitesse depuis celle de 440™* jusqu’ad celle de 600™.
Le général Didion remarque que 1’accroisseinent moins rapide de la
résistance 3 de trés grandes vitesses pouvait avoir été obtenu a
I’oceasion d’un nombre de coups trop restreint et du rejet des résul-
tats qui paraissaient douteux & Hutton.

22. Euxpériences de Metz de 1839 et 1840. Ces expériences
ont été faites par une commission composée de Mm. Piobert, Morin et

*) Nouveaux principes d’artillerie de Robins, commentés par Euler, traduits
par Lombard. 1783. Page 865.
3
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Didion avec des boulets sphériques de 24, de 12, de 8 et des obus
sphériques de 22°, au moyen d’un pendule balistique sur lequel on
tirait, dans une méme séance, de deux des distances suivantes: 15,
40, 65, 90 et 115 metres, de manitre que 1’on déterminait la vi-
tesse des projectiles en des points distants 1'un de 1’autre de 25, 50,
75 et 100 motres. Les vitesses variaient dans les limites de 200
4 650 motres. On tirait & chaque distance, avec la méme charge,
de 3 & 6 coups et on prenait la vilesse moyenne déduite de ces coups.

On a réuni les expériences des canons de 12 et de 24, comme
les plus nombreuses, et on les a partagées en trois groupes, d’aprés les
valeurs croissantes des vitesses v. On a obtenu ainsi les valeurs
moyennes suivantes de v et de ¢ pour chaque groupe:

Vitesses v....... 3377222, 428™°81, 535™°15
Coefficients ¢’ .. ... 0,0479, 0,0535, 0,0616.

Si 'on construit ces résultats en prenant les vitesses pour abscis-
ses et les valeurs de ¢’ pour ordonnées, on obtient trois points situés
sensiblement sur une méme droite; le dernier point est un peu au-
dessus de la droite tracée par les deux autres.

Le général Didion a exprimé ces résultats par 1'équation d’une
droite

¢ = 0,027 (l -+ 4%5)

et le comte de Saint-Robert, de Dartillerie sarde, par 1'équation
d’une courbe parabolique *)

o' =0,0387 [ 1+ (55)’ ]
ol le metre et le kilogramme sont pris pour unités.

Ainsi, d’aprés les résultats des expériences de Metz, faites en
1839 et 1840, la résistance de I’air sur les projectiles sphériques,
3 la densité de I'air II, peut étre exprimée:

*) Comte de Saint-Robert. Du mouvement des projectiles dans les milieux
résistants. 1859.



— 35 —
d’aprées M. Didion par la formule

p=Jl>1ch[rTl!vz(l +§>,

ot b =10,027 et r =435, le motre et le kilogramme étant pris
pour unités;

et d’aprés le comte de Saint-Robert par la formule
. -

ot b= 0,0387 et r =696, le metre et le kilogramme étant pris
peur unités.

Les expériences sur la résistance de 1'air au moyen du pendule
balistique ne permettant de mesurer la vitesse d’un méme projectile
qu'en un seul point de sa trajectoire, il fallait, comme nous I’avons
remarqué (n° 20), prendre comme appartenant au méme projectile en
deux points de son trajet les vitesses moyennes déduites du tir avec
des projectiles différents. Cette circonstance ne pouvait pas étre sans
influence sur les résultats des expériences, et les expressions de la
résistance qu’on en a déduites, lorsqu’on les applique & la résolution
des questions de la balistique, donnent des résultats conformes & ceux
que I’on obtient dans le tir immédiat, lorsque les distances du tir ne
sont pas grandes; les portées avec de fortes charges et sous de grands
angles de projection, calculées d’aprés ces expressions de la résistance,
sont de beaucoup au-dessous de la réalité.

- 23. Expériences de Metz de 1856, 1857 et 1858. Les doutes
soulevés par les résultats des expériences au moyen du pendule balisti-
que ont engagé le comité d’artillerie de France & proposer de faire
de nouvelles expériences au moyen de deux pendules électro-balisti-
ques de M. Navez qui permettent de mesurer les vitesses d’un méme
projectile en deux points de sa trajectoire. Le tir a eu lieu avec des
projectiles sphériques de canons de 8' et de 24" et d’obusier de 22%,
et les vitesses ont vari¢ de 190™* & 560™°. Avec chaque charge,
il n’a pas été tiré moins de 20 coups; on a caleulé pour chacyne des
vitesses moyennes obtenues & chaque coup la valeur du coeﬁi(;ifnt ¢
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et on a déduit la valeur moyenne de ¢’ correspondante & la vitesse
moyenne de tous les coups tirés avec les charges de méme poids.
L’intervalle entre les deux points de la trajectoire auxquels correspon-
daient les vitesses mesurées était compris dans les limites de 50
3 100 metres; la différence des vitesses pour un méme trajet Z crois-
sant avec la vitesse du projectile, on a choisi les plus petits inter-
" valles pour le tir avec de fortes charges, et les plus grands pour le
tir avec de faibles charges.

Les résultats obtenus et ramenés & la densité de l'air IT, sont
résumés dans la tableau suivant:

Vitesses Valeuys de Bouches a feu. Vitesses Valeurs de

Bouches a feu. v 0 . 0

Ob. de22° | 198™% | 00212 | Ob. de22°| 369".'7 | '0,0569
Can.de 8! | 202, 2 0,0246 [ Can.de 24' | 385, 1 0,0604

Can.de 24! | 205, 8 0,0228 | Can.de 8! | 396, 2 0,0628
Can.de 24! | 215, 8 0,0291 | Can.de 24! | 419 , 4 0,0622
Ob. de 22 281,0 | °0,0363 | Can.de 24! | 458, 2 0,0640
Can.de 24! | 285, 5 0,0350 | Can.de 24! | 471 ,8 0,0651
Can.de 24! | 818, 3 0,0454 || Can.de 24! | 513, 6 0,0687
Ob. de22°| 841,9 0,0488 | Can.de 24! | 554 , 7 0,0702

Ces résultats sont construits sur la figure 6, en prenant les vi-
tesses pour abscisses et les valeurs de ¢’ pour ordonnées. Ils font voir
que la résistance qui correspond & la vitesse de 320™* est sensible-
ment égale & la résistance obtenue par les expériences antérieures de
Metz; mais avec la diminution des vitesses les résistances décroissent,
ot avec 1'accroissement des vitesses jusqu’a celle de 400™* les ré-
sistances croissent plus rapidement que cela ne résulte des expres-
sions de la résistance obtenues des expériences antérieures de Metz.
A partir de la vitesse de 400™* jusqu’aux plus grandes, les résistances
croissent moins rapidement que cela n’a lieu depuis les faibles vitesses
jusqu’a celle de 400™.

La commission qui a fait ces expériences, sous la présidence du
colonel Virlet, a exprimé la relation entre les valeurs obtenues de ¢’ et
les vitesses correspondantes par une droite (fig. 6) dont I’équation est

¢'=0,000142 . v.
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Ainsi, d’apres les résultats des expériences de Metz de 1856,
1857 et 1858, la résistance de I’air sur les projectiles sphériques,
a la densité de Vair Il, peut étre exprimée par la formule

9=JL.1:R’.[11—1.03,
1

ol fb=0,000142, le metre et le kilogramme étant pris pour unités.

24. Expériences de S'-Pétersbourg de 1868 et 186 9. Quelques
irrégularités observées dans la marche des premiers appareils électro-
balistiques de M. Navez employés dans les expériences de Metz ont
motivé la répétition en 1868, dans notre artillerie, des expériences
sur la résistance de 1’air au mouvement des projectiles sphériques, et
en 1869 on a exécutd, d’apres la décision de ’adjoint du Grand-Maitre
de Dartillerie, des expériences sur la résistance de 1'air au mouvement
des projectiles oblongs. Les résistances ont été déterminées d’apres les
vitesses du projectile en deux points de sa trajectoire, et ces vitesses
ont été appréciées au moyen de deux chronographes de M. Le-Bou-
lengé. Les durées mesurées par les chronographes pour obtenir les
vitesses étaient dans les limites de 0510 & 0515. ,

Les expériences sur la résistance de 1'air au mouvement des pro-
jectiles sphériques ont été faites avec des canons de 6' et de 24' et
un canon a bombes de 120", dans les limites des vitesses de 527™* &
227™>. Lesrésistances obtenues a de plus faibles vitesses étaient trop
variées pour qu’on put en profiter. Avec chaque charge, il n’a pas 6té
tiré moins de 8 coups; on a caleulé pour chacune des vitesses moyennes
obtenues a chaque coup la valeur de ¢, et on a déduit la valeur moyenne
de ¢’ correspondante & la. vitesse moyenne de tous les coups tirés avec
la charge de méme poids. L’intervalle entre les deux points de la tra-
jectoire auxquels correspondaient les vitesses mesurées était compris
entre les limites de-50 & 150 métres; les plus petits intervalles
étaient choisis pour le tir avec de fortes charges et correspondaient
aux plus grandes pertes de vitesse, qui atteignaient la valeur de 40™*;
les plus grands intervalles étaient choisis pour le tir avec de faibles
charges et correspondaient aux plus petites pertes de vitesse, qui
atteignaient la valeur de 10™.
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Les expériences sur la résistance de I’air au mouvement des pro-
jectiles oblongs ont été faites avec des canons rayés de 4'*),12', 24"
et celui de 203™™. Les projectiles étaient en fonte, modeles en usage,
a chemise épaisse de plomb. Les vitesses ont varié de 409™"a 172™*,
Avec chaque charge on n’a pas tiré moins de 8 coups. L'intervalle
entre les deux points de la trajectoire auxquels correspondaient les
vitesses mesurées était compris entre les limites de 150 a 234 metres;
sur un trajet pareil I’axe de figure des projectiles s’éloigne peu de
I'inclinaison de la trajectoire, de manitre que 1’on peut considérer les
résistances déduites des expériences comme se rapportant au cas ol
I'axe de figure des projectiles oblongs coincide avec la direction du
mouvement. En tirant avec de fortes charges la perte de vitesse
atteignait 30™*; la plus petite perte de vitesse obtenue avec la plus
faible charge du canon de plus fort calibre de 203™™ était de 2™*5
pour I'intervalle de 234 métres entre les points auxquels correspon-
daient les vitesses mesurées. Le tir des canons de 229™™ et de 279™™
a été défendu, parce que le second projectile tiré dans ces expériences
avec le canon de 229™™ est allé se loger, aprés plusieurs ricochets, au
cimetiére qui se trouve aux environs de la plaine d'épreuves. Aussi
pour compléter les données se rapportant aux projectiles de forts ca-
libres nous avons profité des tableaux des vitesses décroissantes *¥)
déduites par M. Bashforth de ses expériences faites en 1868 au
moyen de son chronographe; ces tableaux comprennent les vitesses
de 518™* 4 283™" qui correspondent aux trajets de 305 en 305 me-
tres des projectiles oblongs de 178™™, 203™ et 229™™, et qui sont
obtenues pour le cas ol le mouvement des .projectiles peut étre con-
sidéré comme rectiligne. Nous avons calculé d’aprés les résultats
insérés dans ces tableaux les valeurs de la résistance correspondantes
a différentes vitesses. .

Le résultats obtenus et réduits pour nos expériences a la densité
de I'air I1,=1*, 206 sont résumés dans les deux tableaux suivants.

*) On a tiré avec deux canons de 4': 'un en usage actuellement dans I'artil-
lerie de campagne et ’autre lourd, qui permet le tir a fortes charges.
**) Proceedings of the Royal Artillery Institution, Wolwich. 1868.
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Projectiles sphériques.

Bouches 4 feu, | 'itesses [Valeursdel oo o e Vitesses

v o’ v

Can. de 6! 0,0295 || Can. de 24!
Can. de 24! 0,0267 [ Can. de 6!

C. 2 bombes de 120! 0,0361° | C. 2 bombes de 120’
Can. de 6! 0,0424 | Can. de 6!

Can. de 24! 0,0411 || Can. de 24!

C. 3 bombes de 120' 0,0491 | C.2 bombes de 120’
Can. de 24! 0,0519 | Can. de 6!

Can. de 6! 0,0532 | Can. de 24!

- Projectiles oblongs.

' ¥ v .o
Bouches  feu, | 'ilesses Bouches i feu. | 'itesses

de 203™™
de 203™™ angl.
g: 3%9"““ angl.

de 178™™ angl.
de 203™™ angl.
de 229™™ angl.
de 178™™ angl.
de 208™™

de 208™™ angl.
de 4!

de 203™™

de 208™™ angl.
de 229™™ angl.
. de 208™™ de 203™™ angl.
. de 203™™ angl. . de 208™™ angl.
. de 24'mm . C. de 178™™ angl.
. de 178™™ angl. .

. de 4!

. 203™mm

. de 4!

. de 12!

. de 24!

de 2030™

. de 203™™ angl.

. de 229™™ angl.
. de 203™™ angl.
. de 17?""II angl.

acaonacoa

R R

QAo
=

Ces résultats sont construits sur les figures 7 et 8, les vitesses
étant prises pour abscisses et les valeurs de ¢' pour ordonnées. Il en
résulte:

1°. Les valeurs des calibres n’ayant pas une influence sensible
sur les valeurs de ¢', la résistance de I’air sur les projectiles, dans
les limites des calibres en usage, peut étre considérée comme pro-
portionnelle aux surfaces des sections transversales des projectiles.

*
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2°, Les valeurs de ¢', depuis les plus faibles vitesses obte-
nues dans le tir, croissent avec les vitesses, et par conséquent les
résistances croissent plus rapidement que les carrés des vitesses; 1’ac-
croissement le plus rapide des résistances est compris pour les obus
oblongs dans les limites des vitesses de 280™* & 360™*. Depuis les
vitesses de 360™* pour les projectiles oblongs, et depuis celles de
380 metres pour les projectiles sphériques jusqu’aux plus grandes
vitesses, les valeurs de ¢’ restent sensiblement constantes, et par
conséquent les résistances croissent sensiblement comme les carrés
des vitesses. o

2b. Expressions monomes de la résistance de Uair. Si 'on
voulait exprimer p’ en fonction de la vitesse par un seul terme pro-
portionnel & une certaine puissance de la vitesse, on obtiendrait
0,86 comme valeur la plus probable de cette puissance pour les
projectiles sphériques, depuis les plus faibles vitesses jusqu’a celle
de 527™, et 1,86 pour les projectiles oblongs, depuis les plus
- faibles vitesses jusqu’a celle de 420™*, et en adoptant des nom-
bres entiers pour les valeurs de ces puissances on aurait eu 1 pour
celle qui se rapporte aux projectiles sphériques et 2 pour celle qui se
rapporte aux projectiles oblongs. En cherchant la valeur la plus pro-
bable du coefficient qui doit multiplier la vitesse élevée a la puissance
“trouvée pour obtenir ¢', on aurait eu:

pour les projectiles sphériques

o' =0,000140.0,

expression sensiblement la méme que celle qui a été obtenue (n° 23)
aux expériences de Metz de 1856, 1857 et 1858;
et pour les projectiles oblongs

¢ = 0,000000270 . ¢,

‘ 26. Ainsi si ’on voulait exprimer la résistance de l’air par un

seul terme depuis les plus faibles vitesses jusqu’aux plus grandes,
on aurait, d’aprés les résultats des expériences russes et anglaises,
3 la densité de ’air II,
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pour les projectiles sphériques
p =bnR? 1% o,
ou, le metre et le kilogramme étant pris pour unités,
fbo=10,00014
et pour les projectiles oblongs
o =R %w,
ol le metre et le kilogramme étant pris pour unités,
o = 0,00000027.

27. Expressions de la résistance de Uair représentant avec
une approximation suffisante les résultats des expériences russes et
anglaises. Pour que les expressions de p' représentent avec une
approximation suffisante les résultats de nos expériences et ceux de
Bashforth, et permettent en mnéme temps d’intégrer facilement, quoi-
que par approximation, les équations différentielles du mouvement des
projectiles, nous pouvons:

Pour les projectiles sphériques exprimer ¢ (fig. 7) depuis la
vitesse de H30™" jusqu’'a celle de 376™* par la droite (4) dont 1’é-
quation est

¢'=10,061

et de la vitesse de 376™* jusqu’aux faibles vitesses par la courbe (B)
dont 1’équation est

o'=0,012 [1+(,—;3)”].

Pour les projectiles oblongs nous pouvons exprimer ¢’ (fig. 8)
depuis la vitesse de 510™" jusqu’a celle 360™* par la droite (C)
dont I’équation est '

¢ =0,044,
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de la vitesse de 360™ jusqu’a celle de 280™* par la courbe (D)
dont ’équation est
¢ = 0,0000000000026 o*,

et de la vitesse de 280™* jusqu'aux faibles vitesses par la
courbe (E) dont 1'équation est

p =0,012 [l +(A%8)2] )

28. Ainsi, d’aprés les résultats des expériences russes et anglaises,
nous pouvons admettre qu’a la densité de 1’air II:

La résistance de U'air sur les projectiles sphérigues est exprimée

depuis la vitesse de 530™* jusqu’a celle de 376™* par la formule

p =rR? IlJ—II v?,
oli, en prenant le metre et le kilogramme pour unités,
fbo=10,001,
ot de la vitesse de 376™ jusqu’aux faibles vitesses par la formule
9=J\mR’3iv’[l +:; ,
oll, le metre et le kilogramme étant pris pour unités,
fe=0,012,r =186".

La résistance de Uair sur les projectiles oblongs, dont Paxe de
figure coincide avec la direction du mouvement, peut étre exprimée
depuis la vitesse de 510™ jusqu’a celle de 360™* par la formule

11
p = R} i %

oli, le metre et le kilogramme étant pris pour unités,
Jo = 0,044,
dopuis la vitesse de 360™* jusqu’a celle de 280™* par la formule

p= &»RR‘-’% 8.
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ol, le metre et le kilogramme étaat pris pour unités,
b =0,0000000000026,

et depuis la vitesse de 280™* jusqu’aux faibles vitesses par la
formule

p=denR o[ 1 +%],
ou, le meétre et le kilogramme étant pris pour unités,
A =0,012, » = 488",

" La distribution des points (¢,v) sutour de la courbe (E) (fig. 8)
fait voir qu’on peut prolonger cette courbe, comme 1'indique la ligne
pointillée, jusqu’a la vitesse de 325™*, et qu’on peut, par conséquent,
se servir de la derniere expression de la résistance depuis la vitesse
de 325™ jusqu'aux faibles vitesses, ce qui simplifie la solution des
problemes du tir de toutes nos bouches a feu actuelles de place, de
siége et de campagne qui impriment aux projectiles, avec les charges
en usage, des vitesses initiales moindres que 325™°,

29. Résistance de U'air sur les projectiles oblongs, lorsque leur
axe de figure ne coincide pas avec la direction du mouvement. On
ne peut pas étendre les expressions trouvées de la résistance de I’air
sur les projectiles oblongs au cas ol leur axe de figure fait un angle
sensible avec la direction du mouvement. Les recherches expérimen-
tales se rapportant & ce cas, du moins pour les vitesses considérables,
présenteraient de grandes difficultés, et c’est i grand’ peine qu’une
solution de cette question pourrait étre trouvée sans certaines hypo-
theses sur les propriétés des gaz et leur action sur les corps en
mouvement.

Nous avons fait voir (n° 17) la relation entre la résistance de
I'air sur les projectiles oblongs et 1’angle 3 que forme leur axe de
figure avec la direction du mouvement, dans 1’hypothése que la ré-
sistance normale de 1'air a chaque élément de la surface soumis 3 la
résistance est due au choc de cet élément contre 1’air supposé immo-
bile. N'ayant pas de solution assez exacte de cette question, nous
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sommes forcés d’admettre la relation obtenue, et en nous basant sur
cette relation, nous déduirons la résistance de l’air suivant la di-

rection contraire 3 ’axe de figure, en multipliant par %o les ex-

pressions de la résistance obtenues de données expérimentales pour
le cas ol ’axe de figure des projectiles oblongs coincide avec la di-

. - . Y
rection du mouvement, et en multipliant ces expressions par x, ous

aurons la résistance de I'air suivant la direction perpendiculaire a
I’axe de figure, comprise dans le plan passant par cet axe et la di-

rection du mouvement. Mais les valeurs de %0 (n° 17) étant sensi-

blement égales & V'unité depuis = o jusqu’a 8 == 40° et méme sous
I’angle de 8 = 80°1a valeur de% étant égale & 0,75, on peut pren-

dre les expressions de la résistance de I’air obtenues des données
expérimentales dans le cas od 1’axe de figure des projectiles oblongs
coincide avec la direction du mouvement, pour les expressions de la
résistance suivant la direction contraire 4 1’axe de figure sous tous
les angles 8, qui dans la plupart des cas de tir sont bien au-
dessous de 40° et sont moindres que 80°, méme pour un tir courbe
sous Y’angle de 45° avec les plus petites charges.

En appliquant les expressions de la résistance de 1’air déduites
des résultats de nos expériences & la solution des problemes de la
balistique, nous ferons voir que ces expressions donnent des résultats
conformes & ceux que 1’on obtient dans le tir immédiat & toutes les
distances. ‘

3Q. Accélération de la résistance de Uair. En appelant ¢ et o,
les résistances de 1’air sur deux projectiles différents, P et P, les
poids de ces projectiles, S et S, les projections de leurs surfaces sur
le plan perpendiculaire & la direction du mouvement, R et R, leurs
rayons, D et D, leurs densités, g ’accélération de la gravité, et en
ne prenant pas en considération 'influence de la forme du projectile
et de la direction de son axe de figure sur la valeuf de la résistance,
on aura pour une méme vitesse des deux projectiles

rP_S
o S
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nlw

P

2o |

’

5
c¢’est-d-dire que, pour une méme vitesse, la résistance de I'air est
proportionnelle & la projection de la surface du projectile sur le plan
perpendiculaire & la direction du mouvement et me dépend pas du
poids du projectile, tandis que 1’accélération de la résistance de 1’air
est proportionnelle & la projection de la surface du projectile sur le
plan perpendiculaire & la direction du mouvement et est en propor-
tion inverse du poids du projectile.

On a pour les projectiles sphériques

S=r=R, §,=rnR} P= §{xR°D, P, = 4=R?*D,,
ot par conséquent

.
PP _RpD

g ~ RD?
vy

c’est-a-dire que l’accélération de la résistance de 1’air sur les pro-
jectiles sphériques est en proportion inverse du rayon et de la densité
du projectile; on voit par 1a qu’a vitesses égales la perte de vitesse
dans 1’unité de temps sera d’autant moindre, et que la portée d’un
projectile sphérique, toutes les autres circonstances étant égales,
sera d’autant plus grande que son diamdtre et sa densité sont plus

grands.

Dans le tir direct la projection de la surface des projectiles
oblongs sur le plan perpendiculaire & la direction du mouvement ne
differe pas beaucoup, sur tout le trajet, de la surface de la section
~ transversale de leur partie cylindrique, c’est-d-dire S ne differe pas
beaucoup de R? et le poids d’un projectile oblong étant considérable-
ment plus grand que celui d’un projectile sphérique de méme section
transversale, 1’accélération de la résistance sur le premier, & vitesses
égales, est beaucoup moindre que sur le second, indépendamment de
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la forme ogivale de la partie antérieure des projectiles oblongs, qui
diminue aussi la résistance. Par suite les projectiles oblongs, & vi-
tesses égales, perdent, dans un méme temps, moin.s de vitesse que les
projectiles sphériques non-seulement de méme diametre, mais aussi de
méme poids. Ainsi, en ne tenant pas compte de la diminution de la
résistance due & la forme ogivale de la partie antérieure des projectiles

- oblongs, I'accélération de la résistance, a vitesses égales, sur un obus
oblong de 4'dont le diamdtre est de 84™" et le poids 5*,7, est égale &
celle éprouvée par un boulet sphérique de 203™ dont le poids est de
291, En tenant compte de 'influence de la forme ogivale (par suite de
laquelle, pour une vitesse de 400™, la résistance (n° 28) sur un pro-
jectile oblong est moindre que sur un projectile sphérique de méme
diametre dans le rapport de 44 & 61) on trouve que 1’accélération
de la résistance sur un obus oblong de 4' est égale & celle sur un
boulet sphérique de 279™" dont le poids est de 76!, On voit par 13
que le tir des projectiles oblongs doit étre bien plus tendu que celui
des projectiles sphériques, par suite du plus grand poids qui correspond,
dans les projectiles oblongs, & I’unité de surface de leur section
transversale et en partie par suite de la forme ogivale de leur partie
antérieure.

31. Poids Tl dun métre cube d’air. Appelant ¢ la température
de I'air d’aprés le thermométre centigrade, H la hauteur du mercure
du baromeétre exprimée en millimétres et réduite & la température 0, F
la pression de la vapeur d’eau non saturée que contient l’air a la
. temnpérature £ — pression mesurée par la hauteur du mercure expri-
mée en millimétres — on a

X H—3}F
m=1 203 Hif

ot a = 0,00367.
Appelant H' 1a hauteur du mercure du harométre & la tempéra-

ture ¢" mesurée par le thermometre centigrade adapté au harométre,
on aura

H=H (1—0,00018.¢).
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La pression F des vapeurs non saturées que contient I’air a la
température ¢ est égale & la pression des vapeurs saturées a la tempé-
rature £, & laquelle commence la condensation de la vapeur contenue
dans I’air. La température #, est mesurée au moyen de I'hygrometre
de M. Regnault, qui consiste dans un tube de verre ajusté dans un
dé d’argent; le tube est rempli d’éther et contient un thermométre;
par DPinsufflation on détermine l’abaissement de la température de
I’éther et I’on observe la température ¢, du thermometre au moment o
le refroidissement détermine sur le dé un dépot de rosée. Connaissant
la température 7, on obtient la pression F & I'aide de la table
suivante:

F F t t,

Millim. Millim. | Degrés. Degrés.

25 17
18
19
20
21
22
23-
24
25
26
27
28
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On détermine la densité de I'air dans les expériences qui exigent
une grande précision; mais dans le plus grand nombre de cas, lors-
qu’on calcule le mouvement des projectiles, on pose dans les expres-
sions de la résistance de I'air I=II, = 1%, 206.



CHAPITRE Il

MOUVEMENT DANS I’AIR DES PROJECTILES SPHERIQUES
QUI N’EXECUTENT PAS DE ROTATION.

§L

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.

32. Equations différentielles du mouvement. Un projectile qui
se meut dans I'air est soumis & l'action de deux forces, celle de la
pesanteur et celle de la résistance de 1’air. En vertu d’un théoréme
connu que le centre de gravité d’un corps se meut comme si toute la
masse y était concentrée, et toutes les forces extérieures appliquées en
ce méme centre, chacune suivant sa direction, on peut considérer le
mouvement de translation d’un projectile comme celui d’un point
matériel de masse égale, auquel seraient appliquées les forces de la
pesanteur et de la résistance de I’air. :

On peut prendre, sans erreur sensible, le poids du projectile dans
I’air comme égal & son poids P dans le vide, et 1’aecélération de la
gravité dans l’air comme égale & 1’accélération de la gravité g dans
le vide.

Quand le projectile est une sphire homogtne ou composée de
couches concentriques homogenes, et qu’on ne lui a imprimé au-
cune rotation au sortir de la houche & feu, la résultante de la ré-
sistance de 1’air est constamment tangente a la courbe décrite par le
centre de gravité et est dirigée dans le sens contraire de la vitesse.
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Nous ne considérerons ici que ce cas ot, en représentant par p la ré-
sistance de I'air, I'accélération de la résistance sera égale 3 9%.

La courbe décrite par le projectile est plane. En effet, faisons
passer un plan vertical par un élément quelconque de la courbe; les
forces (le poids et la résistance), en vertu desquelles le centre de
gravité du projectile décrira 1’6lément suivant, agissent dans ce plan,
et il en résulte que cet élément y sera également compris. Appliquant
le méme raisonnement 4 tous les éléments conséeutifs de la trajectoire,
on trouve qu’elle est tout entiere dans le méme plan vertical, et que,
par conséquent, il suffit, pour déterminer le mouvement du centre de
gravité du projectile, d’avoir les projections des accélérations sur
deux directions.

Soit 1’axe des # horizontal et 1’axe des y vertical dirigé dans le
sens contraire & la pesanteur. Projetons les accélérations sur 1'axe
des z et sur la normale intérieure & la trajectoire, et appelons v la
vitesse du projectile en un point quelconque de la trajectoire, ¢ le
temps que met le projectile & parcourir le trajet de 1’origine a ce point,
v le rayon de courbure et & ’angle que fait avec 1'axe des z la tan-
gente A la trajectoire en ce point.

On aura pour les projections des accélérations sur I'axe des z et
sur la normale intérieure les expressions

[0 5 T .%’-’:—p%cosﬂ,
2 T e
@.. ... %\g-eesfl /‘; = 8 b

‘Comme la force de la résistance ralentit le mouvement du projec-
tile suivant la tangente & la trajectoire et que la force de la pesanteur,
agissant de haut en bas, abaisse le projectile, la trajectoire présente
sa concavité & I’horizon et ’angle & que fait la tangente & la tra-
jectoire avec 1’horizon regoit constamment des accroissements négatifs,
de sorte qu’en désignant par ds ’élément de 1’arc de la courbe, nous
aurons pour le rayon de courbure 1’expression

ds dt
Y——E—-—vd—o.
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En la substituant dans 1’équation (2), on aura

) de
B)eeii i V= —geosd.

Les équations (1) et (3) définissent completement le mouvement

du centre de gravité du projectile.
En représentant par v, la projection horizontale de la vitesse,
¢’est-a-dire en posant

v,=wvcosl,

les équations (1) et (3) deviendront

d
(4) ............. ' .,—dv?l-z:_.g%coso’
[6) P v,‘-;—? = —gcos2 0.

) dvy, ¢ v
() N c e = Pons"
I’équation (5) donne
- 1 do
(() ............... dt-=-—?’-vl—&-,;,—9,
et comme .
ds == vdi =\ dt, de =, dt, (ly=vsin'¢9dt=v,:j,—';—%dt,
on a
1 deo
(8) ............... ds = ——:q—l)fm,
— 1 2 do
(9) ............... dr = _51)! 0o
1 o»s8in6do
10). ...l dy=—; 1~s—'c“£37,
o2
(ll) ..................... Y =gc—m.

Pour déterminer toutes les circonstances du mouvement d’un
projectile d’aprés une expression donnée de la résistance p de 'air -



en fonction de la vitesse, il faut premiérement intégrer 1’équation
différentielle (6) du premier ordre entre les deux variables v, et &,
ce qui donnera 1’expression de la vitesse horizontale v, en fonction de
Tangle 6. Puis en mettant 1’expression de v, en fonetion de 6 dans
les formules (7), (8), (9) et (10), 'intégration de ces formules diffé-
rentielles du premier ordre & une seule variable donnera les expres-
sions de ¢, s, z et y en fonction de &, et en éliminant & entre 1'ex-
pression de z et celle de y on obtiendra 1’équation de la trajectoire.

L’intégration de 1’équation différentielle (6) ne peut étre effectuée
que pour certaines expressions de la résistance p en fonction de la
vitesse v.

33. Déterminer la loi de la résistance d’apres la trajectoire
que décrit le projectile. Cette question inverse & la précédente est
beaucoup plus simple au point de vue analytique, car sa solution se
réduit uniquement 3 la différentiation.

Soit la trajectoire donnée par une équation de y en fonction de x;
on demande & déterminer la vitesse v et la résistance p en fonction de x.

Représentons par i, 3", y” la premiére, la seconde et Ja troisiéme
dérivée de y par rapport a z.

Pour trouver la vitesse », remarquons que

tang 6 =1y'.
Différentiant cette expression, on a
4o _
cos26

En substituant & dz sa valeur (4. 9, #° 32) on trouve

W=V
ot V—y" est une quantité réelle, car la trajectoire tournant sa con-

cavité vers 1’horizon, la dérivée y” est toujours négative.
Comme v = c—::—o =v, V1 +tang? 0=v, V 14y on tire

=y dr.

de la derniére équation

V= l/g- V;;y%'z.

4‘



— 52 —

Pour trouver la résistance p, prenons I’équation (6), »° 32

do, _p o

de — P’ cosd
et substituons dans cette équation la valeur de dv, que 1’on obtient

en différentiant 1’expression v, = #; la différentielle de cette
expression est

dv,=—1Vg ﬁ-_—y,‘, dz
et elle devient aprés la substitution & dz de son expression (9)n° 32,

1 0,2 y" .
d'vl —— 2}/9—.00810.3/"}/—_7‘10’

en mettant cette expression ainsi que celle de v, = V‘Il'" et celle

1
Y14y

de co8 6 = dans I’équation (6), »° 100, on aura

_P -y YIagh
= AT

§ IL

DISCUSSION DE LA TRAJECTOIRE DANS L’AIR D'UN PROJECTILE
SPHERIQUE QUI N’A PAS DE ROTATION.

34. Propriétés de la résistance de U'air prises pour bases dans
la discussion de la trajectoire. La nature de la trajectoire dépend
de la loi de la résistance du milieu. On peut cependant discuter la
trajectoire dans I’air d’un projectile sphérique qui n’a pas de rotation,
sans adopter d’hypothese spéciale sur la résistance de 1’air, en ad-
mettant seulement qu’elle croit avec la vitesse, qu’elle devient infinie
pour v = oo et qu’elle est moindre que le poids du projectile pour
ung vitesse infiniment petite. D’aprés ces propriétés de la résistance
de P’air, en posant

=10,
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on a
f'®) > o, f(c0)=o0etf(o) <1.

35. Variation de la vitesse. La dérivée de la vitesse par rapport

au temps %% est égale & la somme des projections sur la tangente des

accélérations de la pesanteur et de la résistance de I’air, ¢’est-a-dire

M., %:—g [f(v)+sin0].

Dans la branche ascendante de la trajection o I’angle G et sin &
sont constamment positifs, la dénvée ost négatlve, de maniére que

dans cette branche v et ¢ varient en sens opposé, ¢’est-a-dire qu’avec
I’aceroissement du temps ¢ la vitesse v décroit. Partant donc d’un
point quelconque situé sur la branche ascendante la vitesse décroit
jusqu’au sommet de la trajectoire, & mesure que le temps augmente.

Dans la branche descendante, dans laquelle 1’angle & et sin 6
sont toujours négatifs, la dérivée ‘% conserve son signe négatif &
partir du sommet de la trajectoire jusqu’au point ol la vitesse v

prend la valeur o' qui satisfait & 1'équation

() JEP f () —+sind=o.

Par suite, dans la branche descendante, la vitesse continue de
décroitre depuis le sommet de la trajectoire jusqu’au point mentionné.
En ce point ’expression (1), & cause de 1’équation (2), se réduit a

dv
(3) ................... = 0
L’équation (1) donne
a
d?:=—gf(v) dt gGOSO dt’

et en mettant an lieu de .80 valeur de I’6quation (3), »° 32, on a

dt‘ —9f (v) +Z cos’ .




Au point ot la vitesse ¢ satisfait & 1'équation (2) et par suite &
la condition (3): Z—'; =0, 0N aura

d __ g%cos®6
a— v

et comme la vitesse ¢', ainsi que nous allons le démontrer, ne peut
étre ni nulle, ni négative, la derniére expression est toujours positive.
Par conséquent au point mentionné la vitesse atteint sa valeur
minima v'".
Pour démontrer que la vitesse ¢’ ne peut étre ni nulle, ni néga-
tive, prenons 1’équation (6), n° 32
. d .
e f)
et mettons-la sous la forme
d(vcose)
“vcoso f( )cose'
En intégrant cette expression de v=1yv, jusqu’a v et de 6 =46,
jusqu’a 6, on obtient

6
logr”zg:e = [f( )coso

On sait par le calcul intégral que si dans I'intégrale définie
X
[e@.f@de
Zo

les fonctions ¢ (z) et f () sont continues entre les limites de z, et X
et que la fonction £ () ne change pas de signe entre ces limites, on a

X X
[2@.f@)de=K [f()de,

ol K est une certaine valeur de la fonction ¢ () moyenne entre toutes
celles qu’elle prend entre les limites de I’intégration, et K a une gran-
deur finie, différente de zéro, toutes les fois que la fonction ¢ () ne de-
vient pas infinie et ne passe pas par zéro dans les limites de ’intégration.
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En désignant par K une certaine valeur moyenne de la fonction £ (v)
entre les limites 6, et 0, nous aurons

]
v cos 6 de
1 goo cos 90= J‘m’

%

ou '
i 6 0 K
log vcos @ — Klog tang (%—'—_2-)_]00, tang (;-.-5) ,

%o €08 % tang ;+%°) tang (;-.-;—“)

d’o 'on tire

w 0 K
cos 6, tang (Z—'—TZ_)
)
0 cos 6 tang (;_'_62_0)
ou '
L] 8\ K
p=uv (coseo>l—K cos.of’tang(jq.-ﬁ)
= Y0\ "coso ’
cos® ¢0 0. tang (; “+ %’\,
et comme
™ 6, _  co8H T 6y __ _ €0s6y
tang(4 +3)= T=me: tang(4 +3)= T—sin 6,
on a

o= o, ()T (k)

En prenant pour la limite 6, une valeur telle que la vitesse v,
qui Iui correspond soit trés voisine de zéro, 1a valeur de K sera posi-
tive et moindre que 1'unité.

Si la vitesse v pouvait devenir nulle, I’angle ¢ devrait atteindre
une valeur réelle capable d’annuler le second membre de 1’équation
précédente; mais K étant plus petit que I'unité, il n’existe pas de
telle valeur de 0, et par suite la vitesse v ne peut pas devenir nulle.
Eile ne peut pas non plus étre négative, car, pour le devenir, elle
devrait passer par zéro.
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Par conséquent la valeur de la vitesse o qui réduit la dérivée %’
a4 zéro est nécessairement plus grande que zéro.
A partir dn point o 1a vitesse est v, la dérivée %; devient positive,

ot la vitesse croit avec le temps, jusqu’a ce qu’elle atteigne une nou-
velle valeur »” qui satisfait -3 1’équation

() P f (") +sin 8" =o.

La valeur " n’est pas un maximum proprement dit, puisque, §’il
’ H

en était ainsi, la vitesse devrait recommencer a décroitre & partir

L . . . . a2
de ¢, ce qui exigerait que %‘; devint négative; mais d—t',’conserve con-

stamment une valeur positive, et quand elle s’annule (pour 0=— g),

toutes les autres dérivées de v par rapport a ¢ s’annulent aussi.
Par conséquent v”est une limite vers laquelle converge la vitesse,
dans la branche descendante, & mesure que le temps croit.

Done: dans la branche descendante de la trajectoire la vitesse a
une valeur minima au point olt

f(@)=4sin ¢ =o,

et & partir de ce point la vitesse croit constamment dans le sens du
mouvement, en s’approchant de la limite définie par I’équation

f@)+sin¢"=o.

36. Limite d¢ Dinclinaison de la trajectoire dans la branche
descendante. Limite de la vitesse. L’une des deux forces qui agis-
sent sur le projectile: la résistance, ralentissant le mouvement suivant
la tangente, et I’autre: la pesanteur, abaissant constamment cette tan-
gente, ’angle O diminue, & mesure que le temps croit. Cherchons la
limite de ’angle & dans la branche descendante de la trajectoire.
La dérivée de 1'angle & par rapport & ¢ est exprimée par 1’équation
(3), n° 32, d’ot I’on tire

at = ——. (%6 .

Qs
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En intégrant cette expression a partir d’un point quelconque pris
pour origine, o 6 = ¢ et { =0, on &

®
ae
gt=[vors
0

La vitesse v entre les limites de £ = 0, jusqu’a ¢ = oo, comme
nous 1’avons démontré, est finie et ne peut pas devenir nulle; par suite
tang L 2)
') PR g=K log#i}-,
tang (Z +3 )
ol K’ est une certaine valeur moyenne entre toutes celles que prend
la vitesse v dans les limites de ’intégration.

Cette équation fait voir que pour £ = oo, on doit avoir

"— &
0 = 5

'En mettant cette valeur dans I’équation (4), »° 104, on voit
que la limite vers laquelle tend la vitesse dans la branche descen-
dante est définie par 1’équation

fo)—1=0,

et I'on devait s’y attendre, car cette équation mise sous la forme
£—1=0, ou p="P fait voir que la vitesse, aprés avoir atteint
sa valeur minima, tend dans la suite du mouvement vers la valeur
ol la résistance de I'air est égale an poids du projectile.

La vitesse des projectiles dans la branche descendante & partir de
sa valeur minima jusqu’a sa valeur limite est toujours plus petite que
876™*, Par conséquent pour déterminer la vitesse limite du projectile
il faut prendre (n° 28) 1'expression suivante de la résistance de 1’air

p= b R? g—lvﬁ(l +'r’—:>,
ois o= 0,012, r = 186",



Posant
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P

= 3Ry

et prenant I =11, on a

La vitesse limite s’ohtiendra de 1’équation

2 .
;—2-] == ] )

et 1’on aura

On a inséré dans le
que peuvent acquérir nos
Pair.

;,—=f(v)=f§c[l+:_i::|

v

290

"g —-

Ll—i—-

2 8
=Y E[V1+%

1].

tableau suivant les limites des vitesses
projectiles sphériques par leur chute dans

2z 22
Projectiles | £ = E S 3| Projectiles | £ - g
TR | 2a |5 s 2 TR le 2
- o | S 825 - Ea | 8 2=
spheériques. 2 g < .= | sphériques 2 2 =
=3 =2
120" |o™2695 |72"48! 211™* 200! lo" 3307 |97 50| 205™*
60! [0,1921{26,00] 190 120! {0,2695 (51,60 191
-3
~ | 86' |0,1693[17,73] 182 o | 80! [0,2413(87,38| 184
=
= 1 so' |0,1590(14,94| 178 40' |0,1921(18,43| 169
o @ g
- 24! |0,1490[12,08] 175 : 20! |0,1490| 8,93| 157
; 18! lo,1337| 8,72| 168 o | 10! f0,1185| 4,50 145
12! [0,1185] 6,06| 161
6! [0,0921/2,87 | 148
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87. Durée. Lo temps que met le projectile & parcourir le trajet
du point ol 6= et v="V, jusqu’au point out I’angle d’inclinaison
est & et la vitesse v est déterminé par I’équation (5), n° 36

ol K’ est une certaine valeur finie, moyenne entre toutes celles que
prend la vitesse v dans les limites de 1'intégration.

Pour trouver le temps que met le projectile & parcourir le trajet
du point de départ jusqu’au point ol la vitesse atteint sa valeur mi-
nima, il faut déterminer la valeur de I’angle &' qui correspond & la
vitesse minima o',

I intégration de 1’équation différentielle (6), n° 32

do, __ v f(v)
49~ cos6

donnant v en fonction de &, on pourra & 1’aide de I’équation
%’: —g[f(v)—n—sinﬂ]:o

trouver la valeur de & qui correspond 4 la vitesse minima o',

On peut intégrer 1'équation différentielle (6) »° 100, quand la
résistance de l'air est exprimée par un terme proportionnel & une
puissance quelconque de la vitesse. Admettons

e =R,
et supposons # un nombre entier.
Posant
et
A RE’

nous aurons

P o o,
=0 =% =mwrms
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Mettant cotte expression dans I’équation (6), n° 32, et intégrant
de ¥V jusqu’a v et de ¢ jusqu'a 6, on a

o | 1
v iKn ® de
v n
n l:nV" cos™ @ +jcos""“ 9] co8 0’
]
ol
dans le cas de » pair
] o 5
sin @ 1 n—1 1 n— 1
jcos"”‘le T n [cos“o a2 s te tn—4'con—te v

o

3.5...(n—1) (n |) 6
*+aa .(n—2)° cos”o-]+ . lOg tang( );

et dans le cas de » impair

6
de sine[ 1 n—1 1 n—3 1
I = ...

—— = . -+ .
cos"+lg n |cos®o n—2° cos® 20 n—4° cos® 40
0

-+ 2.4...(n—1) 1
1.3...(n—2) " cos6

Mettant la valeur trouvée de %; au lieu de f (v) dans I’équation

fw)+sind =0,
on obtient
[4
c de 1 _w
.‘cos""" ® nsin6cos®6 nVPcoshe’

)

ou, dans le cas de n pair

2 1 __n—38 _sin’6
nsxnol_( - sin 0)cos"—’6 n—4° cos® 40 tee
L
8.5...(n—1) sin?e7 _ 1.8. ..(n—l)l tang(—4+§)_ n
T 2.4...(n—2) "cos?o 2.4. 6\~ nVhcos™
o ) * J n tang (E -+ E) nVRcosPe
+sin¢[ 1 +n—l 1 -+ +85...(n—1) ]
n [cos"e n—2 cos™Zg e 2.4...(n—2)" cos’cp
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et dans le cas de n impair

[(1_ sm’ﬂ) 1 _n—3. sin26

cos" 29 n—4°cos® 4o

—nsme

__24...(n—1) sin?Q
8...n—2)" cos 6

kn sinp[ 1 n—1 1 2.4...(n—1)

= wVhcoshe T n Lcos"e T n—2 co—Zg * V13, (n—2)cosp]’

Les deux derniéres équations ne peuvent étre autrement satis-
faites que par une valeur négative de @; et ’on devait s’y attendre, -
car on sait que le point ol la vitesse atteint son minimum est situé
dans la branche descendante de la trajectoire. En changeant donc
0 en — 6 dans le premier membre de chacune de ces deux équations et
puis en posant 6 =o et 6 = 1tEon voit que, dans le premier cas, le pre-
mier membre de chacune de ces équations se réduit & -+ oo et dans le
second cas & — oo, de maniére que 1’angle qui satisfait & ces équa-
tions et qui correspond 3 la vitesse minima est nécessairement plus

grand que — -, toutes les fois que 1’angle de projection est plus petit
que 3 et est plus grand que — .

Le temps qui est mécessaire pour que la vitesse devienne un
minimum est toujours fini. En effet, I'angle d’inclinaison — &' qui
correspond au minimum de la vitesse étant toujours plus grand que——
I'équation (5), n° 36 fait voir que le temps nécessaire, pour que la
vitesse devienne un minimum, est toujours fini.

Le temps nécessaire pour que la vitesse atteigne une valeur
constante, est inﬁm’ En effet, la vitesse atteint une valeur constante,

quand 6 = — —, et dans ce cas I’équation (5), n> 36 fait voir que

le temps est infini.
38. Longueur de Uarc. La longueur de I’arc qui correspond a
la vitesse minima v’ s’obtient (6q. 8, n° 32) de I’expression

? T, @
J d_ —_— K" log PE(—R_O.”)
g tang ( )
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ol K” est une certaine valeur finie moyenne entre toutes celles que

ng(7+35)

tang (1: 9’)
ayant une valeur finie, ’arc qui correspond & la vitesse minima
est fini. )

L’arc qui correspond 2 la vitesse limite v est donné (éq. 8, n° 32)
par 1'expression

prend »? dans les limites de l'intégration, et le log

tang( —+ )

ang 0

?
2

J ‘—d.L_K”’10°

olt K est une certaine valeur finie moyenne entre toutes celles que

T @)
tang( i+3 )
~ wngo
étant égal & co, l'arc qui correspond & la vitesse limite est infini.

prend ¢* dans les limites de l'intégration, et le log

39. Asymptote de la branche descendante. On a vu (n° 36)
que la tangente extréme de la branche descendante est verticale; dé-
montrons qu’elle est située & une distance finie du point de départ,
ou en d’autres termes que la branche descendante de la trajectoire a
une asymptote.

La distance au point de départ du point de l'intersection de la
tangente extréme avec I'abscisse des z est déterminde (éq. 9, 32)
par I’expression

g
V! dl = 2dt9.

g = — v
R
2

® — |
|——

La valeur de 2 étant toujours finie entre les limites de I’intégra-
?
tion, ainsi que celle de 1'intégrale fdﬂ P + , la valeur de x

=%

est finie. Donc la branche descendante a une asymptote verticale.
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40. Rayon de courbure. On a pour I’expression du rayon de
courbure (éq. 2, »° 32)

g
T= g cos6?
qui fait voir que le rayon de courbure va en diminuant jusqu'au
. : 1 . .
sommet de la trajectoire, c’est-d-dire tant que v et —— décroissent.

Au-deld du sommet v décroit encore, mais c—s—& croit: on ne
peut done & la simple inspection décider, si y continue de déeroitre.
Pour le reconnaitre prenons la premiere dérivée de y par rapport & 0
et examinons son signe. On a

dy _2v 1 dv 2 sing
de ~ g cos® d9 g coste

I’équation (6), n° 32 donne

dv
do ~ cos#H

v [/'w) —+ sin 0] ;

. . . d . .
en substituant cette valeur dans 1'expression de Jg, il vient

(l~(

i*ﬂowa[_ 2f(v) +3 sma_J

Cette expression fait voir qu’au-dela du sommet la dérivée ‘%est
positive et que par suite v continne de décroitre, mais seulement
jusqu’au point on @ satisfait & 1’équation

2f (v) +3sing = 0.
En ce point la seconde dérivée
a2 o o g . .
g [3 of @) f! (0) + 3 cos? 9]

est positive, et par suite le rayon de courbure atteint en ce point sa
valeur minima et va ensuite en eroissant jusqu'a I'infini.
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La valeur de g—; au point ot le rayon de courbure est un mini-
mum, par suite de la condition 2f (v) + 3sin & = 0, se réduit

Z—Z: — i vtangé.

L’angle & étant négatif dans la branche descendante, cette va-
leur de % est positive; donc au point ol la courbure est maxima,
v déeroit avec 4, c’est-a-dire que la vitesse n’atteint pas encore son
minimum.

Par conséquent le point correspondant & la courbure maxima est
plus voisin du sommet que le peint o la vitesse est minima.

41. La vitesse et le rayon de courbure, pour des inclinaisons
de la trajectoire égales, mais de signes contraires, sont plus grands
dans la branche ascendante que dans la branche descendante. En
effet, I’équation (6), »° 32

d
ELRN

fait voir que la vitesse horizontale vcos & diminue avec 1’angle 4,
¢’est-d-dire qu’elle va en diminuant du point de départ jusqu’au
point de chute; donc pour la méme valeur de cos &, la vitesse v est
plus grande dans la branche ascendante que dans la branche descen-
dante.

On arrive & la méme conclusion pour le rayon de courbure, en
examinant 1’expression

v 1
Y= 5—. 030"

42. L'angle de chute 6, sur un terrain situé aw méme niveaw
que la bouche a feu est plus grand que Tangle de projection ¢.
Prenons la valeur de ¥ donnée par ’équation (10), n° 32

]
gy = — Iv’ tang 6d6.
P
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L’ordonnée y étant égale & zéro au point de départ et au point
de chute, on a

_9’

o—jv’tang0d0+Jv’tang0d0

d’on
—6,
[ vtang 6d6 = [ *tang 6d6,

o

ou, en remarquant que 1’angle & est négatif dans la branche descen-
—6,

dante et mettant — @ au lieu de & dans ’intégrale I o® tang 6do
o

on aura
° o,
I vitang 0do = J' v® tang 6 d6.
[/]

(/]

La vitesse, pour des inclinaisons égales, mais de signes contrai-
res, étant (n° 41) plus petite dans la branche descendante que dans
la branche ascendante, la fonction sous le signe de la seconde inté-
grale est plus petite que celle sous le signe de l1a premiére intégrale;
pour que ces deux intégrales soient égales il faut que &, soit plus
grand que ©. Donc I'angle de chute est plus grand que l’angle de
projection,

43. La vitesse au point de chule, celui-ci étant situé aw méme
niveau que la bouche & feu, est plus petite que la vitesse au point
de départ. Si dans I'équation (1), »° 35

= —g [f (v) —“+ Siﬂﬁ]

on met 3 Ia place de d¢, et si ’on remarque .que sin & .ds=dy,
on obtlent

vdv = — gf (v)ds — gdy.
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Intégrant a partir de v = V,s=o0,y=o0,0n4a
8
#=V—2[ f (v)ds— 29y.
[/]

En nommant ¥’ la vitesse de chute, s’ la longueur de ’arc de
la trajectoire entre le point de départ et le point de chute, et remar-
quant qu’au point de chute y = o, on aura

8'

Vi=V'—2g[ fv)ds,

d’on I’on voit que V' < V. ‘

Donc la vitesse au point de chute, celui-¢i étant situé au méme
niveau que la bouche & feu, est plus petite que la vitesse au point de
départ.

44. L’amplitude de la branche ascendante est plus grande que
celle de la branche descendante. On a

dy

dr=gore tango

Désignant par z' la projection horizontale ou 1’amplitude de la
branche ascendante, par z” celle de la branche descendante et par ¥
la hauteur totale du jet, on obtient

w’ .[ tang 6

et
. Y

z —_[ =— (-2
tang 6 tang 6’
o

ou, en remarquant que 1’angle & est négatif dans la branche descen-
dante et mettant — & & la place de & dans l’expression de z, on a

43 = I tang 6"’
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Les angles 6 aux points qui se trouvent dans les mémes plans
horizontaux étant (n° 43) plus grands dans la branche descendante
que dans la branche ascendante, la quantité qui se trouve sous le
signe intégral dans 'expression de 2" est plus petite que celle de
Iexpression «'; or les limites des deux intégrales étant les mémes et
la limite supérieure étant plus grande que I’inférieure, on voit que 2’
est plus petit que z'.

Donc I'amplitude de la branche ascendante est plus grande que
celle de la branche descendante.

§ 111,

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
MOUVEMENT.

45. Cas ou il est facile dintégrer Uéquation différentielle du
mouvement. Les expressions de la résistance qui ont pour base cer-
taines hypothéses sur la théorie de la résistance ou les résultats des
expériences directes sur la résistance et qui permettent d’intégrer fa-
cilement 1'équation différentielle du mouvement (6), #n° 82 — ces ex-
pressions sont peu mombreuses. L’une d’elles, qui comprend le cas
le plus général, est la suivante

o =nR(\ + Bo").

Dans ce cas ’équation (6) n° 32 peut étre facilement ramenée
une équation différentielle linéaire du premier ordre.

On sait qu’on peut toujours négliger, dans 1’expression de la ré-
sistance de I’air, le terme indépendant de la vitesse; c’est pourquoi
nous allons nous occuper ici de 'intégration des équations différen-
tielles du mouvement, en supposant la résistance exprimée par un seul
terme proportionnel & la »™° puissance de la vitesse.

46. Intégration des équations différenticlles du mouvement
5‘
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dans le cas ou la résistance de Dair est ewprimée par la for-
mule
p= eﬂn nR‘v" *).

Posant
PO .
o R 11 !
on a
v
_ = f (v) kn co;"e

ot Iéquation différentielle (6), n° 32 se réduit &

do, __ 1 _o"*!
de — k" cos"+1g?

d’ott ’on trouve en séparant les variables

dv, 1 d6

o1 B Cosh 16
Appelant ¢ ’angle de projection, V, la projection horizontale
Vcos p de la vitesse initiale, et intégrant entre les limites desv, 4 V)
etde dadop,ona
— Vl

v, = = i
1 nv," de Py
+ k" | cos®™+lo
)

*) On a construit sur les figures 7 et 8 les valeurs de p’ correspondantes & di-
verses vitesses, déduites des résultats des expériences sur la résistance de ’air
au mouvement des projectiles, et on a inséré au n° 27 les expresslons de ¢’ qui
représentent ces résultats. En remarquant que

y O 9
p=mnR%p T
on voit qu'il faut prendre dans la formule
o
p=db TN tR*",
4
pour le coefficient o, une valeur moyenne entre toutes celles que prend “p_z

dans les limites des vitesses qu'on a A considérer.
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ot

Jcsg

l ‘coso
”V‘
cos":F

L’intégrale qui se trouve au dénominateur s’exprime en termes
finis, et par suite la vitesse v s’exprime aussi en termes finis, toutes
les fois que » est un nombre entier.

Substituant la valeur trouvée de v, en fonction de & dans les
formules suivantes (n° 32)

— 1 3 doé
ds=— 30 575"
—_1,3.d
dg = T 9“1 coste?
— 1 gosinode
W=—7% oo
= v, _
= T g “1cos?e?
on obtient les expressions
rP de
V,? cos? @

D e

D ¢
D

L
L]
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? do__
t— v, cos?6
— T ? 1 ’
1 aV," do n
+ | o ie
6 ] .

Entre ces formules on obtient sous forme finie:
1° celle qui donne s, quand » = 2. Dans ce cas, en posant

EO) =[5 M

on a

s="—" ? a o)
)1+ — 50
ot
=rlog[1+T1 (¢ (<p)—g(o)):]

et 2° celle qui donne ¢, quand » = 1. Dans ce cas

t=l7_,_ d tang 6
g 1+Kk' tang(p—% tang 6

[}

et
t="log[1+ 3 (tang o — tang 6) ].

Les expressions de x et de y en fonction de & ne pouvant &tre ob-
tenues sous forme finie dans aucun des cas particuliers, de maniére
qu’il devient indispensable de calculer leurs valeurs approximative-
ment; nous chercherons les expressions exactes de v, ¢, 6 et y en
fonction de 2 pour le cas de » =1, et pour les cas de » > 1, ot

K %— [t::f: ~+ log tang ( g)] —+ const.
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P’on ne peut obtenir les expressions exactes de ces valeurs, ainsi que
pour les expressions de la résistance qui different des précédentes,
nous exposerons une méthode approximative d’intégration des équa-
tions différentielles du mouvement. Quant aux formules de ce numéro,
nous en profiterons pour déduire les conditions de la similitude des
trajectoires décrites dans V'air par les projectiles sphériques qui n’ont
pas de rotation.

47. Conditions de la similitude des trajectoires décrites dams
Vair par les projectiles sphériques qui n’ont pas de mouvement de
rotation. Deux projectiles sphériques qui se meuvent sans rotation
daus D’air et éprouvent des résistances proportionnelles aux densités
de I’air, aux sections des grands cercles des projectiles et aux n™
puissances de leurs vitesses, décrivent des trajectoires semblables:
1° si les deux projectiles sont tirés sous le méme angle de projection,
et 2° si les vitesses des projectiles, aux points de départ, sont pro-
portionnelles aux racines #" dé leurs diametres, aux racines n™" de

leurs densités et inversement proportionnelles aux racines »" des
densités de ’air dans lequel ils se meuvent.

Si ces conditions sont remplies, 1° les vitesses des projectiles
aux points homologues des deux trajectoires (c’est-a-dire aux points
ou les angles d’inclinaison des deux trajectoires sont les mémes) et
les durées que mettent les projectiles & atteindre ces points sont pro-
portionnelles aux vitesses initiales des projectiles, et 2° les dimen-
sions linéaires des deux trajectoires sont proportionnelles aux carrés .
des vitesses initiales.

En effet, appelant R et R’ les rayons des projectiles, D et D/
‘leurs densités, I1 et I1' les densités de 1’air dans lequel se meuvent
les projectiles, Vet V¥’ les vitesses initiales des projectiles, v et o les
vitesses des projectiles aux points homologues, ¢ et ¢' les durées que
mettent les projectiles & atteindre ces points, &" et k'™ les coefficients
de la résistance, et posant

R D r v
)‘=§’ P=pr A= W=y T=5H 0=
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on a
P N, P 4xR°D BRI
¥ _ AR W _RT _RUW W g
TP N, P $=BD ED 1’

AR O R Rl 1]

et comme d’aprés les conditions de la similitude des trajectoires

on trouve

[ iR S

v
v—=w0,
tl
‘t=? =wo,
_ s'__z'_y'__ 2
ST =y =%,

ce qu’il fallait démontrer.

48. Equations du mouvement dans Thypothése de la yésistance
proportionnelle & la premiére puissance de la vitesse. Soit

, 9=Jl>€—l1tR’v.
Posant ‘
P_m_,
AR T~
on a

LA —Y___
P—f(v)—k'—kcoso’

et en mettant cette valeur dans I’équation (6), n° 32 on trouve
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Substituant cette expression dans 1’équation (9), n° 32, et mté-
grant entre les limites de 0 4 z et de ¥, 4 v,, on a

. m:‘—"}(Vl - i)l),
d’ol ’on tire
0 n=V,— %x
ot

1 1

2" (V ___ )2'

Mettant cette expression dans I'équation (9), n°32, et intégrant
entre les limites de @ & 6 et do 0 & 7, on trouve

2)....... tang 0=tangq>+—;7-— LA
1 V,—%x
ou
@)....... tangﬂ:tangq;—L
r(1—g)

Mettant—é, la place de tang 6 dans 1’équation (2) et intégrant
deodyetdeodz ona

4)....... y==2 (tangq>+;'f)+ log(l—w)

ou, en développant log (1 — ——) en série, on trouve

2 ixa gt
B)....... y=xtangq>—%—eg‘7l—4i,7—....

La durée s’obtient en mettant dans I’expression

dt =%

Y

la valeur de v, de ’équation (1) et en intégrant entre les limites

deoatetdeoaux; on trouve
() VT b= L log L

Vl-—%x.
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Les équations (5) et (3) font voir que, pour les mémes valeurs
de z, plus le coefficient %est grand, plus les valeurs de y et de tang &

sont petites. Les angles @ étant négatifs dans la branche descendante,
on voit que dans cette branche, pour une méme valeur de z, la valeur

absolue de & croit avec la valeur de ,%

49. Relation entre la résistance, les ordonmées et les angles
d’inclinaison, pour une méme valeur de z, quelle que soit la loi de
la résistance. Pour appliquer les équations du mouvement déduites
dans I’hypothese de la résistance proportionnelle & la premiere puis-
sance de la vitesse au cas d’une loi quelconque de la résistance, il

faut égaler le coefficient constant ,% 4 une certaine valeur moyenne
(différente pour chacune des équations) entre toutes celles que prend
Iexpression f—il) dans les limites de ¥ = V a». La fonction f(v) croit

avec la résistance, ainsi que le rapport f'#”)(toutes les fois que le de-

gré de f(v) surpasse le premier), et par suite croit aussi le coefficient %

Done, quelle que soit 1a loi de la résistance de 1’air, & une plus grande
résistance correspond, pour une méme valeur de ’abscisse z, une plus
petite ordonnée y et dans la brancheascendante un plus petit angle &,
tandis que dans la branche descendante & une plus grande résistance
correspond un plus grand angle & (abstraction faite du signe).

50. Méthode d’approximation pour intégrer les équations diffé-
rentielles du mouvement. Si dans 1'équation différentielle (6), n° 32

d .
T =1) 5
ol
fo)=3%,
on peut substituer & la fonction f(v) cette autre fonction

S(avcoso) __ flar))
acos®  acoso’

o étant une constante choisie convenablement, les variables peuvent étre
immédiatement séparées, quelle que soit la forme de la fonction f(v).



On peut faire cette substitution sans grande erreur toutes les fois
que I’angle 6, dans toute 1’étendue de la courbe que 1’on considére,
varie dans des limites assez restreintes, pourvu qu’on prenne pour a
une valeur constante telle que le produit acos & differe le moins
possible de 1’unité pour toutes les valeurs qu’il acquiert entre 6 =¢
et 6.

Opérant cette substitution, on obtient 1’é6quation

do d (avy)
(l) .............. 0820 =a ay, f(avl) )

ol les variables sont séparées.
En Pintégrant on a

d (av;)
@ vennnn tang 0 = tang ¢ —a f m,)f(iv.) )
l

Vinclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse.
Substituant dans la formule (9), n° 32

1 de
do = — g " cos?6
la valeur de os, - de T'équation (1), il vient
av d (av,)
[t P ar = j ftd
ar,

En effectuant 1'intégration on aura 1’expression de az en fonction
de ow, et de aV,, et on en pourra tirer I'expression de av, et celle

de o o0 fonction de ax et de aV,. Soit
() J o, = ¢ (ax, aV))
et

) TP m‘lo‘f = §(az, V)
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Pour trouver l’éqﬁation de 1a trajectoire, prenons I’équation (9),
n° 32, qui donne

et en substituant la valeur de —; de ’équation (4), on a

(v)’l

— agy (ax, a V) d (ax).

cos%6
En intégrant et remarquant qu’au point de départ 6 = g et z=o,
on trouve

6)..... . .tang 6 =tang @ — ag [ ¢ (az, a ;) d (az),

Pinclinaison de la trajectoire en fonction de z.
Mettant% 3 la place de tang & dans la dernidre équation et inté-
grant en remarquant que pour # =0, y = 0, on obtient

p 2 o
O y=stangp—g [d(o2) [ $(az, aV,)d(02),
(/] o
Péquation de la trajectoire.
Le temps se détermine en mettant dans la formule (7), »° 32 au

lieu de - , 5 58 valeur de I’équation (1) On aura ainsi

) PO, ;(‘Z} )
avl
la durée en fonction de la vitesse.
Pour avoir le temps en fonction de z, il faut substituer dans
Pexpression trouvée de ¢, a la place de v, sa valeur de I’équation (4),

ou bien, aprés avoir mis dans ’expression de df = d—‘;" d—::‘”)& la

place de a_v, sa valeur de 1’équation (5), déterminer le temps d’aprés
la formule

) T t=[V'$(az,aV)) d (az).
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51. Application au cas o la résistance est exprimée par un
binome dont le premier terme est proportionnel au carré de la vi-
tesse et le second d la quatriéme puissance de la vitesse. Dans co cas

9=JLnR’I—?;v’|:l -+ g]

Posant
__ P 0
T 2RmRqg I’

1%=f(v)= %c[l -+ g—]
f(av) = (“"‘) [1 (“""z].

L’équation (2), n° 50 devient

LA
: d (av,)
tang 0 = ta — 2agc L
8 e e J:avl)’ |: 1+ (“”')2

ona

et

et remarquant que

1 1
(avl)s[ ) (;“:2!_)2] (@3~ 7 ap, r | . M_;)’ ’

on obtient
v 2[1 Ly

a1+ (aV.)*]

l’mclmalson de 1a trajection en fonction de la vitesse.
L’équation (3), »° 50 devient

L6
2c d (av;)

tang 6 = tangcp—l-gc (l—;‘l—:) +3r%9log

a 9?2

r=

av,
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et remarquant que

1 1 1 oy,
_____ -
v, [l —+— (Wl)z] avy r? 1 (G:;)

on obtient
V 2 [ 1+ (“”1) ]
I:l (GVI) ]

P’abscisse z en fonction de la vitesse,
et cette équation donne

v
=
V (1 - (ﬂvl)z) e‘%’_(“fn)’

la vitesse en fonction de 1’abscisse .

vl=

Par suite 1’équation (5), n°> 50 devient

1 AL oz V.)2
LIJ (ax, G.Vl) = AL A [(l -+ (ar;) ) ec (a,.zl) ],

et en mettant cette expression dans les équations (6) et (7), »° 50,
on obtient

ta.ngé?:'tan{.gcp—79'1-2 [5(1 +(“—%‘-)3) (egcg— l)—“—f,')—zx]

et

y=u tangq>-— =3 ——(l+(“;')2)(ea—f—°‘?” — 1)—;-(-“7':‘1’:02)],
ou
il 2
tang 6 = tangcp— = [(1 -+ (“:7,‘)’)’ a___:l-——(“:;‘) } )
c

Vinclinaison de Ia trajectoire en fonction de «,
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et

ng

2

(4

ax
, v ¢ —o 1! s
y=xtallg<? 272 l:(l -+ (a,rzl) ) 5t (:z)z - (ale) ],

I’équation de 1’arc de la trajectoire que 1’on considere.
L’équation (8), n°> 50 devient

vy
d (av,)
t=2¢c 1 5=
(avy[ 1452 ]
av,
et remarquant que ‘
1 = 1 1 1
(a,vl)s [l 4 &) (‘1”1) (azy)? r 1+ (“:7;)2 ?
on a
t=2¢c [@%—G—:,—)—;(arc tang—— are tang“”')]
ou
. %‘-—— 1—2h (arc tang 2L — arc tang =
b= v ax ?
a¢
et en se rappelant que
' v,
vl — V 1 ( — ,
(a 2\ %% (aVy)
V(1 €)%
on obtient
aV,

|

(aV,)?\ aZ (aV,)’_ aV, aV, r
‘/( = )ec— = l—— . arctg— —arctg

¥I§

le temps en fonction de z.
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Posant
&= %» Ve= '(%: )
F(o)=2, Fo =51,
P, V)=1+V)F()— TV,
3@ VhH=(1+V2HF,(s)— V.2,
V(o V)=V (1 +V)e—V,
VU, VH)—1—7, (arc tang V,—arc tang o (zVOV”)>
€, V)= 7] L

on réduit les formules obtenues aux suivantes:
L’équation de la partie de la trajectoire que 1’on considére

[0 5 P y=xtangq>—%@(z, VD).
I’inclinaison de la trajectoire en fonction de z
() T tang @ = tang @ — i‘,’.—f’, 3(e, V).
L’abscisse # en fonction de la vitesse
T G
() JU x=;-m-Log—m%-
La vitesse en fonction de
@)............... v 4 ik

T, V) wsb
La durée en fonction de 2

(B)eweeeennnnn.. t=78(, V).

I’inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse

(av,)?

Vi3 14—~

g1 sty e, 1 g W]

(6)-tang O=tang p— - £ 1—35)+ 2% L°g.,l=[1'+<“‘?’]'
7
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52. Application au cas ow la résistance est exprimée par wn
terme proportionnel au carré de la vitesse. Dans ce cas

o =dm B [ V.
Posant
P I
T 2fmRY MM’
on a

P __ v
jp'-—f("’)—z—gc

ot

) 2
f(av) = (% .

Procédant comme on 1'a fait au #»° 51 et posant

ar
&= —

c?

F (o) =", Flg =75,

on trouve:
L’équation de la partle de la traJecwlre que Y’on considére

a............ y=uatangp — 2V,,F(z)

L’inclinaison de la trajectoire en fonction de z

@)...ovenn... tang 6 = tang p — —;—:’, F, ().
L’abseisse Aa; en fonetion de la vitesse
2 1 ¥,
(3) ............... @ ='; Lo—ge . L g vl

O PO v= l: ks
e
La durée en fonction de z
[ P t=y-F, (g)
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L’inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse

2
tang 6 = tang p— = %‘(1——%2) .

v

On peut obtenir les formules de ce numéro directement de celles
du »n° 51 en y posant r = oo.

53. Application au cas ow la résistance est exprimée par un
terme proportionnel & la siziéme puissance de la vitesse. Dans ce cas
— o IT 6o
p=4db. "rcR T

En posant
p n

65='2eﬂonR"g' ,’

on obtient

p =)=

et
6
f(av) = Gr.
Procédant comme on T'a fait au #° 51 ot posant
25V %
- ) 1)
f g —
Po="000 =,
i_
3 (¢) = b—?—,—l,
D) =124,
(g1
()= T%s
on trouve:

L’équation de la partie de la trajectoire que 1’on considere

¢ ) P y=xtangq>—%1p(z)-
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L’inclinaison de la trajectoire en fonction de z
(6 P, tangO:tangcp-——‘I’,—’::!(z).
I’abscisse « en fonction de la vitesse
) VT r= 2:—;@.——-1)

La vitesse en fonction de z

.V eso :
(4) .............. v — ‘m . m .
La durée en fonction de =
() 1S t= -;il @ (o)

L’inclinaisson de la trajectoire en fonction de la vitesse

[]
6)... .tang 0 = tang o — 5% (1—35).

54. Application au cas ow la résistance est exprimée par un
terme proportionnel au cube de la vitesse. Dans ce cas

o= mm% .
Posant
p=_L I
2dbnRg I’
on .obtient J
(ow)?

ot

Procédant comme on 1’a fait au n° 51, on trouve:
L’équation de la partie de la trajectoire que ’on considere
2 2y a2V, \2
... .y=:vta.ngq)—-;’—"',"l—2 [l + 312 ,‘-‘( c;’)].
6#
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L’inclinaison de la trajectoire en fonction de z
G’V ZV bl
(2). .tang0=tangq>—lg7_‘:’z [1 +_% . 0215_'_ Tll(uczlw) ].

L’abscisse = en fonction de la vitesse

) YRR = el,,,l("' 1).

La vitesse en fonction de =

1 4 cos @

(4) ............. V= IV .z cos 6°
1+1 cz‘

La durée en fonction de 2

(- T t—=2% [1 ) am]

L’inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse

(6).ennnnn tang 6 = tang @ —gde (1— 753).

55. Application au cas on la résistance est exprimée par un
terme proportionnel & la quatriéme puissance de la vitesse. Dans
co cas

p = At R? H—[—[v".
1
Posant
p

¢= 2Ry

I,
u H
on obtient
1% = f(v) =S E';;
et

"
f(uvl) = %'

Procédant comme on 1’a fait an »° 51, on trouve
L’équation de 1a partie de la trajectoire que 1’on considére

M.e.o..... .y=a;tangq>—-§:;[,l+§f—:’%2]-
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L’inclinaison de la trajectoire en fonction de =

_ gz 3V, 2z
(2)..eo.... tang 6 = tang —ﬁ,[1+.“—cl,—].
L’abscisse # en fonction de la vitesse
3 (V2
(3) .............. r= aTvl—z(al—i—l)

La vitesse en fonetion de z

Vl LA
c3

La durée en fonction de z

. (l + G'Zfz');— 1 .

(5) ............. t—'_—- ?‘ . a’V,’a:
3

8,
2

L’inclinaison de la trajectoire en fonction de la vitesse

= —9 (1__u*
©)....... tang 6 = tang ¢ — 5,32 (1 V..‘)'

56. Relation entre les fonctions par lesquelles les équations
du mouvement dans Uair different de celles du mouvement dans
le vide. Comparant les équations du mouvement trouvées dans les
n™ 51, 52, 53, 54 et 55 pour différentes expressions de la résistance
de D'air avec les équations du mouvement dans le vide, on Voit qu’elles
différent de celles du mouvement dans le vide par de certaines fonc-
tions qui y entrent comme facteurs.

Toutes les trois fonctions
¢', F, (2), F(2),

qui entrent dans les équations du mouvement dans le cas ol la ré-
sistance est exprimée per un monome proportionnel au carré de la vi-
tesse, se réduisent A 1’unité pour z=o, et croissent avec z. Pour
une méme valeur de z > 0, on a F(2) < F, (s) < €.
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Toutes les quatre fonctions
@ (Z! Vog) B 5 (z, Vos) ’ v (Z7 .VOS)’ g (z7 VOQ)’

qui entrent dans les équations du mouvement dans le cas ou la ré-
sistance est exprimée par un binome dont le premier terme est pro-
portionnel au carré de la vitesse et le second & la quatri®me puissance
de la vitesse, se réduisent & 1'unité pour z=o, et croissent avec zet V.

Pour ¥,2=0, na® (z, V) =F(2), 3 (z, V) =F, (2), Uz, V2)=e?,
G (5, V) =F, (g) Pour les mémes valeurs de z et de ¥, on a
PR V)< Vet &2, V) < V(2 V).

Toutes les quatre fonctions

P, 30,0, e,

qui entrent dans les équations du mouvement dans le cas ou la ré-
sistance est exprimée par un monome proportionnel 3 la sixidme puis-
sance de la vitesse, se réduisent & l'unité par z =0, et -croissent
avec z.Pour une méme valeur de 2, on af) (2) < 3(2) et T (2) <D ).

La méme relation existe entre les fonctions qui entrent dans les
équations du mouvement dans le cas ol la résistance est exprimée
par un monome proportionnel au cube de la vitesse et dans celui o
la résistance est exprimée par un monome proportionnel & la quatriéme
puissance de la vitesse.

57. Tgble des fonctions ¢*, F,(2), F(2), P (2), 3 (2), D (2), T (2).
Ces tables sont insérées dans 1’annexe sous lés »** III, IV, V, XII,
XITII, XTV. Elles sont & un seul argument 2, et donnent les valeurs
des fonctions avec quatre décimales pour des valeurs équidistantes
de 2. Elles s’étendent de # == 0 jusqu'd z=13 pour ¢, de z=0
jusqu'a 2 =2,4 pour F, (¢) et F(z), et de 2= 0 jusqu'a 1,8 pour
P@), @), e et (2). La différence constante entre les valeurs
de 2 est de 0,01. A coté des valeurs des fonctions, on a inscrit les
différences entre leurs deux valeurs consécutives. Les différences se-
condes de toutes ces fonctions ne surpassant pas huit unités du der-
nier ordre, on peut calculer les valeurs de ces fonctions avec quatre
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décimales pour les valeurs intermédiaires de 2 qui ne se trouvent
pas dans les tables au moyen de parties proportionnelles sur les diffé-
rences premiéres sans recourir aux différences secondes *).
Ezxemple. Calculer ¥ (0,3165). On trouve dans la table que
F(0,31)=1,1119, et que la différence entre ' (0,31) et F(0,32)
est 0,0039. Donc

0,0065
F (0,3165) = 1,119 + 55750 0,0039 = 1,144,

58. Tables des fonctions ‘-P(z, V.2 et 3 (2, V). Ces tables sont
insérées dans ’annexe sous les n” VI et VII. Elles sont & deux ar-
guments # et V,? et par suite & deux entrées et donnent les valeurs
des fonctions & quatre décimales pour les valeurs équidistantes de ¢,
depuis z =0 jusqu'a £ = 1,68, et pour les valeurs équidistantes
de V2, depuis V,? = 0 jusqu'a V,2=4,2. La différence constante
entre les valeurs de 2 est de 0,02, et la différence constante entre
les valeurs de V,? est de 0,1. Sous Iindication A, on a inscrit les
différences entre les valeurs voisines de la fonction, relatives 3 la
méme valeur de V,? et correspondant & un accroissement de 0,02
dans la valeur de z. La différence A, entre les valeurs de la fonction,
relative 3 ]a méme valeur de 2 et correspondant 3 un accroissement
de 0,1 dans la valeur de V., — cette différence A  est constante et

*) Si ug, #,, M, ... sont les valeyrs de la fonction u, correspondantes aux
valeurs équidistantes &,, z,, &,,... de la variable indépendante =, et si la diffé-
rence constante entre les valeurs de z,, x,, T,.... est h, on a, en tenant compte
des différences secondes, la formule d’interpolation suivante

T+ T — X x — x,\ A%,
= Uy -+ ——>Au, — h“(l-—— 5 °)ﬁ.

/

Le maximum de la correction

_x—a l_z—zo) Ay,
h h 1.2°

due A la différence seconde a lieu pour z —h %o — % et alors la correction se ré-

duit & § de la valeur numérique de A?x,. Donc, toutes les fois que la différence
seconde est moindre que huit Unités du dernier ordre, on commetira, en la négli-
geant, une erreur moindre qu'une unité du dernier ordre.
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est inscrite au pied de chaque colonne. En calculant les valeurs des
fonctions & quatre décimales pour les valeurs intermédiaires de
z et de ¥V, qui ne se trouvent pas dans les tables, il faut avoir re-
cours aux différences secondes.

En appelant
f (25, V), [ (215 %), (25 ¥y o
f &, v), F@ 0)yeeeeeeeann..
f (2, vy,

les valeurs de la fonction f (2, v) correspondant aux valeurs

des variables indépendantes 2 et v, en représentant par % la différence
constante entre les valeurs de z,, 2,, 2,,.... et par k la différence
constante entre les valeurs de v,, v,, v;,. ... ot en désignant

8,1y, 0) =F (e, v)— f(z, vy,

B,f(2, 0) =1 (2, v) — (2, v,

B,z 0) = (5, 0)—F (205 ),

Bof (e, v) = [ (25, v)— [ (7, 8, .
8,1, 0) =T (e, B —[ (2, 1),

B, @, v)=[(z,, v) — f(z, v,

A‘A”f(zo, V) = AoA,f(zo, V) = Azf(zo, vl)—-A‘f(zo, v,)

=08, (21, 9)—B,f (@0, v5),
8%, [z, 09)== 8, f(2,, v9) — B, [ (26, ¥p),
8%, f(ey, v) =B, f (5, 1) — B, [ (25, v),
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on a, en tenant compte des différences secondes, la formule d’inter-

polation suivante

f(z’ v)'_—f(zoa Vo) +

£— 2,

~A,f(zo,vo

‘—'o v—”o

-+ ‘A4 f(zo,vo)_"

U — 9

’ Auf(z'o? %)

h

)+
.eo (l __* ; lo)AB‘ f(z,,v,)

_%v-’;vo(l_ o;”O)ABpf(zmvo)'

Ezxemple 1. Calculer la valeur de ® (z,

pour 2= 0,8257, V= 0,3907.

V?) A quatre décimales

Dans ce cas f(z,, v) =% (0,82; 0,3) = 1,4420;
h=0,02; k=0,1; 2—2,=0,0057; v — v,= 0,0907;
A f(zy, v,) = 0,0133; A [ (2, v,) = 0,0340;

AA_f (2, v)=0,0143—0,0133=0,03

50—0,0340=0,0010;

A2, { (2, v)=0,0135—0,0133=0,0002; 4° {(z, v,) = 0;

0,0057 0,0907
P (2, V)= 1,4420 + G0 - 156
0,0057 0,0907 0,0057 0,0057
00356”61000 ° 0:0010 — & - T (1—0 ) 00002
= 1,4769.

Pour la facilité des opérations numériques on disposera les cal-

culs de la maniére suivante

®(0,82; 0,3) = 1,4420

183 = 38

- 340 308

e 10 3
—pB(—g) == e == 0
®(0,8257; 0,8907) = 1,4769.
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L’emploi de la régle & caleul pour ealculer les parties propor-
tjonnelles abrége beaucoup les opérations.

Il suffit dans les cas ordinaires de se borner aux valeurs des
fonctions & trois décimales, et alors il ne fant pas tenir compte des
différences secondes.

Comme exemple, calculons la valeur de ® (2, V%) a trois décimales
pour z = 0,8257 et V2= 0,3907.

On trouve dans la table pour 2=10,82 et V= 0,3 la fonction
Rz, V,)=1,442 et les différences A, = 13,3 et A, = 34,0.
Done:

®0,82; 0,3) =1,442

13,3 = 4
o 34,0 = 31

®(0,8257; 0,3907) = 1,477.

Ezemple 2. Calculer la valeur de 3(z, V,?) & quatre décimales
pour z = 0,8257 et V2= 0,3907. '

Dans ce cas f (2, v,) = 3(0,82; 0,3) = 1,7142; h=0,02;
k=09l;2—2,=0,0057;v—v, = 0,0907; A,f(2,,v,) = 0,0230;
Bof(2y, v) = 0,0649; A8y f (2, v,) = 0,0248 — 0,0230
=0,0567 — 0,0549=0,0018; A% f(2,,v,) = 0,0234—0,0230
= 0,0004; A% f(z,,v,) = 0.

3(0,82; 0,3) =1,7142

5.930 — 66

w549 — 498

o8 = 5
—twm(l=g) 4= —{oidt=— 0

3(0,8257;0,3907)=1,7711.

Caleulons la valeur de J(z, V%) a trois décimales pour s =0,8257
et V,2=0.3907.

On trouve dans la table pour z=0,82 et V.= 0,3 la fonction
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3(2, V,3)==1,714 et les différences A, = 23,0 et A, = 54,9.
Done:
3(0,82; 03) = 1,714

2.230 = 7
».54,9 = 50 °

3(0,8257; 0,3907) = 1,771.

59. Tables des fonctions ¥V (2, V2) ot & (2, V). Ces tables
sont insérées dans 1’annexe sous les n’° VIII et IX. Elles sont &
deux arguments z et V* et par suite & deux entrées, et donnent les
valeurs des fonctions & trois décimales pour les valeurs équidistantes
de 2, depuis 2 =0, jusqu'a z= 1,68, et pour les valeurs équidis-
tantes de V%, depuis V,?=0, jusqu'a V;*=4,2. La différence
constante entre les valeurs de 2 est de 0,02, et la différence constante
entre les valeurs de ¥, est de 0,1. Sous l'indication A, on a inserit
les différences entre les valeurs voisines de la fonction, relatives a la
méme valeur de V. ? et correspondant 3 un accroissement de 0,02
dans la valeur de z; sous l'indication A, on a inscrit les différences
enfre les valeurs voisines de la fonction, relatives & la méme valeur
de s et correspondant a un accroissement de 0,1 dans les valeurs de
V2. En calculant les valeurs des fonctions & trois décimales pour
des valeurs intermédiaires de 2 et de ¥, ? il ne faut pas tenir compte
des différences secondes.

Ezxemple 1. Caleuler 1a valeur de ¥(z, V. ?) pour 2z = 0,8257
et V2= 0,3907.

On trouve dans la table pour z= 0,82 et ¥;>*=0,3 la fonction
Ve, Vo’).-__—- 1,628 et les différences A, == 18 et A = 39. Donc:

v(0,82; 0,3)=1,628
518 = B
.39 35
v(0,8257; 0,3907)=1,668.
Ezxemple 2. Caleuler la valeur de &(s, V,}) pour 2= 0,8257
et ¥,>=0,3907.

Il
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On trouve dans la table pour 2= 0,82 et V,2=0,3 la fonction
B(s, V)= 1,297 et les différences A, =8 et Ap =19. Donc:

©(0,82; 03) = 1,297

. w8 =2
019 = 17

©(0,8257; 0,3907) = 1,316.

60. Tables des fonctions z.R (2, V}) et 2.3 (2. V;?). 1l arrive
dans la solution des problemes de tir de chercher la valeur de 2,
lorsqu’on connait la valeur de V2 et celle du produit 2.% (2, V) ou
bien celle du produit 2.3 (2, V,?). On a caleulé dans ce but les tables
des fonctions 2.%® (2, V%) et 2.3 (2, V) insérées dans I’annexe sous
les »°* X et XI. Elles sont & deux arguments # et ¥, ? et par suitea
deux entrées, et donnent les valeurs des fonctions & quatre décimales
pour les valeurs équidistantes de 2, depuis 2 =0, jusqu’a 2 =1,68,
et pour les valeurs équidistantes de V.?, depuis ¥,>=0, jusqu'a
V,2=4,2. La différence constante entre les valeurs de z est de
0,02, et la différence constante entre les valeurs de ¥,* est de 0,1.
Sous I'indication A, on a inscrit les différences entre les valeurs
voisines de la fonction, relatives & la méme valeur de V? et corres-
pondant & un accroissement de 0,02 dans la valeur de 2. La diffé-
rence Ay entre les valeurs de la fonction, relative & la méme valeur
de 2 et correspondant & un accroissement de 0,1 dans la valeur de
V2, — cotte différence Ay, est constante et est inscrite au pied de
chaque colonne.

Connaissant V2, on cherchera dans la ligne horizontale qui s’y
rapporte la valeur connue de la fonction 2.® (2, V,2), ou bien celle de
la fonction 23 (2, V,¥), et on trouvera en téte la valeur cherchée de 2.
Ainsi pour V?=10,3 et 2% (7, V}) = 1,1824 on trouvera que
1,1824 ¢étant dans la colonne z= 0,82, la valeur cherchée est
z2=0,82.

On trouvera la valeur de 2 & quatre décimales pour des valeurs
connues, intermédiaires de V2 et de z.®(2, V%), ou bien de 23(z,V,%)
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qui ne se trouvent pas dans les tables, en interpolant et temant compte
des différences secondes.

La formule de I'interpolation insérée an n° 58 donne
'-,;'o -Bsf ey, v) =1(e,0)— f(Z0r ¥6) — "7‘% 8o f (20 v,)

— ""_;.'o ) ";kvo Az Bof (89 v)+} l;'o (1 - '_h'o) 2 f(zo’ %)

-+ %0—1,"0 ( - ?—TOQ) Ao* £ (29, ).

Caleulant d’abord la valeur de “5*.A, f(z,,v,) en négligeant

les termes & différences secondes, ¢’est-a-dire en se bornant aux trois
premiers termes du second membre de 1’équation, on trouvera la va-
58—5,
5
cinquitme termes du second membre de 1’équation, on trouvera la

leur approchée de et en la substituant dans le quatriéme et le

valeur de ‘:hf‘l.A, f (2, v,) avec la précision désirée et on en tirera
la valeur cherchée de 2.

Ezemple 1. Trouver la valeur de £ & quatre décimales pour
V,2=103907 et 2.9 (¢, V,})=1,2195.

Dans ce cas f(z, v) =2.® (2, V) =1,2195; v,=0,3;
f(z, v)=1,1824 =0,82.9(0,82; 0,3); ¢,=10,82; h=0,02;
k=0,1; v—v,=0,0907; A, f (2, v) = 0,0401;

A, f (2, v)= 0,0279; A B, f (¢, v) = 0,0416 — 0,0401
=0,0294—0,0279=0,0015; A,* f(s,, v,)=0,0407—0,0401
=0,0006; A *f(z,, v,) =0, et 'on &
2PE,VH= 1,2195
—0,82.9(0,82;0,3)= —1,1824
— 15+ 279 =— 253

1a valeur approchée de 52 A_f'(2,, v) = +0,0118;

s—s, __ 00118,
la valeur approchée de 5 = 0601
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Ia valeur approchée do 504 f(z,, v) = + 0,0118

118 907

— &1 "1000° 19 =— 4

118 118 118 283 '
1. 2 (]1—=V).6 = 1.--.22. 6=

+3 401(l 401) b=—+3 % 10 + 0

1224, [ (2, )=+ 0,0114;

2=z, 0. 0,0114 = 0,82 + 0,0057 = 0,8257.

11 suffit dans les cas ordinaires de se borner aux valeurs de z &
trois décimales, et alors il ne faut pas tenir compte des différences
secondes. .

Comme exemple, calculons la valeur de 2 i _trois décimales pour

o =0,3907 et 2z ® (2, V) =1,220.

On voit dans la table que dans la ligne horizontale V*= 0,3
la valeur la plus voisine de 2%®(s, V,})=1,220, mais plus
petite, est 1,182 et qu’elle est dans la colonne z = 0,82. Les diffé-
rences qui correspondent A la valeur de 1,182 sont A, =40,1 et
A,=27,9. On aura

R, V)= 1,220
—0,82.9(0,82; 0,3) = — 1,182
907
— . 27,9 L =— 25

’Lh‘_oA‘ = +0,013;

2=z, 51 - 0,013 = 0,82 + 0,006 = 0,826.

Exemple 2. Trouver la valeur de 2z & quatre décimales pour
Vi=10,3907 et 2 I (2, V,5) = 1,4624.

Dans ce cas f(z, v) =23 (2, V) = 1,4624; v,= 0,3;
(2, v) =1,4056 = 0,82.3 (0,82; 0,3); 2,—=0,82; r=0,02;
k=0,1; v—v,=0,0907; A, f(2,, v)) = 0,0537; A, [(z,, v,)
=0,0450; A, A, f (%, v,) =0,0562 — 0,0537 = 10,0025 ;
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A%, f(z,, v) == 0,0548 — 0,0537 = 0,0011; A% f(s,, 1) =0

et I’on a

232, V)= 1,4624

—0,82.3(0,82; 0,3) = —1,4056

907
— . 450 =— 408

la valeur approchée de 2 . —20A_f(2,0,) = + 0,0160;

la valeur approchée de——=2

55— 'o 10,0160
— 70,0657 ]

la valeur approchée de <5 A, f(z,, v)) = + 0,0160

160 907 '
— 537" foee” 20 = — 7
160 160 160 377
+3- 537(1 537) =3 5 5 1= 1
'_"’A L[5, v) = +0,0154;
sty 20,0154 — 0,82 + 0,0057 = 0,6257.

Calculons la valeur de 2 & trois décimales pour V2= 0,3907
et 23(z, V,) = 1,462.

On voit dans la table que dans la ligne horizontale V2 = 0,3
la valeur la plus voisine de 2 J (2, ¥,") = 1,462, mais plus petite,
est 1,406 et qu’elle est dans la colonne 2=0,82. Les différences qui
correspondent & la valeur de 1,406 sont A, = 5,37 et A = 45,0.

On aura
23z, V)= 1,462
—0,82.3(0,82; 0,3) = — 1,406
— 45,0 =— 41
P=Bp — 4+ 0,015;
2=z, 220,015 = 0,82 + 0,006 = 0,826.



61. Détermination de la valeur de la constante a.. Pour in-
tégrer, par approximation, les équations différentielles du mouvement,
quelle que soit 1’expression de la résistance, on substitue (»° 118)
3 la fonction f(v), qui exprime le rapport de la résistance an poids
“du projectile, cette autre fonction

S (xvcos6)
acosd ?
ol la constante a doit étre choisie de maniére que le produit & cos 6
g’éloigne le moins possible de 1’unité pour toutes les valeurs qu’il
acquiert entre & — ¢ et 6. Par conséquent a doit étre égale a4 une

certaine valeur moyenne entre toutes celles que prend — dans

les mémes limites.

0080

Le général Didion, qui se sert de la constante a pour intégrer,
par approximation, les équations différentielles du mouvement, prend
pour la valeur de a le rapport de 1’arc de la parabole compris entre
les limites @ et & & sa projection horizontale. On a pour la parabole
(é9. 1, n° 37) v, =V, et par suite les équations (8) et (9), n° 32
deviennent

9 ?
VT_[ ot :c=VT_[
6 6

cos?g?

de manidre que
®
de *)

€08
0

P
Icoszo

0

a =

)

*) On peut faire voir facilement que la valeur de a ainsi déterminée est une cer-

taine valeur moyenne des différentes valeurs de entre les limites 6 = @ et 6.

cos0
On sait en effet que la fraction

a+a +a' 4....
b+b +b"+
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ou, posant
6
6(0)=J‘co‘:ze =4[‘::g: ~+ log tang( 2)]
o

et remarquant que

?
i .

Fs%:tangq;—tangﬂ,

6

on a
§@—E)
tang ¢ —tang 6’
L’expression § () fait voir que § (0) = 0, § (— ) = — E(0)
et comme on a tang 0 == 0 et tang (— ¢) = — tang 6, on trouve:
entre les limites ¢ et 6

oo =

E(@)—E(9)
tang ¢ —tang 6’

entre les limites ¢ et 0, ainsi qu’entre les limites ¢ et — o

£
tang @’

o=

o=

all

est moindre que la plus grande des fracnons 7 :, » 37 --- et estplus grande

a+a +a’+.
que la plus petite de ces fractions, de sorte que ey Carey X e " est une cer-

"
a

taine valeur moyenne entre les valeurs de 3 ’ g, I AR
Donc la quantité

est une certaine moyenne des différentes valeurs que

L
cosfeo 1

cos A

acquiert entre les limites ¢ et 6.

-1
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entre les limites ¢ et — &

o — E@)+£©
~ tang @ -+tang 6’

entre les limites — ¢ et — &
a—_tO—8@
tang 6 — tang @
On a inséré dans la table I de 1’annexe les valeurs numériques

de §(9), do =2 ot de a.

62. Choiz des points de division d'une trajecloire en plusieurs
parties. Si I'on examine la table des valeurs de a, on voit que quand
les angles sont petits, & dépasse 1’unité de trés peu. Ainsi, pour un
are de 5° & 0 la quantité a dépasse 1'unité de ;; environ; pour un
arc de 10° 3 0 la quantité a dépasse 1’unité de g environ; pour un
arc de 15° & 0 la quantité a dépasse I’unité de % environ. Par con-
séquent lorsque le-projectile est lancé avec une vitesse initiale telle que
la résistance de I’air entre les limites de cette vitesse et de la vitesse de
chute peut étre exprimée par une seule formule, on peut ne pas dé-
composer la trajectoire en parties, tant que les angles de projection
sont compris entre O et 15°, et on peut prendre pour «1’unité, quand
I’angle de projection ne dépasse pas 8°, et la valeur de tfm(-%)q, quand
l'angle de projection est compris entre 8° et 15°.

La quantité & entre dans 1’expression

S (av cos 6)
o €08 0

qui est substituée & 1a fonction f(v). En égalant a & sa plus petite
valeur, I’unité, la fonction f—ﬁ-’%;%o-) sera moindre que la fonction f(v)
(toutes les fois que le degré de la fonction f(v) est plus grand que
Punité), ou, ce qui est tout un, on prendra une valeur trop faible pour
la résistance de D’air; par suite on aura (n° 49) des valeurs trop
fortes pour les ordonnées y, et 1a trajectoire calculée passera au-dessus de
la trajectoire réelle. En égalant a&w‘?, on prendra une valeur trop
forte pour la résistance de 1’air sur toute 1'étendue de la trajectoire de-
puis & = ¢ jusqu'a 6 = — ¢, et la trajectoire caleulée passera au-
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dessous de la trajectoire réelle. On voit par la que pour avoir (dans
le cas ont I’on ne divise pas la trajectoire en parties) les limites entre
lesquelles est comprise 1a portée réelle sur un terrain qui se trouve &
la méme hauteur que la bouche & feu, il faut poser @ = 1 pour obte-

nir la limite supérieure et & = $ pour obtenir la limite inférieure.

Si Von divise la trajectoire en parties, il faut prendre, comme on
L E@—E) . .
sait, @ = oo — s - Pour avoir une idée des erreurs que I'on
commet en ce cas, comparons les valeurs de a aux valeurs extrémes
de Elﬁpour des arcs de différentes grandeurs et de différentes inecli-
naisons. Cette comparaison est établie dans le tableau suivant.

Tableau comparatif des valeurs de a et des valeurs ex-
trémes de — pour des arcs de différentes grandeurs et

cos 6

de difféerentes inclinaisons.

7*
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D’aprés 1'inspection des nombres contenus dans le tableau, on
reconnait que, pour des arcs d’'un méme nombre de degrés, la valeur
de « difftre d’autant moins des valeurs extrémes que l"inclinaison au-

dessus de 1’horizontale est plus petite. Par conséquent, pour que les
1
cos 6
soient les mémes pour les différentes parties de la trajectoire, les ares
doivent avoir d’autant moins d’étendue que leurs inclinaisons sont plus

grandes; ainsi le rapport de la différence entre o et ‘ﬁ& a est dey's

pour les ares de 0° & 20°, de 20° & 30°, ou de 40° & 45°; ce rap-
port est de i environ pour les arcs de 0° & 25°, de 15° & 30°,
de 30° & 40° ou de 50° & 55°; il est de {'5 au plus pour les arcs
de 0° & 30°, de 30° & 45° ou de 55° & 60°; il est de % environ
pour I'arc de 0° & 45°, Ces quantités sont les différences les plus
grandes et elles se rapportent aux extrémités des arcs; mais comme
vers le milien de chaque arc cette différence est nulle, il s’ensuit que

différences entre les valeurs de o et les valeurs extrémes de

le rapport de la différence entre & ot co—lse- 4 a n’est moyennement que

la moitié des fractions que nous avons indiquées. Si 1’on remarque,
de plus, que dans la branche ascendante la valeur de « est & 1'origine
des arcs que 1'on considére moindre et & la fin de ces arcs plus grande

1 . . L
que ——» on voit que dans la branche ascendante de la trajectoire on

prend a I'origine des arcs larésistance de 1'air trop faible, et qu’ la fin
des arcs on la prend trep forte; dans la branche descendante la va-
leur de @ est au contraire & 1'origine des arcs plus grande et & la
fin des ares moindre quec—:ﬁ, de sorte que dans la hranche descen-
dante on prend & I'origine des arcs une résistance trop forte et a la
fin des arcs une résistance trop faible; vers le milieu des arcs la va-
leur de a est égale & %; il s’enstiit que sur toute 1’étendue de 1'arc
que I'on considére, si elle est convenablement choisie, les erreurs
partielles se compensent & peu de chose prés.

Pour avoir les limites entre lesquelles est comprise la portée
réelle, il faut, pour obtenir la limite supérieure, prendre, a la place
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de @, les valeurs de e qui correspondent & la fin des arcs dans la

branche ascendante et les valeurs de— qui correspondent au com-
mencement des arcs dans la branche descendante; pour obtenir la h-

mite inférieure, il faut prendre, a la place de a, les valeurs de

qui correspondent au commencement des arcs dans la branche ascen-
dante et les valeurs de _— qui correspondent & 1a fin des arcs dans

la branche deseendante.

Lorsque les vitesses initiales ne sont pas comsidérables et que
les projectiles sont de fort calibre et de grande densité, comme il
arrive ordinairement dans le tir courbe des mortiers; l’influence de
la résistance de 1'air est assez faible pour qu’on puisse, sous les

angles de projection ¢ qui ne dépassent pas 457, calculer la trajec-

Ele) .
tang ¢

Dans le cas de @ = 45°, a sera moindre que m de % de sa va-
leur au commencement et a la fin du trajet, et vers le sommet a sera

toire sans la diviser en parties, en prenant pour a la valeur =———

plus grand que m = 1 d’environ J de sa valeur; moyennement cette

différence sera d’environ ;% de la valeur dea. La simplification ayant
pour effet de rendre la resistance de l'air trop forte seulement vers
le sommet et trop faible au point de départ et vers le point de chute,
il en résultera une portée un peu plus grande que la portée réelle.



CHAPITRE 1ll.

SOLUTION DES PROBLEMES SUR LE TIR DES PROJEC-
TILES SPHERIQUES QUI N’ONT PAS DE MOUVEMENT DE
ROTATION.

L Tir courbe & fortes charges.

" 63. Calcul de la trajectoire par parties. Pour calculer la tra-
jectoire d’un projectile tiré sous un grand angle de projection, avec
une forte vitesse initiale, il faut, comme on l'a vu, décomposer la
trajectoire en parties, et connaitre 1’angle de projection ¢ et la vi-
tesse initiale ¥ dont est animé le projectile de diametre et de poids
donnés.

On sait que la résistance de I’air au mouvement des projectiles
sphériques est exprimée, »° 28, pour des vitesses qui surpassent
376™*, par un monome proportionnel & la seconde puissance de la
vitesse, et pour des vitesses au-dessous de 376™* par un bhinome dont
le premier terme est proportionnel au carré de la vitesse et le second
3 la quatri®me puissance de la vitesse.

Soit 1’angle @ = 30° et la vitesse initiale ¥ surpassant 376™*,

1° On choisira le premier arc de la trajectoire (fig. 9) du point
de départ O, ou la vitesse initiale est ¥ jusqi’au point =’ od la vi-
tesse est 376™ et on lo calculera dans I’hypothése de la résistance
(»° 52)

0 o -
1—:=f(v)=%7
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ol .
I S
= ohnRy T
et, le metre ot le kilogramme étant pris pour unités (n° 28),
fo=10,061.

On déterminera d’abord la valeur approchée de 1’angle d’incli-
naison ¢’ de la trajectoire au point m’, au moyen de la formule (6),
n° 52

tang<p = tang g — 1 25 (1 — 35),

en posant & = V,=Vecoso, V, = V' cos ¢, et ayant cette va-

cos q:’
leur approchée de ¢', on obtiendra a de la formule (n° 61)

(@) —E&(®) .

a= tang ¢ — tang ¢’

On aura la valeur de ¢’ suffisamment précise, en mettant dans
Vexpression précédente de tang ¢’ la valeur de a et en posant, dans
V, =V'cos ¢, pour ¢ sa valeur approchée.

Connaissant la valeur de ¢’ et celle de «, on trouve:

L’abscisse 2’ du point ' au moyen de la formule (3), n° 52

r__ 2¢ Vcoseo
== Loge Log,,,cow,

L’ordonnée y' du point m’ au moyen de la formule (1), n° 52
' 2 oz’

La durée ¢ du trajet du projectlle du point O au peint m’ an
moyen de la formule (5), »° 52
’ z’ z’
b= Veos @ F‘ (;c )
Le rayon de courbure au point O et celui au pomt m’ au moyen
de 1a formule (11), »° 32

v'2

4
et Y =W’

Y=gcosv
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2°. On caleulera les arcs suivants de la trajectoire dans 1’hypo-
theése de la résistance (n° 51)

P=fo)= [1+ 5]
olt
e=_ £ I
28Ry 11

et, le metre et le kilogramme étant pris pour unités (n° 28),

fb=10,012; r = 186",

' Supposons que 1’on veuille diviser la trajectoire du point m' jus-

qu’au point de chute en quatre arcs. On choisira le premier m'm”

depuis I’angle d’inclinaison ¢’ qu’on vient d’obtenir, jusqu’a 1’angle
¢"=20°, e second m"m" de I’angle ¢”"=20° & I'angle "’ = —20°,
le troisiéme m"m" de ’angle ¢” = — 20° & I'angle ¢” = —30°
et le dernier m’”M de I’angle ™ & I’angle de chute.

Pour calculer I'arc »'m”on déterminers la valeur de o au moyen
de la formule (n° 61)

o EE)—E@0°)
tang ¢’ — tang 20°
On trouvera I’abscisse 2" du point m” au moyen de I’équation (2),
n° 51. En effet, en multipliant les deux membres de cette équation
par %' et observant qu’on a désigné au n° 120 la valeur de ifi par 2,
on aura

.30, V)= ing g — g {50

Aprés avoir calculé la valeur numérique du second membre de
cette équation et cellede ¥,? = w, on trouvera la valeur de 2
au moyen de la table des 2.3 (2, V%), comme on 1’a exposé au n° 60.
En multipliant 2 par f,, on aura la valeur de ’ahscisse cherchée z”.
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On déterminera I’ordonnée y” du point m” au moyen de la for-
mule (1), »° 51

gz'? @ a'x!’  a’2V'2cos? ¢’
2V72 cos? @ c ? r2 )

y'=a"tang g —

On obtiendra la vitesse ¥” au point =" au moyen de la formule
(4), »° 51
V' — ; |4 e8¢
- (a':c" a2 V2cos? @'\ cose”
¢ 2

On aura la durée ¢ du trajet du projectile du point m' an point
m” au moyen de la formule (3), n°> 51

z’ (& a'z" o' V'2cos? ¢’
V' cos @' c ? r? °

"=

On aura le rayon de courbure au point m” par la formule (11),
n° 32
,,_ Vllz
— gcose”
, . . 1 " 20°
Pour déterminer 1'arc »'m”, on prendra (n° 61) o =-tain(g—20)5,

. ’ m, 1w m ___ §(309—§(20°)
et pour déterminer I’arc »" ' m™ on prendra o™ = Tang 50° —tang 20°"

et on calculera les deux arcs de la méme maniére que I’arc m'm’.
On obtiendra ainsi pour le point m” les valeurs z”, ¢, V", ¢", v
et pour le point m’” les valeurs ", — y, V¥, ¢, ¥".

Pour calculer le dernier arc m’”M, depuis le point m’” jusyu’an
point M situé & la hauteur b au-dessus du point de départ, obser-
vons que ’ordonnée — y” du point M, rapportée au point m’” comme
origine, est connue et qu’elle est

_yl’=_(yi+y"+ym__yll'_b).

En substituant dans 1’équation (1) #° 51 & la place de y la va-
leur connue — y” de I’ordonnée du point M, 4 la place de ¥ la valeur
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connue ¥” de la vitesse au point m’”, & la place de ¢ la valeur
connue — ¢”” de 'inclinaison de la tm;ectoue au méme point, et en
tirant la valeur de 1'abscisse # = 2’ du point M, on aura

_ 7"%sin?e” 1 = 29y" R(2, V) 1
T 2R, V) V7sin’ ¢ ’

ot I’angle de chute—o” au point M sera déterminé par (éq. 2,7°51)

— tang ?’ == e ta:ng ?‘” W (z, 02) .

En posant d’abord ® (¢, V) =1 et 3(z, V;)=1, lavant-
derniére équation donnera une valeur approchée de z” qui, substituée
dans la derniére équation, servira & trouver une valeur approchée
de— ¢”. D’aprés cette valeur de — ¢”, on déterminera a’ de la
formule (»° 61)

alr 3 @ —¢ (4’”,)
tang o” — tang ¢/’

on calculera z = “I:”y et on trouvera au moyen des tables de ® (z, V%)

et de I (2, V%) les valours de.ces fonctions, qui, substituées dans les
expressions trouvées de =~ et de — tang ¢”, donneront des valeurs
suffissamment précises de z” et de — ¢”. |

On aura la vitesse de chute au moyen de I'éq. (4), n° b1, la
durée ¢"” du trajet du projectile du point m” au point M au moyen
de I’éq. (B), »n° 51, et le rayon de courbure au pomt de chute au
moyen de I’équation (11), n° 32.

On aura la portée totale
z2=0+2"+a"+2"+ 2,

et la durée totale

4

t =t 4t -t -t -t

Un projectile tiré avec une forte charge, sous un grand angle de
projection, s’élevant & une hauteur trds considérable, il est utile,
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dans le calcul de sa trajectoire, de tenir approximativement compte
de la diminution de la densité de ’air avec I’accroissement de la
hauteur au-dessus du sol. En appelant IT' la densité de l'air & la
surface de la terre et négligeant la variation de la pesanteur due a la
variation de la hauteur, la densité IT de 1’air & la hauteur y au-dessus
de 1a surface de la terre sera exprimée par

_y
M=1IIe ¥’
o k=8000", et lo facteur % , qui entre dans les expressions des
coefficients ¢ de la résistance, deviendra

{

=
“’aq'e

Pour tenir approximativement compte, dans le calcul de la tra-
jectoire, de la diminution de la densité de I’air due & la hauteur y,
il faut calculer les coefficients ¢ pour chaque arc de la trajectoire en y
introduisant le facteur %—‘,e" et en prenant pour y une valeur appro-

chée de la hauteur moyenne du projectile au-dessus de la terre dans
toute 1’6tendue de 1’arc que 1’on considere.

64. Application au calcwl de la trajectoire d'un boulet sphéri-
que tiré du canon de 24', avec un vitesse initiale de 522™°, sous
Vangle de projection de 30°. Les circonstances du tir sont les sui-
vantes: le poids du projectile P= 12*21; son rayon R=070749,
sa vitesse initiale ¥ = 522™*, 1’angle de projection ¢ = 30°, ’ac-
célération de la gravité g— 98192, la densité de V'air II'=1I,.
La trajectoire est divisée en douze arcs. Les résultats du calcul sont
compris dans le tableau ci-contre:
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Trajectoire d’un boulet sphérique tiré du canon de 24
avec une vitesse initiale de 522=s, sous l’angle de pro-
jection de 30°.

e E. Projection de l'are E.. Coordonnées | _ <
2 | == . © =g | duprojectile | S_ | S
e |2 | 8 = S= | repportées au | .$2 | B 5
£ §?—’- - :?_3 = 8.2 |point dedépart] 55 | 5
2 5 s | opart 2 S
= = = - = comme Orlgllle. = Yy
9 v x). Yy t, x. Y. t. Y. €.
30°  [622"%0 | o, | s o] o] o [s2040
205 8376 | 0|324.7| 184,810:848) 55, 9l 1043| 08516470 | 10!
25° 241 | 0|808,7| 314,512,444 ) 4od’s| gl99| 6528 | 103
200 (195 ) g|418,4) 173,712,126/ 54 'gl 70’5 | 541 | 4452 | 1108
15° 172 ) 9|299,5 97,411,700} 10,0’sl 769'9| 712] 3151 | 110
19130873 67.8|2. 062 1648 9| 712 111
g |158 | g| 328, 1812,062 1976%| 837.7| 918 2482 | 1
9% °1806,8 22,1|2,104| 55 JAIRL 1,12
0° 141, 0 d or!? ! 2283,4| 859,8| 11,28 | 2025 !
—10° |132 | 4|329,4— 28,412,435 1) 83174 | 18771 | 1812 | 112
—20° (120 . 1|301,9/— 81,012,407 59,0%7\ 7504 | 16,12 | 1807 | L1}
—30° 129 , 9|296,8/—189,612,576) 5, | 610’8 | 1870 | 1984 | 110
—40° (134 . 0|301,0/=217,93,008 1'% 3959 | 21.71 | 2388 | 1108
—50° |141 , 7|384,5/—3838,113,464) 00,7 “5i's | 9517 | 3176 | 1108
o 141 7174579l _"54 8|0, 520| 3347 8| 25, 1,00
—51°16/142 | 7 3892,9] o | 25.69 | 3316

Lexamen des résultats insérés dans ce tableau fait voir que la
portée horizontale, ¢’est-d-dire la portée sur un terrain situé au méme
niveau que la bouche a feu, est de 3893"; la hauteur totale du jet,
correspondant & ¢ =10, est de 860"; la durée totale du trajet est de
2557. La vitesse du projectile atteint son minimum; le point ol la
vitesse atteint sa valenr minima est situé sur 1’arc dont les angles
d’inclinaison sont compris entre — 20° et — 30°. En déterminant
les valeurs de la vitesse en diftérents points de cet arc, on trouve que
le point ou la vitesse est minima correspond a I'inclinaison =—21°,
que les coordonnées de ce point sont z == 2944" et y = 6706, et
que la valeur de la vitesse minima est de 128™*S. Le rayon de cour-
hure minimum correspond & un point situé sur 1'arc dont les angles
d’inclinaison sont compris entre — 10° et — 20°. En déterminant
les valeurs du rayon de courbure en diftérents points de cet arc, on
trouve que le point ot le rayon de courbure est minimum correspond
4 linclinaison 6 = — 15°, que les coordonnées de ce point sont
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z=2766" et y="786",6, et que la valeur du rayon minimum est
de 1785".

Le tir direct du canon de 24', dans des conditions se rapprochant
autant que possible de celles qui ont été adoptées pourle caleul de la
trajectoire, a donné une portée moyenne de 3979 et une durée
moyenne de 263 1. cette portée et cette durée étant déduites de 20 coups.

II. Tir courbe a faibles charges.

65. Solution des problemes sur le jet des projectiles a de
faibles charges. Dans le tir courbe 3 faibles charges, comme en gé-
néral dans le tir avec des charges qui communiquent une vitesse ini-
tiale moindre que 376™*, il faut calculer la tmlectmre dans 1'hypo-
these de la résistance (n° 51)

2~ 02
%=f(r)=2;cl_l ' :'_':l’
ou, si I'on pose M =TI,

. P
 2AxwRY

et, le metre et le kilogramme étant pris pour unités (n” 28)
do=0,012; r = 186",

L'influence de la résistance de 1'air au mouvement des projectiles
de gros calibre et de forte densité tirés avec de petites vitesses ini-
tiales, étant assez faible pour ¢qu'on puisse, méme sous de grands
angles de projection, calculer la trajectoire sans la diviser en parties,
la solution de divers problemes du jet devient facile.

Quoique, dans le tir courbe, I'angle de chute sur un terrain situé
au méme niveau que la houche & feu soit sensiblement plus grand
que I’angle de projection. on peut, néanmoins, déduire & an moyen de

la table des valeurs de & = a%g (Tahle I, annexe). Pour faciliter

le calcul des valeurs de ¢, on a inséré dans la table IT de 1'annexe les
valeurs de ‘szz—tg pour les projectiles employés dans notre artillerie.
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66. Déterminer la portée, connaissant Pangle de projection et la
vitesse initiale. .

Soit le point de chute o la hauteur de la bouche & few. On cher-
chera les valeurs de-c, a, V,= Vcosq, V3= (“ V')

En faisant y = o dans 1’éq. (1), »° 51, on aura
2 ® (2, VY= V?’ sin 2 @,

L

ou, en remarquant que s = :3,

R (2, VD) = -g."?’ sin 2.
Aprés avoir calculé la valeur du second membre de I’équation, on
trouvera la valeur de z au moyen de la table des 2.® (2, ¥,?), comme

on l’a exposé au #° 60. En multipliant 2 par% on aura la valeur de

la portée cherchée.
Soit un obus de 80" projeté sous ’angle de 45° avec une vitesse
initiale de 115™°. Dans ce cas R = 021207; P = 3617,

. ng-—‘-*o 24;c=38353";r=186""; a=1,1478; V;»=0,2518;
? —g— sin 2¢=10,4611;2=0,3906 et
la portée cherchée z = 1141".

La portée ainsi calculée, comme on 1’a exposé au n° 62, est un
Dpew plus grande que la portée réelle.

67. Limite inférieure de la portée. Pour faire voir que la portée
calculée par 1a méthode ci-dessus differe peu de la portée réelle, dé-

_terminons la portée inférieure 3 la portée réelle et comparons-la & la
portée obtenue.

Pour déterminer la limite inférieure de la portée, on aurait pu
poser & = — dans P’équation

v: .
2@ (s, o’)=%.—g- sin 29,
o2 — -“?‘ ’ Voe—_z (1?.‘.)’;

7
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mais de cette maniére on aurait obtenu une limite inférieure de la
portée qui serait assez éloignée de la limite supérieure. Par suite
nous exposerons.une autre méthode pour caleuler la limite inférieure
de la portée.

Supposons la résistance de 1’air proportionnelle au carré de la vi-

tesse, ¢’est-a-dire .
fo)=5
et posons )
2 2gc¢
v= 1+ 22
=

En prenant cette valeur pour k2, la résistance de 1’air ne sera
égale & la résistance réelle qu’au point de départ et sera trop forte sur
toute 1’étendue de la trajectoire, de manitre que la portée calculée
sera moindre que la portée réelle.

Nous déterminerons la portée dans 1’hypothése de la résistance
proportionnelle au carré de la vitesse au moyen de tables pour le tir
courbe calculées par le général Otto*) d’apres la méthode d’Euler que
nous allons d’abord sommairement exposer.

68. Méthode &’ Euler pour déterminer la portée du tir courbe.
Dans le cas de la résistance proportionnelle au carré de la vitesse,
Parc s, dans les limites de 6 = & 6, est exprimé par la formule
(n° 46)

s=flog[ 1+ 5% (k@—¢@) ]

Par conséquent la partie As de I’arc, aux extrémités duquel les
inclinaisons sont @ et &, aura pour expression

pl og 27 gylz"" E@—E(9)
7—; +E@—E©6)

*) Tables balistiques pour le tir élevé par Otto, traduit de I’allemand par
Rieffel. 1844.
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ou il faut observer que dans la branche descendante les fonctions
(&) et E (6) doivent étre prises avec des signes contraires.

Si & differe peu de ¢, on obtiendra la partie correspondante Az
de ’abscisse et celle Ay de I’ordonnée des expressions

Vg"'&(?)—g(ﬂ,) cosvo_.:?:
V:'*'&(‘P)_E(a)

2V z+ E(‘P)'—E(O') . sin 04-6"
272"" &(‘P)—E(o)

ott pour la branche descendante les fonctions § (6') et § (¢) doivent
dtre prises avec des signes contraires.

Le général Otto a calculé dans la branche ascendante et dans
la branche descendante, pour chacune des diverses valeurs de
v +§(q>) = §(¢), trés proches 1’une de 1'autre, ou plutét pour
ch:wune des diverses valeurs de ¢, les valeurs de Ay et de An cor-
respondant aux arcs d’une étendue de &' — 6 = 1°, pour des valeurs
consécutives de 4 & partir de & = 0, et a pris les sommes consécu-
tives SAy, et =An séparément dans la hranche ascendante et dans la
branche descendante.

Pour trouver la portée d’apreés les valeurs connues de @, V et k,
il faut déterminer 2—':,—212 ~+ E(p)=E (), et chercher dans la table des
€ (9) (que M. Otto a calculé de minute en minute pour les valeurs
de @ de 0 & 87°) la valeur de ¢ qui correspond & la valeur calculée
de § (¢); puis, au moyen de la table des ZAy et ZAn correspondant
a la valeur trouvée de ¢, chercher dans la partie relative  la branche
ascendante la valeur de ZAy et celle de =Avn qui correspondent a
I’angle de projection ¢, et prendre dans la partie relative a la branche
descendante la valeur de ZAy qui correspond & la valeur précédem-
ment trouvée de Av. En faisant la somme de ces deux valeurs de
2Ay, et en la représentant par x, on aura la portée cherchée

k2
29.Loge X

%LO‘CA —hg

Ay =55

A"l—2g LogeAy_Iog

xr=
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Si la valeur trouvée de Y ne se trouve pas intégralement dans
les tables, on doit déterminer la valeur de y pour deux valeurs con-
sécutives de ¢ contenues dans les tables, 1'une immédiatement infé-
rieure et ’autre immédiatement supérieure & la valeur trouvée de ¢
et puis déterminer la valeur cherchée de y au moyen de parties pro-
portionnelles.

Pour faciliter les recherches, M. Otto a dressé, au moyen de
tables des ZAy et =Av, une autre table dans laquelle il a inséré, pour
différents angles de projection de 5° en 5°, depuis ¢ = 30° jusqu’a
¢=90°, les valeurs de y qui correspondent & diverses valeurs de ¢,
de 10 minutes en 10 minutes, depuls $ = ¢+ 1° jusqu'a ¢ = 87°,

69. La limite inféricure et la limite supérieure de la portée
différent pew Pune de Uautre. On a pour I’obus de 80', projeté sous
I’angle de 45° avec une vitesse initiale de 115™*,

k2 ¢ .__ 3353

—= = = 2426"
2 V2 115\2 2
A B 1-.-(@)
EMW) = +g(q,)_.36019+1 1478 = 4,7497.

On trouve, dans la table des & (6), la valeur ¢ = 69° 41',1
correspondante & §(§) = 4,7497, et la table des valeurs de y donne
pour @ = 45° et $ =69° 41, 11a valeur de x=0,1995. On ob-
tiendra la portée

k?

x_ 2g.Loge

cx=1114".

.Cette limite inférieure de la portée ne differe pas beaucoup de la
limite supérieure égale (n° 66) & 1141".

70. Portée dans le cas ou le point de chute n’est pas & hauteur
de la bouche a few. Soit b ’élévation du point de chute au-dessus
de 1a bouche. La portée sera déterminée par I’équation(n°51, éq. 1)

b=uztangp—

ol 2 =§cf , V= (?1')2.

Q(z V3,

2!2

r
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On résoudra cette équation au moyen de la table des valeurs de
® (2, V), en la mettant sous la forme

Z-tange.s — 5 B, V). 8 =b

21’

et essayant successivement plusieurs valeurs de 2, prises dans la table,
jusqu’a ce qu’on ait trouvé deux valeurs du premier membre de 1’é-
quation, assez rapprochées, entre lesquelles soit comprise la valeur
de b; on aura alors la valeur cherchée de 2 au moyen de parties pro-

portionnelles, et on obtiendra la pertée en multipliant # par 2 .

71. Déterminer la vitesse inittale d'un projectile, tiré sous un
angle de projection donné @, qus dott toucher un point donné (a,b).
Prenons 1’6quation (1), »° 51 '

b=atangep — 2 ‘P(z VD),

27,2

__ oz 2 [aV)\2
s=2, vi= (1"

r

En divisant les deux membres de 1’équation par a, et posant
g =tange,
ou ¢ est ’angle d’élévation du point & battre, on aura

2r2 tang@—tangc 1,9
?.TV‘J ——@(Z, Voﬂ).

Faisant, pour abréger,

2r? tange — tange Q
* ’

ra ga
et observant que (n° 51)
@(51 Voz) =1+ Voe) F(z) — Voe’
on trouve

F(2)
Vo= Q—F@+1

Apres avoir caleulé la valeur de ¥, au moyen de la table de F(z),
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ol 2 =%, on obtient 1a vitesse initiale cherchée ¥, en multiplian
r
V, par zcosp

Si le point @& battre est & hauteur de la bouche & feu, on a
b=0ete=0.

12. Déterminer Vangle de projection ¢ sous lequel un projec-
tile, tiré avec une vitesse initiale donnée V, doit toucher un point
donné (a, b). Prenons I’équation (1), n° 51

b= atangp — L@ (a_a’ (aVcostp)2>.

2V2cos2¢ ¢ r

P g Par 1+ tang’e, ona

Ve
tang®p — aa2a2mm,¢ - tangp—+ 2V +1=0,

9a®(%, ) 9o (%, T

d’ott on tire pour tang ¢ deux valeurs

v: —2b |—1
¢a a’V*cos’q: ?q;,(aa a’V’cos’Q gql,(aa a’V’cos’(p ) !

dont I'une correspond A un angle plus grand et I’autre & un angle
plus petit que celui de plus grande portée.

tange

On cherchera d’abord les deux valeurs de ¢ en posant
@ ( aa a"'V’cos’o

) = I; ces deux valeurs de ¢ serviront & calculer les

aa a2V 2cos29
r2 ‘

deux valeurs de o == tE (@) et les deux valeurs de ®

En mettant ensuite la plus grande valeur de ¥ dans l’expression de
tang ¢ prise avec le signe plus devant le radical, on obtiendra la
valeur de @ supérieure & ’angle de plus grande portée, et en mettant
la plus petite valeur de ® dans ’expression de tang @ prise avec le
signe moins devant le radical, on obtiendra la valeur de ¢ inférieure

a l’angle de plus grande portée.
Bt
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Si le point de chute est & hauteur de la bouche & few, il faut
poser y = 0 dans I’équation (1), n° 51, et 1’on aura

2V 2c08?
gz Q(az a osqa)’

tang ¢ = 2V2cos%p ~ \ ¢’ =
d’ou
2 tang @.cos’e =I5 @ ("%”, “W’rc,”zq’)
et
sin 29 = ; (ng ) b V’,.gosz q’) .

Cette expression donne deux valeurs de 1’angle ¢. On les cher-
chera d’abord en posant € = 1; elles serviront & calculer les deux
valeurs de o = 5(:) et les deux valeurs de ®. Mettant ensuite dans
Pexpression de sin 2 ¢ la plus petite valeur de ® on en tirera la va-
leur de ¢ inférieure & 1’angle de plus grande portée, et en mettant la
plus grande valeur de ® on en tirera la valeur de ¢ supérieure &
P’angle de plus grande portée.

73. Déterminer Tangle .et la vitesse de chute, la durée du
trajet et la hauteur totale du jet.

L’angle de chute est donné par la formule (éq. 2, n° 51)

tang ¢ = tang o — %:—; 3, 7.

Dans lexemple cité au n° 66, on a = 1141™, ¢ = 45°,
V=115", z="2 = 0,3906, V,'=2V—0,2518; on trouve,
3 I'aide de la table des valeurs de J (2, V? ),

3, V) =1,2796

et
tang 6 = —1,1681,
d’ou :
= —49° 26'.
La vitesse de chute est donnée par la formule (n° 51, 6q. 4)

V C0SP

v= Uz, V) 056
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Dans I’exemple précédent, on a, a 1’aide de la table des valeurs
de V (¢, V),
V(z, V,)=1,263
et
v=99"*0.
La durée du trajet est donnée par la formule (»° b1, éq. b).
t= %6(@', V.

Dans l’exémple précédent on a, a P’aide de la table des valeurs
de & (2, V),
&, VH=1,129
et
t =15H:84.

Pour avoir la hauteur totale du jet, on prendra I’équation (2),
n° b1 et, en posant tang 6 = 0, on la mettra sous la forme

55(3, VO’)=%' Va;i;%’.

Cette équation servira i trouver la valeur de z, & 1’aide de la
table des valeurs de 2J (2, V%), comme on 1'a fait voir au n°60.
En multipliant 1a valeur trouvée de 2z par E, on aura I’abscisse 2’

qui correspond & la hauteur totale du jet.
En mettant la valeur 2/ & la place de = dans I’équation (n° 51,
éq. 1) de la trajectoire, on aura

2 saw ofV,2
y’=w’mng9_%li@(77 a’,f‘)

la hauteur cherchée du jet.
Dans ’exemple précédent on trouve
23(2, V,})=0,2306
ot connaissant ¥,> = 0,2518, on obtient, & I'aide de la table des
valeurs de 23 (2, V%),
2=0,2030
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ot
£ =0,2030.5 = 593",0.

Ayant 2 ==~ = 0,2030 et ¥V*=10,2518, on trouve, a Vaide
de la table des valenrs de ® (2, V),

®R(z, V,H=1,0891
et I’équation de la trajectoire donne la hauteur totale du jet
' y = 308",6.

74. L’angle de plus grande portée. Pour déterminer 1’angle qui
correspond & la plus grande portée, il faut avoir 1’équation de la tra-
jectoire du projectile dans l’air. L’expression exacte de » en fonction
de z n’étant trouvée que dans 1’hypothese de la résistance proportion-
nelle & la premidre puissance de la vitesse, prenons cette expression
(n° 48, éq. 4) pour discuter 1’angle de plus grande portée. On aura
la portée sur un plan horizontal passant par la bouche a feu en
faisant y = o dans I’équation (4), n° 48, et I'on trouvera

k2 gz
(1) ..... (tangq> -+ 5 Vcosq> ;'log (l k¥ cos Q) 0.

Pour déterminer la plus grande portée égalons & zéro la dérivée
:—: de cette équation, c’est-a-dire faisons

e z [gx sin @ —V( Veosp —= )]
o =

=0.
V sin @ cos ¢ ( Veos o — —) — gz s @

La seconde dérivée 2= dq,,, quand =0, est

@?z __  grcosg+ V2sing
de® —  cos3 @

L’angle de projection ¢, pour un point de chute & hauteur de la
bouche & feu, est toujours positif et la dérivée%”, est négative.
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Par suite la valenr de
r= —_.w%_v
tirée de la condjtion?—‘: =0, est la valeur de la plus grande portée,
et mise dans 1’équation (1) donne
4 4 14 V2
(l+klin¢) log(l+ksincp>_ksincp= I3
Pexpression qui détermine la relation de l’angle de plus grande
portée et de la valeur de Z
En posant, pour abréger,
sing =2, : =u,

la dernitre équation devient

Pour faire voir plus facilement la relation de 1’angle de plus
grande portée ¢ ou de sin @ = z et de la valeur Z =u, prenons la

dérivée & 7 de I’é6quation (2) et égalons-la a zéro, c’est-a-dire faisons

ds z[log(l-a— )—2uz]
L ulog(l-o-‘)

Pour que cette expression soit égale & zéro, il faut que ou

1°.... log(l—t-'-:) =2uz,0u2°. ..6=0,0u3°. ..u=o00.
SiI'on a
1° log (1+ }) = 2us,
I’équation (2) donne
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en mottant cotte valeur dans 1’expression log ( 1+ ';‘) = 2uz, on
obtient

log(l;t-l —27) —2 (1 — 2
ou )

1

1—28%\2(1 —2£%)
(l-o— = ) Fl=e

’

ce qui nécessite que

1 —-22=0
ou que '
A==1,
et par suite, comme le fait voir 1’expression u = %2, il faut que
U=
Si l’on a
R z2=0,

I’équation (2) mise sous la forme

tg (1+ ) + 5 [log (1+-3) —1] =
donne :
% =00,
Silon a

les deux termes du premier membre de 1’équation (2) mise sous la
forme

log((lg)*’- D) (5=t
z £

so réduisent & = ; mais en prenant les dérivées par rapport 3 w du

Z’
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numérateur, ainsi que du dénominateur de chacun de ces deux termes,
on obtient
1 + 1
2 ( 1+ 2) “ l+'—;

£

¢e qui, pour u — oo, donne
2=0
et fait voir que les conditions 2° et 3° sont identiques.
- La valeur de % = u peut varier dans les limites

de =20 A u=o0

et 1’on voit par ce qui précéde que la dérivée Z—f‘ ne se réduit a zéro que
pour ces limites, pour lesquelles sin ¢ = 2 prend les valeurs de

%et 0.

Par conséquent 1’angle de plus grande portée atteint sa limite
supérieure, égale a 45°, quand %’ =0, et sa limite inférieure, égale
a zéro, quand {f = oo, et s’écarte en général d’autant plus de 45°

v
que  est plus grand.

Pour appliquer les équations du mouvement déduites dans 1’hypo-
thése de la résistance proportionnelle & la premiére puissance de la
vitesse au cas d’une loi quelconque de la résistance, il faut égaler le
coefficient constant,l; 3 une certaine valeur moyenne (différente pour
chacune des équations) entre toutes celles que prend 1’expression @
dans les limites de v = ¥V & ». La fonction f (v) croit avec la ré-
sistance, ainsi que le rapport -f%")(toutes les fois que le degré def(v)
surpasse le premier), et par suite croit aussi le coefficient % Donc,

quelle que soit 1a loi de la résistance, ’angle de plus grande portée
est d’autant plus inférieur & 45° que la résistance et la vitesse ini-
tiale sont plus grandes.
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75. Calcul de Vangle de plus grande portée. Pour calculer
P’angle de plus grande portée et la plus grande portée d’un projectile
donné, tiré avec une vitesse initiale donnée, il faut calculer plusieurs
portées correspondantes & autant d’angles de projection choisis les uns
au-dessus, les autres au-dessous de ’angle de plus grande portée, et
trouver par interpolation la valeur de la plus grande portée et de1’angle
de projection correspondant. Mais de pareils calculs, sous de grands
angles de projection, étant trés longs, parce qu’ils exigent la division
de la trajectoire en parties, nous exposerons une méthode approximative
pour trouver I’angle de plus grande portée, lorsqu’on connait la portée
sous un angle quelconque voisin de celui de plus grande portée.

Soit & trouver 1’angle de plus grande portée d’un boulet sphérique
~ de24', tiré avec une vitesse initiale de 522, On a calculé au n° 66
la portée dans ce cas sous l’angle de projection de 30° et on I’a
trouvée de 3893™. On cherchera, dans I’hypothése de la résistance
proportionnelle au carré de la vitesse, & 1’aide des tables de M. Otto,
comme on 1’a exposé aux n’° 68 et 69, en essayant plusieurs valeurs

k2
de ﬁ

portée de 3893™. On aura pour cette valeur

, une valeur de g—; telle qu’elle donne, sous 1’angle de 30°, une

i m

et on la supposera constante pour le caleul de toutes les portées sous
des angles voisins de celui de plus grande portée. On calculera ainsi,
3 D'aide des tables de M. Otto, 1a portée sous 1’angle de 35° et celle
sous I'angle de 40°, et 1’on aura

9 = 30°, ¢’ = 35°, " = 40°,
o' =3893", 1" =3934", | 2" =3912".
En posant en général
) zT=a-+ b<p -+ cp?

on détermmera les valeurs de a, b c au moyen des trois valeurs ob-
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tenues de z correspondantes aux trois angles ¢, et, observant que
pour la plus grande valeur de z on a

dz
a—;=b+2cq>=0,

on trouvera I’angle de plus grande portée

. b
?——'g_u

et on obtiendra la plus grande portée en substituant cette valeur
dans 1’équation (1). ’

Si 1a différence entre les angles ¢', @, ¢” est constante et égale
4 5°, comme cela a lieu dans les tables de M. Otto, on aura, en po-
sant 2" — 2 = A7, " — 2" = A7", A" — A = A%,

I’angle de plus grande portée

. Ql_’_Qﬂ_siz’ .
P="" AZy?

et 1a plus grande portée

o " __
x=$'+2-—5—£(AZ,—¢l—OQA,1!).

Dans notre exemple Az’ =417, Az = — 227, A%/ = — 63",
I’angle de plus grande portée ¢ = 35°46’,
la plus grande portée z=3935".

Soit & trouver, pour second exemple, l'angle de plus grande
portée et 1a plus grande portée d’un obus de 80', projeté avec une -
vitesse initiale de 115 ™. On a trouvé pour ce cas (n" 66 et 69) que
1a portée sous ’angle de 45° est comprise entre 1141 et 1114".
Soit 1127™,5 1a ‘vraie valeur de la portée. On trouvera, & I’aide des

tables de M. Otto, la valeur de-g pour @ = 45°et 2 = 11275 et

I'on aura -2"—;= 2617"; en supposant cette valeur constante pour le
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calcul des portées sous les angles de 40° et de 35°, on obtiendra,
A I’aide des tables de M. Otto,

?l — 350’ q’II —_ 400’ ?III — 450,
z=1081",6, 2" =1120",8, 2" = 11275,

et 'on aura Az = 39™,2, Az = 6",7, A% = — 3275,
’angle de plus grande portée ¢ — 43°32’
la plus grande portée z=1128"9.

III. Tir direct.
| § I

TIR DIRECT A VITESSES INITIALES DEPASSANT 376™*,

76. Exposé. La résistance de I'air au mouvement des projectiles
sphériques est exprimée (n° 28), pour des vitesses dépassant 376™*,
par un monome proportionnel au carré de la vitesse, et pour des vi-
tesses inférieures & 376™ par un binome dont le premier terme est
proportionnel au carré de la vitesse et le second & la quatridme puis-
sance de la vitesse. Par conséquent, il est nécessaire de diviser la tra-
jectoire en parties toutes les fois que, la vitesse initiale dépas-
sant 376™*, la vitesse de chute est inférienre & 376™°. Mais le tir
direct ayant lieu sous des angles de projection qui ne dépassent pas 15°,
on simplifie beaucoup les calculs, en ne déterminant la trajectoire par
parties que sous un seul angle de projection, soit celui de 5°, et en
rapportant les points obtenus de la trajectoire aux coordonnées obli-
ques, 'une X suivant la tangente au point de départ, ot ’autre ¥
suivant la direction de la pesanteur. On aura les angles de projection,
les angles et les vitesses de chute et les durées des trajets correspon-
dants & diverses portées d’aprés les points calculés de la trajectoire
sous I’angle de 5°, en admettant que pour les angles de projection
ne dépassant pas 15°, les distances verticales des points d’une tra-
jectoire & sa tangente au point de départ sont indépendantes des
angles de projection. Discutons d’abord cette supposition.
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- 17. Les distances verticales des points de la trajectoire & sa
tangente au point de départ sont indépendantes des angles de pro-
Jection, lorsque le mouvement a liew non-seulement dans le vide,
mais encore dans un miliew dont la résistance est proportionnelle
@ la premiére puissance de la vitesse. En effet, en mettant dans les
équations du mouvement (1), (3), (4) et (6), n° 48, obtenues pour
un milieu dont la résistance est proportionnelle & la premitre puis-
sance de la vitesse les expressions

z=Xcos¢@, y= Xsinp—Y
quj servent & la transformation des coordonnées rectangles z, y en
coordonnées obliques X, ¥, on trouve

[ .. ...v.-.-..-( 9,2:)22::,

gX
V3eos @ (l—,f‘%)’

@)........ tang 6 = tang ¢ —

" ou, en développant log (1—%) en série,

Y _ gxl gzxt g! X4

(3) .......... —Tm+w+w+....,
=k v __.
@)............... t—glogV—gli—I

Les distances verticales des points de la trajectoire & la tangente
au point de départ ¥, et les durées des trajets £, comme on le voit
des équations (3) et (4), sont indépendantes de 1’angle de projection ¢.

Les expressions de ¥ et de tang & font voir que les distances verti-
cales des points de la trajectoire & la tangente au point de départ crois-
sent, et les valeurs absolues des angles d’inclinaison & diminuent dans
la branche ascendante et croissent dans la branche descendante avec

Paccroissement de =10 (") et par conséquent avec I’accroissement de
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la résistance, quelle que soit la loi de la résistance, pourvu que - le
degré de f (v) soit supérieur au premier.

Les équations (3) et (4), qui prouvent que les valeurs de ¥ et
de ¢ ne dépendent pas de I’angle de projection ¢ dans 1’hypothése de
la résistance proportionnelle & la premiére puissance de la vitesse, ne
font pas voir que cette indépendance a lien pour d’autres expressions
de la résistance. En effet, pour appliquer les expressions (3) et (4)
de Y et de ¢ & une autre loi de la résistance, la vitesse v dépendant
(6q. 1) des angles o et 0, il faut, pour une méme valeur de X, éga-

lor le coefficient ; & une valeur moyenne Mqui change avec I’angle .
k v ?

78. Limites entre lesquelles somt comprises, pour les mémes
valeurs de X, les ordonnées Y de deux trajectoires correspondantes
& deux angles différents de projection, dans Uhypothése d’une loi
quelconque de la résistance. Quelle que soit la loi de la résistance,
la vitesse, la durée du trajet, l’inclinaison et 1’équation de la tra-
jectoire sont exprimées, en coordonnées rectangulaires, par les équa-
tions (4), (9), (6) et (7) du »n° 50.

Si I’on met dans ces équations

' 2= Xcosp, y= Xsinp— Y,

on obtient
MD....... veosd = igﬁ(aXcosq;, aVcos 9),
aX cos @
@)..... t=[V$(@Xowso,aVcwse).d(2Xcose),
° aX cos @
(3). . . .tang 6 = tang ¢ — ga I Y (X cos @, 2V cos ). d (aX cos @),

o

aX cos @ aX cos @
Y=g [ d (eX cos ) f Y(@Xcosp, aVecosp).d(aXcos9),
(4] o

ou en posant pour abréger
aX cos @ aX cos @

g 'f d («X cos ¢) I\b (aX cos , aV cos 9).4 («X cos 9) = E (aX cos ¢, aV cos ¢),
o 0
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on a
4).......nnn. Y=FE(axXcosp, aVcosp),
ol a, comme on sait, est une certaine valeur moyenne de — entre

089

les limites de 6 = o & 6.
La derniére équation fait voir que 1’ordonnée ¥ dépend en géné-
ral de 1’angle de projection et de 1’étendue de 1'arc de la trajectoire.

En égalant @ & la plus petite valeur que prend —— sur toute 1é-

089

f (av cos 0)

tendue de 1’are que 1’on considere, la fonction que 1’on sub-

stitue & la fonction f(v) pour intégrer par approxnmatlon les équations
différentielles du mouvement, sera moindre que f (v) (toutes les fois
que le degré de la fonction f (v) est plus grand que l'unité), ou, ce
qui est tout un, on prendra une valeur trop faible pour la résistance
de V’air; par suite on aura (»° 77) des valeurs trop faibles pour les
ordonnées ¥ ot des valeurs trop fortes pour tang &, de manidre que la
trajectoire passera au-dessus de la trajectoire réelle. Réciproquement
on prendra une valeur trop forte pour la résistance de 1’air en égalant

o 4 la plus grande valeur que prend , sur toute 1'étendue de I'arc
que ’on considére, et la trajectoire pa.ssera dans ce cas au-dessous de
la trajectoire réelle.

La plus petite valear que peut prendre Eols_e est 'unité. Donc on
prendra une valeur trop faible pour la résistance de 1'air sur toute
I’6tendue de 1a trajectoire, en posant

a=1
et 1’expression
(6 JS E(Xcosg, Vcoso)

donnera pour les ordonnées ¥ des valeurs trop faibles, sous tous les
angles de projection ¢.
La plus grande valeur que peut prendre _ L sur toute ’étendue

de la trajectoire comprise entre @ = ¢ et & = -- @, est — . Done, '

en posant

cose@’

1
o = ——

cos@?
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P’expression

©)...ocvvvviii E X7

donnera des valeurs trop fortes pour les ordonnées ¥ de la trajectoire
comprise entre 6 = getd = —o.

Cette seconde limite, comme on voit, est indépendante de 1'angle
de projection.

Sous de petits angles de projection, les deux limites entre les-
quelles est comprise chaque ordonnée ¥ de la courbe different peu
I’'une de l'autre, et 1’on peut prendre 1'une d’elles pour 1’expression
des ordonnées Y.

En représentant, pour la trajectoire qui correspond a 1'angle de
projection @, par &, le plus petit des angles formés avec 1’horizon par les
tangentes sur toute 1’étendue de 1’arc que 1’on considere, et par 6,
le plus grand de ces angles, on voit que les ordonnées ¥ sur toute
I’étendue de cet arc seront comprises entre les limites

X cose Vcosqa) ot E Xcose Vcosg
cos6; ? cos6, €056, ! cos6, /°

De méme on aura pour les limites se rapportant & la trajectoire
qui correspond a 1’angle de projection ¢’

Xcosg’ Vcose’ Xcose’ Vcose’
E (cose’l ? cos o’l) t E( cos6’y ? cos 6’,)‘

En appelant / 1a limite inférieure et L la limite supérieure de la
différence entre 1’ordonnée de la trajectoire sous I’angle de projec-
tion @ et celle de la trajectoire sous I’angle de projection ¢’, on aura

Xcosep Vcosg Xcosp’ Vcose’
|=R(Zxe Youe) p(Xesd Ferg)
€086, ’ cos6, cos86’y 7 co86'y

. Xcosp Vecoso (Xcomp’ V cose’
L=k ( c036, ’ €036, ) —E c0s6’, ? co86’, ) .

Si ¢’ =0 et si I'on ne considére dans la trajectoire sous 1’angle
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de projection ¢ que ’arc compris entre 6 = ¢ et 6= —¢o, on a
¢,=0,0,=0,0,=¢ et
l=E(Xose, Veosg)—E ( X Y )

cos6’y ! cos6’y/?
L=0.

La limite supérieure de la différence entre 1’ordonnée de la tra-
jectoire sous 1’angle de projection et celle de la trajectoire sous
P’angle de projection O étant égale & zéro, on voit que les ordonnées
Y de la dernitre trajectoire sont plus grandes que celles de la trajec-
toire sous 1’angle de projection ¢ sur toute 1’étendue de 1’arc de
?aA—o.

79. Cas de petits angles de projection. Tant que les angles de
projection ne sont pas grands, les limites (5) et (6), »° 78, entre les-
quelles sont comprises les ordonnées ¥ de la trajectoire sur 1’étendue
de 0 = 92 6 = — o different pou I’une de V’autre, et I’on peut ad-
mettre 1’indépendance des angles de projection et des distances verti-
cales des points des trajectoires aux tangentes aux points de départ,
de maniére que ’on peut poser

vesd = (X, V),

X
=I V v.])(a:, V). d-Xy

b.¢
tangﬂ:tangp-g]. ¢ (X, ¥)dX.
o

Done, si ’on connait, pour une trajectoire sous ’angle de pro-
jection @', Iinclinaison &', la vitesse v/ et la durée ¢ qui correspon-
dent 3 I’abscisse X, on peut prendre pour la trajectoire sous 1’angle
de projection ¢ les expressions suivantes de &, v et ¢ qui correspon-
dent 3 la méme valeur de X

tang 6 — tang & — tang ¢’ ~+ tang ¢,

__ tv'cose’
T coso

t=1{¢.
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80. Calculer par parties la trajectoire sous un certain angle
de projection et déterminer, d’apres les résultats obtenus, les angles
de projection , les angles et les vitesses de chute et les durées qui
correspondent & différentes portées. Soit ¢’ 1’angle de projection de
la trajectoire que 1’on calcule par parties.

1°. On choisira le premier -arc de la trajectoire (fig. 10) du
point de départ 0, ol la vitesse initiale ¥ est plus grande que 376
jusqu’au point M ot la vitesse V' = 376™" et on le calculera dans
I’hypothdse (n° 52)

ol
) cC = P . .IL.
2AnRYyy I
et, le metre et le kilogramme étant pris pour unités (n° 28),
Jb=0,061.

On déterminera d’abord la valeur approchée de I’angle d’incli-
naison ¢” de la trajectoire au point M, & ’aide de la formule (6),
n° 52

ta'ng? = tang ¢’ — 'l' gfz(l, 1:;:)

en posant « = o, , ¥, = Veosq', V,' = V'cosq’, et ayant cette va-
leur approchée de ¢", on obtiendra a de la formule (n° 61)

__ E@)—E@")
~ tang¢’ — tange” °

. On aura la valeur de ¢” suffissmment précise, en mettant dans
I’expression précédente de tang ¢” la valeur de a et en posant dans
V) =V'c0s ¢’ pour ¢" sa valeur approchée.

Connaigsant 1a valeur de ¢” et celle de a, on trouve
o' ='0Q & 'side de 1a formule (3), n° 52

¥

' 1 Vcose’
r=g * Loge " Log V'cosg@™?
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y' = MQ a I’aide de la formule (1), n° 52
y ’ 2’2 ax’
y = o/ tang ¢’ — g—yfw,z,,F(T),

la durée ¢’ du trajet du projectile du point O au point M A I’aide de
1a formule (5), n° 52

! =pesFi(5)-
On aura en coordonndes obliques, 1’abscisse OP = X' du point M
| _
— cose”?
Pordonnée MP—= Y’ du point M
Y = X'sing' —y.

En a.dmettant I’indépendance des angles de projection, et des dis-
tances verticales des points de la trajectoire & la tangente au point
de départ,

P’angle de projection ¢, déterminé de 1’expression
. Y
Sme, = x
doit correspondre & la portée horizontale
' = X'c089,.

L’angle de chute 6,, la vitesse de chute v et la durée du trajet ¢,
seront définis (n° 79) par

tang 0, = tang ¢" — tang ¢’ + tang @,

__ V'cose”
— cos6, '’

tl=t'.

2°, On caleulera les arcs suivants de la trajectoire sous 1’angle
de projection ¢’ dans I’hypothése de la résistance (n° 51)

2=f0)=5[1+5]

9®
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oh
e= L.
T 2Ry O

et, lo metre ot lo kilogramme étant pris pour unités (n° 28),
fbo=0,012; r = 186" ‘

Pour calculer le deuxiéme arc on choisira une valeur quelconque
pour X” = OFP’; on aura, pour I’abscisse horizontale M¢ —= 2" du
‘point M’

7' =(X"—X)co8 ¢

On déterminera d’abord la valeur approchée de 1’angle d’incli-
naison ¢ de la trajectoire au point M’ & l’aide de la formule (2),

n® 51
2 P2 cos2 o'’
tang.q»’"—— tang ¢" — V,,cos, ,,5( o) Lo At )

en posant & = TR et ayant cette valeur approchée de @™, on ob-
tiendra a de la formule

Ee) —E (@)

o= tang@” — tangg”” *

. Connaissant 1a valeur de @ on aura la valeur de ¢" suffisamment
précise en mettant Ia valeur de o dans ’expression précédente de tang ",
et 1’on trouvera

I'ordonnée MQ =y du pomt M’ 3 Daide de la formule (1),
n° b1

1" ? " gx''? [ox’ a2V 2coste’"\
y' =4 tang o —W@(T’ )

la vitesse V" au point M’ A I'aide de la formule (4) n° 51

V'coso"”
v(gﬁ' a2V 2cos?¢"\
¢’ r? )

VIcOS?I” —

la durée " du traJet du projectile du point M au pomt M’ A Taide
de 1a formule (5), #° 51

r az” a?V'%cos20’"\
2 _V’cos<p”'%(_c—’ r? )’
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la durée du trajet du projectile du point de départ«O au point M’ sers
' U1,

En coordonnées obliques, I’abscisse OP’ du point M’ est <celle
que I'on a choisie X", et on aura ’ordonnée M'P’ = ¥” du point M’

Y=Y +(X"— X')sin¢'— ¢". |
L’angle de projection ¢, déterminé de 1’expression

correspondra & la portée horizontale
2y = X" 008 9,.
L’angle de chute &;, 1a vitesse de chute v et la durée totale du
trajet ¢, seront définis (n° 79) par

tang 6, = tang ¢ — tang ¢’ + tang ¢, ,

_ 7”008 Qlll
Y= "Cose, ’
t,=t 1.

8°. Pour calculer le troisiéme arc de la trajectoire sous ’angle
de projection @', on choisira une nouvelle valeur X" = OP"; on
aura pour I’abscisse horizontale M'Q" =« du point M”

( Xm ll) €08 ?
On déterminera les valeurs de tang o7, de ¢, de V" cos o7, de

t” de la méme manidre que les valeurs oorrespondantes du deuxiéme

arc¢ de la trajectoire.
En coordonnées obliques l’a.bsclsse OP” du point M" est celle
que l’on a choisie X™, et on aura l’ordonnée M"P” = ¥” du

point M"
YIII — Yﬂ + (XIII — XII) sin ?I — ym.
L’angle de projection @, déterminé de 1’expression

(4

Sin ?m — "x_m'
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correspondra & la portée horizontale
x5 == X" ¢08 ¢,.
L’angle de chute #;, la vitesse de chute v et la durée totale du
trajet ¢, seront définis par
tang 6, = tang ¢’ —tang ¢’ + tang ¢y,

__ V"coso?”
T cosé,

ty="0 a-t"+1".

On continuera les calculs de la méme manidre.
, 81. Application. Dans le tableau suivant on a inséré les résul-
* fats du calcul de la trajectoire d’un boulet sphérique tiré d’un canon
de 278™" gous ’angle de projection ¢’ = 55 avec une vitesse initiale
de 438™,

Le poids du boulet P==72% 48; son diamdtre 2R = 0",2695;

on & pris T = IL,; gz = 64,71; In vitesse initiale ¥ = 438"

Trajectoire d’un boulet sphérique tiré du canon de 273==
sous ’angle de projection ¢’ =5°, avec une vitesse initiale
' de 438=,

Abscisses suivant la
tangente au point de
départ.

X

Distances verticales
des points de la trajec-
toire & la tangente au

point dey depart.

Inclinaison
de la
trajectoire.
OI

Projections

horizontales

des vitesses.
v’ co86

Durées des
trajets.
14

Sagénes. | Métres.

152,3
400
700

1000

1300

1600

Métres.

3,00
18,45
91,6

222.5

449,7

774,1

Métr. sec.

876
808
260
216
187
168

Secondes.

0,802
2,381
4,711
7,478
10,700
14,354

En admettant 1’indépendance des angles de projection et des
distances verticales des points de la trajectoire & la tangente au point
de départ, on a calenlé, d’apres les résultats obtenus, la table suivante.
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Table de tir direct du canon de 273" avec un boulet
sphérique animé d’une vitesse initiale de 438~-,

Portées horizon- | Angles de pro- Yitesses de Durées
chute. )

tales. jection.
x [ 6 v ¢

Angles de chute.

Métres. ‘Meétr. sec. Secondes.
0,802
2,881
4,711
7,478

10,700

14,354

On peut'obtonir les angles de projection, les angles et les vi-
tesses de chute et les durées qui correspondent aux portées équi-
distantes, d’aprés les données insérées dans cette table, & I’aide d’une
interpolation graphique.

82. Degré de précision des résultats obtenus. Pour faire voir
que la table de tir direct ainsi calculée a une précision suffisante,
observons que les plus grandes erreurs doivent correspondre anx
angles de projection de 32" et de 13°6', comme A ceux qui different
le plus de I’angle de projection ¢’ = 5° sous lequel la trajectoire a
ét6 calculée par parties.

En remarquant que pour la portée 324™,9 la vitesse de chute
est prés de 376™* et par suite calculant pour cette portée 1’angle de
Projection ¢, ’angle de chute &, la vitesse de chute v et la durée ¢,
dans I’hypothése de la résistance proportionnelle au carré de la vi-
tesse, on trouve ¢ = 0°32', 8 = 0°35’, » = 376™", ¢t = 0!802,
valeurs trés proches de celles qui sont insérées dans la table.

En calculant la trajectoire sous ’angle de projection 13°6 et en
la partageant dans ce but en trois arcs: le premier & partir du point
de départ jusqu’au point on la vitesse est de 376™*, le second &
partir de ce point jusqu’au point de la branche descendante ol I’in-
clinaison de la trajectoire est égale et de signe contraire & I’inclinai-
son au point ol la vitesse est de 376™*, et le troisiéme arc & partir
du dernier point jusqu'au point & hauteur de la bouche & feu, on
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trouve z = 3375™*, 0 =21°49, v = 178" ot { = 14:498 des
résultats qui ne different pas beaucoup de ceux qui sont insérés dans
la table. ’

83. Dans les cas ordinaires du tir direct ’angle de projection
rapporté a la ligne qui va de la bouche & few au point & battre,
est sensiblement indépendant de Vélévation de ce point. Quand les
angles de projection ne sont pas grands, on peut poser @ =1, et en
appelant a la distance horizontale et b la distance verticale du but au
.point de départ, on mettra 1’équation (7), n»°> 50 de la trajectoire,
quelle que soit 1a loi de la résistance de 1’air, sous la forme

=atange—g|[dz [ (&, V) da.

En représentant par e 1’angle d’élévation du but, c’est-a-dire
I’angle que fait avec ’horizon la ligne qui va du point de départ au
but, on a tang ¢ =g et divisant les deux membres de 1’équation de
la trajectoire par @ on obtient
dx

tang?_tang‘———% q'(z) Vl) dz,

Q by R
© ey R

ou

a a
e =4 %[ V@, V)do.
o 0

Pour de petites valeurs de @, la projection horizontale ¥, de la
vitesse initiale differe peu de la vitesse initiale ¥, de sorte que 1’on
peut considérer le second membrd de 1’égalité comme indépendant de o,
et le produit cos @.cos ¢, qui entre dans le premier membre, diffé-
rant, pour de petites valeurs de ¢ et de e, peu de 1’unité, on peut
poser :

. .
da:f $(z, V)ds.
(/]

sin (p — ) = I

0._—.ak
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Cette expression fait voir que I’angle (¢ — ¢) formé par la tan-
gente au point de départ avec la ligne qui va du point de départ au
but, ¢’est-d-dire 1’angle de projection rapporté a la ligne qui va du
point de départ au but, est sensiblement indépendant de 1’angle de
I’élévation du but, ou de la hauteur du but.

C’est sur 1’indépendance de 1’angle (p —¢) et de la hauteur du
but qu’est fondé le pointage des bouches a feu au moyen de la hausse.

84. Cas ou la vitesse de chute west pas inférieure @ 376™*.
11 faut dans ce cas calculer la trajectoire, sans la diviser en parties,
dans I'hypothése de la résistance (n° 52)

-1%=f(0)= gl;",:

ou, en posant I =11,

e P
T 2fnRYg

et, le motre et le kilogramme étant pris pour unités (n° 28),
fo=0,061.

Si 1a hauteur du but n’est pas considérable, on peut posér a=1,
et en appelant a et b la distance horizontale et la verticale du but an
point de départ, et ¢ 1’angle d’élévation du but, on a tang ¢ = % ot
Péquation (1), n° 52 donne

(tang p—tange) . cos® o = . F (‘Z')
ou

sin(p —¢). z:%::;-;,l"(g);

or, lorsque les angles ¢ et ¢ sont petits, on peut poser -t =1 et

P’on obtient pour 1’angle de projection rapporté & la ligne qui va du
point de départ au but 1’expression

sin(q;—e):%,F(g). '
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On aura ’angle de chute de la formule
tang 6 = tang @ — VTC’%RF, (3)

La vitesse de chute sera

(<]
[~
@
©

V=

Q .
‘ &‘Ial‘!
[«]
8
[+

On aura la durée

t= ?«:%s_q_;F‘(;c-)'

85. Déterminer la vitesse initiale d'apres celle que le projectile
possede & une petite distance de la bouche & fcu. Si le point de la
trajectoire ol I’on connait la vitesse v est & une petite distance de la
bouche A feu, la valeur absolue de 1’angle de projection ¢ differe peu
de celle de I’angle d’inclinaison 6@ en ce point, de sorte que I’on peut
poser cos @ = cos & et ’on obtient la vitesse initiale ¥, dans le cas
ol v n’est pas inférieure & 376™*, de I’expression

V=wp.e¥,
2- .

ou en développant e* en série et en négligeant devant 1'unité les
termes oﬂ-z“; entre & la puissance seconde et aux puissances supé-

rieures, on a
V=v (1 -+ -2—:) .
" 86. Pour des durées de,tra:jets qui ne dépassent pas 0515, la
vitesse du projectile au point miliew du trajet est sensiblement égale
aw rapport de la longueur du trajet & sa durée. Pour un trajet a,
qui correspond & une pareille durée, la valeur absolue de I’angle
d’inclinaison ¢ de la trajectoire & 1’origine du trajet difftre peu de
celle de I’angle d’inclinaison & & la fin du trajet, de sorte qu’on peut
poser cos ¢ = cos &, et appelant ¥ la vitesse du projectile a 1’origine
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du trajet, on a, si cotte vitegse est supérieure 3 376;'“', Vexpression
suivante de la durée ¢ du trajet a

t=3F(5)

et la vitesse du projectile au milieu du trajet a sera

V=

Sls|w

En éliminant V entre les deux équations, on obtient

_. B
V= T a !
o*
26
. ou si I'on observe (n°52) que F, (£)=% et quon développe
3¢

&

F, (;c) et ¢* en séries, en négligeant devant I'unité les termes on -
entre & des puissances supérieures 3 la troisitme, on aura la vitesse

au milieu du trajet @
=i[1+% (%))

Cette formule sert & prouver qu’en mesurant des duréss qui ne
dépassent pas les limites de 0510 & 0515 on peut, sans erreur sen-
sible, prendre le rapport de la longueur du trajet & sa durée pour la
vitesse du projectile au milien du trajet.

§ IL

TIR DIRECT A VITESSES INITIALES INFERIEURES A 376™".

87. Exposé. Quand la vitesse initiale est inférieure & 376™*, on
doit calculer la trajectoire dans l’hypothése de la résistance (n° 51)

79’ )"%c[l
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ol, en posant I =1I,,

=_F
2k Ry

et, le métre ot lo kllogra.mme étant pris pour unités (n 28),
fo = 0,012; r=186".

Le tir direct ayant lieu en général sous des angles de projection
qui ne dépassent pas 15°, on peut calculer la trajectoire sans la di-
viser en parties, et poser @ = 1, quand les angles de projection sont

£@ ouand les angles de projection

compris entre 0 et 8°, et & = 20,

dépassent 8°,

On_résout dans ce cas les problemes sur le tir direct & I’aide des
formules insérées dans la section: tir courbe & faibles charges.

88. Déterminer la portée connaissant l’amgle de projection et
la vitesse initiale. '

Le point de chute élant @ une hauteur b au-dessus de la bouche
a feu, on aura la portée a & 1’aide de la formule (n° 70)

Stangg.o— ®? (2, 7). #=b,

_9°
2a2V,2°

ol 2 = ?, V0’=(¢—K')s.

r

En essayant successivement plusieurs valeurs de z, prises dans la
table des valeurs de ® (s, V), on trouvera deux valeurs du premier
membre de 1’é6quation, assez rapprochées, entre lesquelles est comprise
1a valeur de b, et on aura la valeur cherchée de 2 an moyen de parties
proportionnelles; on obtiendra la portée en multipliant 2 par 2

Le point de chute étant & hauteur de la bouche & few, on aura
la portée z & 1’aide de la formule (n° 66)

399(2, Vo’)=s. P sin 20,

==, Vi= (“V')’.

r
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Apres avoir caleulé la valeur du second membre de I’6quation, on
trouvera la valeur de z & 1’aide de la table des 2. % (2, V,f), comme

on I’a exposé au n° 60. En multipliant s parf on aura la valeur de
1a portée cherchée. :

89. Déterminer la vitesse initiale d’un projectile, tiré sous un
angle de projection donné @, qui doit toucher un point donné (a, b).
On déterminera la vitesse initiale & 1'aide de la formule (n° 71)

V F(l)
Q—F@~+1’
r="2 =2 ﬁ%’—ﬂ tge=1.

Aprés avoir calenlé la valeur de ¥, & 1’aide de la table de F (2),
on obtiendra la valeur de la vitesse initiale cherchée ¥, en multi-
- pliant ¥, par am@

Scleymntdba#reestdhauteurde labouche @ feu, on a
b=0ete=0.

90. Déterminer Uangle de projection @ sous lequel un projec-
tile , tiré avec une vitesse initiale donnée V, doit toucher un point
donné (a, b). On a pour déterminer 1’angle de projection ¢ 1’é6quation
(n° 72)

v v 4
WEP= BV V 9a”‘P(s,Vo’)[y‘P(z, N

ol I’on n’a conservé devant le radical que le signe moins, puisque le
. tir n’a lieu que sous de petits angles de projection. On calculera

d’abord la valeur approchée de ¢ en posant 2 == %, Vo’=1:—:, et puis,

g’il le faut, une valeur plus précise, en cherchant & qui correspond a

1a valeur trouvée de ¢ et en posant z==", Vo’=°\§z%lsz—q’.

Si le point de chute est @ hauteur de la bouche & feu, on a
(n° 72)
. sin 29 = @ (2, V)



— 142 —

et I’on calculera d’abord la valeur approchée de ¢ en posant
r=%, Vi= —’; , et puis, s’il le faut, une valeur plus précise,
en cherchant « qui correspond & la valeur trouvée de ¢ et en po-
sant 5 = =7, Vi= £V pre,
91. Déterminer Uangle et la vitesse de chule et la durée du
trajet.
L’angle de chute est donné par la formule

tang 6 = tang ¢ — %‘:—,5 [CAA))
La vitesse de chute est donnée par la formule

I A TS
TGV we

| La durée du trajet est donnée par la formule
= ;; G (z, .Vo’).

92. Déterminer la vitesse initiale d’apres celle que le projec-
tile posséde @ une petite distance a de la bouche & few. Si le point
de la trajectoire ol I’on connait la vitesse v est & une petite distance
de la bouche a feu, la valeur absolue de 1’angle de projection ¢
difitre peu de I’angle d’inclinaison & en ce point, de sorte que ’on
peut poser cosp = cos &, et ’on obtient la vitesse initiale ¥, dans
le cas ol v est inférieure & 376™*, de I’expression '

V=0v.7T (i:, l:;)

et comme (n° 51)

oD =Y (+~Df -,

on a

-
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a
En développant ¢° en série et en se bornant aux membres ot
entre & la premiére puissance, on obtient

V=v[1+—;-c (l—l-:_’—:)]

93. Déterminer Uangle de projection rapporté a la ligne qui va
de la bouche a feu au but, lorsque Uélévation du but et Tamgle de
projection ne sont pas considérables. L’expression de 1’angle de pro-
jection d’un projectile qui doit atteindre un objet situé a une distance
et & une hauteur déterminées au-dessus de la bouche a feu (n° 90)
est plus compliquée que dans le cas od ’objet & battre est & la méme
hauteur ; mais elle peut devenir aussi simple dans les cas ordinaires,
ceux ol I’angle d’élévation du but et 1’angle de projection ne sont
pas grands. Dans ce cas, on peut poser a« = 1. En appelant a et b
la distance horizontale et la verticale du but au point de départ et ¢

I’angle d’élévation du but, on a tang e = 7:, et 1’équation (1),%n°51,

aprés la substitution de y =6, x = a et la division des deux mem-

bres par a, donne
V,2
(tang o — tang e)cos’ o = I, B (g, —r%) ,
ou

. cosp __ ga a V,2\,
S‘“(‘P—‘)'cost—ﬁzw(z’ 71)’

or lorsque les angles ¢ et ¢ sont petits, on peut poser = f= 1 ot

8
7.2 2 ’ - cos
-+ = 7z, ¢t I'on a sensiblement

sin(p—s)= 7, ® (g, g)
pour ’expression de 1’angle de projection rapporté a la ligne qui va
de la bouche & feu au but — expression indépendante de 1’angle d’é-
lévation du but, ainsi qu’on devait s’y attendre (n° 83).
94. Relation enire les hauteurs des hausses, les angles de
projection et les angles @ élévation du but. Soit O (fig. 11)1le centre de
la tranche de la volée et en méme temps le point de départ du pro-
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jectile; OA le prolongement de I'axe de la bouche & feu que 1’on

suppose coincider avec la tangente 3 la trajectoire au point de départ;

M le point & battre, P sa projection sur I’horizontale OP; CB la

hauteur du bouton latéral de mire au-dessus de 1’axe de la bouche;

ED la hauteur au-dessus de 1’axe de la bouche du point & partir du-

quel on compte les hauteurs de -la hausse latérale. Le prolongement

de la droite MB détermine la hauteur FE de 1a hausse qui convient -
3 la distance OM. On méne BG@ parallele & ’axe AD. L’angle FID

que fait la ligne de mire F’M avec 1’axe de la bouche, angle égal &
celui FBG, est I’angle de mire.

L’angle de mire m est déterminé au moyen de I’angle de pro-
jection AOP= ¢, de I'angle d’élévation du but MOP—=c¢ ot de
I’angle OMB =i, sous lequel les points O et B sont vus du but;
le triangle JOM donne AOM=AIM~+ OMB, oup—ec=m +1,
d’od '

m=¢—e—Ii.

L’angle 4, ayant son sommet au but et s’appuyant sur les points
O et B, étant toujours assez petit, on peut le négliger et poser

m=¢@—c¢,

c’est-d-dire admettre que 1’angle de mire est égal & 1’angle de pro-
jection rapporté 3 la ligne qui va de la bouche a feu au but. -

En représentant BC par r, ED par R, la distance du bouton de
mire & la hausse BG par /, la hauteur de la hausse FE par %, on
aura du triangle FBG '

FG = BG@ . tang m,

ou

h-+R—r=1.tangm,
d’on

h=1.tangm —(R—7r),
ou bien

=1.tang (p —e) —(R—17).

Si BC= ED, c’est-d-dire si R —r, comme cela a lieu pour
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“ toutes nos bouches & feu rayées et pour la plupart des bouches & feu
lisses, on a
h=1.tang (p —e¢).

95. Relation entre les déplacements latéraux de la hausse et
les déviations latérales des projectiles. Si la trajectoire est comprise
dans le plan vertical passant par 1’axe de la bouche & feu et si la
bouche est munie d'une hausse latérale, il faut, pour atteindre (fig. 12)
le point M qui se trouve dans ce plan, déplacer la hausse & droite
d’une quantité

Ff= FB.tang FBf, ou Ff= FB .tang OMB.

Mais I'angle OMB ayant son sommet au but et s’appuyant sur
les points O et B est toujours assez petit, de maniére qu’on peut le
négliger, et ’on ne munit pas de point de visée mobile les hausses
latérales des bouches & feu lisses.

Si la trajectoire du projectile est & double courhure (comme celle
des projectiles oblongs) et la déviation latérale du projectile & la
distance OM = a est MM’ =z, il faut pour atteindre le point M
dévier la bouche a feu de I’angle MOM’ en déplagant latéralement

le point de visée mobile de la hausse d’une quantité Ff'= FB. '—'”%'- En
représentant Ff* par <, posant, sans erreur sénsible, s M'= MM'—¢,

nB=MO =a, et observant (fig. 11)que FB= VE+ [A+R—r]3,
on obtient

s== 'VF-.— [+ R—r]2
Si R =17 et si h est petit en comparaison de , on a pour le dé-

placement latéral du point de visée de 1a hausse

S==--1

Q%

96. Erreur due au pointage. En représentant par Ak Perreur
dans la hauteur de la hausse, par AS ’erreur dans le déplacement
latéral du point de visée de la hausse, et par a la distance du but,

on aura approximativement
10



— 146 —

la distance verticale Ay du projectile au hut

Ah
Ay-:(l N

ot la distance latérale Az du projectile au but .

Az=a.él§.

97. Erreuwr due & Uinclinaison des tourillons. Si la houche &
feu tourne autour de 1’axe de 'ame et le tourillon de gauche s’éleve
de telle sorte que son axe fait un angle « avec la position primitive
et horizontale (fig: 13), le sommet du houton de mire B et le point G
(fig. 11) déeriront aussi un angle a et se déplaceront en G’ sur la
figure 13; la hausse dont la direction coincidait avec FEG perpen-
dieulaire & 1’axe de la houche et & celui des tourillons avant leur ro-
tation, se déplacera en F'E'G’, qui sera perpendiculaire a 1'axe de la
bouche et & la nouvelle position de I’axe des tourillons, la hauteur F' G°
étant égale & F'G. Pour qu'il n’y ait pas d’erreur dans le pointage par
suite de 'inclinaison de 1’axe des tourillons, il serait nécessaire que
la hausse, nonobstant I'inclinaison de I’axe des tourillons, fat com-
prise dans le plan vertical parallele & ’axe de Ia houche et passant
par le sommet du houton de mire déplacé, c’est-i-dire que la direction
de la hansse coincidat sur la figure 13 avec F"G'. Mais la hausse
s’étant déplacée en F'E’, il en résulte une erreur A% dans le déplace-
ment latéral de la hausse égale & F'f et une erreur Ak dans la hau-
teur de la hausse égale & F'f, et

A =Ff=F@G .sina=(h+R—r)sina,
A=F"f=F'G'(1—cos 0)=2F"G .sin* 5 = 2 (h + R — »)sin®3.

Done, si I'on pointe une houche & feu, lorsque le tourillon de
ganche est au-dessus de celui de droite, sans avoir fait les corrections
correspondantes dans la hausse, le projectile touchera (n° 96) un
point situé approximativement & droite du but d’une quantité

a
A.’I—T

(h+R—r)sina
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et au-dessous du but d'une quantité

Ay=73 (h+R—r). 2sin%;.
Pour le canon obusier de 12' lisse, ona R=r, I =1"732.
Soit une roue de son affiit, au-dessus de 1'autre de 0™,152; 1écarte-

ment des roues étant de 1,473, on a sin & = 122 ot @ = 5°57".
’ ’ 1473

Pour un tir & boulet avec une charge de 1*,126 de poudre & canon,
a une distance de 850", la hauteur de la hausse est 1 = 0",0864.
On aura ’erreur due a I'inclinaison des tourillons

Az=4")),

Ay=072.

Pour le canon rayé de 4' ona R=1r, 1 =0",724. Soit une
roue de son affut au-dessus «de ’autre de 0",152; V’écartement des
roues étant de 1,473, on a sin @ = %et a=5°57". Pour un
tir & obus avec une charge de 0,614 de poudre i canon, 3 une
distance de 850™, 1a hauteur de Ia hausse est = 0",0343. On
aura 'erreur due a V'inclinaison des tourillons

Az=3"8,
Ay=0",2.
Ala distance de 1700", la hauteur de la hausseest h=0",0762,
et on aura I'erreur due & la méme inclinaison des tourillons
Az =18",6,

Ay=1"1.

IV. Tir plongea.nt.

98. Exposé. Dans le tir direct et le tir courbe on a pour but
de toucher un point donné, et, pour satisfaire d cette condition, on
détermine I’angle de projection pour une vitesse initiale donnée, ou

la vitesse initiale pour un angle de projection donné. Dans le tir
10*



— 148 —

plongeant, la trajectoire doit satisfaire & deux conditions (le projectile
doit passer par deux points donnés, ou bien par un point donné sous
une inclinaison donnée), et pour que ces conditions soient obtenues, it
est indispensable que la vitesse initiale et 1’angle de projection aient
des valeurs déterminées.

Dans la plupart des cas du tir plongeant, la vitesse initiale est
inférieure & 376™*; par suite, nous nous occuperons de la solution
des problémes qui s’y rapportent dans I’hypothése de la résistance
de Pair (n° 51)

%=f(v)=§g:c[l+:‘_:]’

oli, en posant IT =TI,

_ P
- -20%1?1@

et, le metre et le kilogramme étant pris pour unités,
fo=0,012; r= 186",

Lorsque les vitesses sont considérables, le tir plongeant a lieu
sous de petits angles de projection, et méme lorsque les vitesses sont
petites, les angles de projection ne dépassent pas ordinairement 15°.
Par suite, dans les formules du »° 51 qui servent a la solution des
problémes sur le tir plongeant on posera a = 1.

99. Déterminer la vitesse initiale et I'angle de projection d’un
projectile qui doit passer par deuz points donnés. Soit a ét b la
distance horizontale et la verticale de 1’'un des points & la houche &
feu, a’ et b’ celles de I'autre point; ¥V et ¢ étant la vitesse initiale et
I’angle de projection cherchés.

Puisque Ia trajectoire doit passer par le point dont les coordonnées
son{ a et b, on aura

2
b=atang<p—-%‘9(%, V(,”),
d’ou
tangq>—3-=§%9(3,l’o’). .

(4
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De méme puisque le second point doit aussi se trouver sur la tra-
jectoire, on aura

tangp — 5 =55 (¥, V2);

retranchant ces deux équations membre & membre, on aura
b b ’
i o= e [VR(5 W) — a2 (5,75 ]

2;‘(;—-) Vi=a® (%, V) —a® (3 V).

ou

Faisant pour abréger
Ta—v=0
et ohservant que
‘P(‘-Z"» v, ) -(1+ V.,?)F(_c) V2 ,@"',V*)_.(l +V; )F( =7,

on obtient

(FE)—aF ()
5 =‘/Q —[dF (%) —aF(S)]+ (@~

Counaissant ¥, on déterminera la valeur de la fonction ¥ (%, Voz)

et celle de © (‘lc, VO’); alors, en divisant I’une par l'autre les ex-

pressions de tang @ —(—’: et de tang ¢ — % , on aura pour la va-
leur de o

dB(Z, V2).r—a® (2 V')
a®(Z, 7)) —a® (3, V)

tang ¢ =

Connaissant ¢, on déduira ¥, en multipliant ¥, par — COW

100. Déterminer la vitesse initiale et Uanmgle de projection
d’un projectile qui doit passer par un point donné sous une incli-
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naison donnée. Soit a et b la distance horizontale et la verticale du
point donné & la houche & feu, et & I'inclinaison de la trajectoire
en ce point.

La trajectoire devant passer par le point dont les coordonnées
sont @ et b, on devra avoir

- D 7 2

b__atangtp—ﬁ-z"l (— V2,
. . b

d'on, en faisant - = tange,

ta11gq>—ta1we——~"{f',‘53( V*)

La trajectoire devant avoir au point donné I'inclinaison &, on
aura (n° 51, éq. 2).

tang ¢ — tang 6 = —J.i K ( V’)
Retranchant ces deux équations 1'une de l'autre, on aura

tange — tang _~,V2[23 q?(g, T"(,z)],
ou '
ifg(tangs—tangﬁ) rE=23(2, ) ‘L’( V;)’>.

Faisant pour abréger
272 |
e (tanga — tango) =0,

et observant que

35 V) =1+ V) (5)— Vs B(%, Vot )=(1+ V)R )=V

on obtient
2F,(5)—F(%)
?°=‘/@+ 1—[zr(5)-7(3)]
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Connaissant ¥V, on calculera ® (%, Voe) et 3 (%, VO"); puis en
divisant 1'expression tang ¢ — tang e par celle de tang ¢ — tang 6, on
aura pour la valeur de ¢
2tang e. 3(%, Vf)—-—tangﬂ.%’(%, Vog.)

23(%, 72 —®(%, 7)) :

tang ¢ =

. IR r
Connaissant ¢, on aura ¥ en multipliant ¥, par oo

Dans le cas du tir plongeant 1'angle & est négatif, et si 'on re-~
présente sa valeur par — &,, il faudra substituer — @, a 9 dans
toutes les formules de ce numéro.

101. Limite de la hauteur a laquelle on peut raser la créle
d’un parapet sous une inclinaison donnée. Soit ¢ le plus grand
angle de projection qu'on peut obtenir de la houche & feu montée sur
son affat, a la distance du but, b la plus grande hauteur qu'il peut
avoir, pour que 'inclinaison de la trajectoire en ce point soit 6. La
trajectoire devant passer par le point («, b), on a

_ ga? a qr
b= atallg@—m%‘(?, If).
L’inclinaison de la trajectoire au point (e, b) étant 4, on a
ga @ 2) .
tang 6 = tang ¢ — v 3 (;, V, > ;

cette équation donne

posant pour abréger

(tangq: —tang 0 )= @

r2
ag
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et observant que 3( ) (l + V’)F ( )— V2, on obtient

_ F(2)
oy e

Connaissant ¥V, on détermine ¥ en multipliant ¥ par m et

on trouve ® (;, VO’). On obtient la valeur de b au moyen de I’é6quation

=atangp— -2 2V2 ‘P(c, V’

Dans le cas du tir plongeant ’angle @ est négatif, et si ’on re-
présente sa valeur par-—¢,, il faudra substituer — &, & 6 dans
toutes les formules de ce numéro.

102. Limite de la hauteur & laquclle on peut, en rasant la
créte d’un parapet, toucher un point donné du terre-plein. Soient
a et bles coordonnées de la eréte du parapet; a la distance horizontale
du point du terre-plein & la créte du parapet, 8 sa hauteur relative
au-dessous de la créte. Le projectile devant raser la créte du parapet
et toucher le point donné du terre-plein, on a, en faisant ¢’ == @ + a,

b=atangq>—2—v—,— ‘I:’( )
b—B8=dtangp — 2;,,9?(%, V(f) .
Retranchant ces deux équations membre & membre, on trouve

=gt (5, V) — @R (5, V) ] — (@ — aytangep,

ou
2B+ @ —atnge). Vi =a"2(%, V’)—a"f( V).
Posant pour abréger

28+ @ —atamge]=1¢



— 153 —

et observant que

2(%, V) =(1-+72) F(%) — V.3 B(%, V) =(1+-V2)F(2) - V5,

on obtient

A |
e P Cymr O ey

Connaissant ¥, on détermine ¥ en multipliant V, par 03:_6 ot on

trouve ® (%, Vo’). On obtient la valeur de b au moyen de 1’équation

b=atangq>—§g;,'—%2q;‘(%, K,’). '



CHAPITRE V.

MOUVEMENT DES PROJECTILES OBLONGS DANS L'AIR.

§L
MOUVEMENT DE ROTATION DES PROJECTILES OBLONGS.

108. Lquations du mowvement de rotation d’un corps solide.
Le mouvement d'un projectile oblong, comme celui d'un corps solide,-
peut étre décomposé en un mouvement de translation de son centre
de gravité et en un mouvement de rotation du projectile autour de
son centre de gravité. Examinons d’abord le mouvement de rotation
du projectile en supposant son centre de gravité immobile.

Le mouvement de rotation d’un corps solide est déterminé par les
trois équations d’Euler. L’origine des coordonnées y est supposée au
centre de gravité du corps et les axes des coordonnées sont les axes
principaux centrals du corps. Toutes les forces extérieures sont com-
posées en une seule force passant par le centre de gravité du corps
et en un seul couple. '

Pour obtenir les équations du mouvement de rotation du corps,
on doit égaler la somme de 1'expression générale de la projection de
I'axe du couple des forces tangentielles sur chacun des axes prineipaux
et de celle de la projection de 1'axe du couple des forces centripites
sur le méme axe, & la projection de 1’axe du couple des forces exté-
rieures sur le méme axe principal. '

En représentant par A, B, C les moments d'inertie du corps au-
tour des axes principaux z, y, 2z, par @ la vitesse angulaire du corps
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autour d'un axe instantané, par p, g, » les projections de cette vitesse
sur les axes principaux, et par I, M, N les projections de 1'axe du
couple des forces extérieures sur les mémes axes, on aura pour les
équations générales du mouvement de rotation d’un corps solide

q ,
A£+W—QW=L“

d y
B£+((;—A)pr=]ll,
C%—;—(A— B)pg=N.

Un projectile oblong étant un corps de révolution, 1'un de ses
axes principaux est son axe de figure. et 1'on peut prendre pour les
deux autres deux perpendiculaires quelconques situées dams le plan
équatorial du projectile, car ses moments d’inertie autour de tous les
axes situés dans ce plan sont égaux entre eux. Ces moments d'inertie
sont plus grands que celui autour de 1'axe de figure du projectile.
Prenant 1’axe de figure du projectile pour 1’axe des z, on a

B=Ccet B> A.

104. Projections de U'azxe du couple de la résistance de Uair
sur les axes principaux d'un projectile oblong. Dans le mouvement
des projectiles oblongs 1'aceroissement de pression sur certaines par-
ties de leur surface et la diminution sur d'autres, qui se produisent
suivant que ces parties ont un mouvement de rotation dans un sens
contraire au mouvement de translation ou dans le méme sens que ce
dernier — cette augmentation et cette diminution de pression (n° 5)
ne peuvent étre bien grandes. En en faisant abstraction, ainsi que du
frottement de 1'air contre la surface du projectile, on n’a a con-
sidérer, parmi les forces extérieures qui agissent sur le projectile
pendant son mouvement dans 1’air, que celle de la gravité et celle de
la résistance qui s’exerce normalement sur chaque élément de la sur-
face du projectile, soumis a I’action de la résistance. La force de la
gravité, comme appliquée au centre de gravité du projectile, ne donne
point de couple, et la résistance de I'air donne un couple dont 1'axe
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est perpendiculaire a celui de figure du projectile et & la tangente de
la trajectoire. '

Rapportons le projectile et ses axes principaux mobiles Oz, Oy, Oz
(fig. 14), dont 1'axe Oz est celui de figure, aux axes fixes rectangu-
laires Ox,, Oy,, Oz,, dont l'axe Ox, coincide avec la tangente de
la trajectoire, en la supposant d’abord immobile. La ligne ON d’inter-
section des plans yOz et y,Oz,, étant perpendiculaire & 1'axe de
figure Oz et & la tangente Ox,, représentera la direction de I’axe du
couple de la résistance de 1’air. Cet.axe sera dirigé dans le sens de ON,
car dans les projectiles oblongs le couple de la résistance de I’air (»°18)
tend & éloigner 1’axe de figure Ox de la tangente Oz, *). Appelant K
la grandeur de cet axe et n I’angle NOy, on trouve que les projections
de cet axe sur les axes principaux du projectile Oz, Oy, Oz sont
zéro, Kcosm et — Ksin .

105. Expression du couple de la résistance de Pair, quand U anyle
- & que fait Paxe de figure du projectile avec la tangente n’est pas
grand. En représentant par p, la composante de la résistance de 1’air
dans le sens contraire & celui de 1’axe de figure du projectile, par gy
la composante de cette résistance perpendiculaire & 1’axe de figure et
située dans le plan passant par ’axe de figure et la tangente, et par d
_ la distance du centre de la résistance au centre de gravité du pro-
jectile — distance exprimée en parties du rayon R du projectile, on
aura pour le couple K de la résistance 1’expression

K=0'R'PB
et comme (n° 17)
Y
?B—X'PA’
on a
Y
K=i‘0.R QA

*) Nous compterons comme positifs les axes des couples et les axes des ro-
tations disposés de maniére qu’un spectateur, appuyé contrc l’axe et ayant les
pieds & lorigine de I'axe, voie la rotation se produire devant lui de droite &
gauche.
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Sur la figure 5 sont tracées les courbes de —g—o, de J—% et de o
pour les projectiles semblables & notre obus de 4' & chemise en plomb,
les angles & étant pris pour abscisses et les valeurs de % , 3,1:—’ et 0
pour ordonnées. On a construit sur la figure 15 la courbe des va-
leurs de %- d qui correspondent a différents angles 3, pour les projectiles

semblables 4 notre obus de 4'. Cette figure fait voir que quand les
angles 8 sont petits, ce qui a toujours lieu dans le cas du tir direct,

la telation entre les valeurs de %-d et les angles & peut étre repré-
sentée par
%g- a=h sip 3,

o

odt, pour les projectilés semblables & notre obus de 4', on a
' h=2,7.

La courbe exprimée par cette équation est représentée sur la
figure 15 par des traits interrompus. )

En mettant la valeur de % - 0 dans ’expression du couple K, on a
K=h.R.o,sin3.

106. Equations du mouvement. de rotation d'un projectile
oblong. 11 suit de ce qui a 6ét6 énoncé que les équations du mouve-
ment de rotation d’un projectile oblong peuvent étre mises sous la

forme ,
ap _
45=0,

@).] BY + (B— A)pr = hRp,sin3.cosy,

BY _ (B— A)pg= — hRo,sin3.siny.

En intégrant ces équations, nous supposerons qu’au moment &
partir duquel sont comptées les durées, le plan qui passe par 1’axe
de figure et la tangente coincide avec lo plan fixe 2z, Oz,, que l'axe
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de figure fait A ce moment 1’angle 3, avec la tangente fixe Ozx,, et
que ¢’est des lors qu'agit le couple de la résistance K == hRp, sin3,
dans lequel nous considérerons g, comme constante.

La position des axes principaux du projectile par rapport aux axes
fixes des coordonnées est entidrement déterminée, lorsqu’on connait
(fig. 14) I’angle 20z, =3, 1'angle yON =1 situé dans le plan 20y
et I'angle y, ON = v situé dans le plan y,0z,.

En décrivant du point O comme centre une spheére d'un rayon
écal a I'unité, on aura: 1) 'angle diddre y, Ny = & que font entre
eux les deux plans 20y et 2,0y,, angle compté & partir du plan 2,0y,
et mesuré par 1’arc xx; 2) 'arc Ny = n qui mesure 1'angle diédre
x,x2 formé par les plansx,Ox et #’Oz et compté a partir du plan z,0x;
3)’arc y, N =v qui mesure I’angle diedre 7,2 formé par les plans
z,0r, ot zOx, et compté i partir du plan 2, Oz, .

La rotation du corps autour d’un axe quelconque peut étre pro-
duite par trois rotations successives autour de trois axes qui ne sont
pas paralleles & un méme plan. On peut prendre pour ces axes ou
hien les trois axes prinecipaux du corps z, y, 2, ou bien les droites
ON, Oz et Oz, . Les vitesses angulaires autour des trois axes princi-

paux sont Pp,q,r; les vitesses angu]aires autour des axes ON, Oz, O,

d d
sont % dt, ,’;, A décomposant chacune des trois dernidres vi-

tesses en trois autles autour des axes z, y, 2, et remarquant que la
somme algébrique de ces vitesses composantes autour de chacun des
axes x, y, 2 est égale & la vitesse correspondanto p. q, r autour du
méme axe, on aura

p._.— -¢08 (ON, z) — cos(a: v)—l- dv 108 (2, ),
p="T-0s (ON, y)—— a0s(z, )+ & 05 0, 9,
cos(ON 2)— cos(x 2+ 4 ds - 608 (1), 2).

*) La vitesse angulaire ‘;t

minue, quand la rotation du corps autour de I’axe Oz est positive,c’est-d-dire quand
cette rotation a lieu de droite & gauche pour un spectateur appuyé contre I'axe
et avant les pieds & Porigine de I'axe.

est prise avec le signe —, parce que ’angle v di-
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Mais: cos (ON, x) = 0, ¢os (x, ) = 1, cos (z,, x)=8;
c08 (ON, y) = cos , cos (2, y) = 0, cos (z,, y) = cos (, y) . c0S (z,,)x

~+sin(z, y).sin(x,, x).c0s (yax,) = — sin Ssin,

¢08 (ON, 2) = ¢08(90° + ) = — sin, cos(x, 2) =0,

cos (z,, 2) = ¢0s (z, 2).¢0s (v, 2,) + sin(z, 2).sin (z, z,) cos (2xz,)
= —sinJ. cos .

Par conséquent

p= -—%’l ';;coss

ds
g == 0080 — 5‘— sin v sin 3,

s
r=— gsinn— d 7 €08 M sin 3.
. . .o . : d3 dv dny
Tirant de ces trois dernitres équations les valeurs de @ a@ @
on obtient
s . .
q = 4008n—rsiny,
av . . ’
(II).1 5; sin 8 = — (g sin 7 + 1 cos ),

%—2 $in 8 = — [p sin § + (¢ sin q —+ 7 cos 1) cos 3].

Ces trois équations avec les trois équations (I) servent a déter-
miner les angles 3, v et x en fonction du temps .

Un projectile oblong étant un corps de révolution, sa position est
entierement déterminée par la position de son axe de figure, qui sera

connue, quand on n’aura trouvé que les deux angles & et v en fonction
du temps ¢.

107. La vitesse angulaire autour de Uaxe de figure est con-
stante pendant toute la durée du mouvement. La premicre des
équations (I), »° 106, donne

P=D,,

ol p, est la vitesse angulaire initiale du projectile autour de son axe
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de figure; ce qui fait voir que la vitesse angulaire autour de 1’axe de
figure est constante pendant toute la durée du mouvement.

108. Vitesse angulacre en fonction de Uangle 3. Multipliant
la seconde des équations (1), #»° 106, par sin & sin v et la troisiéme
par sin & cos v et faisant leur somme, on aura
A psin 3 (g cosq — 7 sin ) + B[sin&cosn—j—tf —+- sin & sin 9 %qt

—p sin&(qcos-q—rsin-q)] =0.

En y substituant
P=p,
et (éq. II 2° 106)

. ds
goosm — rsinn =,

on obtient

. dr . . dg . dcos 8
B[sm&cos*qa ~+sindsinn ;—p,sind ]_

Mais

i(rsin&cos ~+ ¢ 8in 3 sin m) = sin 3 cos dr 4 sin & sin n ¢

at n+g n) = N a Mg
—'-(qcosv;—-rsinfq)sinsff?"v-|-(qsin'q+rcos-4r;)coss‘3'E

. . dr . . ds di‘)
= (&q. H)sm&cosnE-t+smasm'th+sm8dt T

dv dé

—sind¢osd T d@

= sin 8 cosy 9;—: —+ sin 8 siny ‘;—qt — sin 8(; ( ‘;’2 L cosS)
= 8in  co87 % ~+ 8in 3 siny ’?th —posinsﬁ
Par conséquent
B.d(rsindcosm—+ gsindsinn) = Ap,dcos?,
ou (6q. IT) '
B. d(sin”& %) = — Ap,dcos?.
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d8_0 dv

Pour t=0, on a » gz = 0 et, en intégrant la derniere

équation, on obtient
Bgin®$ %’ = A p, (cos 8, — cos ),

ol 3, représente la valeur initiale de I’angle 3.
" On en tire

109. Vitesse angulazre en fonction de Dangle 8. Multipliant

la seconde des équations I, n° 106 par ¢ et la troisidme par r et
faisant leur somme, on a

3 Bd(q¢* + r*) = hRp, sin 8 (g cos  — r sin n) d¢
= (6q. II) — h Rp,d cos 3;
mais les équations (II) donnent
¢C+r= (ﬂﬁ) ~+ sin? & (%)2,

par conséquent
}Bd ((j_f)g ~+sin® 3 (5! )2> = — hRp,d cos 3.

Pour { =0, on a 3‘: 0, % = o et, en intégrant la dernitre

équation, on obtient

(‘%)2+ sin?§ (z:)z = 2"R°‘ (cos 8, — cos 3).

En 6liminant & ¥ de cette équation et de I’équation (1) »° 108,
on trouve

11
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110. Angle & en fonction du temps t. On tire de la derniére
équation .

B cos & : adcosd
t=V mr.,

V (cos 3, — cos 3) [l —cos?28 — 2h B (cos 3, — cos 8)]

cos &,

une intégrale elliptique de premidre espdce.

On peut intégrer cette expression avec une approximation suffi-
gante sans avoir recours aux fonctions elliptiques. En effet, les ra-
cines de 1’équation

1 —cos?3 — 2:;’;‘:; (cos 3, —¢083) = 0
sont
BhRe, B hRp B2
€088 = [1 Vl— o cosso+(—ﬂ—4,po, )]
et

cos8—4,,R‘, B[l ‘/1—8’:41:2; ?"0530""(4—%’2)2]

Le projectile étant animé d’une grande vitesse de rotation p, au-
tour de son axe de figure, on peut développer le radical en série et
négliger devant I’unité dans les expressions de cos & les puissances se-

conde et supérieures de la fraction 4;3,; f ; on obtient ainsi

— _4p* 2sz‘
c0s8d —m(l— o €08 & )
ot
€08 3 = co8 80—% gin®3,;
par suite

1 —cos?3 — 2w B(cos 3, — c0s d)

— 2:;1;03 [ 1— 27;13;‘2 (cos 3,—+cos 8):] (cos 8 —cos 3,+ A,?f sin® 3,)
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ot

0S &
B dcos 8
*=p, hResB R .
l/(cosao—cosa)(cosa-cosco+ Aip,? 8in2d,y § 1- =22 A“;Az (cosaoﬂosa))

cos &,
2hRorB
ou, en néghgeant o == (608 8, —+ cos 8) devant I'unité, on a
8
=B dcos &
=
o V—cosao(cos 3— AI:;‘? gin? 80)+2(cosdo ’T’;‘* sin? Go)cosa-cos’a
cos &,
et ’on tire
B
B c08 8, — 'f,‘;,‘ 7 8in® 3, —cos
t= 4| are cos WEoch —=x |,
° o7 80 3,
Do
d’ott ’on obtient
€08 & = ¢08 80—'@%9—',”"(1 — cos-‘%}’t) sin 3.
0

La valeur de ﬁﬁg};’"’" (1 cos A’Jt) étant petite, on peut
prendre son cosinus égal & 1’unité et son sinus égal A elle-méme, ot
’on aura

a=ao+-"ﬂz-’i“—“‘-’a(1 oos“"’f")

. AﬁPot

On voit ainsi que I’angle & est exprimé par une fonction périodi-
que, dont la période correspond au temps ¢, = 2—30 -2xn. Par consé-
quent 'axe de figure Oz tantot s’éloigne et tantot s’approche de

Paxe fixe Oz,, et les variations des distances angulaires de ’axe de

figure Oz & Y'axe fixe Oz, se trouvent dans les limites 3 =3, et
2hoB sin 8,
Apg® °
111. Vitesse angulaire % de Uaxe de figure autour de Uaze du
11*

8=80+
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couple de la résistance en fonction du temps ¢t. En prenant la dé-
rivée de ’expression & par rapport & f, on a

d3 __ hRp,sind, . gin Aot Ap,t
@t T Ap, "B

. . .. as . .
On voit que la vitesse angulaire -; est expnmée par une fonction

périodique, et que depuis £ = o jusqu’a t— elle croit de zéro
hRp, sin §, _ y
a T" depuis ¢ = ——o 3 > jusqua ¢t = 7 = elle décroit de

hRpa sin- Go B I} B 3
— 0 <o * T jus u&t_—- 7 elle con-
YN 3 zéro, depuis ¢ = y jusq dp, 2

tinue de décroitre de zéro & — ’—’Ff‘;'—“a" depuis ¢ = - —B— 37 jusqud

hRp ‘sm 8o

t— ip,; - 27 elle croit de — jusqu’a zéro, et ainsi de suite.

112. Vitesse angulazre v > de l’aa:e de figure Ox autour de l'axe

fize Oz, en fonction du temps ¢.
En mettant 5 = §,+ 2205t % (1 —cos A2t ) dans ’équation (1)

A?ps?
n° 108 ot en négligeant devant 1'unité les termes dans lesquels
h—lt%,:%’ (1— A?") entre & des puissances supérieures & la pre-

miere, on trouve

dv __ hRe, Apt
i — Ap, (1_°°S T)'

Cette quantité étant positive, 1’axe de figure, lorsqu’on regarde
du pole & au centre de gravité O, se meut autour de I'axe fixe Oz,
de droite & gauche, si la rotation du projectile autour de son axe de
figure a lieu dans le méme sens.

La vitesse angulaire ‘;—; est une fonction périodique, dont la pé-
riode correspond & la méme durée ¢, = A%o -2 que celle de la va-

riation de I’angle 3.
La plus petite et la plus grande valeurs de cette vitesse sont

zéro et —— 2"? %4 ot elle les atteint aux moments on la vitesse angulaire ";‘:

est égale & zéro et 1’angle & est égal & sa plus petite et & sa plus
grande valeur.
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113. Angle v, que fait le plan vertical 2, Ox, passani par
laxe fize Oz, avec le plan & Ox, passant par le méme axe fixe Ox,
et axe de figure Oz, en fonction du temps t. Cet angle s’obtient

. . av
en intégrant 'expression - et a pour valeur

th‘( B . Apgh)
Ap, t Ap, s B)

=

ou

— sin ﬁt—).

y— hBe,B (dpgt
B

T 4%* \ B
114. Egquations polaires de la courbe que décrit le pole de
Daze de figure sur un plan perpendiculaire & Uaze fizxe 0:3,. Soit
ce plan mené & une distance OT (fig. 16) du centre de gravité O du
projectile et soit OF’ une position quelconque de ’axe de figure.
Prenons les longueurs P'T pour les rayons vecteurs y et les anglesv
pour les.longitudes de la courbe. En désignant par OP = a la po-
sition initiale de 1’axe de figure, on aura

PT=~= 0T.tang 3 = acos 3,. tang 3.

. hRp,sind, Apot
En mettant 8 = §, + ~—Z475= (1 — 603 =7 ) et en s bornant

i Apgt\ -
aux termes dans lesquels -"—1%%39 ( 1 —cos %l) entre 3 la pre-
0 L

miére puissance, on obtient

hRp, Btangd, (1 oS 'Apot>

Y=asind,+a yome —

B
L’angle v (n° 113) est

y=

hRo,B (APot : Apot)
apz \"B _M-p ).

En posant

. hRp, B sin 3, . Apgt *
p=asind,, r=gq 2% g P

AZP 02 )
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on a les équations polaires suivantes de la courbe décrite par le pole
de 1’axe de figure sur un plan perpendiculaire & 1’axe fixe Oz,

Y=9+co:oo(1_°"s§>’
v="1(3—sing),

ou, pour de petits angles 8,
y=p-+7(l —cosf),
v:-.g(ﬁ—sinﬁ). '

Ces équations polaires sont celles de ’épicycloide ordinaire dont
le rayon du cercle fixe est o et celui du cercle mobile est r, lorsque

le rapport 5 et par suite celui de g sont petits®).

*) L'épicycloide ordinaire est une courbe AMG (fig. 17) engendrée par un
point quelconque M du cercle BCM qui roule sur le cercle fixe ABD. Cherchons
ses équations polaires, en prenant le point A pour origine du mouvement. Soit
OM=y, MOA=v, AO=p, BC=r, MCB=§, COA=a, COM=2d'.

Le triangle MCO donne

Y2=(p4+1)24-12—2(p+1)r. cOSP
ou
¥? =(p++r—r cos f)2+r2sin?j3,
et

y=(p+r—rcosB) V1+ (_'Sinﬁ_)z.

p+r—rcosf
Lorsque le rapi»ort g a une faible valeur, on peut négliger devant I'unité les

termes dans lesquels __reing
p—+r—rcosf

rieures; on a dans ce cas

entre & la deuxi®me puissance et aux supé-

y=p¢-+r(1—cosf).
L’angle
v=a—a'

D’aprés la loi de la génération de P’épicycloide, 'arc AB=pa est égal & ’arc
BM = r3; par suite

a=;ﬂ
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Par conséquent le pole de 1’axe de figure décrit autour de 1’axe
fixe Or, une série d’épicycloides ordinaires, dont les rayons des
corcles fixes sont a sin 8, et les rayons des cercles mobiles sont

a h—% , ot I’axe de figure décrit autour de 1’axe fixe un cone
qui a pour base ces épicycloides. A 1’origine de ces épicycloides
(n” 111 et 112) les vitesses angulaires %’et g de 1’axe de figure

autour de I’axe du couple de la résistance et autour de 1’axe fixe sont
égales & zéro.

115. Limite de Uaccroissement de U'angle 3 par suite de Uac-
tion du couple de la résistance de l'air. La plus petite valeur de

I’angle 3 (n° 110) est 3); sa plus grande valeur, par suite de l’ac-
tion du couple de la résistance, est 3, <+ 3’%—:’”", de sorte que
la limite de 1’accroissement de cet angle est la

2hRp.B sin 8,

510, partie de ’angle 3.

En représentant par  la longueur du pas des rayures, exprimée

en rayons R du projectile, on a

__ 2V
0™ TR °

et
r ’
v= s B—a.
Abaissant du point M sur la ligne OC la perpendiculaire ME, on trouve du
triangle rectangle MOE

Bina = 7 = - sinB
M Y

r .
o« = - sinj.

Y
Par conséquent les équations polaires de I’épicycloide ordinaire, lorsque ;

est petit, sont
= y=p+r(l—cosp),

v=£(g3—sinﬁ).
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Le moment d’inertie du projectile autour de son axe de figure est
P
A= . 7 R? ’

ol . est un coefficient qui dépend de la construction du projectile.
Pour les projectiles semblables A notre obus de 4', ona p=0,589,
2=2,3,h= 2,7,g£=7120R3.
La résistance de I'air dans le sens contraire & 1’axe de figure
(n” 28 et 29), si I'on prend % = 1 et I = I, est pour les vitesses
~au-dessus de 360 mét:sec.

pa= 0,044 .= R%?;

pour les vitesses au-dessous de 325 met:sec. elle est
ea=0,012 . TR [1—'-(483

fait voir la courbe de o = - sz,

]; mais cette résistance, comme le

ne
croit pas beaucoup plus rapidement que le carré de la vitesse, et on
peut prendre approximativement pour son expression

pa =0,014 ®R2. %,

. %hRp,Bsi
En mettant ces valeurs dans I’expression -A—Zﬁi;n—a", on trouve:
(1]

pour des vitesses qui dépassent 360 met:sec.
hRp, B sind
2R, B sindy st =0,0000104 7 = "0
et pour des vitesses qui sont inférieures & 325 met:sec.
2hRo, B
s = 0,00000336 7 520,

Egalant successivement n & 140 et & 82, ¢’est-a-dire aux limites
entre lesquelles sont compris les pas des rayures de nos bouches a
feu, on voit que, pour n =140, I’accroissement de I’angle 3, par suite
de I’action du couple de la résistance de 1’air, ne dépasse pas 0,20
de 8, quand les vitesses sont supérieures & 360 met:sec., et ne dépasse
pas0,064 de 3), quand elles sont inférieures 4 325 met:seec.; pour n=82,



— 169 —

cet accroissement de 1’angle 3 ne dépasse pas 0,070 de 3,, quand les
vitesses sont supérieures a 360 met:sec., et ne dépasse pas 0,023 de 3,
quand elles sont inférieures & 325 mét:sec.

116. Si la tangente & la trajectoire était immobie et la ré-
sistance de Uair constante, Uaxe de figure du projectile décrirait
sensiblement autour de la tangente un cine circulaire avec une vi-
tesse angulaire moyenne constante. I’accroissement de 1’angle 3, par
suite de I’action du couple de la résistance de I’air, étant une treés
faible partie de 1’angle 8, on peut prendre, sans erréur sensible, an
lieu de la valeur variable (»°110)3=3,-+ 'il%i:“’"(l —c08 4%"’)
sa valeur moyenne

hRp,B sin
§ =35, + _x‘izpoz L

et substituant cette expression dans 1'éq. 1 n° 108, en négligeant

devant 1’unité les termes qui contiennent * A, , B 5 des puissances su- .
périeures a la premiere, on trouvera

dv __hRp,
a — Apo
ou
dv K

it = Apg sin 8?
car (n° 105) K= hRp,sin3.

Par conséquent on peut admettre que, si la tangente était immo-
hile et la résistance de ’air constante, I’axe de figure du projectile
déerirait sensiblement autour de la tangente un cone circulaire avec
une vitesse angulaire constante

dv K
dt — Ap,sind
Cette expression a été déduite dans la supposition que K=hRp, sin 3,
c’est-a-dire pour le cas de petits angles 3.

Quand on tire scus de grands angles de projection avec de pe-

tites vitesses, les angles 8 acquiérent une grande valeur. On ne peut
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plus alors admettre la proportionnalité des valeurs de -0 aux sinus
des angles &, mais on peut poser

§~0=lsin80038,
ol I'on a pris pour les projectiles semblables & notre obus de 4'
1=2,6

aﬁn de représenter avec une approximation suffisante les valeurs
de X %9 dans les limites de 8 =04 8§=20°, les angles & ne dépas-
sant 20° que dans le cas de tir avec de trés petites charges.

La courbe exprimée par cette équation est pointée sur la figure 15.
On aura dans ce cas pour ’expression du couple de la résistance de
Pair

K=1.Rp,sin 3.cos 8.

Si on la met dans les équations différentielles générales du mou-
vement de rotation d’un projectile oblong et si on les intégre, comme
on I'a fait pour K=~hRp, sin 3, en posant 8 =3, 4+ 2 et négligeant
les termes affectés des puissances seconde et supérieures de 2, on ar-
rive & la méme expression

& _ K

dt = Ap,sin g
de la vitegse angulaire constante, avec laquelle 1’axe de figure du pro-
jectile décrirait sensiblement un cone circulaire autour de la tangente,
si celle-ci était immobile et si la résistance était constante.

En mettant K =hRo,sin 8, 4= 7 B’ p,= 23 ot & =1 (),
on aura pour le cas de petits angles 3

myf (®),

ot en mettant K=1Rp, sin 8c0s 3, 4=p. > PR, p,= 2"V0t S =f(),

on aura pour le cas d’angles & qui varlent de zéro dans de larges

limites
dv
= 2mﬂ,f(v) c0S 9.



— 171 —

La tangente a la trajectoire étant mobile et la résistance de I’air
étant variable, 1a vitesse angulaire g% varie durant tout le mouvement

du projectile. L’angle v — que fait le plan passant par la position
de la tangente et par celle de 1’axe de figure & 1’origine de 1’6lément
de temps dt avec le plan passant par la méme position de la tangente .
et par celle de 1’axe de figure & la fin de cet élément de temps d¢ —
cet angle aura pour expression

K

dv= Ap, sin 8

at,
ou
dans le cas de petits angles &
dv= 229 f(v)dt,

= 2nuV

et dans le cas dangles 8 qui varient de 2éro danms de larges
limates
l
d”=§%? f(v)cos d.dt.

117. Equations différentielles du mouvement de rotation de
Vaze de figure dun projectile oblong durant tout son trajet dans
Uair. Un projectile oblong décrit dans 1’air une trajectoire a double
courbure ,qui tourne sa concavité vers ’horizon, et la tangente a la
trajectoire, par suite de 1’action de la gravité, s’abaisse durant tout
le trajet du projectile. Représentons-nous une sphére dont le centre
(fig. 18) est en O. Soit OT la direction de la tangente au bout du
temps £; en menant par cette tangente un plan vertical, ce plan sera
représenté sur la surface de la sphere par I'arc NTn. Soit 04 la di-
rection de ’axe de figure au bout du temps ¢. L’angle v, formé par
le plan vertical passant par la tangente OT avec le plan passant par
la méme tangente ot 1’axe de figure OA4, aura pour mesure 1’angle
diédre NT4, et V'angle & que fait 1’axe de figure O4 avec la tan-
gente OT aura pour mesure 1’arc A7. Représentons par OA’ la po-
sition de 1’axe de figure et par O celle de la tangente au bout de
I’élément du temps suivant. L’accroissement de 1’angle 8 par suite
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de ’action du couple de la résistance de 1’air étant (n° 115) tras
faible, on peut admettre que ’arc A'T sera égal & AT =3 et que
I’angle A'TA, que nous nommerons dv', aura pour expression (z° 116)

v = ;d_p{;i—nrt dt.

En appelant ¢ 'arc N7, @1’angle que fait la tangente OT avec
I’horizon, o ’angle que fait le plan vertical passant par la tangente OT
avec le plan vertical du tir, on aura NI =¢ =3 —0, dy=—d#,
NT'=qa+dqa=’—2°—¢9—d0, TNT' =do, AT = 8 + d3,
A'T'N = v +dv.

11 est facile de déduire des triangles sphériques A'TT" et NTT"
les expressions de d3 et de dv en fonction de v, v/, 3 et ©; mais ces
expressions sont compliquées. Pour faciliter les recherches, remar-
quons que les accroissements de I’angle » sont bien plus petits que

ceux des angles O et v, de sorte que 1’on peut, sans erreur sensible,
négliger, dans les expressions de d3 et dv, les termes infiniment pe-

tits du premier ordre contenant le facteur g—;’ et négliger en outre dans

I’expression de dv le terme sin @.do. En négligeant ces termes on
obtient
dd = —cosvdo, .

— gy __ tangy
dv =dv fang 3 ds.

On arrive au méme résultat si ’on considére, dans la recherche du
mouvement de rotation de 1’axe de figure, la trajectoire comme située
dans le plan vertical du tir. En effet, dans ce cas 1'arc 7’7" coincide
avec 'arc NTn, et 'on aura (fig. 18") TT'—= NT'— NT—= —d8é,
v+ dv= AT'T; le triangle sphérique A'TT donne

008 AT = cos A'T.cos TT + sin A'T. sin TT cos 4 TT’

et
sin A’T'T __.sin A'T
sin A/TT" — sin A’'T"?
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ou, en substituant au lien de A'T', A'T, TT', ATT', A'T'T leurs
valeurs 8 -+ ds, 8, —df, = —v—dv, v +dv, en faisant les ré-
ductions nécessaires et en rejetant les infiniment petits du second
ordre, on retombe sur les expressions trouvées de dd et de dv.

En considérant la trajectoire comme située dans le plan vertical
du tir, la projection de l'accélération suivant la normale intérieure
aura pour expression

o2
7 = 9gcos g,

ol le rayon de courbure y = —-%, et par conséquent on aura

do _ g
w56 = 9t

ou, divisant les deux membres de I’équation par une valeur constante &
choisie de maniére que a cos & differe le moins possible de 1'unité *)
sur toute 1’étendue de I'arc de la trajectoire que 1'on considére, et
admettant a cos @ == 1, on obtient

9
d0=—Ldt.
Substituant cette valeur dans 1’expression de d8, on a

a8 = ZLcosvat.

Aprés avoir mis dans 1’expression de dv la derniere valeur de dd
et 1a valeur de dv' (n° 116), et aprés avoir divisé 1’expression de dv
par celle de d3, on obtient les équations différentielles suivantes du
mouvement de rotation de 1’axe de figure du projectile:

dans le cas de petits angles 3

1 hna sin v
dv= cosv [ 2nuV of (0) — tang & as,

1 -
M L
cosy_ ap 7

*) Les valeurs de a sont insérées dans la table I de I’annexe.
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et dans le cas d'angles 3 qui varient de zéro dans de larges limites

dy= L[ Jne vf(v)coss—ﬂ]da,

cosv |_2npV tang 8
1)
cos v av

118. Intégration, par approzimation, des équations différen-
tielles du mouvement de rotation de Vaxe de figure du projectile
dans le cas du tir direct, pour lequel les angles 8 sont towjours
petits. Les équations différentielles du mouvement de rotation de 1’axe
de figure du projectile contenant des termes qui dépendent de cosv
qui change de signe, leur intégration méme approximative, entre des
limites quelconques, dans 1’état actuel de I’analyse, présente des diffi-
cultés insurmontables et il devient indispensable de les intégrer,
méme approximativement, par parties.

Remplagons dans les équations (1) #° 117 les quantités varia-
bles v et vf (v) par certaines valeurs moyennes (v), et [vf (v)]., qu’elles
prennent dans les limites de 1’intégration, qui doivent étre choisies
de manitre que cos v ne change pas de signe entre ces limites. Dans
ce cas la premidre des équations (1) n° 117, en remarquant que
cosvdv = d sinv, devient

dsinv __  siny
a4 tang 37

ol 'on a posé pour abréger

[6) U g= 5o [of ©)),-
La seconde des équations (1) »° 117 devient

de —_ 9
€03y a®)y dt.
L’équation
dsinv __ _ sin v
as tang 8

est une équation différentielle linéaire du premier ordre.
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" L’intégrale de 1’équation différentielle linéaire du premier ordre

a
=P+,

dans laquelle P et Q sont des fonctions quelconques de z, est

y= L™ qaw+ 0}

Enposanty:sinv,x:&,P:--nga,Q=q, on a

ds .
JPM—-— W——logSlnB,
S Pdx —logsin & 1
e = e
ging’
—/ Pz logsin &
e =e =sin3J,

—/ Pix
e de:qfsinbdb:-qcosa

ot

. 1
Sinv = — (—qc088 + C).

En développant sin & et cos 3 en séries et en se bornant aux
‘termes dans lesquels 3 entre A la seconde puissance, on obtient

sinv=§(—q+§8”+0).

En représentant par v, et 3; les angles v et 3 qui correspondent
au temps #,, on a

3.sinv= gaﬂ-.- 3; (sin‘y‘ —g 8‘).
Le tir direct ayant lien avec des vitesses initiales assez considé-

rables, la valeur de g(éq. 1) est toujours bien plus grande que 1’unité.
Déterminant 3 de la dernidre équation, on trouve

= % [sin v==Vsinty — q3; (2sinv, — gs,)]
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ou
@....8=}[sinv V1— g3 (2siny,— g8) — cos]
ot .
dd = % [cosvdv + = (‘;’:i;’f:s_':;‘) — v:]
En mettant cette expression dans 1’équation
cg: v (ty:),,, dt
on obtient

in vdv 99
dv _,__"_" 8in v - dt
VYV 1—q3;(2 sin vy—qd¢) —cos?y @ (t)n

ou, en substituant a ¢ sa valeur (éq. 1),

d cos v — g [ (O)]m dt.
V' 1—ad; (2 sin yy— q8;) —cos? v ®)m

dV+

Dans I'’hypothese de la résistance de 1’air proportionnelle a
Jon R 0" "

la ™ puissance de la vitesse on a f(v) = 2 =3 g1

ol "= 3 JLPR2 - En supposant la trajectoire située dans le plan

vertical du tir, la projection de 1’accélération suivant ’axe horizontal
des zest ﬁ = — gf (v) cos 6, et en substituant a f(v)la fonction ; S (‘"")

on obtient d"' — 2 flav)=—4 20", a0l L'on tire

aVl @V)" 1

1 ’f(v)’—‘f(avl)—ggcﬂ—l. n ’

T [y

(GV )ﬂ—l-l
av,.f(av) = 2yclﬂ_l . T

= (aV,)”‘l ].. =

et 'on peut substituer aux valeurs moyennes (v), = (av,),,

[£(9) = [f@0)]> [of ()] = [0, (av,)},,, que premnent les
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quantités v, f (v), of (v) dans les limites des durées de ¢=t¢, a ¢, les
valeurs que 1’on obtient des expressions de av,, f(av,) et a,.f(av,)

en remplacant ¢ par ti_f! Dans ce cas on a ["{’#ﬂ = [ @)],., ¢t

par suite

dcosv

v ¥1—gd;(2s8in V.'—qt!;)—.-cosz 21tp.V [f(v)] dt,
et
(3) d_'___ 21",,7 [f( )] N
...... = = - ,

V1 — g3, (2 sin v;— g8;) —cos? v

ou le signe—-se rapporte au cas du signe positif devant le radical de
P’expression 8 et le signe — aun cas du signe négatif devant le radical
de ’expression 3.
Intégrant I’avant-derniére équation entre les limites de ¢ =43 ¢
et de v=yv, & v, on obtient:
. dans le cas du signe positif devant le radical de I’expression &

(4). .y — v, -+ arccos co8 —arccos S
ot s ¥1—g3; (2 sin v;—qdy) 'l/l-qa, (2 8in v;—g3y)

2,“,,17 [f@®)].¢—1),
et dans le cas du signe négatif devant le radical de I’expression &

. . CO8 vy
4)..v—v, —+arcsin cosy —arcsin ‘
( ‘) i ¥Y'1—g8; (2 sin vg—gq8y) V1—qd; (28invg—qdy)

= 2 [f()]nlt—1).
Les formules (2), (3), (4) et (4,) ne peuvent étre employées, comme
on I’a remarqué, que dans des limites entre lesquelles cos v ne change
pas de signe.
Au point de départ on a v,=v, =0, 8,_8,=o, t,=o.
Considérons Dintervalle depuis v=0 jusqw'dv=73 - Appelant g,
et [f (v)]ml les valeurs moyennes g et [f(v)],, dans cet intervalle, on a

“q. 2)

§=1 (sinv+ Vl—oos’v): 2 sinv,
[ q 13
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od P'on a pris le signe positif devant le radical, parece que la dérivée
:i: . -2- cos v est positive, lorsque cos v est positif, et par conséquent
l’angle 8 augmente avec le temps tant que cos v reste positif.

La dérivée (éq. 3)

= (@),

étant positive, ’angle v croit de zéro 4 5 3

Désignant par 8(,: 1\) et £, ’angle 8 et le temps ¢ qui correspon-
27 .
dent & l'angle v=71, on trouve (éq. 2)

— 2.
() =a
la formule (4) donne

—04+F—0 =5 [fO)],, .11,

©
2

d’ot 'on tire

N t — LT 4
g [f (O,

Considérons Vintervalle depuis v= 3 = jusqwa Vangle limite

v=v,> 5 Appelant g, et [f (v)],, les valeurs moyennes g et [f@),
dans tout l'intervalle de temps, & partir de ¢,, durant lequel cos v
reste négatif, on a (éq. 2)

[Slllv—!—V 292 __ 1) —cos?y ]

La valeur de cos v étant négative, la dérivée 3 T = EA 5 cos v fait
1) , déeroit, lorsque t augmente.

voir que 1’angle 3, & partir de 8 =3/ (
2?

La dérivée (éq. 3)

E! — 21“,,1/ [f( )]m2
e~ sin v

1+
V(@ - l)’-— cos?y
'
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étant jositive entre v= %et v=m, 1’angle v ne peut cesser de croitre

que si g-% devient imaginaire. Les quantités v et f(v) décroissant &
mesure que le temps augmente, on a g, < ¢, ot [f(v)]m’ <[f (”)mn;
par suite (%’— 1)2 est moindre que 1’unité et la dérivée :—: n’est réelle
qu’autant que cos® v < (2—:12 —1)’. Par conséquent 1’angle v ne peut
augmenter au-deld de la limite définie par I’équation

c0s 92=—-(2q&— )
1

Ainsi I'angle limite v, est plus petit que = et plus grand que £2
La quantité 2{‘! — 1 se réduisant & zéro pour %’ =1 et l'angle
v i ’%, on voit que le rapport :—:, qui est moindre que 1, est plus
grand que 1 %). :

Désignant par 3, ’angle 3 qui correspond a Panglev=yv, et par ¢,

le temps depuis I'origine du mouvement jusqu’au moment ot v = v,
et 8 =23,, on trouve (éq. 2)

3, =

1 .
E Simv,;

la formule (4) donne
h ’
' "2—%"'7‘—%=2,t%r[f(v)]mz(tz—tl),
d’od I’on tire

o 2npV .
ty—t = hng [f (®)lm, kE

La dérivée 7, comme on I’a observé, fait voir que

3, <8(’§¢’1). _

*) §'il en était autrement, cela indiquerait que I'on ne devait choisir pour a
que la valeur de g correspondant & un intervalle de temps moindre que tout V’in-
tervalle, & partir de ¢;, durant lequel cos v reste négatif.

12#
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Considérons Tintervalle depuis v="y, jusqu'dv=7. La for-
mule (2) donne

1. ———
d= @ [sxnv—-Vcos’v2-—oos’v:|,

ol I’on a pris le signe négatif devant le radical, parce que, cos v étant
négatif, la dérivée 22 dt cos v fait voir que 1’angle 8 doit continuer
de décroitre, lorsque ¢ augmente.

On obtient de 1a formule (3)

dv 21tp.V [f( )]m2

Et-—l_ 8im v )

V cos2vy — CO82 ¥

ol I'on a pris le signe — devant le radical, parce que le radical de
I’expression & est affecté du signe négatif.
La valeur de cos® v, étant moindre que I'unité et par suite

Veos® v, — cos®v étant moindre que sim v, lo rapport ——mr——
Vcos? vy — cos® v

est plus grand que 1’unité, et la dérivéeg—:est négative. Par conséquent
I'angle v diminue & partir de v=1v,.
Désignant par & (E

21
le temps depuis l’origine du mouvement jusqu’au moment on

2), on a (éq. 2)

2) Vangle 8 qui correspond & v= g 5,etpart,

v=§et8 =8(£
2’
acﬂ=ia+mw=%0—mm—w)

2
La formule (4,) donne
5=l [f )], (. —
d’olt I’on tire

npV
’—WWWJ@‘V'
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Les expressions ¢, —¢, et £, — ¢, font voir que -

fy— b, =
374 g [ 0) T,
et

t's -t = %(ta —t), t;— t's == :v, (t;—1).
La fonetion [f (v)]m' étant plus grande que [f(v)]mg, on a
t,—t, > t,.

La dérivée %, comme on ’a observé, fait voir que

58> 5(;, ‘2)'

Considérons UVintervalle depuis v= 3 jusqw’a Tangle limite
v=y < ’% Appelant g, et[f(v)] mg 168 Valeurs moyennes g et [f®)],.

dans tout I'intervalle de temps, & partir de ¢, durant lequel cos v
reste positif, on a (éq. 2)

=ql3-[sinv— V(l——(l—cos(n—v,))) — cos®y ] ’

et cos v étant positif, la dérivée 7z = £ <5 ¢08 v fait voir que I’angle 3,

A partir de 8 = 8(
2
La dérivée (6q. 3)

d __ 2,;",7 [f(v)]

at= 1— sin v
V(l - g—:(l — 08 (1:—9,)))’-—- cos?v
étant négative entre v=73 et v=o, D'angle v ne peut cesser
de déeroitre que si %’ devient imaginaire, ¢e qui a lieu quand

cos?y > (l - -:-;- (1= cos (u—-v,)))’. Par conséquent ’angle v ne

2), croit avec le temps.
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peut diminuer au-deld de la limite déterminée par I’équation
cos v, =1 —%(1 —c08 (° — v,)),

et comme 1 — %:— (1 —cos(m —v,)) est plus petit que I’unité et plus
grand que cos (x—v,), il suit que I’angle limite v; est plus grand
que zéro et plus petit que (m—v,).

Désignant par 3; I’angle 8 qui correspond & 1'angle limite v, et
par ¢; le temps depuis l’origine du mouvement jusqu’au’ moment
oll v=y, et 3=239;, on a (éq. 2)

1 .
d, = — SInv,;
8 qz i 87

la formule (4,) donne

vy— F+ 5 — 0= g [fO)]n, (s — 1),

2npV
d’ot I’on tire
T 2xnV .
= =g treim,

La dérivée :—:, comme on 1’a observé, fait voir que
3 3.
(G2~
Considérons Dintervalle depuis v=y, jusqw'dv=7- La valeur de
cos v étant positive, la dérivée %’Z = % cos v fait voir que 1’angle &
doit continuer de croitre avec ¢ et que par suite il faut prendre le signe
positif devant le radical de 1’expression & (éq. 2). La dérivéeg—: (éq.2)
est positive et par conséquent 1’angle v croit & partir de v=v,.
Désignant par 3 ( 3> Vangle 3 qui correspond 4 v="7, et parf,

k9
9
le temps depuis 1’origine du mouvement jusqu’au moment oliv= 1;-et
3=3 on a (éq. 2
(’% ’ 3>, (€q. 2)

8(,_;_, 3>= qls(l —+C0S v,).
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La formule (4) donne

h ’
1;- — vy + %— o= ——2“:"', [f(v)]mx.(t3 —ty),
d’ou T’on tire

’ 2nuV
bt = Ry f i, =%

Les expressions t',— 1, et #,—¢'; font voir que
¢ t 2n2uV
3

T g [F(0)]m,
et

ty—ty= v;s(ta — 1) et ty— 1ty =7 :va (t; —t,).
La fonction [f (iv)]m2 étant plus grande que [f (v)]m3, on a
t,—t, >t,—1,.

. d8 N
La dérivée,, comme on I'a observé, fait voir que

53 < 8(‘%’ 3).

Considérons Pintervalle depuis v= 3 jusqu'a Dangle limite v, > 3-
Représentons par 3, ’angle & qui correspond & v, et par ¢, le temps
depuis I'origine du mouvement jusqu’au moment oi v=v, et $=3,,
et appelons ¢, et [f (")]m, les valeurs moyennes g et [f(v)],, pendant
tout 1'intervalle de temps, A partir de 7,, durant lequel cos v reste né-
gatif. En procédant comme on 1’a fait précédemment, on trouvera d’a-
prés la formule (3) que ’angle limite v, est défini par I’éguation

€S v, = — [g—; (1 =+ cos vy) —l]

et que cet angle, étant plus grand que 5, est moindre que (= — vy).

1

La quantité "(1 ~+005v;) —1 se réduisant & zéro pour "‘ = m

et 'angle v,a % 5 00 voit que le rapport L est plus grand que

1-+cos v;
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Cherchons la condition nécessaire pour que ’angle v, soit moindre
que 1’angle v, ou que ©—v, > T —v, 0u que cos (t—v,) < co8 (Tt—v,).

Les expressions de ¢os v, et de cos v; donnent
=%l9__% (1. —
cos(n—vJ_q; [2 q: §! pcosvg] 1,

et observant que cos (m — v,) = ?q% — 1, la condition

c08 (m—v,) < ¢0s (m—v,) se réduit & la suivante

%2
s '
AR C)
92 qn
2
ot ———2——étant plus grand que %i, on voit que si la condition
. 1

14 (1—&)
q2 3
9% %2
q3 < N
est satisfaite, on aura 3 fortiori cos (x—v,) < cos (x—v,).

Mais durant le mouvement des projectiles oblongs dans lair

a2 3 9 94 .
== =2 —_ cee s P——— -— '/
7 SASAS i g ’, par GO]]Séquent cos (7: 94) < C08 (7: ,) ot

v, <.

'*) Pour démontrer que g’ > = > >q g , supposons que la résistance
—1

de D’air soit exprimée par un monome proportionnel & la n™°® puissance de la vi-
tesse. Dans ce cas, comme on I’a vu, on peut.prendre pour [f(v)]n 4 [T O

les expressions : -

@), = ;;Z.Z‘. L =
n—1 - n—

L () ]

[‘”f (”)] % . . w1 ®

[1 + ”—:—1 (%!)"—' i+ t,-__.)]"Tl
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L]
La formule (2) donne
1 .
o, = % Sinv,.
. oanu ¥V .
L’expression ¢, = ——— __ devient
S iag T7] 0y

L]
__A4An%p ¢ \n—1 n—1 (aV\P—1 \n=1
tl_hnacoscp'(a_V,> (1+ 4 (T tl) :
Pour les projectiles semblables & notre obus de 4! et pour le pas des rayu-
2,
res n=2=82, on a Eh;" = 0,0268. En se bornant aux termes qui contiennent 1’%‘
A la premiére et & la seconde puissances, on aura
__ dn% e \"—1
b= hna cos @ (aVl> +n lm« cosqa by
d’ol ’on tire

— dn2p ¢ \n—1 T2
4 ~ hnacosq (aV (1 +n h'nacoscp)’

2r2uV

L’expression ty, — ¢, = ’m devient
dnp ¢ \n=1
ty—t = T hmacose (aVl) R e cos o h'qa coa ® (t +1),

et, substituant 3 ¢, sa valeur, on tire
— 4n?p ¢ \*P—1 xiu
t 2h~q¢cos¢ (aV,) (1 +2nhnacos :p)'
On obtiendra de méme
— 4n2p ¢ \"1! ( i )
t 3h~qacosq>( V) 1+3”hnacoup 4

=i patrs (a7) (1 i ).

La valeur ¢4 = T hna [vj'(v)],,.‘. devient

v




— 186 —

On obtient de Ia formule (4)

2npV
T hyg S (v)]m

La valeur de cos v étant négative, la dérivée %’ =2 cos v fait
s) déeroit lorsque le temps

f,—t, =

voir que I’angle & & partir de 8=8(1t
2
augmente et que

(Rl

Considérons Pintervalle depuis v="v, jusqwdv= 3 Désignons

par & (5 )1’angle 8 qui correspond & v == %, et par ¢, le temps de-
2

puls 1’origine du mouvement jusqu’au moment otv= 3 et 3= 8( 4).
27

En substituant 3 ¢ et & t;~4-#;__, leurs valeurs successives, on trouve

n+l
14 T (1_.. _m \eet
qs __ hvna cos @ hna cos @
% 1+ T 8+-5n il
hnu €08 @ hna cos @
nel
2n—1
= [1 h'qa cos ® 2(2n—3) (Ima cos qa) ]
ou .
9 —1— n+l o 2n3—38n2—4n-+1 np )2
'y n—1 hnecos @ (n—1)2 hnz cos @
s =1 _2»4-1 w2 _ 4n3 —5n2—6n-+-3 w2 )2 .
g “n—1 hna cos @ (n—1)2 hna cos @
G 1 n+1 9 6n3—7n2—8n-+-bH ( x’y.*)’
4 n—1 Anacos @ (n—1)% hna cos @
51— n+1 =2 (2i—2m3—(2i-1n2—2in+(2i—8) ([ =ip ?
Q% n—1 hqacosp (n—1)2 hna cos (p

Ces expressions font voir que, pour les degrés de la résistance #= 2, on

91 95
[

N T2 [
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La formule (2) donne

3(2, 4)=q—14(1+cosv4)=%(1 —OOS(TC—V‘)).

On obtient de la formule (4,)

gy 2wV _
b = g U G, (5%
Les expressions ¢/, — ¢, et £, — ¢, font voir que
2n2.V
T hng [f (0)]m,

-

t'4—t8 = :}!(td_'ts)’ t4—t’4 = 1:-'4 ¢,—1y).

t,—t,=
et

La fonction [f(v)],, , étant plus grande que [f (v)]m , 0N 8
L, —1l3 > tg—1,.

La valeur de cos v étant négative, la dérivée % = cos v fait
voir que

3> 8(%, 4).

Considérons Dintervalle depuis v= 3 jusquw’a Pangle limite
v=v, < 5 Désignons par g, et [f (¢)],n, les valeurs moyennes g et
[f©)], dans tout l'intervalle du temps 9. partlr de ¢, durant lequel
¢os v reste positif.

La formule (3) fait voir que 1’angle limite v, est déterminé par
P’équation

cosv,=1— —(1 —cos (= —v‘))

et comme 1 — g— (l — 08 (T — )) est toujours plus petit que 1’u-
nité et plus grand que cos (m—v,), il suit que 1’angle limite v; est
plus grand que zéro et plus petit que (x —v,).

Cherchons la condition nécessaire pour que 1’angle v, soit plus
grand que 1’angle v; ou que cos v, << 08 v,.
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Les expressions de cos vs, co8 v,, €08 vy et cos v, donnent

—_ _24 q —— 1.2 g
cosvy=1—"25{1—% ):]} 008 vy=1 :(1 qf)
et la condition cos v, < €0S v, 86 rédult 3 la suivante

Qz s
< 94
[l )] Qz
1—2 1—2
3 q. .
et — [1 ( ) étant moindre que -—1 —a on voit que,
q
sila condltlon .
- &
a0 44
1—% < 1
43 03

est satisfaite, on aura & fortiori cos v; < €08 v,.
Mais durant le mouvement des projectiles oblongs dans I’air cette
condition est toujours satisfaite *); par conséquent cos v, << cos v, et

V5 > Vg
*) En effet, les expressions de =% % % donnent
0’ e’ ’q_
)
Q1. —_]l) T
1_1_ =1 4(” l)hnzcoscp’
qs
%3
% __y__ 1)
=1t Dt
9{-—: -
et
q
L) g 1) ()
a4 hnacoso/?
12 -
- qQ n
[T, ( )’
=L =18 (n—1) (s
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Désignant par 8; I'angle 3 qui correspond & 1'angle limite v, et
par ¢, le temps depuis l'origine du mouvement jusqu’au.moment
ol v=1yv; et =25, on a de la formule (2)

1.
3 = —siny
s = )

et la formule (4,) donne

'y 2np¥V .
o=t =T, %

La valeur de cos v étant positive, la dérivée:—‘: = a%cosv fait voir -

que ’angle 8, & partir de 8 =3 (,t 4), croit avec le temps et que
29

27

8(,¢ 4>< 3.

Et ainsi de suite.
Démontrons en outre que:

2y 1—cos(m—v),
g, 1—cos(m—yv,)’

1_%——3
de sorte que —%‘—“ est inférieur A 'unité d'une quantité qui a pour fac-
—
94—2
o
nlu:

tenrH, tandis que % n'est inférieur & P'unité que d’une quantité qui a
\ t—2

d—3
]
pour facteur (';%:) 3 par conséquent
1—%i=s @
9é—a gi—i .
1— 95— di—2
df—2 9¢{—3
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onavu que cos(n—v‘)<cos (m—v,); par suite 1—cos(t—v,)>1—cos(r—v,)
t 1, on voit que 8 >3
e comme > q (2’ 4)/ (%’ 2).

En effet
8(%’ 3) qllf;osvg l—g—:(l-_:—:);
6(%’ l) QS %l!

en posant:—: =1 on diminue le numérateur de sorte que 1— %:(1 ) z:

’ 22 6(" 3\)

etcommeql 9:>1 onmtquea n >1cet 8( )> 6( 1)
'1 39 1 2’ 2

et ainsi de suite.

Cet examen fait voir que, dans le cas du tir direct, 1’axe de
figure du projectile a un mouvement d’oscillation autour de la tan-
gente de la trajectoire. L’angle v, que fait le plan vertical passant
par la tangente avec le plan passant par la méme tangente et 1’axe
de figure, augmente d’abord de zéro z\%, et 'angle & que fait 1’axe

de figure avec la tangente croit lentement de zéro jusqu’a une cer-

taine limite & (g 1)' Ensuite I’angle v continue d’augmenter jusqu’a

2 :

une certaine limite v, moindre que =, tandis que I’angle 3 diminue

jusqu’a une certaine valeur 8, L’angle v, aprés avoir atteint la li-

_ mite vy, diminue jusqu’a %, et ’angle 3 continue de décroitre jusqu’a
une certaine limite 3/ 2). Au-deld P’angle v continue de diminuer

29

jusqu’a une certaine limite v, plus grande que zéro et moindre

que T — vy, tandis que I’angle 8 augmente jusqu’a une certaine va-

leur 3,. L’angle v, aprés avoir atteint la limite v, augmente de
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nouveau jusqu’a".f, et 1’angle 3 continue de croitre jusqu’a une cer-
taine limite & ( plus grande que la limite 8/ \qu’il avait at-
7 %) (2’ 1)

teinte lors de I’augmentation précédente de I’angle v. Ensuite ’angle v
continue d’augmenter jusqu’a la limite v, moindre que v,, tandis que
I’angle 8 diminue jusqu’d une certaine valeur 3,. L’angle v, aprds
avoir atteint la limite v,, diminue jusqu’é.f, et 1’angle 3 continue de
déeroitre jusqu'a une certaine limite 8 )plus grande que la

limite 8 ® qu’il avait atteinte lors de la dlmmutlon précédente de
27

I’angle v. Au-deld 1’angle v continue de diminuer jusqu’a une cer-

taine limite v, plus grande que v; et moindre que =—v,, tandis que

P’angle & croit jusqu’d une certaine valeur 3. L’angle v aprés avoir

atteint la limite v, augmente de nouveau et 1’angle & continue d’aug-

menter; et ainsi de suite.

Les durées t,—¢,, t;—¢,, t,—1,,. . ., qui correspondent cha-
cune A deux valeurs successives de 1’angle v égales a%, vont en aug-
mentant.

Les valeurs des angles limites v;, vy, v,. . .. ne dépendant que

des rapports g: , ;—: , g:-. . .. et ceux-ci ne dépenda.nt que des quantités
® R, M, n, et de @ cos ¢ qui ne differe pas beaucoup de I'unité, on
voit que les angles limites v,, v,, ... sont les mémes pour des pro-
jectiles semblables tirés des bouches & feu ayant les pas des rayures
proportionnels aux calibres, et que par suite les valeurs de ces angles
limites sont, pour une méme expression de la résistance, indépen-
dantes des vitesses initiales, pourvu que celles-ci soient assez consi-
dérables, comme cela a toujours lieu dans le tir direct.

119. Oscillation moyenne de Vazxe de figure. Si 'on se borne
. 3 z
dans les expressions de q ...... aux termes qui (;on'uennent;’;.—,';L
3 la premiére pulssance, on aura

€08 (TT—v,) = €08 Vg == €08 (T —V,) == COSV; ==....==C08Y,

n+1 w2
= 1_411—1 ‘hnxcoso’
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et

. n+1  wp
sy, = Vsn—l hnacosg’

On peut appeler une pareille oscillation de ’axe de figure —
oscillation moyenne.

Dans chaque demi-oscillation moyenne les valeurs de sin v seront

n+1 =

comprises entre les limites de 1 et de VS n—1hmacoss"

Les angles & seront exprimés:
dans le mouvement ascendant de 1’axe de figure par

. : 1 =%
8=£—[smv—"/sm’v-—8'i-"—“

n—1hnacoso

et dans le mouvement descendant de cet axe par

. . - puc) )
——l[smv+ysm’ 8” l__"'_
q n—1hnacosp

on:

0= [of O],

et [vf (v)],, est une valeur moyenne du produit vf (v) sur toute 1'é-
tendue de la trajectoire; le prodult vf (v) étant sensiblement égal
»°11)a

2V, )41 1
oy, 'f (a'vl) = (2923—1 ° nl?
-+ i ( c )

on peut poser

t
v,n+1
[of @)= SGoo=r3 | at -
n—1 (aVy\" 1, [n-1
[1-.- = (%2) t]
o -

ou

1—- 1

[1_'_”—2- 1 (g%)“—lt]”%l

[of @)]n= 52
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Les angles 3, qui correspondent aux angles limites v=v, auront

pour valeur
1 gn+! n+1 n’p.
= n—1 hnacosg’

Les angles 3 (n a) qui correspondent & 1'angle v = % dans le
"5

mouvement ascendant de 1'axe de figure auront pour valeur
5 n—=3n+1l a%u
(%7 ) gn—1hnocosg’

ot les angles B(n

a) qui correspondent & 1'angle v= 7 dans le mouve-
9

ment descendant de cet axe auront pour valeur
1 n-+1 ntu
8(%, d) =12 ('2 —4. n—1 hna cosv)

On aura pour Ia durée moyenne T, correspondante & deux valeurs

successives de 1'angle v égales-a 7, I'expression
2V

hng [f ()l
ot [f(»)],, est la valeur moyenne de la fonction f(v) sur toute I’éten-
due de la trajectoire; la fonction f(v) étant sensiblement égale

(° 118) A
(GVI)” 1

f(avl) = ‘)yc"—l »
-1 YV, \r—1 n—1
, Ll—i— n 3 (’—c—') t:|

T=

on peut poser
¢
[O)], = b} J .
n—1(aV,\"—1, (n-1
ou

GV|

FOln= S| 1—; l |-
[1 - n ; l(a—r-l)”_lt]”-l

13
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120. Exemple. Recherche du mouvement @oscillation de Paze
de figure d’un obus de 4" tiré sous Uangle de projection de 10°
avec une vitesse initiale de 305". On peut admettre, pour faciliter
les calculs, que la résistance de 1'air suivant I’axe de figure est ex-
primée (n° 115) par

oa= 0,014 =R*?,

et en posant -
P
2¢ = 0,014. tR%.g’
on aura
‘W)= — ¥ .
fv)= P 7 29¢?

pour V'obus de +', ¢ = 3514".

En calculant la projection verticale de la trajectoire dans 1’hypo-
those que la résistance de 1’air est tangentielle a la trajectoire et est
en grandeur égale & la composante de la résistance suivant 1’axe de
figure, ce qui donne, comme on le verra plus loin, une approximation
suffisante, on aura la portée au moyen de la formule (1) »° 52, en y
faisant y = 0, et cette portée sera de 2516™; la durée du trajet
(6q. 1, »n° 52) sera de 9:92. :

Dans T’hypothése de la résistance proportionnelle au carré de la
vitesse on peut prendre (n° 118) pour U, [f("’)]m, ot [v (fv)]m‘
les expressions

— aV, M (v — (aV,)? 1 ,
ey 1420 ¢+t ) =556 [1+ 2+t
A0 L —

20 '[1-.- %‘(t‘+t,_‘)Ja

Le temps depuis I’origine du mouvement jusqu’au moment
ohy==%(n° 118)

f = 2n2uV
1= B9 (7 ®)lm,
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Sera exprimé par

4n?p c aV,
L= ~ hma cos ¢ aV, (1+ 4¢ t') ?

d’olt I'on tire
___2hnacose ¢ 58 2y
ti - n2p aV, [:1_2 Anacosgp Vl_ hna cos qa.]

L’intervalle de temps depuis le moment o0 v= 1; jusqu’ai mo-

ment ol v est de nouveau égal é%(n° 118)

t —f — 2xpV
T T g [ f0)m,
sera exprimé par
4np aV 2
Lh—t= ~ hna cos¢'if.[]+ o G+ l)]

d’ott on tire
2hna cos @ ., T uVl V __ T aV,
e T "2p aVl[ )hna cos cp( t ) hma cos q:( 2¢ tl)]’

On aura de méme

__2hnacose ¢ o w2 (. oV, ) V uVl)
ta— = aV,[l 'hnacoi:(l"_—afé't?— 1= 4h'nacos<p ¢ ]

................................................

On a calculé successivement, d’aprés ces formules, les durées
ty, tyye. ... 6t 8 la durée #; a 6té obtenue de 105582. Les valeurs
de q,, g;,. . .9 ont été calculées an moyen de la formule

— hna [Uf(l )] hna’ cos @ (aV))? 1

2xp ¥V inp . gc [1 aV, , +t|_.|).'

Lesvaleursdev’, Vg . . .V6;8(2, ), 8,, 5( ~), 83,. . .35,5(1;-, 6);

U, ty,. . .Us ont été obtenues au moyen des formules du »° 118.
18*
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On a inséré dans le tableau suivant les valeurs numériques qui
caractérisent le mouvement d’oscillation de 1'axe de figure de I’obus
de 4', tiré avec la vitesse initiale de 305™*, sous 1'angle de pro-
jection de 10°, d’un canon dont le pas des rayures est n = 82.

t

Secondes

0 0
1,273 90°
2,342 ’ 133° 49/
2,711 ’ 90°

3,085 4 42° 6
4,308 g 90°
5,478 d 116° 28’
6,116 89 90°
6,766
8,178
9,685 . 104° 21
10,582 ’ 90°

et DD e Ot e © OO

121. Intégration, pay approximation, des équations différen-
tielles du mouvement de rotation de U'axe de figure du projectile,
quand le tir a lieu sous de grands angles de projection. Les angles 3
peuvent varier dans de larges limites, lorsque le tir a lieu sous de
grands angles de projection. Prenons les équations (1,) »° 117 et
substituons-y aux quantités v et vf (v) certaines valeurs moyennes
qu’elles prennent dans les limites de l'intégration qui doivent étre
choisies de maniére que cosv, cos 3, tang 3 ne changent pas de signe
entre ces limites. Dans ce cas la premiére des équations (1,) »° 117
devient :

dsin v sin v
as =qcoss_tanga’
o I’on a posé pour abréger
I
(0 3 P =21:TV[”f(”)]

Cette équation est une équation dlﬁ'érentle]le linéaire du premier
ordre, Jont I’intégrale est

1 3
siny = m( sin 8+C)
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En désignant par v, et 3, les angles v et 3 qui correspondent au

temps ¢;, on a
. . N . o q .. "
sind. sinv=z;sin*3+ 51n8i(91nv5—531n8‘),

d’ot I’on tire

(2). .sind= ;— [sinv = 1/1—q sin 8, (2 sin v,—g¢ sin 3,)—cos® v] .

Cotte équation ne differe de 1’é6quation (2) »° 118 qu’en ce
qu’elle ne contient que sin 3 et sin 3, au lieu de 3 et 3,.
La seconde des équations (1,) n°117 devient

as g

cosy — a (o)

Le tir courbe ayant lieu avec des charges considérables et avec de
trés petites charges, la valeur de gpeut étre plus grande que ’unité,
égale & I’'unité, ou plus petite que 1’unité.

122. Cas du tir courbe quand 3 > 1.

En prenant la différentielle de 1’équation (2), n°121 on a

sin v cos vdv -
V1 — g 8in 8; (2 sin vy— ¢ 8in &,) — cos? __’

cos ddd = [cos v+

et en la substituant dans 1'équation

on obtient

d cos v
— | dv= ]—- v)],. dt.
0083[ V1 — gsin 8; (2 sin v — g sin 8;) — cosZv 2rnpV If( )]

" L’intégration de cette équation serait trés difficile, si 1’on substi-

- tuait & cos & sa valeur en fonction de v tirée de 1'éq. (2) »° 121.

Pour faciliter les recherches, remplagons cos 8 par sa valeur moyenne

(c0s 3),, qu’il prend dans les limites de l'intégration depuis ¢ =1¢,

jusqu’a ¢ et depuis v =y, jusqu’a v, limites qui, comme on I’a ob-

servé, doivent étre chmsws de maniére que cos v et cos 3 ne changent
pas de signe entre elles. On obtient ainsi:
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dans le cas du signe.positif devant le radical de 1’expression sin 3

cos v €OS V¢
(3)..v-v;-+arccos - d — —arcco
V¥ 1—gsin8(2sinv;—qsin &) 1 l——q sin 8, (2sinvg—qsinéy)
I'ng [f (©)]1n (cos &)
‘7':'|:.'V " (t - t‘) ’

et dans le cas du signe négatif devant le radical de l'expfession sin 3

. cus . oS vy
(31)..v—v'.+arc sin ! = —arcsin s

V¥ 1—qs8ind,{(2sinvi—q sin dg) v 1—¢s8in 8(2sin v,—gsin8;)

1 8
WAVA (;2:‘(7‘503 Jm (t- t‘) .

Ces equations ne different des équations (4) et (4,) du »° 118
qu’en ce qu’elles ne contiennent dans leurs premiers membres que
sin 3; au lieu de 3, et dans leurs seconds membres que I (cos 3),,
au heu de h.

En considérant les mémes intervalles que ceux du »° 118, on
obtient

T . 2 2n2u
v=2,8In?d = — t
g1 8 (_’;_’ 1) a’ Ing [f(v)]m, (cos G)cn
=—(%2_1) sin8,— 'sinv,, . —t —" t);
C08Y, = —(7*— ), sin 8= g S0V by — = 2 (6, —1));

2n2u.V
" Ing[f (0) Im, (o8 S)m 7

v=2,s1n5( 2>=qlz(1—cos(1c—v,_,)),t2 t,=
\2, ‘

08 v,=1— —(1 - €08 (t—vz)), sin 8,,=;13-sin vy, ts—1, ="—‘(ta—ts ;

21t’p.V
1ag [£(®)Im, (cos O)m

. 1
v=7, sin 8(% 3-)=.q—3 (1 4-cosvy), t,—t, =

................................................

Ces formules font voir que tous les angles & sont moindres queg,
et que les propriétés du mouvement d’oscillation de 1'axe de figure
dans ce cas sont les mémes que celles déduites au n° 118.

123. Oscillation moyenne de Vaxe de figure. Si1’on se borne
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-

dans les expressions de L g“ ,....aux termes qui contiennent 5:—"
2
a la premiére pulssance, on aura
€08 (T — v,) = €08 v, == C08 (T —V,) = C0S V= . ...= 008 v,

_ n-+1 T2
=1 4n—ll~nacosq>

. 2
smy, == 8 nel e
{ n—1 Ina cos@
Dans chaque demi-oscillation moyenne de 1'axe de figure les
valeurs de sin v seront comprises entre les limites de 1 et de

/8 n+1 L
n—1lnacose
Les angles & seront exprimés:
dans le mouvement ascendant de 1’axe de figure par

. 1. 3 g 7
smS::E[smv——]/sm’v— nel

n— llna cos @

et

et dans le mouvement descendant de cet axe par

1 g, __qn+1 w2
8in 8 = p [smv -+ Vs1n v 8 S Py
ou:
I'qa
= omu v [vf ®©)}n>

et [vf’(v)];n étant une valeur moyenne du produit vf(v) sur toute 1'é-
tendue de la trajectoire, on peut poser (n°119)

[of ()] = G [1 —— L]'
[+ 2547

Les valeurs de sin 8, et de cos 8, qui correspondent aux angles
limites v = v, anront pour expressions -

. n+1 i
sin al VS n—11Inacosg

4 n+1 np
gt n—1linacose

csd =1—



Les valeurs de sin 8(,,

. a)'et de cos 8(5

qui correspondent &
2 “)
I’angle v= g dans le mouvement ascendant de 1’axe de figure auront
pour expressions -
‘ . _4n+1 nlp
sin 8(2, a>— gn—1inacos g’

€08 S(g, a)= 1,

et les valeurs de sin 5(1:
2

d) et de cos B(R

qui correspondent 3
HY)

I’angle v= 1-;da.ns le mouvement descendant de cet axe auront pour
eXpressions

. 2
sin & l(2 4"+1——"—"-—)
(‘_l’d) q n—1Inacosg

2 8n+1 =
00881: =(1——i)+—§ .
(E’d) q 92n—1lnacos¢
On aura pour la durée moyenne <, correspondante & deux valeurs
successives de 1’angle v égales a ’,—;, I’expression

2ru ¥V

T = TG [/ (0)]me (€08 81

dans laquelle:

les valeurs de cos & étant comprises dans I'intervalle d’une demi-

oscillation ascendante de 1’axe de figure entre les limites de 1 et de
1— 4n+1 =2
@®n—1 Inacosg’

cendante de cet axe entre les limites de 1 —

et dans l'intervalle d’une demi-oscillation des-
4n+1 'u:’p.
n—1IMacose

2 8n+1 =2
( q,) + i Timeorg 0 peut prendre pour (cos 3),, la moyenne

arithmétique de ces quatre valeurs et par suite poser

et de

(c0s 3),, =1 —2—;,;
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[f(®)},,, étant une valeur .moyenne de la fonction f (v) sur toute 1’é-
tendue de Ia trajectoire, on peut poser (n> 119)

[f(v)]m=%"[1-'— ‘ L]-
n—1 'aV,)"—lt n—1

(123 (2
124. Cas du tir courbe, quand 1 2< 1. La formule (2) »n° 121
donne, depuis 1’origine du mouvement ot 8 = o, v=10, jusqu’aux

valeurs quelconques de 3 et v comprises entre zéro etg,
sin8 = 2sinv
q
et par conséquent

... L. siny = % sin 3,

08y = Vl— (g)’ 8in®3.

Pourf =1, ma 8 =yv; pour < 1, ona 3> vet I'angle 3
atteint 7 avant I’angle v.

En mettant 1a valeur de cos v dans I’expression (n° 121)

a8 __ g
cosv u(v),,‘dt’
on obtient
? as
[(5) PP =9
[yt

L’mtégra]e =F ( 3, g) est une intégrale el-
]/1 — — sm’ 3 :

liptique de premlére espéce dont I’amplitude est 3 et ’angle du mo-



— 202 —

dule & = arcsin g - Legendre a calculé des tables de cette intégrale,
au moyen desquelles, connaissant la valeur de —%—¢ et la valeur de >

()
ot par suite celle de 0, on trouve la’ valeur correspondante de 8.

L’angle v est déterminé par 1’éq. 4.

En se basant sur la transformation de Landen, & défaut de
tables, on peut, sans grande erreur, poser:

dans le cas ded > 0,75

=2 logtang (° 4,
f‘h—g T I ang("+2)

ot ¢ est 1ié aver 1'angle 3 par la relation

1—
sin (2 ¢ — 8) = £sin 3 ou tang 3 —¢) = l+qmng¢
2

et dans le cas d’eg < 0,75

o 1 (1+Y/ 1% ) tang 3
= ———AarC n .
J V 1— (2 sine 3 1"‘V1—(§)24 » 1—]/1-(‘1 tang® 8

(]

En mettant dans la formule (5)la valeur approchée de I’ intégrale
dans le cas del 5> 0,75, on tire

2,9
3 0
®)......... $=7—2arctangc *®m |

et ¢ étant connu on obtient 3 & 'aide de I'équation
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Pour=1 on a ¢ =13 et l'on voit que 3 ne peut atteindre

qu’aprés un temps infini. Pourg =0,75 I’angle & est moindre que %,
quand § << 69°18’ et par suite (6q. 6) quand

a(®)m > Toge

O 875 gt < Log cot 10°21’
, -
ou

0,875 L < 1,7,

a (D)
et cette condition est toujours remplie, lorsque le tir a lieu sous des
angles de projection qui ne dépassent pas 45 *).
[ J

*) En effet, le cas que 'on considére supposant uné petite vitesse initiale, on
peut prendre pour la résistance de I'air (n® 120) expression proportionnelle au

carré de la vitesse, c’est-a-dire poser f(¢) = 2;';0 et 'on peut négliger, devant

. . . x V2 . .
Tunité, les termes qui contiennent s et 7 A des puissances supérieures i la pre-

miére. En calculant la projection verticale de la trajectoire dans ’hypothése que
la résistance de l’air est tangentielle i la trajectoire et est en grandeur égale A la
composante de 1a résistance suivant 'axe de figure, ce qui donne pour des angles
de projection qui ne dépassent pas 45°, comme on le verra plus loin, une approxi-
mation suffisante pour la pratique, on aura la portée sur un terrain & hanteur de
la bouche & feu au moyen de la formule (1), n° 52, en y faisanty = o, et I'on
obtiendra

2 gin &
Vv sm2¢p=xF(a_a:);
] c

axr
w, ¢ ¢!
o VN
observant (n° 52) que F ( c) T (f’_"” 3
2\ ¢ )
. série, en négligeant devant I'unit¢ les termes qui contiennent g 4 des puissances
supérieures & la premiére, on aura

et développant cette fonction en

V2sin2¢ azx\
: —5 = (1+5);
d’ot P’on tire

x

__V2sin2¢ 1— aV’sinzw)
-~ 9 8gc ]°
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En mettant dans la formule (5) Ia valeur approchéo de I'inté-
grale dans le cas de < 0,75, on trouve

e

On obtiendra la durée au moyen de 1a formule (5) n° 52

=58, (2
od
2

C
G —1
en série, on aura

et en développant F, (;L:) =

¥I8

t = % (l+%)

_ En substituant A = sa valeur et en négligeant devant ’unite les termes qui

. V2 . . .
contnennentﬁ A des puissances supérieures & la premiére on trouve

¢t — 2Vsin @ (1__ aV? sin 24;)
. 12gc :
Les valeurs de v, f'(v), vf (v) étant

aV, ) (aV)2 - (aV¥))? | 1
fo)=flv)="21———— o ()= —
aV, ? 2g¢ aV, \2? 2g¢ aV, \8?
+—2c‘t v (1+~——2c't) (l+ ——2clt)

v=ao, =

on peut poser
t

_av, @V 2| ae @Vy?

(”)ﬂl tl V ,[f( )]m 2gclt (_;————2’ ['Zf( )]m 2g;t ( “Vl‘
o
ou
“__V.lt

=3¢ ¥y (@V,)? 1 (aV,)® e

Ohm= Tog( 1451 ), 17 Ol m= G0 —7 [ =
’ 2¢ ( +—2? )

aV, .
En développant log(l-o- 36 t) en série et en substituant A ¢ sa valeur, on

obtient
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d’ott I'on tire

S l/ Vel ) «“ ] .
e e | (V-G

L’avant-dernitre équation fait voir que 1’angle 3 est. moindre

1+V1—- )a(v),,,t<"'

Cette condition est toujours satisfaite, lorsque le tir a lieu sous

que 3, quand

O =2V, (1 — 255029 [£p)),, = 1 (1 < 2Pisaze),

2g9c¢
[v f (’l))] (a;;;)3 (1 3 aV’ sin 2¢) )

La valeur de ¢ = _.—— [qf (r)];m donne

q __Ina%cos ¢ (a¥,)? (1_ 3aV2sin2¢
27 8=mp gec 4gc ’

d’olt V’on tire

_ii’_ 8w .g(1+6npsm2o g)
gc Inatcos3ep 2 Ina® cos3 @ 2

2
de ¢ et (v),,, on trouve que la condition .

: ]
En posau:tg = 0,75 et en mettant cette valeur de ;c— dans les expressions

0,875 (-f) <1,7

8e réduit 3 la suivante

0875 2sing@ (1+ ny.sm2o)< 1 7

a¥cos @ Inad cos?

qui est toujours satisfaite, quand @ ? 45°,
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des angles de projection qui ne dépassent pas 45° *).
Donc, lorsque g < 1 et le tir a lieu sous des angles de projection
qui ne dépassent pas 45°, les angles 3 et v, croissant a partir de

; y . T . das g } : . 9
zéro, n’atteignent pas s, et la dérivée T =y 008V fait voir qu’il
0’y a pas de mouvement d’oscillation de 1'axe de figure.

§ I

CALCUL DE LA TRAJECTOIRE D'UN PROJECTILE OBLONG DANS
L’AIR.

125. Equations différenticlles du mouvement de translation
d’un projectile oblony dans Pair. Prenons pour origine des coordon-
nées le lien du centre de gravité du projectile a son départ de la
bouche & feu; pour 1'axe des # 1'horizontale qui est située dans le
plan vertical passant par la tangente au point de départ et qui est
dirigée dans le sens du tir; pour I’axe des y la verticale dirigée de
bas en haut; pour I'axe des 2 ’horizontale qui est perpendiculaire au
plan des xy et qui est dirigée a droite du spectateur, placé au point
de départ et observant la trajectoire. Soit O (fig. 19) le lieu du centre
de gravité du projectile apres le temps {. Menons par le point O les

*) En effet, en mettant la valeur de

_VE ____ 8mp q ( G mp sin 29 g‘\’
gc~ Imatcosdp 2 Inad3cos*e 2

dans les expressions de

t— 2Vsinq>(l_avzsin2¢p) ot de (v)m —a V|<1"_ aV2sin 2«9)

g 12gc 4gc

on trouve queela condition

—

(1+-V1—(8)) it <
se réduit &

35 (e Y ) (1 e 9) <

qui est toujours satisfaite, quand ¢ 2 450,
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axes des coordonnées z, y, z paralleles 3 ceux du point de départ et
figurons-nous une sphére dont le centre est-en O. Soit OT la di-
rection de la tangente et OA celle de I’axe de figure. Désignons par v
la vitesse du projectile au point O, dirigée suivant OT'; par ¢ I'angle
que fait la tangente OT avec le plan horizontal 2z; onauray7'= ’5' -0,
représentons par o I'angle zyT' que fait le plan vertical passant par
la tangente avec le plan des zy, par & angle AOT que fait 'axe de
figure avec la tangente, angle égal i I'arc AT; par v I'angle ATy
que fait le plan vertical passant par la tangente avec le plan passant
par la méme tangente et 1’axe de figure; par g I'accélération de la
gravité; par P le poids du projectile.

En faisant abstraction du frottement de 1'air contre la sur-
face du projectile ainsi que de 1'augmentation de pression sur cer-
taines parties de sa surface et de la diminution sur d’autres, qui
résultent du mouvement simultané de translation et de rotation,
on n’» i considérer, parmi les forces extérieures qui agissent sur le
projectile pendant son mouvement dans 1'air, que celle de la gravité
et celle de la résistance de ’air qui s’exerce normalement sur chaque
élément de la surface du projectile, soumis & I’action de la résistance.

Les résistances normales de 1’air sur chaque élément de la sur-
face soumis A 1'action de la résistance se réduisent (n° 17) & la ré-
sultante p située dans le plan TANT A’ qui passe par ’axe de figure
du projectile et la tangente et qui fait, dans la plupart des cas, avec
la direction OA’, contraire a 1’axe de figure, un angle pOA’' plus
grand que I’angle 3 = AT formé par I’axe de figure et la tangente.
Décomposons dans le plan TAT’ A’ 1a résistance résultante p en deux:
1’une p, dans le sens O7" contraire a celui de la tangente et I’autre fn
dans le sens ON perpendiculaire a la tangente. La projection de o,
sur l’axe x sera égale & — p,cos (%), et comme le triangle y7z donne
cos(Tz)=cos & cos w,ona—p, €08 (Tz)=—p,.c08 6 cos w. La projection
"de p, sur V’axe y sera égale —p,. cos (yT) =—=—¢,.sin 4. La projec-
tion de g, sur I’axe 2 sera égale 4—op,. cos (72) et comme le triangle yT’s
donne co8 (7’2) = c08 8. cos (eyT) = cos8 6 . co8 (g — o) =cos Isinae
on a—g,.c08(72) = — p,c08 O sin w.
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La projection de e, sur l'axe x sera égale & o, .cos (N2z);
mais le triangle NZz donne cos (Nz) = sin (TI'z). cos (NT'z)
=sin (Tx). cos (v+yTx)=sin (Tx) {cos v. cos (yTx) —sin v sin (yTx)],
le triangley Tz donne cos(yx)=0=sin & cos (Tx)+cos &#sin(Ix). cos(yTx)
et on a vu que cos (7&) = cos & cos w; par suite on a p,.cos (Nx)
=—¢,, ¢08 vsin 608 ®—p, sinvsin w. La projection de p, sur I'axe y
sera égale & o, .cos (Ny); mais le triangle NyT donne cos (Ny)
= cos & cosv; par suite p, cos (Ny)=r¢,cosveosd. La projection
de p, sur I'axe z sera égale & p, cos (Nz); mais le triangle NTe
donne cos (Nz) = sin (7%) . cos (NTz) = sin Tz . cos (y1z — v)
=sin (T%) [cos (yT%) . cos v—+sin (yT) .sin v], le triangle yTz donne
€08 (yz) = o = sin 6. cos (Tz) —+ cos &.8in (T%) . cos (yT2) ot
on a vu que cos (72) = cos & .sinw; par suite on a p, cos (Nz)
=, Sinvcos® — g, €08 vsin #sin .

Les projections de la vitesse v sur les axes z, y, # seront égales
408 & cos ©, v 8in 6, v cos & 8in ®; nous les désignerons par v, , Vyr Uy

Les équations différentielles du mouvement de translation sui-
vant les axes z, y, 2 seront

dv, __ . pec0s6cosw ppcosvsin@cosw p,sinvsinw
@t = "9 > g P P
dy p¢8in® . 0y, COSVCOSO
=99 Y9I
dvg ¢ €08 6 8in w P 8iD v CO8 © P COS ¥ 8in O 8in
=g g

Mais p, = pcos (p, T'), o, = ¢ sin (e, T') et la composante de Ta
résistance en sens contraire de 1’axe de figure p, = ¢ cos (p, 4'), de
sorte que

__, cos(p, T) __, sinfe, T
Pt = Pa cos (e, 477 Pn = Paos (e, 4")

En mettant ces expressions dans les équations du mouvement et
désignant % par £ (v), ces équations deviennent

sin (e, T")
cos(p,A’)

sin(p, 77)

€08 v8inocos w—gf (v)— —=sinvsinw,

d cos(p, T"
_dl‘lg_w-(,,)mos 6cos w—gf(t) cog(p,4’)

c0s (¢, )
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qt_;t’ = —g(l “+ f(v) co:((z:i‘,'))sino)-o-gf(v)-‘ci:—s((‘:,—i%concoso,

d-‘-i-‘;!= -gf (v);::: ::’i,; osoamu-o-gﬂv)::::p' 3,; inv cosu—aﬂv%os vsinésinw,

La figure 5 représente les courbes des angles (p, 17) et (p, 4)
en fonction des angles 3 pour les projectiles semblables & notre obus

de 4'. A I’aide des valeurs des angles (¢, 7”) et (p, 4") on a calculé

cos (p, T') . 8in (p, T")
celles des rapports o ot Zom2n

es 20 et 21, en prenant les angles 3 pour abscisses et les rap-
cos (p, T') o sin(p, T")
pom cos (p, A') ot cos (p, A)

de%% fait voir que, pour de petits angles 3, ces valeurs sont

trés proches de 1’unité et que, par suite, dans le tir direct on peut

prendre =] ((2’ f;,; = 1. Dans le tir courbe, quand § > 1,les angles 3,

pour des valeurs de g qui surpassent & peine 3, sont inférieurs & 20°,

que l'on a construites sur les

pour ordonnées. La courbe des valeurs

de sorte que dans ce cas la valeur moyenne de 2—*—=- :: i',')) difftre peu de

Punité et on peut la prendre égale & 1’unité. Dans le tir courbe,
qua.ndg'z_ 1, les angles & varient dans de larges limites; mais dans

ce cas, qui suppose de petites vitesses initiales, la résistance de I’air

varie peu dans le trajet du projectile et 1’on peut, pour faciliter les
cos (p, T')
cos (p, 4')

=1+ 3,28, sa valeur

calculs, prendre, au lieu de la valeur variable

cos (p, T')
cos (p, 49

qui est assez

bien représentée par la formule
moyenne

8
B=3[(1+328ds =1+1,073
o

sin(p, T')
cos(p, 4)

exprimée, dans le cas de petits angles 3, par

La relation entre les valeurs de —~—- ot les angles 8 peut étre

sin(p, I") __
cos (p, 4) T r
14
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ot pour les projectiles semblables & notre obus de 4'
k= 2,05.

La droite exprimée par cette équation est représentée sur la
figure 21 par des traits interrompus.

sin (p, T")
cos (p, 4)

exprimée, dans le cas d’angles 3 qui varient dans de larges limites, par

La relation entre les valeurs de

et les angles 3 peut étre

sin (p, I) .
cos (o A — M SID 3cosd,

ot I'on a pris, pour les projectiles semblables & notre obus de 4',
m=2,1

afin de représenter avec une approximation suffisante les valeurs

de 2:;((2: 2 dans les limites de 8 = 0 & 8§ = 20°, les angles 3 ne dé-

passant 20° que dans le cas de tir avec de trés petites charges.

La courbe exprimée par cette équation est pointée sur la figure 21.

Les dérivations des projectiles oblongs du plan vertical du tir
étant toujours petites relativement aux abscisses x et les angles o
que font les plans verticaux passant par les tangentes avec le plan
vertical du tir ayant toujours une faible valeur, on peut poser cos =1
et sino = tang o = 0.

Les équations différentielles du mouvement de translation de-
viennent: o

dans le cas du tir direct

dv; _

3t = — 9f v) c0s 0—kg3 . cos vf (v) sin 6 —kg3.sinv.of (v),

(1).e0es %:—g(l+f(v)sin 0) ~+ kg3.cosvf(v).cos 6,

2o —gof () cos O-+kgd..sinv. [(v)kg3 . c08v. 0. fE0)sin 6,
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dans le cas du tir courbe, quand g >1
dv,

N =—g f(v)cos6—mgsind cosd cosvf (v)sin6—mgsindcosdsinv. e f(v),

2)....4 davtl=—g(1 +/(v)sin6) +mgsin & cos & cos v £ (v) cos 6,

[N

7";—’ =-—guf(v)cos6+mgsind cosdginv.f(v)—mgsind cosd cosv.uf(v)sine,

dans le cas du tir courbe, quand g <1

%: —g3f(v)coso —mg sind cosd cosvf (v)sin 6—m g sind cosd sinvef(v),

3)... %:—g(l-o—pf(v)sine)-o-mg sin & cos & cos vj"(v) c0s 9,

‘%‘ ==—gBwf(v)cos6+mgsind cosd sinvf (v)—mg sind cos3cosv.wf (v)sin6.

Ces équations différentielles avec celles du mouvement de 1’axe
de figure (n° 117) déterminent entitrement le mouvement d’un pro-
jectile oblong.

Les équations (1) et (2) contenant des termes qui dépendent
de cosv qui change de signe pendant le trajet du projectile, leur
intégration, méme approximative, depuis 1l’origine du mouvement
jusqu’au point de chute, dans ’état actuel de ’analyse, présente des
difficultés insurmontables, et il devient indispensable de les intégrer,
méme approximativement, par parties. Pour faciliter les calculs nous
nous bornerons, dans les équations différentielles du mouvement sui-
vant ’axe des z et celui des y, aux termes qui dépendent de la com-
posante tangentielle de la résistance et de la gravité, et dans 1’6qua-
tion différentielle du mouvement suivant 1’axe des z aux deux pre-
miers termes de son second membre. Nous calculerons, comme cor-
rections, les termes négligés qui ont une trés faible influence sur les
résultats, et, pour se faire une idée plus nette de leur influence, nous
déterminerons les correttions en appliquant les caleuls & un exemple
particulier.

Les termes des équations (3), lorsque les angles de projection ne

14*
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dépassent pas 45°, ne changent pas de signe; mais dans ce cas, qui
suppose une petite vitesse initiale et une faible perte de vitesse sur
tout le trajet du projectile, on peut aussi, pour premiére approxi-
mation, se borner dans les équations différentielles du mouvement
suivant les axes des # et des y aux termes qui dépendent de la com-
posante tangentielle de la résistance et de la gravité, et dans 1’é-
quation différentielle du mouvement suivant 1’axe des z aux deux
premiers termes de son second membre, en calculant les termes négli-
gés comme corrections.

126. Intégration, par approximation, des équations différen-
ticlles du mouvement de translation dans le cas du tir direct.
En se bornant dans Ia premidre et la seconde des équations (1)n° 125
aux termes qui dépendent de la composante tangentielle de la résis-
tance et de la gravité et dans la troisidme de ces équations aux doux
premlets termes de son second membre, on obtient

‘%: —gf(v)cos 8,

e g (1 +f(¥)sin 9),
dﬂ: — gof (v) cos @ + kg3 sin vf (v).

Les deux premidres équations différentielles détcrminent sur le
plan vertical du tir le mouvement de translation du projectile comme
celui d’un point matériel, dont la masse est égale & celle du projec-
tile, et qui est soumis & I’action de la force verticale de la gravité et
a celle de la résistance dirigée en sens contraire de la tangente et
égale en grandeur & la composante de la résistance dans le sens con-
traire & I’axe de figure. Par suite les équations finies du mouvement
sur le plan vertical du tir, qui se déduisent de ces équations diffé-
rentielles, sont données par les formules obtenues dans le chapitre II
pour les expressions de la résistance de ’air, qui se rapportent aux
projectiles oblongs et o I’on doit prendre pour la fonction f (v) le
rapport ;—;de la résistance de ’air dans le sens contraire & 1’axe de

figure au poids du projectile.
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La troisiéme équation différentielle, aprds la substitution de J(av)

@ cos o
3 la fonction f(v) dans le premier terme de son second membre et

de f(av,) *) 4 la fonction f(v) dans le second terme, devient
dv, .
L= [ka.sm v—éo]gf(aw,).

Les formules (2), (4) et (4,) du »° 118, obtenues pour les
angles 3 et v, ne pouvant étre employées que dans des limites entre
lesquelles cos v ne change pas de signe, on ne peut intégrer la der-
nidre équation que par parties, et emcore on n’aurait pu ramener les
intégrales qu’aux quadratures dont le calcul serait trés difficile. Pour
faciliter les calculs et obtenir des résultats suffisamment exacts, nous
allons intégrer cette équation par parties dans les limites de ¢,_, a¢,
_ qui correspondent au commencement et & la fin de chaque demi-oscil-
lation de I’axe de figure, en prenant, dans ces intervalles, au lieu du
produit variable 8.sin v et de l’angle variable o, leurs valeurs
moyennes. Nous aurons ainsi '

%

. 1

vﬂ = 'vz.'-l -+ [’C (6 .SIn V)m —— Qm] gtI f(avl) dt’
t—1

te &
z,‘=z‘__l+vz.,_l(t..—t‘_,)+ [k (3.sinv), — é "’m] g9 I dt I f(av)adt,

Yy

. tg ty 4
ou, en substituant g [ f(«v,)d¢ et & g [ dt [f(av,)dtlours valours
i tiy ti—y
que J’on obtient en intégrant 1’équation différentielle du mouvement

*) a est une constante choisie de maniére que le produit « cos 6 difféere le
moins possible de 'unité dans les limites de Parc de la trajectoire que 'on con-
sidére. Les valeurs de « sont données dans la table I de I’annexe.
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‘% = —gf(v) cos &, apres y avoir remplacé la fonction f (v) par

S (avy)
S eosgy on trouve

. (vy). .
1J.... 0, =0y, T+ [k (3.sinv), — :‘;"’m] a(v,)‘ l:(":):'_‘ - ':|,

(o)

—]

(). si=zirvoz,_ (ti-ti)+ [k(&.sin m— ul-z ® m] ovy), [(‘i—ti—-n) - ?ﬁ'——':l )

(3)...................(.).=—vfi.

Le produit 3.sin v est toujours croissant ou décroissant dans tout
Pintervalle de chaque demi-oscillation *); par suite on peut prendre

*) En effet, en représentant par v; 'angle limite v d’une “demi-oscillation,
on a (n° 118) dans le mouvement ascendant de I'axe de figure

@). . .3 =sinv— Vsin®v—sin’y,
‘et dans le mouvement descendant de cet axe
®). . .8 =sinv + Vsin®v—sin® v,

Multipliant I’éq. (@) par sin & et prenant la dérivée du produit &.sin v par
rapport A sin v, on obtient

d(d.sinv) —9 siny_?sln’v—sin’v,.

dsiny Vsin?v—sin?v;’
sin v variant dans Dintervalle d’'une demi-oscillation de sin vya 1, on trouve, en

développant (sinZ v—sin® v)) Ten série,

d(8.8invy) __l_sin‘v;[ sin®y; 85 8 sin‘vl+8.5.7 4 sinSvy +3.5.7.9 5 sinty,
dsinv  4sin®v sin?v 2.3 4.2 sin'v 234522 sin®v  2.34.566.2% sin®v """
quantité négative.

Par suite, durant le mouvement ascendant de I’axe de figure, simv croissant
T

dans l'intervalle de v; > 1; Av= 3 le pfoduit 8.sinv y est décroissant, et sinv

décroissant dans l'intervalle de v = 325 ay < g, le produit 3.sinvy est croissant.
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pour (3.sin v),, la moyenne arithmétique des valeurs de &.sin v qui
correspondent (n° 118)au commencement et & la fin de chaque demi-
oscillation. L’accroissement de 1’angle o étant faible durant une demi-
oscillation, on peut prendre pour ®,, la valeur dew, , correspondante
a la fin de la demi-oscillation précédente.

Les équations (1), (2) et (3) définissent la projection de la tra-
Jectoire sur le plan horizontal.

Nous déterminerons les corrections fournies par les termes négh-
gés en appliquant les calculs & 1’exemple suivant.

127. Calcul de la trajectoire de Tobus de 4', tiré sous Vangle
de projection de 10°, avec une vitesse initiale de 305™°. On peut
poser dans ce cas (n° 115)

f (v) = % = 207’6 ’
ol pour 1’obus de 4' om & ¢ =3514",

Le tableau du »° 120 contient les valeurs numeériques qui ca-
ractérisent le mouvement d’oscillation de ’axe de figure de I’obus
de 4' dans ce cas.

Les abscisses # qui correspondent aux durées insérées dans ce
tableau seront déterminées au moyen de 1’équation (5) n° 52

| ~IB

1

=5 R (@)=

olg

Multipliant 1’¢q. (b) par sin 3 et prenant la dérivée du produit &.sin v par
rapport & sinv, on obtient

d(d.siny) __ 2giny -+ 2sin?v — sin? vy,
dsinv Veinty —sinty’

sin v variant dans Pintervalle d’une demi-oscillation de sin v; & 1, cette dérivée
est positive.
Par suite durant le mouvement descendant de l’axe de figure, le produit 8.sin v

croit avec sin v dans l'intervalle de v; < ;fa v= §, et décrolt avec sin v dans l'in-

tervalle de v=gsv1>g.
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qui donne ‘
aV, ,
T= aLogeLog( % t)
Les ordonnées y qui ¢orrespondent & ces abscisses sont données
par la formule (1) »° 52, et les angles & par la formule (2) n° 52.
Les projections v, de la vitesse sur 1’axe des  sont déterminées
par la formule (4) »° 52 ou par la formule (n° 118)

v

v, = .
1+°‘TZ't

En substituant dans les équations (1), (2), et (8) du n° 126
a v, et & z leurs valeurs en fonction de £, ces équations deviennent

— . 1 1 1
Uy, =0y, T+ [k (3.sinv),—- "’m] aV, ( v ¢W'> ’
1+ Tc- t‘—l &

. 1 tg—1ti__ 2¢ 2¢
=t +oy, (Lt —l)"’["’(" -8inv)p— ;"’m]‘lvl li—‘aT“—L ;VlTogeL S~y
+

1

v Vg,
=g, =7 (1 24)

Pour calculer v, 2 41 O on mettra dans ces formules (tableau
du »° 120) ¢, =1¢, _1 273;t,_,=t,=0, v, =% =0,
2 1=2=0, 0,=0, ;=0,=0; la valeur de 3.sin v qul
correspond & £, = 0 est zéro; la valeur de 3.sin v qui correspond
A ¢, = 15273 est arc 1°32'.sin 90° = 0,02676, de sorte que

(. sinv),- 9—*'—0;?% = 0,01338. Les formules donneront
v, =0"%,4317; 2, = 0",2719; o, = 5'=0,001517.

Pour déterminer Vys %, ©, on mettra dans les formules
t,=1t,=2{342, ¢, =t = 1273, Yy = v,1=0"‘",4317 )
0, =0, ;=0,=0,001517; la valeur de &.sinv qui correspond
28,=15273 est arc 1°32’.5in 90°=0,02676 ; la valeur de.sinv
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qui correspond a¢,= 27342 est arc 0°39’. sin 133°49'=0,008186,

de sorte que (3.sinv),, = oﬂﬁ';o—’o‘m—s= 0,01748. Les formules

donneront v, = 0™*,8418; 2,—=0",9817; 0,—11'=0,003087.
Ainsi de suite.
On a inséré dans le tableau suivant les valeurs numériques qui
caractérisent le mouvement de translation de ’obus de 4', tiré avee
la vitesse initiale de 305™*, sous 1’angle de projection de 10°.

Examinons les corrections qu’introduisent dans les valeurs de
x, y, 2 les termes négligés dans les 6quations (1) n° 125.
Le second terme du second membre de la premiére des équations
(1) n° 125 donne pour 1’abscisse z, entre les limites de ¢, & ¢;,
la correction
¥
— kg]' dtj 3.c0svf (v)sin O dt;

ti—y ti—

en substituant 2 cos v et a 3 leurs plus grandes valeurs absolues
(¢08 V)0 Ot 8,,,, dans les limites de I'intégration, la valeur absolue
de cette correction sera toujours moindre que

| Z.
ks,,'m(cosv)m“gf dt I f(v)sin @ dt;

tm—my ti—1
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L/
en mettant au lieu de g j dt[ f (v)sin 6 dt sa valeur que 1’on obtient
iy t4—
en intégrant deux fois 1’équation d-ﬂ',’}: —g(1 +f(v)sin ), la
dernitre expression devient

ksmaz(cosv)maz{[(vl)'-_ltanga —1 2(t tt‘ l](t to’—l _(yd yc—l)}

En prenant successivement pour les intervalles £,—¢,_, les durées de
chacune des deux demi-oscillations consécutives de 1’axe de figure durant
lesquelles ¢os v conserve le méme signe, on peut calculer la limite supé-
rieure et I’inférieure entre lesquelles est comprise la correction. Mais si
on calcule dans cet exemple la limite de ’erreur pour la durée entitre
t;=10;582, en posanté,—,=0, et par suite(v,) tang 0,_,=V, tango,
¥,_,=0 et en faisant cos v=1 et (tableau du n° T 20) $=2°28'=0,0431,
qui est la plus grande valeur de 8 sur tout le tra,]et du projectile, on
aura méme dans ce cas une correction égale a 3,9 que 'on peut
négliger par rapport a la portée totale.

Le troisiéme terme du second membre de la premiere des éqna-
tions (1)n° 125 donne pour ’abscisse «, entre les limitesdet =0 a¢,
la correction

t ot '
—kg [ dt[3.sinv.0f(v)dt;
(/] (/]

en prenant pour sin v 'unité et pour 3 et » leurs plus grandes va-
leurs entre les limites de 1'intégration, la valeur absolue de cette
correction sera toujours moindre que

t t
L2 Omang dtj f (v) dt;
o o

en mettant au lieu de g I dt _[ fv)dt= g[ at _[ f(ow,) dt sa valeur
o

que ’on obtient en mtégrant deux fois l’équatlon &= 9f (v)cos 6,
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apres y avoir substitué =L i (“‘) cala fonctlon f(v), la derniére expression
devient

k3 nz Omaz 271 ( Vn)'

Pour la durée entitre £ = 105582 on a (tableau du n° 120)
8, =2°28'=0,0431; 0, =1°=10,0175 et la derniére ex-
pression devient égale 4 0" 8 de sorte que la correction en portée
est moindre que.0”,8 et on peut la négliger.

Le second terme du second membre de la seconde des équations (1)
n° 125 donne pour l'ordonnée y, entre les limites de #,_, & ¢, la
correction

tal t
kgj dtf 3.cosvf(v)cos ddt;

tiy by

en substituant & cos v et & 8 leurs plus grandes valeurs ahsolues
(c08Y),,,, €t 3., dans les limites de I’intégration, la valeur absolue
de cette correction sera toujours moindre que
iy ty
k3, .. (COSY), g I dat f f(v) cos 6. dt;
iy by
;&
en mettant au lieu de gf dt If (v) cos 6. dt sa valeur que 1’on obtient
tiy ti
en intégrant deux fois ’équation 7 dn _ _ of (v) cos 6, la derniére

expression devient

k8, .o (C0SY), o (v),_, [(t'._t’._l) - qu;)‘L:l__.]

En prenant successivement pour les intervalles¢,—¢, _, les durées
de chacune des deux demi-oscillations consécutives de I’axe de figure
durant lesquelles cos v conserve le méme signe, nous calculerons la
limite supérieure et 1'inférieure, entre lesquelles est comprise la
correction.
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Dans les limites de ¢, _, = 0 a¢, = 15273 (tableau du n° 120)
~ ’angle v varie de zéro a’-;, de sorte que cos v est toujours positif et

la plus grande valeur de cos v est 1'unité et sa plus petite valeur
zéro; la plus grande valeur de 8 est 1°32'= 0,0269; z,_,=0;
;= 378%; (v)),_ = 300"
La limite supérieure de la correction dans cet intervalle est
-+ 0%,215; : ]
la limite inférieure de la correction dans cet intervalle est zéro.
Dans les limites de ¢;_, = 17273 & ;= 2{711 ’angle v varie
de 90° & 133°49%¢t de 133°49’ 4 90°, de sorte que la valeur ab-
solue de cos v est comprise entre 0 et 0,692; la plus grande valeur
dedest 1°32'=0,0269; »,_,=378",2,=782", (v,)‘,_l=284“‘",6.
Observant que cosv est négatif dans cet intervalle, on aura:
la limite supérieure de l1a correction égale & zéro;
la limite inférieure de la correction égale 4 —0",196.
Entre les limites de ¢, _, = 25711 4 ¢, = 4;308 on aura:
la limite supérieure de la correction égale & + 0",311;
la limite inférieare de la correction égale & zéro.
Entre les limites de £, , = 45308 & ¢, = 6116 on aura:
la limite supérieure de la correction égale & zéro:
la limite inférieure de la correction égale a— 0",222.
Entre les limites de ¢, _, = 65116 & ¢, = 85178 on aura:
la limite supérieure de la correction égale a -+~ 0",469;
la limite inférieure de la correction égale a zéro.
Entre les limites de £, , = 85178 & {, = 105582 on aura:
la limite supérieure de la correction égale & zéro;
la limite inférieure de la correction égale & — 0™,238.

On voit que la correction de 1’ordonnée y sur tout le trajet du
projectile est comprise entre les limites

0”215 4 0,311 -+ 0,469 = 1,0

et
— 07,196 — (}“‘,222—0“‘,238 =—10"17.



— 221 —

La correction de 1™ de 1'ordonnée y correspond, pour ’angle de
chute de 14°20', & une correction de 4™ de la portée totale, que 1’on
peut négliger, d’autant plus que la correction réelle de 1’ordonnée y
est bien moins grande que ses limites.

Le troisi¢me terme du second membre de la troisiéme des équa-
tions (1)n° 125 donne pour I’ordonnée ¢, entre les limites de¢, , a¢,
1a correction '

ty ty
—kg [ dt [ 3.c08v.0.f(v)sin 6 dt;

iy iy

o substituant & cosv, 4 8 et & o leurs plus grandes valeurs absolues
dans les limites de 1'intégration, la valeur absolue de cette correction
sera toujours moindre que

ty
K8 1 (€05%)0p O 9 [ A [ F(0) 510 G d,
ti—y ti—y
ou que

kmaz (CO8V)maz Ymaz {[(”n ), tang6i— —% (‘i“d—l)](ti-ti—l) - (.'Ii‘!l‘-l)}'

En prenant successivement pour les intervalles ¢, —¢, _, les du-
rées de chacune des deux demi-oscillations consécutives de I’axe de
figure durant lesquelles cos v counserve le méme signe, on peut calculer
la limite supérieure et I’inférieure, entre lesquelles est comprise la
correction. Mais si on calcule la limite de erreur pour la durée
entiére £, = 10;582, en posant £,_, =10 et en faisant cos v=1,
3=2°28'=0,0431 et o=1°=0,0175, qui sont les plus grandes
valeurs de cosv, 3 et o sur tout le trajet du projectile, on aura méme
dans ce cas une correction égale & 0,07 que I’on peut négliger par
rapport & la dérivation totale.

Cet examen fait voir que 1’on peut, sans erreur sensible, omettre
les termes négligés dans les équations différentielles (1) n° 125 du
mouvement de translation d’un projectile oblong.
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On a construit sur les figures 22 et 23 la projection verticale
ot 1a projection horizontale de la trajectoire de 1’obus de 4' tiré avee
une vitesse initiale de 305™°, sous 1’angle de projection de 10°, en
prenant pour les valeurs de #, y, 2 celles qui sont insérées dans le
tableau de ce numéro. Les ordonnéesy sont prises a une échelle 8 fois
plus grande que celle des abscisses z, et les ordonnées # & une échelle
50 fois plus grande que celle des abscisses .

128. Formules simplifiées du mouvement de translation d'un
* projectile oblong dans le cas du tir direct. On voit par ce qui précdde
~qu'on peut calculer avec une précision suffisante la projection de la
trajectoire sur le plan vertical du tir au moyen des formules obtenues
dans le chapitre IT pour les expressions de la résistance de 1’air qui
se rapportent aux projectiles oblongs, et ol ’on doit prendre pour la

fonction f(v) le rapport"jgde la résistance de ’air dans le sens con-

traire & 1’axe de figure au poids du projectile.

On déterminera la projection horizontale de la trajectoire au
moyen des formules (1), (2), (3) n° 126; mais les caleculs que ’on
a & exécuter sont longs.

On peut, avec une approximation suﬂlsante pour la pratique,
obtenir la projection horizontale de la trajectoire en intégrant 1’¢-
qua.tlon différentielle du mouvement suivant l’a,xe des 2

& = [ks siny — - (.)] gf (owl)

depuis l’origine du mouvement jusqu’au temps qui correspond & la
portée totale, prenant au lieu de ’angle variable o sa valeur moyenne o,
sur toute 1’étendue de la trajectoire, et substituant au produit va-
riabled . sin v sa valeur moyenne durant deux demi-oscillations moyennes
de I’axe de figure: I'une ascendante et ’autre descendante. On obtient
ainsi
v, = [k (3.sinv),, —- "’m] g I f(aw,) dat,

t ¢
2= [k(&.sinv)m-—é om]g[ dtj f (av,) dt,
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t t ¢
ou, en mettant au lieu de g I'f (av,)dt ot de g I dtj. f(aw,) d¢ leurs
o

o o
valeurs que ’on tire de 1’équation %‘ = — gf (v) cos € en 'intégrant,
JS(avy)

Tooa s 18 fonction £(v), on trouve

aprés y avoir substitué
v, = [k@.sinv), — z0, ] v, (7 —1),
2= [k (3.sinv), —- om] aV, (t-.—- %),

0=:—: =|:k(8.sinv)m— ;0,,.]0-(%—1)- |

Prenant pour o, la moyenne arithmétique des valeurs de 00—0
et de o, on aura

o0p =14 [k@.sinv), — Lo, |a(R—1),

d’o0 'on tire
LA |

om=k(8.sinv)maﬂ—.

o -+1

Les valeurs du produit 3.sinv étant ' comprises (n° 119)

dans Dintervalle d’une demi-oscillation moyenne ascendante de
din4-1)n2p
n—1)hna cos @ 1 ot do

2 .
ﬂ/ :::hn:cow VS:"_': hn: r 50 ot dans l'intervalle d’une

demi-oscillation moyenne descendante de cet axe entre les limites
do 1)/ 80t kY 8IL kot dor (24X e | s

n—1 hnacos ¢ n—1 hnacos @ lh-qccow

Paxe de figure entre les limites de

on peut prendre pour (3.sin v), la moyenne arithmétique de ces
quatre valeurs, et par suite poser

) 1 n+1 n?p
(3.sinv),, = 29 (1""'8 n—1hna coup)'
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En mettant les valeurs de 'Om ot de (3. sin v),, dans les expres-
gions de v,, & et @, on trouve

LA |
k n+1 wp . v
(1) ....... v,=§(l+8;‘—:iha—c':‘)w)alv,z'l—:i-,
v o
t— >
k +1 2 ) v,
(2) ........ z=;(1+82—_1"ﬁ%6) GVI -E_—;:, :
v
k 1 = 2 —1
_ n-+ 2 v
@)........ o=1(1+85 i) @ L
ol
6. 1,2 118)... ... .g="22000n
@ 119). . ..[of O], = G2 [ 1— ! + |»
n— 1 (aV,\Pt =1
(125 ()
pour des vitesses initiales dépassant 325 on peut prendre (n° 26)
n==4 et 2= m, et pour des vitesses initiales moindres

que 325%* on peut prendre (n° 120) n=2 ot 2¢ ='6,31‘£:‘§='§’
pour les projectiles semblables & notre obus de 4'p.=0,589,
h=2,7, k=2,05, '

7 est le pas des rayures exprimé en rayons du projectile;

o est une certaine valeur moyenue de la sécante trigonométrique
de l’angle € d’inclinaison de la trajectoire; les valeurs de a sont
insérées dans la table I de 1’annexe.

En calculant au moyen de ces formules simplifiées la dérivation
de I’obus de 4' tiré avec une vitesse initiale de 305™, aprés une
durée du trajet de 10:582, on trouve 2 = 15",4; une solution plus
précise a donné (n° 127) 2= 18"7.
~ Pour reconnaitre facilement ’influence de la longueur du pas des
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rayures et de la vitesse du projectile sur les dérivations, admettons
que la résistance de Vair soit proportionnelle au carré de la ntesse
Dans ce cas

. v,
1+ i‘— t’

lle

Y

—log(1+ LW )

ou, en développant le logarithme en série et se bornant aux deux
premiers termes de la série, ce qui est possible, lorsque ¢ n’est pas
grand, on trouve

z= Vlt(l—a%’t),
et on a (n° 119, pour n = 2)

1+t
aV,)3
[of @ =52 —7-

(1)

de sorte que
aV,
q__‘ hna?cos @ _(aV.)’. 1+ 4_clt .
— 4mp gc aV, \8
| (1+ —27‘t)

En mettant les valeurs de v,, = et g dans 1’éq. 2 et admettant
a*cosp =1, on trouve

z—lﬂ:gh ﬂ(1+24”“) ( ; -'%‘-t)z.

Cette équation fait voir que, pour des projectiles semblables, la
dérivation latérale diminue lorsque la longueur du pas des rayures
augmente, et que la dérivation croit un peu plus rapidement que les -

carrés des durées. En observant que { = —F (2 c) on voit aussi
que la dérivation est en raison inverse du carré de la vitesse initiale

~du projectile et croit un peu plus rapidement que les carrés des
distances. Le coefficient ¢ étant proportionnel au rapport du poids du
15
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projéctile 3 sa section transversale, la dérivation diminue lorsque ce
rapport sugmente, et le coefficient p. étant proportionnel au moment

dinertie du projectile autour de son axe de figure, la .dérivation

augmente avec ce moment. e

129. Intégration, par approximation, des équations différentielles.

du mouvement de translation dans le cas dw tir courbe, qucmdg>l.

En procédant avec les équations (2) n° 125 comme on I'a fait au n°126

avec los équations (1)n® 125, on trouvera que les équations finies du
mouvement sur le plan vertical du tir sont données par les formules
obtenues dans le chapitre I1 pour les expressions de la résistance de
V’air qui se rapportent aux projectiles oblongs, et ot I'on doit prendre

pour la fonction £(v) le rapport EI—: de la résistance de 1’air dans le sens
contraire & ’axe de figure au poids du projectile. '

Pour déterminer la projection horizontale de la trajectoire, on
aura les expressions

. . (CHY
(1)...v,‘= L [m(81n8008881nv)m— % "’m] a(v); —;;5:‘ —1],
. ()

(2). H=E g 0y, (tg—ti— )+ [m(sinccos &8in v)y, — i um] o (b,)'__ ‘[(t,-t,-_l) -
)
(3) ................. W, = (v‘)'j

ol 'on peut choisir les intervalles t,—¢,_, de maniere qu’ils cor-
respondent aux durées des demi-oscillations de 1’axe de figure.

On peut reconnaitre, au moyen des formules des #** 121 et 122,
que le produit sind cos 3 sin v est toujours croissant ou déeroissant
dans tout ’intervalle de chaque demi-oscillation; par suite on peut
prendre pour (sin 8 cos 3 sinv),, la moyenne arithmétique des valeurs
de sin 3.co83.sinv qui correspondent (n°122) au commencement et
a4 'la fin de chaque demi-oscillation. L’accroissement de I’angle o étant
faible durant une demi-oscillation, on peut prendre pour o, la va-
leur o,_, correspondante & la fin de la demi-oscillation précédente.

-"-'«"zi—-l-‘
("1)'__l _l

1
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On se convaincra par un exemple particulier, en procédant comme
on I'a fait au #° 127, que I’on peut négliger, sans erreur sensible,
les corrections fournies par les termes qui ont ét6 omis dans les
équations différentielles du mouvement de translation.

130. Formules simplifiées du mouvement de translation d’un pro-
jectile oblong dans le cas du tir courbe, quand g > 1. La projection
de 1a trajectoire sur le plan vertical du tir peut étre calculée, avec une
précision suffisante, au moyen des formules obtenues dans le chapitre 11
pour les expressions de la résistance qui se rapportent aux projectiles
oblongs, et ot 1’on doit prendre pour la fonction £ (v) le rappoi't;—:de
la résistance de l'air dans le sens contraire 3 1’axe de figure au
poids du projectile.

On peut, avec une approximation suffisante pour la pratique, ob-
{enir la projection horizontale de la trajectoire en intégrant I’6quation
différentielle du mouvement suivant 1’axe des ¢

‘—’ﬁ = [msm&cos&smv—-m] 9f (aw)

depuis 1'origine du mouvement jusqu’au temps qui correspond 3 la
portée totale, prenant au lieu de ’angle variable  sa valeur moyenne o
sur toute 1’étendue de la trajectoire, et substituant au produit va-
riable sin 8 cos 3 sin v sa valeur moyenne durant deux demi-oscillations
moyennes de I’axe de figure: 1'une ascendante et I’autre descendante.
On obtient ainsi

v, = [m (sin 8 cos 3 sin v),,, — - "’m] g ]' f(av)dt,

2= [m (sin 8 cos 3sinv), — - om]g J' dt I f(av))dt,

: t t ¢ '
ou, en mettant au lien de g[ f (av,)dt et de gf di f f (av,) dt leurs
(/] /] (/]

15*
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valeurs que 1’on tire de l’équatlon 2L — — gf (v) cos & enl'intégrant,

aprds y avoir substitué s .(;:g 3 la fonction f(v), on trouve

v, = [m (sin 8 cos 3sinv),, — om] av, (1;1 -—l),
2= [m(sin 3cos dsinv), — 'E"’m] a..V, (t— %),
0= %’:— = [:m(sin Scos dsinv), — %mm]a(%:-—l).

Prenant pour o, la moyenne arithmétique des valeurs de ©0,—=0
et de , on aura

om=;[m(éiﬁscosssinv)m—io Je(2—1),

d’ol P’on tire

LAY
— i i k|
©,, = m (sin 8 cos sinv),, & p—o-
5+l

Les valeurs du produit sin 3 cos 3 sin v étant comprises (n°123) dans
Pintervalle d’une demi-oscillation moyenne ascendante de 1’axe de figure

entreleshmltesde4’t+l = etde—]/s"+1 s Vs’fﬂ il

gn—1inacose n—11Izcose n—1Inxcos ¢’
ot dans l'intervalle d’une demi-oscillation moyenne descendante de

n+1 LT n+1 T
cot axe entre les limites de - VS — MMOW-‘/S”_l Tz oo

ot de%[2(l—?)—4<l—-qf{ n+l ww ] on peut prendre

n—1inacosg
pour (sin 3 cos 8 sinv), 1a moyenne arithmétique de ces quatre valeurs,
et par suite.poser

(sin 3 cos 3sinv),, -—_[<1_q_)+8(1+2q2)n+1 2t ]

n—1 Inacos @
En mettant les valeurs de w,, et de (sin3 cosd sinv),, dans les

expressions de v,, # et o, on trouve

_nm 2 8\n+1 =% v,
v'—QI:(l q’>+8(l+2q’)n—llnacosq avlﬁ_._l’
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x .

t—2=
m __ 2 n-+1 w2 ¥,
(2) """ [(l )+8(1 2q’)n-— 1 Ina cos (p] Vl v, 11
;l——!—
m 2 8 1 ) ﬁ 1
__m 2 n+ 2
@)...0=F[(1—3) +8(1+ o) 12} rme a gt —
v, '
ol
o __Ina[of (v)]lm
(éq l, n 121) ......... T omp¥
(#° 119). .. .[of )], = ‘“"' 1— 1 ;
—1/aV,\ 1, -1
[1+” = (“—c‘) ¢
pour des vitesses initiales au-dessus de 325™*on peut prendre
n°26)n=4et 2c*= ﬁm«;—mmg’ et pour des vitesses initiales

au-dessous de 325™* on peut prendre (n°120) n =2 et 2c = 0—-—0141;3,9,

pour les projectiles semblables & notre obus de 4' .= 0,589,
1=2,6,m=2,1,

7 est le pas des rayures exprimé en rayons du projectile;

a est une certaine valeur moyenne de la sécante trigonométrique
de I’angle 6 d’inclinaison de la trajectoire; les valeurs de a sont
données dans la table I de I’annexe. :

Dans ce cas, comme dans celui du tir direct, la dérivation latérale
diminue, lorsque le pas des rayures et le rapport du poids du projectile
a sa section transversale augmentent, et cette dérivation croit avec le
moment d’inertie du projectile autour de 1’axe de figure, et augmente
un peu plus rapidement que les carrés des durées, qui sont en raison
inverse du carré de la vitesse initiale du projectile et croissent un
peu plus rapidement que les carrés des distances.

131. Intégration, par approximation, des équations différen-
tielles du mouvement de translation dans le cas du tir courbe,

quand g Z 1. En se bornant dans la premidre et la seconde des
équations (3) »° 125 aux termes qui dépendent de la composantd
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tangentielle de la résistance et de la gravité et dans la troisiéme de
ces 6quations aux deux premiers termes de son second membre,
on obtient

"o — — gBf()00s0,
%"= —g(l +8f(v) sinﬂ),
% = — gBof(v)cos @ + mgsin 3 cos 3sin v f(v).

Ce cas supposant une petite vitesse initiale, on peut poser (n°120)

F(0) = s

ol
P

2¢ = 55iinmy

et les deux premiéres équations différentielles donneront
z2
[0} P = ztang ¢ -;lep(:‘il’cﬁ?;

pour le point de chute & la hauteur de la bouche & feu on aura

vz .
(2).........t..$-E(°“’T”)=°i;'-—!’—81n’q>;
T, ® 5, (afx
&) TR t=y- F,(%2),
2¢c aB V,
(€ x—apLOgGLog(l—n- gett),
(B)erernnn.. tang 6 = tang o — &5 F, (%’”)
() VP = .
' 1+%t

Les valeurs de v et de vf(v) étant

¥, of (v) = (a¥y)? 1
ap?;,’ = T2g BTy 0
14 —2—c't (l -+ 2—ct)

v=avl=
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on peut poser
: ot
=¥ @V 1
O =" [T (o @ =57
" 1+ ﬂ ! v)] 29ct (l-l-%t)’
0 o
ou
() PR V)= & log (1 + 2 chl t),
aB¥,
[of @y = 0P T !
mT 2gc oV, \8
) (1+-5¢)
e
\] GBV
) FET g weone @rp 1+ 50t
. 4mp . ge (l_'_g%vlt)g

Pour déterminer 8, connaissant la vitesse initiale et 1’angle de
projection, on commencera par calculer, en posant 8 =1, la valeur
de z par la formule (2), celle de ¢ par la formule (3), celle de (v),,
par la formule (7), celle de ¢ par la formule (8) et celle de & au
moyen de la formule (5) n° 124. Cette valeur de 8 servira & calcu-
ler (n° 125)

=1-+1,073,

Connaissant 3, on obtiendra, pour la valeur trouvée de ¢ des va-
leurs plus approchées de z, y, 4, v,, (v),,, q et 3; l’équatmn “4)
n° 124 donnera la valeur de v.

Observant que (6q. 4, n° 124) sind = asin v, on voit que 1’é-
quation différentielle suivant I’axe des # peut étre mise sous la forme

ddi: = ['"%’sin’%osS— %o] 9f (av)).

Les angles o étant toujours petits et le produit sin®3 cos 3, dans
les limites de =04 8 = ’-2‘, ayant sa- plus petite valeur égale &
zéro et sa plus grande ne dépassant pas 0,385, on ne fera pas une
grande erreur, si I’on intdgre la dernitre équation depuis ’origine
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du mouvement jusqu’a la valeur trouvée do ¢ en substituant a o et
4 sin’ 3 cos 3 leurs valeurs moyennes w,, et (sin® 3 cos 9),, sur toute
P’étendue de la trajectoire. On obtlendra ainsi

v, = [’%’(sin’ 3 6083),, — - "’m] 5 % (:—l‘ —l),
= ["‘Tq(sinﬂs ¢08 3),, —-gwm]g V,(t —_ %),

o='i’=[”iq(sin'8 GOSS)M—EOMJS(E-— )

Substitusnt 3 @, 1a moyenne anthmétxque des valeurs de @,=0
et de o, on trouve

_1[_9(5111'80088) m]%(%v_ )’
d’0d I’on tire
w__
Op= " (68 c088), 22 —;
v; LA )
)

posant approximativement (sin® 3 cos )= %]‘ sin® 8 cos $ 43, on trouve
] .

sind &

(sin’ 3 c0s 3), = 55" .

Mettant les valeurs de o, ot de (sin®3 cos 6) dans les expres-
sions de v,, z ot ®, on obtlent

38 Z“—l
mg sind8 &« v
(9) ............. v' ?‘T'B"" lVl‘ 1’
T. -
) ; z
mg sin38 « A
(10) ............ g=F 'T'Eyl A 1"
' o
W
Al 0="a 8008 a3 1
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Les termes négligés dans les équations (3), #° 125 donnent pour
les valeurs de z, y, # les corrections suivantes.

Le second terme du second membre de la premiere des équations
(3), n° 125 donne pour I’abscisse z la correction

Az = — % (sin3 cos 3008),, [ (¥ tang 9 — §¢) ¢ — g/, -

ol Ion peut approximativement poser

(sin 8 c088 oSV = (sinacoso V 1—(g>ssin’8>m= %!sma. '1—(5)’sin’o.dsina
e ) V).

‘Le troisi®me terme du second membre de la premitre des équa-
tions (3) n° 125 donne pour 1’abscisse z une correction dont la va-
~ leur absolue est moindre que .2 et que I'on peut toujours né-
gliger.

Le deuxidme terme du second membre de la deuxidme des équa- -
tions (3) n° 125 donne pour ’ordonnée y la correction -

Ay= +g(sin300880089)m°’171 (t— %)’

ol ’on peut approximativement poser

(sin 8 cos 3 cos v),, = 3—;,3[1—( ( > sm‘*’&) ]/1—(- sm’&]

Le troisidme terme du second membre de la troisiome des équa-
tions (3) n° 125 donne pour l’ordonnée z une correction dont la
valeur absolue est moindre que ,,,.Az que l'on peut toujours
négliger. :

132, Ezemple. Soit un obus de 4' tiré sous I’angle de pro-
jection de 45°, avec une vitesse .initiale de 50™*. On a pour cet
obus (n° 120) ¢ =3514". En posant =1, on trouve z=247",

t=7:149,1=0,735, 3=70°15' et par conséquent f=1+1,075*<2,3.
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Pour t="7:149 et §=2,3 on obtient 2=240",7, y=—2",0,
6 = —47°16', v, = 82",15, £ =0,680, 3-=73°18',v=40°39’,
©="56', 2=2"0.

Les termes né,,hgés dans les équatlons (3) n° 125 donnent les
corrections

Ar=—1%11, Ay = +4",22.

On voit ainsi qu’a la durée ¢ = 7;149 correspondent
r=240",7—1"1=239"6, y = —2",0+4",2 = 292,
g= 2",0.

La portée sur un terrain a la hauteur de la houche a feu est

=241"%,6 et la durée qui
241™ 6—239™ 2
v

approximativement égale & 239,6 —+

tan 9
correspond & cette portée est approximativement de 751 49+
= 75224,

En comparant la durée et la portée horizontale calculées pour

*8=2,3 4 celles qui ont ét6 obtenues pour § =1 on voit qu’elles
ne different pas beaucoup entre elles, de sorte qu'on peut, dans le cas
du tir courbe sous des angles de projection qui ne dépassent pas 45°,
méme ave¢ de petites vitesses initiales, calculer la projection verticale
de la trajectoire en supposant la résistance de ’air dirigée dansle
sens contraire au mouvement et égale en grandeur i la composante
de la résistance dans le sens contraire & I’axe de figure.

En calculant la dérivation latérale z pour =1, on la trouve
de 2",2 et elle differe peu de 2==2",0 qui a 6té obtenue pour $=2,3,
de sorte qu’on peut calculer la dérivation latérale, avec une approxi-
mation suffisante pour la pratique, en posant 8 = 1.

133. Formules simpliﬁées ‘du mouvement de translation d’un
projectile oblong dans le cas du tir courbe, quand £Z 1. La pro-

jection de la trajectoire sur le plart vertical du tir peut étre calculée
avec une approximation suffisante pour la pratique au moyen des for-
mules obtonues dans le chapitre II pour les expressions de la ré-
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sistance de 1'air qui se rapportent aux projectiles oblongs, et o I’on
doit prendre’ pour la fonction £ (v) le rapport‘lﬁ de la résistance de

. I’air dans le sens contraire & 1’axe de figure au poids du projectile.
La projection horizontale de la trajectoire peut étre déterminée
par les formules suivantes

39 h

__mgq sin?d v,
v, = 3 3 N v, ’
- 4+1

%

= 3 3 7 )
i1
. —V-'-—l
__mg sin‘aal,_
0= 3 3 V_l 17
L
olt
aV,
__Ina%cos @ (aV,)? 1+7t

dnp ge (l ab, )2’
+ 1
2¢

P

2¢ = gotanmEy

on trouvera la vhleur de3, & I’aide des tables d’intégrales elliptiques,
au moyen de la relation

F(s, %): a—g’)—mt,

et & défaut de tables on pourra calculer la valeur approchée de 3,
dans lo cas de 2 > 0,75 au moyen des équations

tang (3 — ) = —— tang ¢,
l-l-é
1—1 ot

¢ =3—2arctange 2 elm
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et dans lo cas deS < 0,75 au moyen de I’équation
tang 8 =

1+ V@i V(%) ( )m’g’[( m)“(")m 1);
Tl

T )

On=1r Loge —— Log (1-0- Yy )

pour les projectiles semblables & notre obus de 4', p = 0,589,
1=2,6,m=2,1, :

7 est 1o pas des rayures exprimé en rayons du projectile,

a est une valeur moyenne de la sécante trigonométrique de
I’angle 6 d’inclinaison de la trajectoire; les valeurs de a sont données
dans la table I de I’annexe.

L’expression de g fait voir que le cas§ Z 1 a lieu pour des va-

leurs de % d’autant moindres que la longueur du pas des rayures est
plus grande.

§ 1L

IMAGE DE LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES OBLONGS DANS L’AIR.

134. Image du mouvement de rotation de U'axe de figure d'un
projectile oblong. Tandis que le centre de gravité du projectile déerit
-une certaine trajectoire dans 1’air, le projectile tourne autour de son
axe de figure avec une vitesse angulaire sensiblement égale a la vi-
tesse angulaire initiale, et 1’axe de figure a un mouvement de ro-
tation autour de Ia tangente qui s’abaisse pendant toute la durée du
mouvement. :

Le sens du mouvement de rotation de I’axe de figure dépend du
sens de la rotation du projectile autour de son axe de figure et du
sens de I’axe du couple de la résistance de I’air. Ordinairement dans
les bouches & feu rayées la rotation du projectile a lieu de droite &
gauche autour de 1’axe de figure, si I’on regarde du pole an centre
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de gravité du projectile ou, ce qui est tout un, de gauche & droite, si
I'on regarde dans le sens du mouvement de translation du projectile,
et le centre de résistance de l’air se trouve en avant du centre de .
gravité, de sorte que le couple de la résistance de 1’air tend a éloigner
la pointe du projectile de la tangente & la trajectoire.

Dans ces conditions 1’axe de figure commence a se mouvoir autour
de la tangente dans le sens de la rotation du projectile autour de son
axe de figure *). e

Si la vitesse initiale n’est pas trés fajble, le mouvement de 1’axe
de figure autour de la tangente est un mouvement d’oscillation.
L’angle v que fait le plan vertical passant par la tangente avec lo
plan- passant par la méme tangente et 1'axe de figure augmente

d’abord de zéro ﬁget P’angle 3 que fait 1’axe de figure avec la tan-
gente croit lentement de zéro jusqu’d une certaine limite 8(,‘ 1).
2

Ensuite ’angle v continue d’augmenter jusqu’a une certaine limite v,
moindre que =, tandis que I’angle 3 diminue jusqu’d une certaine
valeur 8,. L’angle v, aprés avoir atteint la limite v,, diminue jus-

qu’é.g , ot 'angle 3 continue de décroitre jusqu’a une certaine li-
mite 8(,: 2)‘ Au-deld 1’angle v continue de diminuer jusqu’a uhe
9
certaine limite v, plus grande que zéro et moindre que = —v,, tan-
dis que I’angle 3 augmente jusqu’a une certaine valeur 3;. L’anglev,
aprés avoir atteint la limite v;, augmente de nouveau jusqu’é%, et
P’angle 3 continue de croitre jusqu’a une certaine limite S(E 3) plus
A 3
grande que la limite 8<,= 1) qu’il avait atteinte lors de 1’augmen-

27
tation précédente de 1’angle v. Ensuite 1’angle v continue d’aug- -
menter jusqu’a la limite v, moindre que v,, tandis que I’angle & di-
minue jusqu’'a une certaine valeur 3,. L’angle v, aprés avoir atteint

.*) Si le centre de la résistance était en arriére du centre de gravité du pro-
jectile, son axe de figure commencerait a se mouvoir autour de la tangente dans
le sens contraire A la rotation du projectile autour de son axe de figure.
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la limite v,, diminue jusqu’&%, et 1’angle & continue de diminuer
jusqu’d une certaine limite & (n 4') plus grande que la limite 5(1:

2 PL)
qu'il avait atteinte lors de la diminution précédente de I’angle v.
Au-deld ’angle v continue de diminuer jusqu’s une certaine limite v,
~ plus grande que vy et moindre que = —v,, tandis que I’angle 3 croit

jusqu’a une certaine valeur 3. L’angle v aprés avoir atteint la limite v,
augmente de nouveau et I’angle 8 continue d’augmenter; et ainsi de
suite. Les durées des oscillations successives vont en augmentant.
Les valeurs des angles limites v,, v,.... sont les mémes pour des
projectiles semblables tirés des bouches & feu ayant les pas des rayu-
res proportionnels aux calibres et sont indépendantes des vitesses
initiales des projectiles.

Si les vitesses initiales sont trés faibles, I'angle v croissant depuis
zéro n’atteint pa.s%, et ’angle 8, pour les angles de projection qui
ne dépassent pas 45°, ne dépasse pas non plus g, de sorte que 1’axe
de figure, tournant autour de la tangente, n’a pas de mouvement
d’oscillation.

135. Image du mouvement de tramslation d'un projectile
oblong dans Uair. Si la résultante p de la résistance de I’air était
constamment dirigée en sens contraire de la tangente  la trajectoire,
cette trajectoire, nonobstant le mouvement de rotation de 1’axe de figure
autour de la tangente, serait tout entitre dans le méme plan vertical;
~car si ’on fait passer un plan vertical par un ¢élément quelconque de
la courbe, la force de la pesanteur, ainsi que la résistance de Iair,
agissent dans ce plan; il en résulte que le second élément y est
également compris, et ainsi de suite. '

Mais la résultante p de la résistance de 1'air fait avec la direction
contraire & 1’axe de figure, pour les projectiles formés d’un cylindre sur--
monté d’une surface ogivale, dans les cas ordinaires du tir, un angle-
plus grand que celui que fait I'axe de figure avec la tangente, et cette
résultante g, étant toujours située dans le plan qui passe par 'axe de
figure et par la tangente, ne se trouve pas, pendant le mouvement de
rotation de I’axe de figure autour de la tangente, dans le plan vertical



— 239 —

qui passe par la tangente, et par suite la trajectoire que décrit le
centre de gravité du projectile est & double courbure.
Décomposons la résultante p de la résistance en trois autres ré-
sistances: ’une dirigée en sens contraire de la tangente, 1’autre per-
pendiculaire & la tangente dans le plan horizontal et la troisieme per-
pendiculaire A la tangente dans le plan vertical. La composante de la
résistance en sens contraire de la tangente ralentit le mouvement ‘de
translation du projectile. L’axe de figure du projectile étant toujours
3 droite du plan vertical passant par-la tangente, la composante hori-
 zontale de la résistance, qui agit perpendiculairement & la direction
de la tangente, fait dévier le centre de gravité du projectile & droite,
et cette déviation latérale est connue sous le nom de dérivation laté-
rale *). La composante de la résistance qui agit dans le plan vertical
perpendiculairement & la direction de la tangente, releve le centre de
gravité du projectile, quand I’axe de figure se trouve au-dessus de
la tangente, et 1’abaisse, quand 1’axe de figure se trouve au-dessous
de la tangente *¥). '
Dans le cas du tir courbe avec de trds faibles vitesses initiales

*) Si le centre de résistance se trouvait en arriére du centre de gravité, 'axe
de figure du projectile serait toujours & gauche du plan vertical passant par la
tangente, et le centre de gravité du projectile dévierait & gauche.

Si ’angle que fait 1a résultante de la résistance avec la direction contraire &
I’axe de figure du projectile était moindre que celui que fait I’axe du projectile
avec la tangente, les déviations latérales auraient lieu dans le sens contraire.

**) Si 'angle que fait la résultante de la résistance avec la direction contraire
A ’axe de figure était moindre que I'angle que fait ’axe de figure avec la tangente,
la composante de la résistance qui agit dans le plan vertical perpendiculairement
A la direction de la tangente, abaisserait le centre de gravité du projectile, pen-
dant que Paxe de figure se trouverait au-dessus de la tangente, et le reléverait
pendant que P’axe de figure se trouverait au-dessous de la tangente.

Si le centre de résistance colncidait avec le centre de gravité, le couple de
la résistance serait nul; il n’y aurait pas de mouvement de rotation de Paxe
de figure; I'axe de figure resterait, pendant le trajet du projectile, paralléle a
lui-méme dans 1’espace et serait constamment dans le plan vertical qui passe par
la tangente; et comme la résultante de la résistance de l’air serait aussi dans ce
plan, la trajectoire serait plane et la composante de la résistance perpendiculaire
A la direction de la tangente releverait ou abaisserait le centre de gravité du pro-
jectile, selon que I'angle que fait la résultante de la résistance avec la direction
contraire & ’axe de figure serait plus grand ou plus petit que celui que fait Paxe
de figure avec la tangente.
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I’angle v est bien moindre que 1’angle & qui, sous un angle de pro-
jection voisin de 45°, atteint au point de chute une valeur pas trop

éloignée de %, et par suite le projectile rencontre le sol le culot en

avant. Avec un accroissement de vitesse initiale 1’angle v augmente
et le projectile tombe sur le flanc. On peut arriver, par une augmen-
tation de vitesse initiale, & faire tomber le projectile la pointe en
avant *). Lorsque les vitesses initiales ne sont pas trés faibles, les
angles que fait 1’axe de figure avec la tangente ne sont pas grands;
pour des vitesses initiales considérables, comme celles que 1’on em-
ploie dans.le tir direct, ces angles sont petits, et, si les portées ne
sont pas trop petites, I’axe de figure du projectile fait plusieurs oseil-
lations autour de la tangente pendant toute la durée du mouvement
du projectile. L’amplitude de ces oscillations est toujours moindre
que 7 et diminue, & mesure que lé temps augmente, tandis que leur
durée croit avec le temps.

. *) Soit (Fig. 24) ZHN le plan vertical mené par la tangente OT au point de
chute; cette tangente fait I'angle HOT = TH = 6 avec I’horizon. Soit TAT' le
plan passant par la méme tangente et par I'axe de figure OA du projectile au
point de chute —axe qui fait avec la tangente I'angle AOT = AT =38; le plan
TAT' fait avec le plan vertical ZH T I’angle A TH = v. Faisons passer par la
tangente O T le plan vertical ZAN. Le projectile rencontrera le sol la pointe en
avant, si 'arc AN est moindre que %

Le triangle sphérique AN T donne

cos AN —=cos TA.cos NT+sin AT.sin NT. cos NT4

ou
cos AN = cos 8.8in @ — sin & cos 6 cosv.
Pour que le c0té AN soit moindre que gou que cos AN soit positif, il faut que
co8 &.8in 6 > sin 3 cos 6 cos v,
ou gque

tang 6

oSy < —— fang 3"
Si cette condition est satisfmte, le projectile rencontre le sol la pointe en avant.

. tan

_ Sicosv= ton gc , le projectile tombe sur le flanc. 8i cos v> tan ga , le projectile

rencontre le sol le culot en avant.



CHAPITRE V.

SOLUTION DES PROBLEMES SUR LE TIR DES
PROJECTILES OBLONGS.

§1.
TIR DIRECT.

136. Tir direct a vitesses initiales dépassant 360™°. La ré-
sistance de 1’air dans le sens contraire & 1'axe de figure des projec-
tiles oblongs est exprimée (n° 28) pour des vitesses dépassant 360™:
par un monome proportionnel au carré de la vitesse, pour des vitesses
comprises entre 360™* et 280™"par un monome proportionnel 3 la
sixibme puissance de la vitesse, et pour des vitesses inférieures a
280™* par un binome dont le premier terme est proportionnel i la
deuxiéme puissance de la vitesse et le second & la quatrieme puissance
de la vitesse. :

Par conséquent il est nécessaire de calculer la projection de la
trajectoire sur le plan vertical du tir par parties toutes les fois que,
la vitesse initiale dépassant 360™*, la vitesse de chute est inférieure
a 360™*. Mais le tir direct ayant lieu sous des angles de projection
qui ne dépassent pas 15°, on simplifie beaucoup les calculs, en ne
déterminant la projection verticale de la trajectoire par parties que
sous un seul angle de projection, soit celui de 5°, et en rapportant
les points obtenus de la trajectoire aux coordonnées obliques: 1'une X
suivant la tangente au point de départ et I’autre ¥ suivant la di-

rection de la pesanteur. On aura les angles de projection, les angles
16
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et les vitesses de chute et les durées des trajets correspondants a di-
verses portées d’aprés les points caleulés de la projection verticale de
la trajectoire sous 1’angle de 5°, en admettant (n° 79) que, pour les
angles de projection ne dépassant pas 15°, les distances verticales des
points d’une trajectoire & sa tangente au point de départ sont indé-
pendantes des angles de projection.

Soit @’ ’angle de projection sous lequel on calcule la projection
verticale de la trajectoire par parties.

1° On choisira le premier arc de la trajectoire (fig. 25) du point
de départ O ol la vitesse initiale V" est plus grande que 360™* jus-
qu’au point M on la vitesse V' =360™° et on le calculera dans
I’hypothése (n° 52)

% =10)=1g5
ol
P m,
CcC= [Rppe—
2hnR T
ot (n° 28)
b = 0,044.

On déterminera d’abord la valeur approchée de l’angle d’incli-
naison 9’ de la trajectoire au point 2, & I'aide de la formule (6) n° 52

’ 1 v'.2
tang o” = tang o' — 237 (1_7:.5),
cosl @ V,="Veosq, V,=VF'cosq’, et ayant cette
valeur approchée de 9", on ohtiendra e de la formule (n° 61)

en posant & =

g L@ =EE@)
tang ¢’ —tang ¢”
On aura la valeur de ¢” suffisamment préeise, en mettant dans
Vexpression précédente de tang ¢" la valeur de « et én posant dans
_V',= V' cos ¢" pour ¢” sa valeur approchée.
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Connaissant la valeur de ¢’ et celle de a, on trouve
z = 0QAa ’aide de la formule (3) n° 52

12 1
z _'_a?Lochog

¥ cos ¢’
V' cos 9" ?

Yy’ = MQ4a I'aide de la formule (1) n° 52
4 / ’ /2 4
Y =4 tang ¢ — 5 fe o F(T),

la durée ¢ du trajet du projectile du point O au point M a P’aide de
la formule (5) »° 52

. 2 ax’
{ =y F, (2—6)
On aura, en coordonnées obliques, 1’abscisse OP= X' du point M

r '
08 ¢’?

Pordonnée MP= Y’ du point M
Y =X'sing —y. ,
En admettant 'indépendance des angles de projection et des
distances verticales des points de la trajectoire & la tangente au point

de départ,
P’angle de projection @, déterminé de 1’expression

1

“sin P, = %,
doit correspondre & la portée horizontale
z, = X'co8 @,. '
L’angle de chute 0,; la vitesse de chute v et la durée du trajet 7,
seront définis (n° 79) par

tang 6, = tang ¢” — tang ¢’ + tang ¢,

v = V' cos
T cosg, ?

tl=t'.

T o16*
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3°, On calculera les arcs suivants de la trajectoire sous 1’angle
de projection ¢ jusqu'au point M o la vitesse est égale & 280"
dans ’hypothese de la résistance (n° 53)

gﬁ‘=f(v)=2—;‘_csv

ol ' 7
P I
T 2ArnRYy T

et (n° 28)
Jb = 0,0000000000026.
Pour calculer le deuxiéme arc on choisira une valeur quelconque

j)our X" = OF'; on aura pour l’abscisse horizontale MQ = z”
dv point M’

2" =(X"— X")cos ¢'.

On déterminera d’abord la valeur approchée de I’angle d’incli-

naison ¢" au point M’, en posant a = ﬁ, a 'aide de la formule
(2) n° 53

tang tpm = tang q)” — -#w k| (Z),
oll i

"y

2a5V'4 cosiq.x
= —_—
c

et ayant cette valeur approchée de <p”'~ , on obtiendra & de la formule

v = L@ —EE@™
tang @'’ — tang @'’

Connaissant la valeur de &, on aura la valeur de " suffisamment
précise en mettant la valeur de a dans 1'expression précédente de
tang ¢”, et 1’on trouvera:
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VPordonnée M’ Q' = 4" du point M’ & V'aide de la formule 1)
n° 53

7 " z''2
y'=12"tang @ —Wi’—m;,—piﬂ )
la vitesse ¥* au point M’ & 1’aide de 1a formule (4) n° 53

V' cos ¢’

VGOS¢"= —(rz)a

1a durée ¢” du trajet du projectile du point M au pdint M A I’aide
de 1a formule (5) #° 53 .

t’ Z . T(2);

= V7cos "
la durée du trajet du projectile du point de départ O au point M’ sera
1.

En coordonnées obliques, 1’abscisse OP' du point M’ est celle
que I’on a choisie X”, et on aura I’ordonnée M’ P’ = ¥’ du point M’

Y=Y +(X"— X)sing' — .

I’angle de projection ¢, déterminé de I’expression

4

sin ¢, = gﬁ
correspondra & la portée horizontale
zy = X" ¢08 @,.

L’angle de chute 4,, 1a vitesse de chute v et la durée tofale du
trajet ¢, seront définis (n° 79) par

tang 6, = tang ¢" — tang ¢’ + tang ¢,,

_ V" cos q’u'
€086y ’

t,= 0.
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On continuera les calculs de la méme manitre jusqu’au point
M,_,ou la vitesse ¥, n’est pas de beaucoup plus grande que 280™.

3°. Pour calculer lo i+ 1 arc de la trajectoire du point M,
ol la vitesse est ¥, et I'inclinaison @, ,) jusqu’au point M, ol la
vitesse est ¥, ,, = 280™", on déterminera d’abord la valeur ap-
prochée de 'angle d'inclinaison ¢, au point My, & I'aide de la
formule (6) n° 53

.

_ — gc® (1_ V1) C08 @iy gy
ta'ng ?(1’+2)-tang ?(l'-lfl) 8a® V“(",,.l) cos® ¢(.‘+2)\1 VO“‘) cos® P(t-+1) !

en posant & = , C0S P, 1y =008 @, o), et ayant cette va-

COS P(¢4-1) :
leur approchée de @, 5, on obtiendra a de la formule

o § (@) — E @)
tang @y 4q) — 1aNE P(42).

“On aura la valeur de g, , ,, suffisamment précise en mettant dans
P’expression précédente de tang @, o, 1a valeur de a et en substituant
dans VB, ,,c08° @, 5 & @y, S& Valeur approchée.

Connaissant la valeur de @, , et celle de @, on trouve

—— ‘9] o
Ty o1y =M _, Qg & I'aide de la formule (3) n° 53
P [ Vi) c08* @i 1) _1)
-+l 2a8 V4 ) €08 iy \ V¥ (isa) COS*P(ig)

Yiirny = M, @y & P'aide de la formule (1) »° 53

— — 922 (i 1) :
Yo = T 1NE Py — 3 V24 0cs® @ i1y O

oll

o = 2%V 08 Q) By
[

la durée £ _.;,, du trajet du projectile du point M, ,, jusqu’au
point M, & 1’aide de la formule (5) n° 53

G+ =V () €08 P(y_4-1)
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la durée -du trajet du projectile du point de départ O juscju’au
point M, sera ' '

En coordonnées obliques, 1’abscisse OP,= X, , ,, du point M;,
sera

— L(4-1)
.X(l'-!-l) - X(t') -+ cos @' ?

Fordonnée M, P, =¥, ,, du point M, sera
'Y(c'-o-l) = Y(O —+ (‘X(i+l) - X(f)) sin ?’ — Y41
L’angle de projection ¢, , déterminé de 1’expression

; — Y
S Pips = X 641

correspondra & la portée horizontale

Ziyp1 = A 008 Py

L’angle de chute 6, ,, la vitesse de chute v et la durée totale
du trajet seront définis (n° 79) par

tang 6, , , = tang ¢, , o — tang ¢+ tang o, ,,

= Vgt'-o—l) COS P(i4-2)
€08 64_4y ?

t, =0t . .

i-+1

4°. On calculera les arcs suivants de la trajectoire sous 1’angle
de projection ¢',  partir du point M, ot la vitesse est V;;, ,,=280""
dans I’hypothese de la résistance (n°51) ’

Y= f)=g [1+5),
ol
S S
T 2R O
et (n°28)
| Jo= 0,012, r = 488",
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Pour calculer le ¢ + 2 arc on choisira une valeur quelcon-
que pour X o = OP,, ,; on aura pour l’abscisse horizontale

My @1y = %o du point M,

gy = (X(i_._g) — X ) c08 (P’.

(¢—+1)
On déterminera d’abord la valeur. approchée de ’angle d’incli-

naison @, g au point M), en posant & = m, aTaidedela
formule (2) n° 51

‘ — _ 9% (i-+2) ‘ 2
tang @, o =tang ¢, o — 33 e €08 O iy 3@ Vo),

N, (2 2___ 22 V%i,) c0s? @iy
ollg = —(2) P B — = ,

et ayant cette valeur approchée de ¢, , 5, on obtiendra a de la formule

— $@¢rn) = E@an) |
tang @iy 2) —taugP(i_y3)

Connaissant la valeur de «, on aura la valeur de o, 4 suffisam-
ment précise en mettant la valeur de o dans ’expression précédente
de tang 5, et 'on trouvera:

Vordonnée M, , , Qo1 = Y.z du point M, & Vaide dela
formule (1) »° 51

a2 X
Yiias) = Fgp 0 tANE P, 5y — 573 (,._.g_n e e R (e, Vs
la vitesse V|, 5, au point M, ,, & I'aide de la formule (4) n°51

V(.. 908 @y o= Kf—kl)cos?ﬁ'—!—”;
- a (2, Vy)

la durée?,, ) du trajet du projectile da point M, au point M
a D’aide de la formule (5) »n° 51

i—+-1)

o — Z(i4-2) T V).
(¢-+-2) V(‘-!—l) cos (P('.+2) ( » 7o )7
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la durée du trajet du projectile du point de départ O jusqu’au
point M,  ,, sera

’ U4
t—'l-t .t

En coordonnées obliques, 'abscisse OP,, , ,, du point M,

. -1
’ 101 ’
que I’on a choisie X,  ,), et on aura 'ordonnée M, ,, P, ,,=¥,_
du point M,

yest colle

t-4-1) .
Yo=Y n+ (X(i+2) - X(.'..-x)) $in ¢ — Yg_yo)-
L’angle de projection ¢, , , déterminé de 1’expression

1 — Y, $-4-2)
M Pive =X )

correspondra & la portée horizontale

Ty o= X;, 089, 5.

L’angle de chute 6, ,, la vitesse de chute v et la durée totale
du trajet ¢, , seront définis (n° 79) par

tang 6, , , = tang ¢, , ; — tang ¢’ + tang Pyper

v = Vi42) 0089 3)

€08 64y o ?

Y4 -
bo=t 4+ 4. ..t g

On continuera les calculs de la méme maniére.
5°. On déterminera les dérivations latérales z qui correspondent
aux portées z,, z,...d’aprés les formules du »° 128.
137. Cas ou la vitesse de chute w'est pas inférieure & 360™".
Il faut dans ce cas calculer Ma trajectoire, sans la diviser en parties,
«  dans P’hypothése de la résistance (n° 52)

) v?
F=F0)=35,
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oll, en posant IT ==1II,
P
2o R
et (n° 28)
fo=0,044.

Si la hauteur du but n’est pas considérable, on peut poser a =1,
ot en appelant a et b la distance horizontale et 1a verticale du but au

point de départ et ¢ 1’angle d’élévation du but, on a tange = (—': , et
P’on obtient pour 1’angle de projection (p—c¢) rapporté a la ligne qui
va du point de départ au but 1’expression (n° 84)

sin(p—e) =35 F (g) :

Si le point de chute est a hauteur de la bouche & feu, on
ab=oete=o.

On aura l’angle de chute de la formule

-

tang @ =tang ¢ — -LF,(?;).

V2cos? o (4

La vitesse de chute sera

V cose
V————
: a cose

2¢
(4

On aura la durée

t= v i (5):

On déterminera la dérivation latérale 2 d’aprés les formules
du »° 128.

188. Déterminer la vitesse initiale dapres celle que le pro-
Jectile posseéde & une petite distance de la bouche @ few. Silon
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connait la vitesse » & une petite distance de la bouche & feu, et si
cette vitesse n’est pas inférieure & 360™*, on obtient la vitesse ini-
tiale ¥V de ’expression (n° 85)
V=v (l+ 2%) .
139. Tir direct a wvitesses initiales comprises entre 360™*
et 280™*. La résistance de 1’air dans le sens contraire & 1’axe de
figure des projectiles oblongs étant exprimée (n° 28) pour des vitesses
comprises entre 360™*° et 280™° par un monome proportionnel a la
sixitme puissance de la vitesse et pour des vitesses inférieures & 280™*
par un hinome dont le premier terme est proportionnel 3 la deuxidme
puissance de la vitesse et le second & la quatritme puissance de la
vitesse, il est nécessaire de calculer dans ce cas la projection verticale
de la trajectoire en la divisant en parties, comme on I’a fait aun° 136
pour le deuxiéme et les arcs suivants de la trajectoire.

On déterminera les dérivations latérales z qui correspondent aux
diverses portées d’apres les formules du »° 128.

140. Cas ou la vitesse de chute n’est pas inférieure a 280,
la vitesse initiale me dépassant pas 360™°. On calculera la pro-
jection verticale de la trajectoire, sans la diviser en parties, dans
I’hypothese de la résistance (n° 53)

©

f=f(v)=m§7

oll, en posant I =11,

5 P
C'= 7
2 R
et (n° 28)
' fo = 0,0000000000026.

L’élévation du but n’étant pas considérable, on peut poser a=1.
En appelant a et b la distance horizontale et la verticale du but au
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point de départ et € 1’angle d’¢lévation du but, on a tange = z et

P’angle de projection (¢ — €) rapporté a la ligne qui va de la bouche
3 feu au but sera déterminé par 1’équation

sin(@ — &) = ;%3 P @),
ol

2V4a
o

2=

Si le point de chute est 4 la hauteur de a bouche & feu, on
ab=oet

sin2 9 =5 P (o).
On obtient I’angle de chute de la formule
tang 6 = tang p— cos’ -3 (2).

La vitesse de chute sera

> — V. cse
D@ wso
On aura la durée

=

T (o).

2 cosq:

On déterminera la dérivation ‘latérale z d’aprés les formules
du »° 128.

141. Déterminer la vitesse initiale d'apres celle que le pro-
Jectile posséde & une petite distance de la bouche @ few. Si le point
de la trajectoire ot ’on connait la vitesse v est & une petite distance
de la bouche & feu, et si cette vitesse n’est pas inférieure & 280™*,
on ohtient la vitesse initiale ¥ de la formule

V=v.0()
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et comme (n° 53)

b () =(1+ 222,
on a '

V= _.—"__&
(1=

c®

l En développant (l— 2“7'")‘ en série et en se hornant, par suite

de la petite valeur de 2—::‘-, aux deux premiers termes de la série,
on ohtient

ay \

V=v (1 o)

142. Tir direct a vitesses initiales moindres que 280™°. Possi-

bilité d'appliquer les formules qui se rapportent & ce cas au tir

avec des vitesses initiales jusqu'a 325™. La courbe (E) représentée

sur la figure 8 par un trait continu exprime la relation do o'= _f4;

et des vitesses v & partir de v = 280™* jusqu’aux petites vitesses;
I’équation de cette courbe est (n° 27)

¢ =0,012 [1-.-(4—;;—8)’].

La distribution des points (¢', v) autour de la courbe (E) fait
voir qu’on peut la prolonger, comme 1’indique la ligne pointillée, jus-
qu’a la vitesse de 325™* et qu'on peut se servir de la derniére ex-
pression de ¢’ depuis la vitesse de 325™ jusqu’aux faibles vitesses.

Par conséquent on peut résoudre les problémes du tir de toutes
nos bouches & feu actuelles de place, de siége et de campagne, qui
impriment aux projectiles, avec les charges en usage, des vitesses
initiales moindres que 325™*, en adoptant pour la résistance de 1’air
dans le sens contraires & I’axe de figure des projectiles 1’expression

_—f(v)—'_‘ +”—2 )

2gc r?
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oll, en posant Il =11,,

P
‘= 3 Ry’
et
Fo=10,012, r = 488" .
Les angles de projection n’étant pas trés grands dans le cas du
tir direct, on peut calculer la trajectoire sans la diviser en parties,
et poser « =1 quand les angles de projection sont compris entre

0 et 8% et a= tj{f:; quand les angles de pro,]ectlon dépassent 8°.

Le point de chute étant & une hauteur b au-dessus de la bouche
@ feu, on aura la portée a & 1’aide de la formule (n° 88)

Etangq.z—2f,—°;l,-‘9(z, V).~ =5,

otnz—— V2= (“V‘)z.

r

En essayant successivement plusieurs valeurs de s, prises dans
la table des valeurs de ® (2, V%), on trouvera deux valeurs du pre-
mier membre de 1’équation, assez rapprochées, entre lesquelles est
comprise 1a valeur de b et on aura la valeur cherchée de z an moyen
de parties proportionnelles; on obtiendra la portée en multipliant

2 par 2.
Le point de chute étant "a la hautewr de la bouche & feu, on
aura la portée x & 'aide de la formule (»° 88)

2R (2, Vf):;? sin2o, -

nz=", V3= (“—V')z.

4 r
Apreés avoir calculé la valeur du second membre de 1’équation,
on trouvera la valeur de # & 1'aide de la table des 2% (2, V,*), comme
~on l’a exposé au 2»° 60. En multipliant # par %on aura la valeur de
la portée cherchée.
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La vitesse initiale d’un projectile, tiré sous un angle de pro-
jection ¢, qui doit toucher un point donné (a, b), sera déterminée au
moyen de la formule (n° 89)

V F(2)

=V o=F@~+1’
__ e o __ 2 tangp—tange _b

onz= _, Q—F'_ga—_’ tange = -

Apreés avoir caleulé la valeur de ¥, & Vaide de la table de F'(2),
on obhtiendra la valeur de la vitesse initiale cherchée ¥, en multi-
pliant ¥, par ——

acosq>

Si le point & battre est & la hauteur de la bouche a feu, on
ab=oete=o.

L'angle de projection (p — €) rapporté & la ligne qui va de la
bouche & feu au but est donné par la formule (n° 93)

sin (p—e)= 272 7= ® (, Vog)

Le point de chute étant o la hauteur de la bouche & feu, on a
(n° 90)

sin2e=%R@, V). .

A Y’aide des deux dernidres formules on calculera d’abord la va-
leur approchée de @ en posant 2 =73, V;? =g, et puis, 8'il le faut,
une valeur plus préciso, en cherchant & qui correspond 3 la valeur
trouvée de @ et en posantz:“-;—', Vi= ﬂ;o—s’i-

L'angle de chute est donné par la formule
tang 6 = tang @ — %%, 3, V9.

La vitesse de chute est donnée par la formule

_ |4 s
?_ Ve, VI ¢80
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La durée du trajet est donnée par la formule
t=-{ﬁ-l G, V).

On déterminera la dérivation latérale z d’aprés les formules du
n° 128. Si les vitesses sont faibles au point que 1’on ne puisse pas
négligerf,—devant ’unité, on calculera les dérivations z & 1’aide des
formules du »° 130.

148. Déterminer la vitesse initiale d’aprés celle que le pro-
jectile posséde & ume petite distance de la bouche a few. Sil’on
connait la vitesse v en un point de la trajectoire  une petite distance
de 1a bouche a feu, et si cette vitesse est moindre que 280™*, on aura
la vitesse initiale de la formule (n° 92)

V= v[l+2ic(l+ g):l

144. Comparaison des résultats fournis par les formules avec
ceux du tir. Pour comparer les résultats fournis par nos formules avec
ceux du tir, on a calculé, pour différentes distances et différentes
charges, les angles de projection de nos canons rayés de tous les ca-
libres, ainsi que les durées des trajets et les dérivations latérales des
projectiles de 24" (152™™) tirés avec la charge de 2%,866 de poudre
& canon et de ceux de 229™™ tirés avec la charge de 21%,294 de
poudre prismatique. Les résultats obtenus sont insérés dans les
tableaux suivants, olt ’on a mis en regard les angles de projection
et les durées obtenus dans le tir. Les dérivations observées sont
- ponctuées sur la figure 26 et les courbes des dérivations calculées sont
" représentées sur cette figure en traits continus, les portées étant
prises pour abscisses et les dérivations pour ordonnées.
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Canon de 24!
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Canon allégé de 203m.m

Canon de cote de 203m-m

Angles de Angleb de Angles de

Distances | ProJection. | pyiotances projection. || p. .o ceq | PTojection.
- - N '1_..: ‘_—’- < - Y] _.'k " e
o . @ . K . s X )
E|lg| 2 |ES|E 3|2 [g2|8 3|2 |83
S5l B |28%|s 5| 8 |8w|S | £| 8 |2
¥ie|'= (28| 2|3 s |88l & | 8| = |8 E
@ | = S [CZ|«xn | =B o [CF|w | = S |°o8

Charge 2k,866
Vitesse initiale 324m:s
2450 | 5227|22°48’ |22028’
1500 | 3200{11° 4’ {11°11’

900 | 1920] 5957’ { 6° 7’
500 | 1067| 8° 6’| 8° 7'

Charge 2k,252
Vitesse initiale 284m:s

700 | 5046’
500

8052/

Charge 2k,047
Vitesse initiale 270m:s
19952/ 119939’

8931’ | 8087’
4026'| 4030/

1498| 5947
1067| 4° 0

8712
1920
1067

1740
900
500

Charge 1%,638
Vitesse initiale 239m:s

8016’
5034/

811’

700 | 1498
5°39'

500 | 1067

Charge 1¥,024
Vitesse initiale 184m:s
700 | 1493(14° 7' [18950'
800 | 640| 5°84’| 5°81’

Charge 0%,814 .
Vitesse initiale 136m:s

Charge 7,780

(poudre prismatique)
Vitesse initiale 816m:s
2563 | 5468|22° 2'(23° 0O’

1659 | 3966{14° 0’ [14° O/
1000 2184{ 6042’ 6°38’

1200
1000

Charge 12k,899

(poudre prismatique)
Vitesse initiale 421m:s
2560| 5°32'| 5°26'
2134| 4°26/( 4023’

500 | 1067| 3°10’| 8°10’

Charge 6k,142

Canon de cdte 229m.m

(poudre prismatique) Angles de
Vitesse initiale 282m:s Distances projection. '
700 | 1493| 54’ | 5C32 [T T i |
500(1067| 8°58'| 8°58'| & | = | = | B S

S|E| 2 |23 ’

Charge 4¥,504 g 15|38 [548]

(poudre prismatique)
Vitesse initiale 236m:s

(poudre prismatigue)
Vitesse initiale 198m:s

700 | 1493(12023’ (12082’
800 | 1087| 4°59' | 4°50’

Charge 2k,047
(poudre prismatique)
Vitesse initiale 142m:s

500 | 1067 16°20'|16°5l’
300| 640| 9°17/| 8°57'

300 | 640 10?19’ |10°l9’

Charge 21k,294

700]1498| 8° 9’| 8° 4’ (poudre prismatique)
500 | 1067| 5041’ | 5048’ Vitesse initiale 405m:s |
1800 | 3840 9983’ 908¢’ |
900 | 1920| 4° 0’| 40 ¢’
Charge 8,276 300| 640| 1°10’| 1°11
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Tableau des durées et des dérivations latérales pour différentes portées
des canons de 24' et de 229==,

Canon de 24. Canon de 229mm,
Pas des rayures en rayons du projectile | Pas des rayures en rayons du projectil
n = 120. n=120.
Vitesse initiale 324mw:s, Vitesse initiale 405m:s,

Durées du trajet
en $econdes.

Durées du trajet
en secondes.

Distances Distances

lées en métres.

Dérivations calcu-
lées on métres.

.| Métres. Sagénes.| Métres.

1]
=2
5

=
<
S
)
=
S
=
]
=
(
@
e

1800 | 3840
900 | 1920
800 640

[l
- W ©

§ IL
TIR COURBE.

145. Tir courbe @ faibles charges. Dans le tir courbe & faibles
charges, comme en général dans le tif avec des charges qui communi-
quent une vitesse initiale moindre que 280™*, il faut calculer la tra-
jectoire dans ’hypothese de la résistance de 1'air (n° 51)

=)= g 1+ 7 )

o, en posant II=1I,,

Y
' o= 2 R
et (n° 28) fo=0,012; r =488,

Par suite de la faible influence de la résistance de 1’air sur le

mouvement des projectiles de gros calibre et de fortes densités tirés avec
17+

.
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de petites vitesses initiales, on peut méme sous de grands angles de
projection (s’ils ne dépassent pas 45°) calculer la trajectoire sans la
diviser en parties et prendre pour a la valeur

£@ .

o=
tang ¢

146. Déterminer la portée connaissant Pamgle de projection et
la vitesse initiale.

Si le point de chute est élevé dune quantité b au-dessus de la
bouche a few, on obtiendra la portée & 1’aide de I’équation (n° 70)

Ztang g.r — 5573 B (o, V). 4 =8,
o

atV,?

oz 2
8—'—'—';', Vo= =3

En essayant successivement plusieurs valeurs de s, prises dans la
table des ® (2, V,?), on trouvera deux valeurs du premier membre
de I’équation, assez rapprochées, entre lesquelles est comprise la va-
leur de b; on aura la valeur cherchée de # au moyen de parties pro-

portionnelles, et on obtiendra la portée en multipliant # par:.

Si le point de chute est & la hawtewr de la bouche a few, on
a(n° 66)

2P (e, Vo’)=g-z;--sin2q>,
ol z=g, V°9=¢1X1: )

Aprés avoir caleulé la valeur du second membre de I’équation,
on trouvera la valeur de # au moyen de la table des .% (2, V,7),
comme on I’a exposé au #° 60. En multipliant 2 par - on aura la va-
leur de la portée cherchée.

147. Déterminer la vitesse initiale d’un projectile, tiré sous
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un imgle de projection donné, qui dost passer par un point donmé
(@ b). Ona (@ 71) -
_V @)
Q—F@)+1’

__aa ’r’ tnngep—tang: < b

Aprés avoir calculé la valeur de ¥, au moyen de la table de F(z)
on obtient la vitesse initiale cherchée ¥, en multipliant ¥, BT e w

Si le point & battre est & la hauteur de la bouche & feu, on
ab=oete=o.

148. Déterminer Pangle de projection ¢ sous lequel un projec-
tile, tiré avec une vilesse initiale donnée, doit toucher un point
donné (a, b). On a (n° 72)

pe 7 4 '
wnee = a7 ™ V w7 [g‘P @V "]” !

ou le double signe devant le radical fait voir qu’il y a deux valeurs
de ’angle @ qui satisfont aux conditions du probléme, 1’une plus
grande et 1’autre plus petite que I’angle de 1a plus grande portée.

On cherchera d’abord les deux valeurs de ¢ en posant ® (2, V,%)=1;
ces deux valeurs de @ serviront & calculer les deux valeurs de a et les deux

valeurs de @ (2, V,)) =% (":, “’V’m’“’) En mettant ensuite la plus
grande valeur de ® (s, V%) dans ’expression de tang ¢ prise avec le
signe-+-devant le radical, on obtiendra la valeur de @ supérieure 3 1’angle
de 1a plus grande portée, et mettant la plus petite valeur de ® (2, V%)
dans 1’expression de tang ¢ prise avec le signe—devant le radical, on
obtiendra la valeur de ¢ inférieure & ’angle de la plus grande portée.

Si le point de chute est a la hautewr de la bouche o feu, on

a(n° 72)

sin2e=5® (s, V).
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Cette expression donne deux valeurs de 1’angle @. On les cherchera
d’abord en posant ® (2, V,2)=1; elles serviront a calculer les deux
valeurs de a et les deux valeurs de ® (2, V,*). Mettant ensuite dans
Pexpression de sin 2 ¢ la plus petite valeur de 4, on en tirera la
valeur de o inférieure & I’angle de la plus grande portée, et en met-
tant la plus grande valeur de ®, on en tirera la valeur de @ supérieure
a I’angle de la plus grande portée.

149. Déterminer Uangle et la vitesse de chute, la durée du
trajet et la hauteur totale du jet.

L’angle de chute est donné par la formule
_ _ g 2
tang 6 = tang ¢ 7 Iz, V.O.
La vitesse de chute est donnée par la formule

|4 oS @

=0, V) wst

La durée du trajet est donnée par la formule
=3B, V).

Y2 2
Dans ces formules z ==, V2=2"22%.

Pour avoir la hauteur totale du jet on prendra (n° 73)

a VZsin2¢,
ZS(Z, V02)= ZT,

on trouvera la valeur dez a 1'aide de la table des 2. 3(z, V%), comme
on I’a fait voir au n° 60, et on aura l'abscisse 2’ qui correspond 2 la
hauteur totale du jet, en multipliant la valeur trouvée de z par 2
La valeur 2’ substituée & 2 dans ’6quation de la trajectoire dounera

Y = 2 tang ¢ — g9z’ Q(az' o? Vl’)

272 "\ ¢ 2

la hauteur cherchée du jet.
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150. Déterminer la dérivation latérale. On la déterminera au
moyen des formules du »° 130, si g > 1, et au moyen de celles du
n° 133, si § <1.

151. Comparaison des résultats fournis par les formules avec
ceuz du tir. Pour comparer les résultats fournis par les formules avec
ceux du tir, on a calculé pour différentes vitesses initiales les portées,
les durées et les dérivations latérales de 1’obus de 152™™ tiré du
mortier de ce calibre sous 1’angle de projection de 45°. Les résultats
obtenus sont insérés dauns le tableau suivant, o 1’on & mis en regard
les portées et les durées observées dans le tir. Les dérivations obser-
vées sont ponctuées sur la figure 27 et la courbe de dérivations cal-
culées est représentée en trait continu, les portées étant prises pour
abscisses et les dérivations pour ordonnées.

! .
; Mortier de 152™=,
! Angle de tir 45°.
: Pas des rayures en rayons du projectile n = 80.
Vitesse Portées. . Durées du trajet Dérivations
initiale. Calculées. | Observées. | Calculées. | Observées, | Calculées.
Ji Metr:sec. Meétres. Métres. Secondes. | Secondes. Meétres.
i 230 4293 4327 31,1 30,2 178
| 199 304 3394
J 165 2464 ‘2439 23,0 22,6 S8
141 1818 1835 ,
94 873 879 13,5 13,5 14

152. Tir a fortes charges sous de grands angles de projection.

Pour déterminer la projection verticale de la trajectoire d’un projec-
tile tiré squs un grand angle de projection, avec une grande vitesse
initiale, il faut la partager en parties et caleuler ’arc de la trajectoire
ol la vitesse est supérieure & 360™* dans I’hypothése de la résistance
de 1’air proportionnelle au carré de la vitesse, celui olt la vitesse est
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comprise entre 360™* et 280™* dans I’hypothése de la résistance
proportionnelle & la sixidme puissance de la vitesse et celui ot la vi-
tesse est moindre que 280™* en exprimant la résistance par un binome
dont le premier terme est proportionnel & la deuxiéme puissance de
la vitesse et lo second & la quatridme puissance de la vitesse. La
marche 3 suivre est exposée dans les n** 63 et 136.

Lorsqu’on tire & fortes charges, les angles & que fait ’axe de
figure du projectile avec la direction du mouvement sont faibles, et
Pon peut calculer les dérivations latérales au moyen des formules
du »° 128.

§ 1.
TIR PLONGEANT.

153. Ezxposé. Dans la plupart des cas du tir plongeant la vi-
tesse initiale est inférieure & 325™*; par suite on s’occupera de la
solution des problémes qui 8’y rapportent dans I’hypothése de la ré-
* sistance de 1'air

%=f(v)_2gc [1

o, en posant II=1I,,

=P
 2AmRY
et fbo=10,012, r=488"",

Lorsque les vitesses sont considérables, le tir plongeant a lien
sous de petits angles de projection, et méme, lorsque les vitesses sont
petites, les angles de projection ne dépassent pas ordinairement 15°.
Par suite dans les formules qui servent 3 la solution des problémes
sur le tir plongeant, on posers & = 1.

154. Déterminer la vitesse initiale et Uangle de projection d’un
projectile qui doit passer par deux points donnés (a, b) et (a, V).
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On calculera (n° 99)

V= = v F(%') — aﬂg) ’
Q—[da F(‘%’)— a F(g)] ~+(d—a)
" Q= 2_'1’ ‘_’_ 2:) |

Conna,issantv V,, on obtiendra I’angle ¢ de 1’expression

02(s,75) 2 — a2 (s )L
72, V)2 (s V)

Ayant la valeur de @, on déduira V, en multlphant Vopar = 0

155. Déterminer la vitesse initiale et l’angle de projection dun
projectile qui doit passer par un point donné (a, b) sous une in-
clinaison déterminée — 0, .

On calculera (n° 100)

V=‘/ 2R (E—FF)
" Ve 1-[2R()—F()]

Q= %g(tangs + tangﬂl), tange = 2.

a

tangp =

|

Connaissant ¥, on obtiendra I’angle ¢ de ’expression
2tange.3 (2, V.7) -+ tang 6, @ (2, V)
23(2, v7)—2(%, )

~Ayant la valeur de ¢, on déduira ¥, en multlphant V, par — oo ’
156. Déterminer la dérivation latérale correspondante d la
distance connue. On la déterminera & 1’aide des formules dun® 130,
157. Limite de la hauteur & laquelle on pewt rager la créte

tang @ =
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d’un parapet sous unme inclinaison donnée. Soit ¢ le plus grand
angle de projection qu’on peut obtenir de la bouche a feu montée sur
son affit, a la distance du but, & ia plus grande hauteur qu’il peut
avoir pour que 'inclinaison de la tra;ectmre en ce point soit— 4@,.

On calculera (n° 101)

_y/__BL)
K_VQ+FI(S>—17

Q= ~ (tang @ —+ tang 6,').

ol

Connaissant ¥, on déduira ¥ en multipliant ¥, par —ﬁ On
obtiendra la valeur de b de 1’équation

b=atangq>—2y,%’( )

1568. Limite de la hauteur d laguelle on peut, en rasant la
créte dun parapet, toucher un point donné du terre-plein. Soit
a et b les coordonnées de la créte du parapet; a la distance horizon-
tale du point du terre-plein & la créte du parapet, 8 sa hauteur re-
lative au-dessous de la créte.

On calculera (n° 102)

) erE—ery
" 1/0—-[a’ZF(%>—a=F<z>J+(a’*—«?>

d=a+a; Q=g;[ﬁ—i—(a’—a)tangq>].

ol

Connaissant ¥, on déduira ¥ en multipliant ¥, par —os—(p On ob-
tiendra la valeur de b de I’équation -

2 ‘
b= atangp — 2’%,9?(;, Vf).

—



APPENDICE.

FORMULES D’INTERPOLATION PAR LA METHODE DES
'~ MOINDRES CARRES.

Il arrive.souvent que dans des questions pratiques on ne connait
pas la forme de la fonction U qui exprime la relation entre les in-
connues qu’on détermine. Dans beaucoup de cas on prend alors
pour U une fonction entiére et 1’on pose

U=a-+bz—+ce+. .. L

ol on caleule les coefficients a, b, c... d’aprés les valeurs obser-
vées de w—=1wu,, w,, ...u, qui correspondent & différentes valeurs

derv=ux, 2,,...72,.

Si le nombre des observations » est plus grand que celui des
coefficients inconnus a, b, c,..., ce qui arrive ordinairement, on
peut déterminer les valeurs les plus probables de ces coefficients par
la méthode’ des moindres carrés; mais pour le faire on cst obligé de
- résoudre tout un systéme d’équations pour chaque supposition par-
ticuliére sur le nombre de termes, ou, ce qui est tout un, sur le
degré de ’expression cherchée. Cela présente d’autant plus de diffi-
culté qu’il arrive de répéter plusieurs fois de pareils caleuls, avant
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d’eﬁe amené & une expression qui représente les données avec une

précision suffisante, car il est difficile de prévoir d’avance le degré de

cotte expression.

Le membre de notre Académie des sciences P. Tchebycheff a
donné les formules d’interpolation qui fournissent les polynomes avec
les coefficients les plus probables, successivement de tous les de-
grés, en partant de celui de zéro, et permettent de voir le nombre
de termes auquel on peut se borner dans 1’expression cherchée. Ces
formules se rapportent & deux cas: 1’un, plus simple, celui ol les
valeurs de la variable qui correspondent aux valeurs connues de la
fonction interpolée sont équidistantes; 1’autre, plus compliqué, celui
ol les valeurs connues de la fonction correspondent a-dés valeurs
données quelconques de la variable.

Nous donnons les formules pour ces deux cas.

§L

S'il g'agit de déterminer les coefficients les plus probables a, b, c,...
de I’expression U représentée par la formule

ay............ U=a+bx+c®+...,

et que l’on ait trouvé des observations d’égale précision les valeurs
deu=w,, u,,...u, qui correspondent aux valeurs équidistantes
de x=h, 2h,...nh, on a pour la fonction cherchée la série
suivante: '

— e
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dans laquelle:

1°, les signes de sommation s’étendent a toutes les valeurs de 1,
depuis ¢ =1, jusqu’a i =n;

2°, Au, =, , —u; A%, = Au, , — Au,;
Ay, = A%, , , — A% ; et ainsi de suite;

3°, en formant le tableau connu sous le nom du triangle arith-
métique de Pascal, dans lequel chaque nombre est la somme des
deux termes correspondants de la ligne précédente:

S WID O N -

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Combinaisons

et remarquant que

R LR e R

si+)m—9)@—i—1) 1.2 n—1) @®n—2) 4+ 28 (n1—2) (n—8)

1.2.1.2 =1 1.2 1.2 1.2
4 (n—38)(n—4) .
+1—.2.—-—-—l.2 + e o s 0 Q’

et ainsi de suite,
1.

1
T

Ny
<)
w
[
-

. .1 28
on voit que: 1,7,7,- -

-
N
=
N
-
—
»
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et ainsi de suite expriment les nombres de la seconde, troisiéme,
etc., colonne verticale de haut en bas jusqu’aux nombres qui cor-

respondent & la »™° ligne horizontale de la 17 colonne verticale;

o=l n2 =8 (n—1) (1—2) (i=D(1=8) (—B(n—d)
tandis que =, ==, 5= T g 1a e

et ainsi de suite expriment les nombres de la seconde, troisiéme,
etc., colonne verticale, de bas en haut & partir des nombres qui
correspondent & la #™° ligne horizontale de la 1™ colonne verticale.

Exemple. Calculer Dégquation de la trajectoire d’wn projectile
sphérique, d’aprés les ordonnées observées & des distances équi-
distantes. Dans des expériences faites & S'-Pétershourg en 1858, il
a 6t6 tiré 22 boulets de 24 A la charge de 3%,276 sous une incli-
naison constante, et les hauteurs de chacun d’eux ont été observées
sur des cibles en ficelle aux distances de 50, 100, 150, 200, 250,
300, 350, 400 et 450 sagdnes *) du canon. On & obtenu les or-
données moyennes suivantes:

sag. pieds.

r= 30 y= 10,10
= 100 = 18,85
—150 = 24,67
= 200. = 28,68
= 250 = 29,42
= 300 = 26,90
= 350 = 20,33
= 400 = 9,76
= 450 =—b,47

*) 1 sagéne = 7 pieds = 2™,1386.
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Pour caleuler, d’aprds cos- données, 1'équation de la trajectoire,
roprésontons-la par une expression de la forme

et divisons les deux membres de 1’équation par z pour lui donner la
forme de 1’équation (I) *)

U=§=a+bx+cx’+....

En exprimant 2 en sagénes et y en pieds, nous obtiendrons:

z= 50 ........ u, = 0,2020
=100 ........u,=0,1885
=150 ........ u, = 0,1645
=200 ........ u, = 0,1434
=250 ........ us=0,1176
=300........ u, = 0,0897
=350........ u, = 0,0581
=400........ uy =0,0244
=450........ ‘u,=0,0122

En prenant 50 sagénes pour unité des abscisses que nous re-’
" présenterons par «’ pour les distinguer des abscisses 2 exprimées en
sagénes, on doit poser dans la formule (I) A =1, n =9 (nombre
des ordonnées observées) et remplacer z par ’.

*) En divisant les deux membres de ’équation par 2, on est conduit & ap-
pliquer 1a méthode des moindres carrés unx erreurs relatives des ordonnées
4y =U—w= ——!L y M= Uz-“l= Sh -;—ln .oy AO—UO—“O—sh shv
au licu de les apphquer aux erreurs absolues des ordonnées A, =¥, —y,,
8 =Y;—9,,... 4= ¥y —y,, ce qui affaiblit un peu 'importance des ordon-
nées observées aux grandes distances.
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Formons le tableau suivant:

Ay,

Adug.

—0,0105
-+ 0,0029
— 0,0047
—0,0021
—0,0037
— 0,0021
— 0,0029

1
2
3
4
5
6
7
8
9

-+ 0,0134
— 0,0076
-+ 0,0026
— 0,0016
+0,0016
— 0,0008

11 est aisé de voir que les différences A*w, seront plus grandes
que les troisidmes et que par suite il faut se borner aux troisidmes
différences et limiter I’expression de U au terme affecté de 2°.

Calculons:

{09 Ay, =1.8.—0,0185 = —0,1080
—=2.7.—0,0240 = — 0,3360
=3.6.—0,0211 = —0,3798
—4.5.—0,0258 = — 0,5160
—=5.4.—0,0279 = —0,5580
—6.3.—0,0316 = —0,5688
—17.2.—0,0337 = —0,4718
=8.1.—0,0366 = —0,2928

S Ay, — —3,2312

18
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1.28.—0,0105 = — 0,2940
3.21.+0,0029 = ~+ 0,1827
— 6.15.—0,0047 = — 0,4230
=10.10.—0,0021 = —0,2100
—15. 6.—0,0037 = — 0,3300
—=21. 3.—0,0021 = —0,1323
'—28. 1.—0.0029 = —0,0812

§ (541) (n—=3) (n—i—1) g
1.2, 1.2 A “‘

H(i+1) (n—1) (n—i-1) .
sl izl gz, — _1,2878

D D D)= sy 156, 0,0134=-+-0,7504
— 4.35.—0,0076=—1,0640
—10.20. 0,0026=-+-0,5200
—20.10.—0,0016=—0,3200
—35. 4. 0,0016=--0,2240
—56. 1.—0,0008=—0,0448

1 (£4+1) (i+-2) (n—1) (n—i—1) (n—1—2) L
2 1.2.3. 1.2.3 A’u; ==—+0,0656

L’équation (II) devient:

09760 _ 8.—8,2312
U="4"+S5@

5.—1,2878
WLT:)(T_T)B(%’— 10 — 9%+ 1]

(22 — 10)

7.0,0656

TT—megr sl 15 (22— 107 —3(3.9'—7) (22— 10)],

-+

ou
U=0,10844-0,01346 (22'—10)—0,00011002[3(22'—10)*~80]
+0,00000011508[15 (25’ —10y—708 (24'—10)],
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ou

U=0,10844-0,01346(22-10)-0,00011002[122"-1202"+220]
—+0,00000011503[1202® —18002*+-75882' —7920],

ou

U=0,108440—0,02692 z"—O 0013202[z+-0, 000013853 "
+0,134600+0,01320 —0,0002075
—0,024204 +0,00087
—0,000912

ou
U=0,217924 — 0,01285.2/—0,0015277
+0,000013853.2'%,
« étant égale 2 =, on a

U=0,217924—0,0002570 .2 — 0,00000061108 2*
+0,000000000110824 .2,

Observant que U = , on obtient:

¥y=0,217924.2—0,0002570.2>— 0,00000061108 .2*
-+0,0000000005110824.z*,

ol y est exprimée en pieds et  en sagénes,
om:
y=10,031132.2— 0,0000052452*
—0,0000000017152* + 0,00000000000004616 2*,

ol y et z sont exprimées en pieds.

En calculant au moyen de cette équation les ordonnées qui cor-
respondent aux distances auxquelles elles ont 6té observées, on trouve
y = 107=]8; 18riedg2; 24piedeg(); 2Grisdejg. QQriedsg(), Q@riedsG5;
2026 Qrieds7g; __ ppieds] 9,

. 18+
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SIL

S’il s’agit de déterminer les coefficients a, b, c,. .. de ’expres-
sion U représentée par la formule

U= F(a:).[a+ba:+cx"+. e

dans laquelle F(2) est une certaine fonction de la variable indépen-
dante z, et que 1’on ait trouvé des observations d’égale précision les
valeurs de w = w,, w,, #4,....u, qui correspondent & différentes
valeurs de z =uz,, @,, 7,,...7,, on peut calculer les termes de
I’expression U, successivement 1’un aprés I’autre, au moyen de la série

U=F@).[ K b @)+ K $ @) + K, @) . ... ]

et évaluer en méme temps les sommes des carrés des erreurs avec
lesquelles la série représente les observations, quand on s’arréte au
1, 2, 3,. ..\ terme, afin de reconnaitre celui auquel on peut s’ar-
réter d’aprés la valeur de I'erreur quadratique moyenne avec laquelle
les termes trouvés représentent les observations.

Dans les formules suivantes qui servent a calculer les termes de
la série, les sommations s’étendent & toutes les valeurs de Vindice %,
depuis i=1, jusqu’a i=mn, et ZA,* désigne la somme des carrés
des erreurs dans la représentation des valeurs données de u par la
série, arrétée au terme F'(z). K, ¢, (v), somme d’aprés laquelle on
trouvera ’erreur quadratique moyenne par la formule

=) 134
Formules déterminant le terme F(z). K, $,(2).
0,0)=Z[F(z)T,

__ SF(xy).ug
K= 00

4’0 (11) =1,
. EAOQ = Euf —(0,0)K2



— 277 —

Formules déterminant le terme F (7). K, §, (2).
O0,1)=Z2[F@)F.5,, (0,2)=Z[F@=)) .22
a, = (0,0),

b= ;g—:,; ) =02—b0,1,

__ ZF(xg) zug—(0,1) K,
K= (8 '

"l”l @)=z— bl )
SA2=3A—(1,1) K2
Formules déterminant le terme F(z). K, Y, (2).
0,3)=Z2[F@)P.z? (0,4)=Z=[F@)P.«},
1,2)= (0’3) - bl,(072)7 (1,3)= (0’4) _bl (0,3),

%))
% = 00y

b=02— 00 (22)=(1,3)—5,(1,2)—,(0,2),

K.— I F (x4) 22 uy — (0,2) Ky — (1,2) K,
2T 2,2) ?

b, (2) = (= — b)), (@) — a, ¢, (%),
SA=Z2A%2— (2,2) K2
Formules déterminant le terme F(x). K; b, (2).
(0,5)=Z[F(@)F .z}, (0,6)=Z[F()F .2/,
(1,4) = (0,5) — b, (0,4), (1,5)=(0,6)—8,(0,5),
(2,3)=(1,4)—b,1,3)—a,0,3), (2,4)=(1,5)—Dby(1,4) —ay(0,4),

—Cl
a3_' (1'])7

by = 522,—%_%,?_; » (3,3) = (2’4)—b8(2’3) - a3(1,3),
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K= EFE)ndn—0) K —(3) K — 23 K,
s — (3,8) ’

q’a @) = (@—by $, (2) —ay ¥, (),
A2 =2A2-—-(3,3) K2,

Formules déterminant le terme F(z). K, $, (2)
(022 —1)=Z[F(zg]®.2; 2, (0,20) = = [F(z))t. 22, .
(1,20 —2)=(0,2A — 1)—b,(0,2A — 2), (1,2h — 1) = (0,23) — b, (0,2 — 1),
(22 —8)=(1,20 — 2)— b, (1,20 — 8) | (2,22 — 2) = (1,2 — 1) — b, (1,24 — 2)
— a, (0,2\ — 3), —ay (0,20 — 2),
(3,20 — 4) = (2,20 — 3) — by (2,2h — 4) ' (3,21 — 3) = (2,2h — 2) — b, (2,21 — 8)
—ag (1,22 —4), —ay(1,2) — 8),

......................................................................

A—12)=(0—=224+1)=by_; (A—2,)) | A=1,A4-1)=(A=2,A+2)=b)_, (A—2,2+1)
—ay—; (A —3), —ay__;(A-8,A+1),

_Q—lvl_l) !
T (A—=2)—2)? |

a

b — =13  (A—2i—1) (MA)=(A—1A-+1)=by(A—11)—ay(A—2,}).
ATR=10—1) (—2r—2)’

K. — 2F@ rru;i—ON Ky - (1) K — 2N K —. .. — (0 — 1) Ky,
L (*3) ’

(@) =@ —b) b, (@) —ay ¥, _,(2),
EA")L =3A% _ | — () K?,.

Exemple. Calculer la projection verticale de la trajectoire d'un
projectile oblong d’apres les angles de projection obtenus dans le tir
a différentes distances. L’équation de la projection verticale de la
trajectoire peut étre représentée par '

Yy =ar—+ 2+ yrd+ 8zt +. ..

La premidre et 1a seconde dérivées de cette équation sont
Y =+ 282+ 3g2® -+ 485° 4. . . v

Y =28-+6yr+ 1232+
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Dans le tir direct, on peut, comme il a ét6 démontré, supposer sans
erreur sensible, pour calculer la projection verticale de la trajectoire,
que la résistance de 1’air est dirigée en sens contraire de la tangente;

vy ,
dans ce cas on a (r° 33) v, =,/'TL_,,~’ tang0 =1/, et pour z=0,
- on ohtienty' =a, 0=9, y"=28, v,=V,, et par suite e =tang o,
B_=—2g——l;- L’6quation de la projection verticale de la trajectoire
devient .
Y =xtangcp—2—v,—fm—,qx’+'yxs.+8z‘+. ..

On obtiendra les angles de projection qui correspondent & diffé-
rentes portées en posant y = 0, et on aura

tangq>=2—v,%,—;x—yx’—8x3—. ..
ou
sin 2¢ = J, 2 — 2ycos’ .2 — 23¢0s’p .2 —. . ..
Si les angles de projection ne sont pas trés grands, on peut rem-
placer, sans grande erreur, cos®@ par sa valenr moyenne dans les li- -

mites des angles de projection sous lesquels le tir a eu lieu; en posant
par suite

—2y.c0s*p =0, —23cos’p=c,...

et nommant

9
r=2a,
on a
sin2¢ = oax 4+ b2? +cP . . .,

tang¢=§—c;’ls,—°[ax+bx'-’+cw"+. . .],

y = ztang p.— Wolsfé [ax’—a—bz"’—r—cx‘-f-. . ]
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Dans des expériences faites avec notre canon rayé de 24', la
charge étant de 2*,866, on a obtenu & différentes distances les angles
de projection suivants:

Angles de projection
?.

sin 2¢.

0,00640
0,02152
0,07092
0,10858
0,15184

0,21132
0,30015
0,38107
0,61054
0,70422

Appliquons les formules d’interpolation & déterminer les yaleurs |
les plus probables de a, b, c,. . .dans I’équation

sin2¢=U=z[a+br4-c2®+....].
Dans ce cas
F(x)==,
z, = 210 u, = 0,00640
z, = 700 u, = 0,02152
zg = 2100 u, = 0,07092
z, = 3500 u, = 0,10858
zs = 4900 u; =0,15184
zg = 6300 us = 0,21132

z, = 8400  u, = 0,30015
7, = 10500  u, = 0,38107
7, =13279  u, =0,51054
To=17164  u,=0,70422.

Pour exprimer U par un seul terme
F@).K,.¢,(x) =2.K,.$,(),
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on prendra .
F@)P ==z} F@).u,=uwx,u,

44100 1,3439

490000 15,0640

‘ 4410000 148,9320
12250000 380,0300

24010000 744,0160

39690000 1331,3160

70560000 2521,2600

110250000 4001,2350

176331841 6779,4607

294602896 12087,2321

(0,0)==[F (x, ]} = 732638837, =F (z,).u, = 28009,8897,

_ S F (). .
K= —W“—‘ = 0,000038231.51,

"Po(x): 1,

ce qui donne
F(z).K,.¢$,(x) =0,00003823151.2.

Pour trouver la somme de carrés des erreurs =A%, on fera los

o caleuls suivants:
. ul

0,00004096

0,00046311

0,00502965

0,01178962

0,02305539

0,04465614

0,09009002

0,14521434

0,26065109

0,49592581
Su?—1,07691613

—(0,0). K2 = —1,07086039

- 382 =3u}— (0,0) K= 0,00605574,"
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¢ qui donne. pour Perreur quadratique moyenne avec laquelle le
terme trouvé représente les valeurs données de ¥ = sin 2¢,

o= )/1 282 = /2T _ ¢,02461

et Derreur quadratique moyenne avec laquelle sont représentés les
angles de projection donnés est approximativement égale & 42",

Une erreur moyenne aussi considérable n’étant pas admissible,
on cherchera le second terme -

F(x).K,.¢,(x),

(t pour cela on prendra:

[F(xg)?. 2 = z® [F(r)]* .z =
92604 190
34300 2401
926100 . 194481
4287500 1500626
11764900 5764801
® 25004700 15752961
59270400 49787136
115762500 121550625
284151052 310929182
505656411 867908663

(0,1) = Z[F ()] «¢ = 9568587890%; (0,2) = = [F(x4)]* x:2 = 137339089408
2 ]

a, = (0,0) = 732688840, . — b, (0,1) = — 12496999690%

b= fg—’g = 18060,443, (1,1) =(0,2) — b, (0,1) = 1236909250°
y
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F(x).2,u; =22y,
282
‘ 10547
312757
1330105
3645678
\ 8387291
21178584
42012967
90024458
207465251

SF(z,).2,u,= 374367920
—(0,1)K, = — 365821564
SF(z)z,u,—(0,1)K,= 8546356;

ry=2R0 2= B0 %o — ,00000000069094 44 ;

b, @) =a—0b, =2 — 13060,44.
Par conséquent '
F(2).K, §,(z) = —0,0°9024038 .2+ 0,0°6909444 .22,
Pour trouver ZA.2 on prendra
23.2=0,00605574
—(LD)K= — 590506
SA=3A— (L) K= 0,00015068;;

ce qui donne pour l'erreur quadratique moyenne avec laquelle les
deux premiers termes de la série représentent les valeurs données
de u=sin 2¢,

= ]/ 34,2 = |/ 200015068 °°°°‘°°“8 = 0,003882

et I’erreur quadratique moyenne avec laquelle sont représentés les
angles de projection donnés est approximativement égale & 7'. -
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On peut prendre cette erreur moyenne pour admissible; mais pour
montrer la manitre de calculer le troisiéme terme

F(z).K, Y, (z),
on déterminera
[F(x9)? a3=x. [F (x4)]2. x4 = x,8.

l']ol' 1017

4084 858

52522 . 18383

282475 188413

992486 625236

4182119 3512980

12762816 13400956

41288286 54826725

148967848 255688406
0,3) = = [F (z)]? ;® = 2085325980'%; (0,4) = = [F (x)]® ,* = 82821195701
— b, (0,2) = — 179370936013, — b, (0,3) = — 272352814017
(1,2)= 29161662013; (1,8 = 55859148017
— b, (1,2)=— 30665791017

— 6, (02) = — 28186868017

=LY _ 16g82084;

%= 0,0) (2,2)= 2006484017
L2 _ '
@)= 2907623

oy _ _
— () = — 1800044

b, = 10515,79
F().zfu,=z’u,.
60*
138
65679
465537
1786382
5283993
17790011
44113616
119543478
356093358

SF(z,)z;u,— 5451421980°

—(0,2) K, = — 5250680790

y —(1.2)K,= — 201490870*
SF@)z u,— 0,25 K,—(1,2)K, = — 7496807,
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sSF i 2 02 12)K
K,= 2 st w =005 —09% — _0,043736287

) Yy (@) = (x_‘bz)"l’l(x)_ aq
=a° — 23576,23 .2 + 120453700,

Par conséquent
F(2). K, ¥, () = — 0,0%450050 . + 0,01°880876.z — 0,014373629.2%,

et comme
2A*=0,00015068
—(2,2)Ki=— 280

A5 =0,00014578,

on trouve pour l’prreur quadratique moyenne avec laquelle les trois
premiers termes de la série représentent les valeurs données de

u=s5in2¢,

— V SA7 = ]/ QU088 _ ,003845

et U'erreur quadratique moyenne avec laquelle sont représentés les

angles de projection donnés est approximativement égale 4 6').

En s’arrétant aux trois termes trouvés de la série, on aura pour
Pexpression cherchée de U = sin 2¢, le pied étant pris pour unité,

+0,038232.7
— 0,0409024 .z + 0,0°69094 . 2*
—0,0°00450 . + 0,0°08809 . 2* — 0,0437363 .2°.

sin 2 = 0,028758 .z + 0,0°77903 .2* — 0,0"37363 .4°.
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En calculant d’aprés cette formule les valeurs de sin 2 et de ¢
qui correspondent aux portées auxquelles elles ont ét4 obtenues dans
les expériences du tir, on trouve

Angles de
Portées. sin 2. projection
@.

Sagénes.
30 0,00607

100 0,02051
300 0,06380

500 0,11003
700 * 0,16918

900 0,21117
1200 0,20433
1500 0,38853
1897 0,51050
2452 0,70421

L’usage de la machine 3 calculer: arithmométre de M. Thomas, de Colmar,
pour trouver les produits, les puissances et les quotients qui entrent dans les
formules d’interpolation, facilite beaucoup les calculs.

I ¢équation de la projection verticale de la trajeCtoire sera

y=uxtangp — -Zc;s_ztp [a-x“’ + ba® + cx‘],
dans laquelle, le pied étant pris pour unité,
= 0,000028758, b = 0.00000000077903,
¢=0,0000000000000037363 .
On trouvera la vitesse initiale ¥ de I’expression
fi=o,
et on aura
V= 1058pieds:sec.

La mesure directe a donné pour la vitesse initiale la valour de
1 063piods:sec.



ANNEXE.

TABLES POUR FACILITER LE GALGUL

DES FORMULES BALISTIQUES.



Digitized by Google



BALISTIQUES.
Tables: Pages.
I. Valeurs de &(q) —feos’ =1 [t::f: -+ logtang (1{-—!- %)],

£@ — _t@—%0 :

tangq: etde oo = m ................. 1
P .
1. Valeurs de g—5- 1 T RRRREERERRERE e 2
HI Valeursde e*. . . . ........................ 3
IV. Valeurs de F, (2) = —1 .................... -5
—z—
V. Valeurs de F (2) _'—% .................. 7
VL Valeurs de ® (2, V) = (1 4+ V) F () — V' .. .... .. 9
VIL. Valeurs de 3@V =01+ Vo’) Fy(9) — Vo2 ......... 26
VHI. Valeurs de O(2,V) =V + Vi) e —V]. ... ..... i3
\/
V(E V9 —1—Y,| arctang Vo—arctang -0

IX. Valeurs do &(z,V %) =— o — 5.5 60
X. Valeursde 2 ®(2,V,))) . .. .. ... L 77
XI. Valeursde 23 (2, V). . .. ......... ... . ... ... 94
XII. Valeurs de § (s) = Gwaf—get 111

TABLES POUR FACILITER LE CALCUL DES FORMULES

15 .2
.l



Tables: ; Pages.

XIlI. Valeurs de 3(s) = 1%’-1 ................. 112
XIV. Valeursde D () = (1 + 24 .. .. .. .. .......... 113

B

XV. Valeurs de ¥ () =" =2 L 114
XVI. Logarithmes vulgaires. . . .. ................. 115
XVIl. Logarithmes des fonctions circulaires. . . . . ......... 119
XVIII. Valeurs naturelles des fonctions circulaires . . ........ 122

XIX. Nombres les plus usucls et leurs logarithmes vuigaires. . . . 128

XX. Centres de gravité et moments d’inertie de certains corps de
révolution. . . . ... ... ... e 129



ERRATA.

Page. Ligue. Au liew de: Lises:
63 2 £=1,38 £=0,38 _

36 Poude: ponce? Poude: pouce?
12 {34 4,00689 3,00689.
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Table des valeurs de £ () = Table des valeurs de (%) —
tang @

tan,
1 c—;g + log tang ( 450 4+ %-)] i [sec @ + cot log tang (45°+%)J.

0] @ @) ° |, flf:)q, ® t%:)é

[}

. 0,0000000 1,1477934
0,0174559 1,1984896
0,0349278 1,2520116
0,0524318 1,3086253
0,0699837 1,3686303
0,0876001 1,4328614 |

0,1062974 1,5001970
0,1230926 1,5725657
0,1410022 1,6499519
0,1590442 1,7329189
0,1772365 1,3220670

0,1955976 1,9181512
0,2141464 2,0219938
0,2329030 2,1345596
0,2518877 2,2569691
0,2711218 2,3903296

1,00000 | 45 1,14777
1,00005 | 46 1,15741
1,00020 | 47 1,16762
1,00045 | 48 1,17826
1,00081 | 49 1,18973
1,00127 | 50 | 1,20189

1,00184 | 51 1,21488
1,00251 | 52 | 1,22862
1,00328 | 53 1,24838
1,00417 | 54 1,25908
1,00616 | 55 | 1,27588

1,00626 | 56 | 1,29381
1,00748 | 57 1,31310
1,00881 | 58 1,33382
1,00912 | 59 1,35612
101184 | 60 | 1,38017

1,01354 | 61 | 1,40616
1,01586 | 62 | 1,43429
1,01782 | 68 | 1,46484
1,01942 | 64 | 1,49807
1,02165 | 65 | 1,68483

1,02404 | 66 | 1,67402
102657 | 67 | 1,61759
‘1,02026 | 68 | 1,66562
1,08212 | 69 | 1,71872
1,08514 | 70 | 1,77772

1,0834 | 71 1,84866
1,04172 | 72 | 191740
1,04530 | 73 | 2,00071
1,04907 | 74 | 2,09581
1,05806 | 75 | 220849

1,06727 | 76 | 2,32824
1,00171 | 77 | 247344
1,06640 | 78 | 2,64428
1,07134 | 79 | 2,84788
1,07596 | 80 | 8,09418

1,08208 | 81 8,29753
1,08787 | 82 3,77960
1,09400 | 83 4,27430

=X XS )- cn-u‘eow--%

0,2906277 2,636776
0,3104288 2,697518

0,8305495 2,874904
0,36101563 8,071501
0,3718637 8,290396

0,3930932 . 3,585820
0,4147687 3,810834
0,4368974 4,122649
0,4595290 4,477441
0,4826944 4,884250

0,5064324 5,354075
0,5307845 5,001161
0,5557952 6,644048
0,6815120 7,307220
0,6079863 8,223570

0,6852732 9,338073
0,6684325 10,718657
0,6926287 12,440411
0,7226311 14,651100
0,7588161 17,54793

0,7861656 21,45128
0,8197699 26,89818
0,8547266 34,81186
0,8911439 46,93523 1,10001 | 84 | 4,98838
0,9291880 67,12291 1,10780 | 85 | 5,87388

0,9688390 104,1815 1,11452 | 86 | 7,28508
1,0108900 184,1162 1,12216 | 87 | 9,90478
1,0689469 412,2915 1,13022 | 88 | 14,39764
1,0996840 1643,690 1,13876 | 89 | 28,69102
1,1477934 infini. 1,14777 | 90 infini.
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2 Suite de la Table I.

E(@—E)
tang ¢ - tango’

Table des valeurs de a =

degho A « depdo

Arcs de 5 degrés. Arcs de 10 degrés.

7% & 70 8,39164 80 a 70 4,33124
70 65 2,64322 70 60 2,45597
65 60 2,18119 60 50 1,77308
60 55 1,86990 50 40 1,42698
55 50 1,64850 40 30 1,22694

50 45 1,48872 30 20 1,10663
45 40 1,35895 20 10 1,03718
40 85 1,26232 10 0 1,00514
35 30 1,18695
80 % 1,12635 Arcs de 15 degrés.
25 20 1,08306 60 2,91663
20 16 1,04907 45 1,69784
16 10 1,02478 30 1,27720
10 5 1,00896 15 1,08878
b 0 1,00126 0 1,01184




III. Table des valeurs de e*.

S —

Diff. | = & | Diff. | s
100 | 0,60 1,6487 166 | 1,00
102 | 051 | 16658 | 187 | 1,01
102 | 0,62 1,6820 169 | 1,02
104 | 0,68 1,6989 171 | 1,08
105 | 054 1,7160 178 1,04
105 | 006 | 1msss | 0| 1o
107 | 0,56 1,7607 176 | 1,06
108 | 067 | 17688 | 77 | 107
109 | 0,58 1,7860 180 | 1,08
110 | 0,69 1,8040 181 | 1,09
iy | 080 | e | | 1o

061 | 18404 1,11
Ha | owa | 1eses | 18] 11a
15 | 063 | 18776 | 1g5 | 113
us | 088 1 L8E | g0 | LI4
g | 068 | vews | 2| 15
066 | 19848 1,16
15| 067 | vese2 | 13| 1y
120 | 068 | 19739 | 1o% | 118
122 | 069 | 19937 | 203 | 119
g | 070 | 208 | 20 | 120
071 | 2.0340 1,21
1oe | 072 | 20584 | 24| 22
196 | 078 | 20151 | 200 | 1,28
128 | 074 | 20959 | 50 | 124
075 | 21170 1,26
29 | O | 218
0,76 1,26
181 L o7 | 2use8 | 213 | 12
188 | 078 | 21815 | 217 | 198
155 | 079 | 22034 | 20 | 129
0,80 | 2,2266 1,80
185 vocre | 22
0,81 1,1
150 | o2 | 22106 | 228 | )32
129 | 088 | 22088 | 333 | 1’38
142 | 084 ) 25162 | 2sa | L34
0,86 | 2,33 1,85
ol 2:3682 238 1,36
0
14 | op7 | 23860 | 237 | 1gy
15 {088 | 24100 | 299 | 1’38
17 1 oso | 2481 | 22| 130
0,90 | 2,459 1,40
01 oot | 2488 | 2 | 1
152 | 092 | 255008 | 250 | 142
158 1 098 | 2536 | 22 | 1as
1oa | 094 | 2600 | 265 | s
0,95 | 2,5857 1,46
18 1 o6 | 26117 | 22| 146
199 1 097 | 26319 | 262 ] 17
165 | 098 | 26645 | 255 | 148
1o2 | 099 | 26ma | 267 | 149
1,00 | 27188 1,50
—



4 Suite de la table des valeurs de e

e | Diff. | = e | Diff.| 2 | o

44817 | 450 | 200 | 7,3801 | 749 | 250 | 12,1825
45267 | 455 | 201 | 74688 | 750 | 251 | 12,3049 | 1237
45722 | 460 | 202 | 75388 | 758 | 2,62 | 124286 | 1949
46182 | 404 | 203 | 76141 | 765 | 2,63 | 12,6635 | 1260
4,6646 | 469 | 2,04 | 7.6906 | 775 | 2.54 | 12,6797 | 1974
476 | oo | 206 | 77679 | oo | 286 | 128071 | oo

4,75688 2,06 7,8460 2,66 | 12,9358

4,8066 :gi 2,07 7,9248 ;gg 2,57 | 13,0658 ig(lxs)
4,85560 487 2,08 8,0045 804 2,68 18,1971 | 1837
4,9037 493 | 2.09 8,0849 818 | 2,69 | 13,8298 | 1339
4,9530 498 2,10 8,1662 820 2,60 ] 13,4637 1358 ‘
65,0028 2,11 8,2482 2,61 13,5990

65,0631 %g 2,12 8,3311 ggg 2,62 | 18,7357 }gg’l’
5,1089 18 | 213 8,4149 845 | 2,63 | 13,8738 | 1304 |
5,1562 518 | 214 8,4994 855 | 2:64 14,0132 | 1408 |

ot ot
ks

65 | 53070 | 0| 215 | suedd | oo | 266 | 14540 | 00
66 | 52608 2,16 | 86711 2,66 | 14,2063 ‘
7 | saizz | 539 | 917 | 87588 | ooy | 267 | 144400 | 1437
168 | 53656 | pog | 218 | 858468 | ggg | 2168 | 1415851 | a8 |
69 | 54195 | oog | 219 | 89852 | gog | 269 | 147317 | 1400 |
70 | 54739 220 | 0250 | O | 2770 | 148797

551 907 1494

kX
Sk 0O D =

5,5290 221 | 9,1157 2,71 | 15,0208 |
556845 | ooo | 222 | 92078 | oge | 272 | 16,1808 | joao
56406 | o7 | 228 | 92099 | gay | 278 | 15,3820 | 103 |
56978 | g7s | 2,24 | 93988 | o391 | 274 | 154870 | j2%e
5,7546 2,95 | 9,4877 275 | 15,6426 |
corae | 8| o o | % 1672
9,5831 2,76 | 15,7998
58700 | ooo | 2,27 | 96794 g‘;g 277 | 15,9586 }gﬁf
59894 | ooo | 229 | 987a9 | 002 | 279 | 162810 | o2 |
6,0496 2,30 | 99742 2,80 | 16,4446
61106 | o2 | am w |92 ] 58 dopy | 1208
10,0744 1| 16 |
: 815 | 2 2 108 | 2 : 1670 |
61719 | ga0 | 282 | 100787 | 1998 | 9%8s | 1677769 | 1530
628890 | 020 | 2183 | 102779 | 1922 | 2'gs | 16,9465 | 1555 -
62085 | oo | 234 | 103812 | 1028 | 2’84 | 17,1168 | 179
6,3598 235 | 10,4856 2,85 | 17,2878
639 1063 1787

s

ot ok b ek ek s et b
-

REBR BIFIF JF

86 | 6,4287 2,36 | 10,6900 2,86 | 17,4615
87 | 64883 | 6| 937 | 10/6974 | 1965 | 2,87 | 17%6370 | 1700
188 | 65635 | S92 f 9'sg | 108049 | 1070 | 288 | 17,8143 | )77
89 | 66194 | S99 f 59 | 10'9105 | 198 | 9gg | 179088 | } 750
190 | 66859 2,40 | 11,0282 2,90 | 181741

872 1108 1827

-

w0
o8

67681 | eno | 241 11,1840 | ;0| 291 | 18,3568
68210 | gor | 242 | 11,2459 | 100 | 2,92 | 18,5418 | (oo

st et sl vt e st et i s e S
[+ -]

6,8895 2,43 | 11,3589 2,98 | 187276 |
94 | 69587 | S92 1 ol | 1a7s0 | 1131 | 294 | 189158 | 1502
195 | 17,0287 245 | 11,5888 2,95 | 19,1060
. o8 | 1165 1920
196 | 17,0003 46 | 11,708 | ;10| 296 | 19,2980 | o0o

71707 | 710 | 247 | 118224 | 1178 | 297 | 194919
72427 | 120 | 248 | 110418 | 1189 19,6878
78166 | 720 | 249 | 120618 | 129 | 2,99 | 19,8867
7,3891 2,60 | 12,1826 8,00 | 20,0855
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IV. Table des valeurs de F,(s) = —.
_m

iff. i Fi(®
F, (s) Diff. 8 F, (s) Di .
0000 1,00 | 1,7188
050 | 12074 | .. |1, 1718
AR AR AR
, o8 | 1 7 1,7486
AN AR
’ o5 K 78 1,7692
%’gggi 51 | o555 | 13332 73 | 10 17692
1,0807 | 2% | 056 | 13405 | I 106 | L7798
Losse gy | 07 htes | T4 1,08 | 1,8006
’ o | 1 78 1,8118
Vosss | 58 | O%g 1,3627 5 | 109 | 181
voest | 58 orgo 13702 | " | 1ho | 18220
Losir |2 o, o | -~
1,0671 | 081 | 18718 | g | L1L 18928
10626 | 94 | 062 | 13854 76 | bi2 | s
voore | 8 | o3 | 1’3930 77 | L8 | s
LTS 53 o | vices | 116 | 18767
' o ; 78 16 | 18879
:’3340;302 % | 4% Viss | 70 }:17 1,8991
o oes | 1 80 18 | 19105
1ose | 98 0,68 | 14822 s |11 L9108
d013 27| 069 | naoz | 30 LIo | 19219
hire 57 | 070 | 14482 ; X
1,1070 X o
, o | vases | - o | 121 | 19400
. 1
b 5 0:73 iy | 82 125 1,9685
ot o . 83 | 124 | 1'9808
i’}é‘é 59 1 074 | 14810 o3 },35 13805
11361 | o9 | 075 | 14808 | S3 1% | Lovzs
11420 | 59 | 076 | 14977 8 | 126 | 2ooss
aa80 | 80t o7 | rsosz | 88 L7 | zoies
1’1540 60 | 078 | 15147 g | 125 | 206
v 1| 8 | o079 | 15238 o | 120 | 20400
Dlos 61 | 0i80 | 15319 ,
1,1662 o
511 og | 15006 g | 131 | 20058
; 2
o |t & fom | e | % | in ) A
: , et | 1 89 2,1088
o3t | 1o | 8| as | v | 8| | s
: ! e | ¥ 9 6 | 21296
oae | vooar | o | oBe Lgsel | g0 | 156 31288
ar | a0 & | 0% Voss | 92 188 | 21667
0,38 | 1,215 088 | 1, o

1,39 | 2,1690
65 89 | 1,6125 s | b

089 | 12230 | 66 | 259 ne21s | B | 1g0 | 271828

0,40 | 1,2296 ) 98 1057

%1 om 16311 | o, | 1,41 o

k)

ous | 13 | & 092 | 16405 | o VA 2,2229

g’g 1,2494 gg 0,98 }»2550096 96 144 | 22366

' 1206 oL % | 145 | 2,204

[ o 298 | M o7 2,2644

046 | 12697 6 | 0% vesse | 07 | 147 | aves

! 97 98 25

i | b | m |0 i | | 3300
048 | 1,2885 | oo oo | vroes | 9 |1

b

o9 | 12904 | 70 | %9 17183

0,50 | 1,2074 !

ﬁ_m




s —1
£

Suite de la table des valeurs de F,(2) =——.

—__ ___ __ __ ____________

Diff. ] F, ()
1,80 | 2,8054
1o | 181 | 28284
15 | ve2 | 28u7
145 | 188 | 28600
M5 | 184 | 28786
139 | 186 | 28972
1591 186 | 29160
1oy | 187 | 29849
152 | ves | 29540
e | 189 | 29782
1,9 | 29926

156
1,91 | 30121
}gg 1,92 | 80817
155 | 1os | 30816
199 | 1o4 | 80715
11 | 195 | 80016
161 | 196 | s
168 | 197 | 81328
164 | 198 | s1520
199 | 81786

166
2,00 | 81945

168
2,01 | 82156
189 | 2002 | 32868
1m0 | 208 | 82682
172 | 204 | 32797
173 | 205 | 3014
1ie | 208 | 3288
s | 207 | 88488
178 | 208 | 8675
1o | 209 | 83899
210 | 84125




V. Table des valeurs de F (s) — "‘ L it § 7

1,0237 :
voar2 | 35 | o8 | 12250 | o8 | n4ez6 | 5
10807 | 2 | 059 | 12208 | 45 | 109 | 14ees | 2
1,0842 0,60 | 1,2340 O 1 1,10 | 1,4945

1,0877 061 | 1,2385 1,11 | 15006
Los1z | 85 | o062 | 12481 | 48 | 113 | 1Usoes | SO
1,048 | 56 | 063 | 12477 $ s | 1pizs | 8
Losss | 32 | 064 | 1228 | 4% | 114 | 1pise | G
10019 | 3% | 065 | 12570 | 47 | 115 | 155247 1
10555 | 3% | o6 | 12617 | 47 | 116 | 16308 | S
L0692 | 31 1 067 | 12664 | 47 | 117 | 15870
10628 | o5 | 068 | 12711 | 47 | 1,18 | 15483
10666 | 27 | 069 | 12758 | 47 | 119 | Ipaos
toor | % f o0 | 12808 o | B0 | voser
L0788 | o fo71 | 12854 | Lo | 1,21 | 18620
L0776 | &) | 073 | 12002 | 45 | 122 | 1684
1,0813 073 | 12951 L23 | 15748
10850 | 37 1074 | 13000 | 49 | 124 | 15812
L0888 | 23 1075 | 13049 | 43 | 125 | 1676
1,0926 076 | 13098 126 | 15941

1,0964 g 077 | 13148 gg
10002 | 581 078 | 1sies | 50
nlodr | 83 | 079 | 13248 | 50
1,1080 0,80 | 13298

Pt ot et ot
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Suite de la table-des valenrs de F(s) = ===,

i

— __ _ _ ________
2 F(2) Diff. 5 F(2)
180 | 20000 [ oo | 210 | 3,297
2B B | e
183 | 20328 | 20 | 218 | 2'3207
‘84 | 20419 | 9 | 214 | 23406
}’gs 20610 | N | 2715 | 238515
1,86 | 20602 | 22 | 216 | 2,362
187 | 20804 | 32 | 217 | 23735
| a | w | h |
1,90 | 20074 2,20 | 24070
9
191 | 21060 | oo | 221 | 24188
AR
194 | 21856 | 98 | 224 | 2.4527
195 | 21468 | 97 | 2025 | 24643
19 | 21650 | 7 | 2026 | 24760
197 | 21648 | 28 | 2027 | 24877
X X 98 | 928 | 24995
}’gg g’}g:g 100 | 5’59 | 25114
i) y 99 'y’
2,00 | 21945 2,30 | 2,6288
101
201 | 22046 | oo | 231 | 25868
205 | aeee | 102 | 333 | Fhses
204 | 22350 | 102 | o's4 | 255719
2,06 | 22463 | 103 | 9’35 | 25842
2,06 | 22556 | 1983 | 2736 | 25966
2,07 | 22660 | 104 | 2037 | 26090
208 | 22766 | 198 | 2l38 | 2)6216
2,09 | 22870 | 195 | 9’39 | 26342
'y 'y 106 t) 'y
210 | 22976 240 | 2,6469
_—_—L_— e




VL. Table des valeurs de ® (5, V,); s=2%, V=27 ¢

1,0000 |261] 1,0261 |[264] 1,0526 |267| 1,0792 |269
268] 1,0268 |271] 1,0539 [278| 1,0812 |276
1,0000 |275| 1,0276 [277| 1,0662 |280] 1,0832 |284

1,2
1.3

1,4

15

1,6 | 1,0000 [174] 1,0174 [176| 1,0350 |178] 1,0528 |180
1,7| 1,0000 [181] 1,0181 |183| 1,0364 |184| 1,0548 |187
1,8| 1,0000 [188] 1,0188 [189| 1,0377 |191] 1,0568 |194
1,9] 1,0000 [194] 1,0194 [197] 1,0391 [198] 1,0589 |200
2,0 | 1,0000 |201]| 1,0201 [208| 1,0404 |205]| 1,0609 |207
2.1 4 1,0000 |208] 1,0208 |209| 1,0417 |212] 1,0629 |215
2.2 | 1,0000 [214] 10214 [217] 1,0431 [219] 1,0650 |221
23| 1,0000 [221] 10221 [228] 1,0444 [226| 1,0670 |228
2,4| 1,0000 |228]| 1,0228 |280| 1,0458 |282| 1,0690 |235
25| 1,0000 {235] 1,0286 |236] 1,0471 [240] 1,0711 |241
26| 1,0000 |241] 10241 |244| 10485 |246| 1,0781 |249
2.7| 1,0000 {248 1,0248 |250| 1,0498 |258| 1.0751 |256
8| 1,0000 |255| 1,025 |257| 1,0012 |260| 1,0772 |262
9

0

1

—
0 W 10 N

S

=

1,0000 |281] 1,0281 |285| 1,0566 |287| 1,0853 |290
1,0000 | 288} 1,0288 |291| 1,0679 |294| 1,0873 |297
1
1

0000 |295| 1,0295 [298] 1,0593 |300| 1,0898 |804
0000 |302] 1,0302 |s04| 1,0606 |308] 1,0014 |310

-

o0 90 GO U

-

1,0000 |308]| 1,0308 [812] 1,0620 |314| 1,0934 |3818
1,0000 |3156| 1,08156 |318| 1,0683 |321] 1,0954 |825
1,0000 |822] 1,0822 |324] 1,0646 |329] 1,09756 (331
1,0000 |828] 1,0328 {832]| 1,0660 |335] 1,0995 |338

1,0000 |385| 1,0335 |388]| 1,0678 |s42] 1,1015 |346
1,0000 |342| 1,0342 |845| 1,0687 [348] 1,1085 |353
348| 1,0348 [352]| 1,0700 |356| 1,1056 |359

© Youe thwn
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10 R,V =27, V=251

(4

= 0‘,16. ’

®(2,V.")

1,0565
1,0611
1,0668
1,0722

1,0778
1,0838
1,0889
1,0944

1,1000
1,1065
1,1111
1,1166

1,1222
1,1277
1,1388

et
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1
1
1
1

wou®
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@ 3R QU W N
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2. ax g. a2V2
P, Vy); 2=, V=231




12 ®(2, V) 5=°%, Vo’=a—4.

£ = 0,30.

ANCCANES |‘L‘(::,V,,")

1,1080 | 78 1,1287
1,1188 | 86 1,1360
1,1206 | 93 g 1,1484
1,1404 1,1608

1,1612 |109 1,1781
1,1620 1,1855
1,1728 |124 1,1979
1,1886 1,2102

1,1944 [140] 1. 1,2226
1,2051 . 1,2850
1,2159 7] 1,2478
1,2267 1,2597

1,2876 7 1,2721
1,2488 ; 1,2844
1,2591 1,2968
1,2699 1,3092

1,2807 1,3215
1,2915 1,3839
1,3028 1,3468
1,3181 1,586

1,3289 1,8710
1,3847 ) 1,3833
1,3455 1,3957
1,3563 1,4081

N
[ O X

-

X RN Y-

-

1
1,
1
1

o~

-

1,3671 1,4204
1,3779 : 1,4328
1,3887 1,4452
1,3995 14575

1,4103 1,4699
1,4211 5 1,4823
1,4319 1,4946
1,4427 1,6070

1,4585 1,6194
1,4643 1,6817
1,4751 1,6441
1,4869 1,5565

1,4067 1,5688
1,076 1,6812
1,6183 1,5986
1,6291 1,6059

1,6399 1,6183
1,6507 1,6307
1,6615




@@,V 2=

ax 2 __
0 Vo=

a?V,?
-

o



14 ®R,V,)); 2= “—:5, V= “z;".

ooo
o 1o

~

12277 |104] 1,2881 {105| 1,2486 |106| 1,2592 |108| 1,2700 |108
12467 {118 12680 [113]| 1,2698 [115| 1,2808 |118] 1,2924 |118

1,26567 [121| 1,2778 (123 1,2901 |123] 1,8024 |125] 1,3149 [127§
129 1,2976 (182| 1,3108 {132| 1,3240 |184] 1,3374 | 186
1,3086 |1389}| 1,3175 [140| 1,8315 |141] 1,3456 |143| 1,3599 |145
1,8226 |147)] 1,3878 |149| 1,8522 |150| 1,3672 |152| 1,3824 | 154

1,3416 [156| 1,3572 |157| 1,3729 |159| 1,3888 [161] 1,4049 [163
164| 1,770 |166| 1,3936 |168| 1,4104 !170| 1,4274 |172}
1,3796 |174| 1,3969 [175]| 1,4144 |176| 1,4320 |179| 1,4499 |181]
182| 1,4167 |184| 1,4851 |185| 1,4586 |188| 1,4724 |190|

-~

cooo

NSO
=
2
by

-

Rt g
-0 W @
Ll Pt
iy Ry
o G0 o
£23

1,4175 |190| 1,4365 |198| 1,4658 |195| 1,4758 |196| 1,4949 |199
1,4365 |199| 1,4564 |201| 14765 |204] 1,4969 |205| 1,5174 |208
210| 14972 |218] 1,6185 |214] 1,5899 |217
1,4744 [217| 1,4961 [219] 1,6180 [221| 1,401 |228| 15624 |226

1,4934 |295| 1,5159 |228| 1,5887 |280| 1,6617 |282] 1,5849 |285
1,5124 |234| 1,5358 |236| 1,5594 |239| 1,5888 |241| 1,6074 |244
1,5314 |242| 1,6556 [245| 1,5801 [248| 1,6049 [250]| 1,6299 |253
1,6508 [251| 1,6764 |254| 1,6008 |257| 1,6265 |259| 1,6524 |262

-

et et et
[ G -N ]

-

'S

o

[

-~

—

-

'

3

[ ]

e
COIAN

-

1,5698 [260| 1,5953 [262| 1,6216 |266| 1,6481 |268| 1,6749 |271
1,5883 |268| 1,6151 [272]| 1,6428 [274| 1,6697 [277] 1,6974 [280
277| 1,6350 |280| 1,6630 [288| 1,6918 [286| 1,7199 |289]
1,6262 |286| 1,6548 |289| 1,6837 |292| 1,7129 |295] 1,7424 |298|

T
W~

=

P

]

1,7970 |364| 1,8334 |368| 1,8702 |871| 1,9078 {875] 1,9448 |380
1,8160 |872| 1,8532 |877] 1,8909 |880| 1,9289 |384| 1,9673 |389
385] 1,9116 |389| 1,9505 |393]| 1,9898 | 3898
1,8540 |3889] 1,8929 |3894| 1,9828 |398| 1,9721 |402] 2,0128 |407

1,8729 (399| 1,9128 |402| 1,9530 |407| 1,9987 [411| 2,0348 [416
1,8919 (407| 1,9326 [411| 1,9737 (416| 2,0168 |420| 2,0678 |435
420) 1,9946 |424| 2,0869 [429] 2,0798 |[484
1,9299 |424] 1,9728 | 429] 2,0162 (488 2,05686 |438| 2,1023 |448

1,9489 |432] 1,9921 |[488] 2,0859 |442]| 2,0801 |447| 2,1248 |452
451 2,1017 (466| 2,1478 | 461
1,9868 |450| 2,0818 |485| 2,0778 [460| 2,1233 |465]| 2,1698 |470|
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P, V)); 2

5_062.

ax

s=0,64

22,V

A

z

@(Z,Vo’)

PR

e s
owam otk

-

-

NN Pt ok ek b
-0

<
©

S

N N
-
-

R ol ol od
-0 © W

0w 0050
v ot

o0 0 o
oo

'S
£E

4,2

91
100
109
119

128
137
146
165

164
178

192

1,2481
1,2674
1,2017
1,8161

1,3404
1,3647
1,3890
1,4138

1,476
1,4619
1,4862
1,5106

1,6849
1,6592
1,6885
1,6078

1,6321
1,6664
1,6807
1,7061

1,7294
1,7587
1,7780
1,8028

1,8266
1,8509
1,87562
1,8996

1,9289
1,9482
1,9726
1,9968

2,0211
2,0454
32,0697
2,0940

2,1184
2,1427
2,1670
2,1913

2,2166
2,2899

2,2642

92
102
111
120

129
188
148
157

166
176
185
193

208
212
221
231

249
259
269

276

295
804

814
823
838
841

860
869
878

897
416
424
433
448
4562

461
471

A, = 248.

1,2628
1,2776
1, 3028
1,8281

1,3588
1,8785
1,4038
1,4290

1,4542
1,4795
1,5047
1,6299

1,65663

2,1103
2,1856

2,1608
2,1860
2,2118
2,2365

2,2617
2,2870

94
102
112
121

130
140
149
168

168
177
186
196

214
224
233

242
262
261
270

817
827
386
845

8566
873

391

411
419

429
439
447
467

467
475

2,122

485

A, = 262.

1,2617
1,2878
1,8140
1,3402

1,3663
1,3925
1,4187
1,4448

1,4710
1,4972
1,5238
1,6495

1,6757
1,6018
1,6280
1,6642

1,6808
1,7066
1,7827
1,7588

1,7850
1,8112
1,8874
1,8685

1,8897
1,9159
1,9420
1,9682

1,9944
2,0206
2,0467

2,0729

2,0990
2,1252
2,1514
2,1775

2,2087
2,2299
2,2560
2,2822

2,8084
2,8345
2,8607

9
10
118
122

132
141
161
161

170
179
189
198

207
217

235
2566

264
274

292
301
811

320

Ay = 262.

162

171
181
190

210
219
229
239

247
267
266
276

286
296
306
816

324
834

352

362
371
381
891

400
410
419




£=0,70.

®(s,V,7)

A

1

1,2806
1,3087
1,3367
1,648

1,929
1,4209
1,4490
1,4771

1,5051
1,6382
1,5612
1,6898

1,6174
1,6454
1,6785
1,7016

1,7296
1,7577
1,7857
1,8188

-

1
1,
1
1

wma®

1,8419
1,8699
1,8080
1,9261

1,9541
1,9822
2,0102
2,0388

LS

No ot

2,0664
2,0944
2,1225
2,1506

2,1786
2,2067
2,2347
2,2628

2,2909
23189
2,8470
2,3751

-0 w

-

IO

NS

2,4081
2,4312

<

(e PWWE W WM N DN N DO BN O N

o= ©

2,4592

~

97
106
116
125

185
145
164
168

174
183
198
202

212
222
231
240

251
260
270
279

289
299
308
317

328
387
347
366

366
376
385
894

406
414
424
433

443
458
462
471

482
491
501

A, = 281.

2,2191
2,2481
2,2771
2,3061

2,3362
2.3642
2,3932
2,422

2,4518
2,4808
2,6093

1,3408
1,3718
1,4028

1,4887
1,4647
1,4957
1,5267

1,5577
1,6887
1,6196
1,6506

1,6816
1,7126
1,7486
1,7746

1,8056
1,8365
1,8675
1,8985

1,9295
1,9604
1,9914
2,0224

2,0584
2,0844
2,1154
2,1468

2,1778
2,2083
22393

2,2708

2,3012
2,3322
2,3632
2,3942

2,4252
2,4562
2,4871
2,5181

2,5491
2,5801




R °

. . ’ ~
.q?(z,vo‘.‘); z_—_a_z, V2=42V|2

£=0,80. 2 =082 £=0,84. s 2 0,86. £=0,88.
N .
2 2 2 20 A WO 2 2
V2@, V2 8, e,V 2 8, (@ v ] A eV 8, ey
0,0 | 1,3208 [102] 1,3400 | 102} 1,3502 [104} 1,3806 |106]| 1,3711
0,1 1,3628 |112] 1,3740 {113 1,3853 |114| 1,3967 |145] 1,4082
0,2] 1,3958 [122] 1,4080 {123] 1,4203 |125] 14328 |126| 1,4454
03] -1,4288 |132| 1,4420 [1383] 1,4558 |135| 1,4688 |137| 1,4825
J A .
04| 14617 [143] 14760 |143| 4903 [146] 1,5049 |147]| 1,5196
05| 1,4947 |153] 1,5100 |}54| 1,5254 |155]| 1,5409 |158] 1,5567
06| 1,5277 1163| 15440 |164],15604 |168] 15770 |168| 15938
0,7] 1,5607°Y173| 1,5780 |174] 5954 |177| 1,6131 |178] 1,6309
e ~ . ' '
081 1,5937 [183] 1,6120 l84h 1,6304 | 187] 1,6491 |189| 1,6680
09| 1,6286 |194]| 1,6460 {195] 1,4655 |[197] 16852 |99 1.7051
1,0 1,6586 [204] 1,6800 |205] 1,7005 4208 1,7213 |210| 1.7423
L,1]| 1,6926 §213] 1,7139 |216 ;,7355 218 1,7573 | 221| 1,7794 1
1,2| 1,7266 |228] 1,7479 [226] 1,778 Pe29| 17034 |231] 1.8165 |233
1,3| 1,7586 |233] 1,7819 |237] 1,8056 [233| 1,8294 |2i2| 1.8536 |244
1,4 1,7916 | 243} 1,8159 [247] 1,8406 |24D] 1,8655 [252] 1,89007 |255
1,6 | 1,8245 (2541 1,8499 |257| ®8756 | 2608 1,9016 |262] 1,9278 | 265
[ ] 2
1,6 1,8575 |264| 1,8889 |267| 1,9106 |270| 1,9376 |273]| 1,9649 |276
1,7) 1,9905 |274] 1,9179 |278] 1,9457 |280| 19737 |283| 2,0020 |287
1,8 1,9235 |284] %,9519 [288] 1,9807 ,{291] 2,0098 |294] 2,0392 |297
1,91 1,9565 |24 #9359 293 2,0157 |30F] 2,0458 |305| 2,0763 |307
2,0 1,9894 [305] 2,0199 |308| 2,0507 |312] 20819 |315] 2,1134 |318
2,1 | 2,0224 1315] 2,0539 [319] 2,0353 | 321 2,1179 |326] 2,1505 |329
22| 2,0554 (325] 2,0879 |829] 2,1203 [332]| 2,1540 |336| 2,376 |340
2,3| 2,0884 |335] 2,120 |339] 2,1558 |343]| 2,1901 |346| 2,2247 |350
.t L ] .
24| 21214 |345] 2,1559 |349] 2,1908 |353| 22261 |357| 2,2618 |361
25| 2,1544 [355] 2,1899 |360]| 2,2259 |363]| 2,2622 |367| 2,2989 |372
2,6 | 2,1873 |366] 2,2239 4370 %09 | 374 2,2983 [378| 2,3361 |81
2,7| 2,2203 [376] 2,2679 *|330| 2,2059 1384]| 2,3343 |389| 2,3732 |392
281 22533 |3361 2,2919 |390| 2,3309 |395] 2,8704 |399| 2,4108 |403
29| 2,2863 |396] 2,3239 |401] 2,3660 |[405| 2,4065 |4Q9| 2,4474 |414
3,01 2,3193 |406]| 2,3539 |411] 2,4010 |415] 24425 |420| 2,4845 |424
3,19 23522 |417]| 2,3939 |421] *2,4360 |426] 2,4786 |430| 2,5216 |435
3,2 | 2,3852 |427 24279 |431| 24710 |436 2,5146 " | 4411 2,5587 | 446
33| 24182 |437] 2,4619 |442] 2,5061 |446| 2,5507 |451| 2,5958 |457
3.4 |.2,4512 |447] 2,4959 |452] 2,5411 |457| 2,5868 [462| 2,6330 | 466
8,5 24842 |457] 2,5299 |462| 25761 |467| 2,6228 |473| 2,6701 477
3,6 | 25171 1468] 2,5639 |472| 2,6111 [478| 2,6589 |483] 2,7072 |488
3,7 | 25501 {478] 2,5979 |483| 2,6462 [488| 2,6950 [493| 2,7443 | 499
38| 2,5831 488 2,6319 |493| 26812 |498] 2,7310 |504| 2,7814 |509
8,9 |°2,6161 |493| 2,6659 |503| 2,7}62 |509| 2,7671 |514| 2.8185 |520
40| 2,6491 |508]| 2,6999 |513] 2,7512 |519| 2,8031 |525| 2.8556 |531
a1 ] 26821 |518] 2,7339 |524| 2,7863. [529| 2,8392 |535| 2,8027 |542
42| 2,7150 1529| 2,7679 |534| 2,8213 |540| 2,8753 |546| 2,9299 | 551
By, =330. ‘| Ay = 340. A, =350. |° A, = 361. A, = 371.
—— =

2



.

0

01| 1,4199 |118
02| 1,4581 [129
0,3] 1,4968 |139

04| 1,5344 |150
05| 1,5726 |161
06| 1,6108 [171
07| 1,6490 182

08| 1,6871 |193
09| 1,7258 | 204
10| 1,7635 |214
1,1 | 1,8016 |226

1,2 1,8898 [236
1,3| 1,8780 |247
1,4 | 1,9162 |257
1,9543 | 269

1,9925 |279
2,0307 |290
2,0689 | 300
311

-,

-

et et e
W~ O IR0 S3ES R [=]
N
—

(=
-1
(=]

2,1452 |322
2,1834 |332
22216 |343
2,2597 | 354

A

-

24| 2,2979 |365
2,5| 2,3861 |375
2,6 | 2,3742 |887
27| 24124 |397

2,8 | 24506 |408
29| 24888 |418
3,0 | 2,5269 |430
3,1 | 2,6651 |440

32| 26083 |450
3,3 | 2,6415 |461
3,4| 2,6796 |472
35| 27178 |483

3,6 | 2,7560 |493
37| 2,7942 |504
38| 28328 |515
39| 2,8705 |526

40| 2,9087 |586
41| 29469 |547

1,4317 | 119
1,4710 |130
1,6102 |141

1,6494 |152
1,5887 |163
1,6279 [174
1,6672 |184

1,7064 |196
1,7457 |206

1,7849 |217]
'1,8242 | 227

1,8634 |[239
1,9027 | 249
1,9419 [260
1,9812 |271

2,0204 |282
2,0597 | 292
2,0989 | 304
2,1381 |815

2,1774 |325
2,2166 |337
22559 |347
2,2951. | 358

2,3344 |368
2,3736 |380
24129 (390

2,4521 |401[

24914 |412
25306 |423
2,5699 |433
2,6091 |445

"2,6483 | 456

2,6876 |466
27268 |478
2,7661 |488

2,8053 | 499
2,8446 | 509
2,8838 |521
29231 |531

2,9623 | 542
38,0016 |553
3,0408 | 564

Ay = 392.

1,4436 121{
1,4840 |131
1,5243 | 148

1,5646 | 154
1.6050 |164
1,6453 | 175
1,6856 | 187

1,7260 1197
1,7663 |208
1,8068 (219
1,8469 | 230

8873 | 241
1,976 | 252
1,9679 | 264
2,0088 |274

2,0486 | 285
2,0889 | 296
2,1293 | 307
2,1696 |318

2,2099 | 3829
2,2503 | 389
2,2908 | 351,
2,8309 | 362

2,3712 1373
2,4116 | 383
24519 |395

2,5326 | 416
2,5729 |428
2,6132 | 439
2,6536 | 449

14557 |122
1,4971 138

1,6866 |144

1,5800 | 155
1,6214 |166
1,6628 |178
1,7043 {188
1,7457 | 199

1,8285 |222
1,8699 |283

1,9114 |244

2.0357 |277

p

1,4679
1,6104
1,6630

1,5955
1,6380
1,6806
1,7231

1,7656
1,8082
1,8507
1,8932

1,9368
1,9783
2,0209
2,0634

2,1059
2,1486
2,1910
2,2335

2,2761
2,3186
2,3611
2,4087

*2,4462

2,4887
2,5313
2,6738

26164

2,6589
2,7014
27440

27865
2/8290
2.8716
29141

2,9566
2,9992
3,0417

3,0842"

3,1268
3,1693
83,2119

459

269

415

425
437
449

471
482
493
304

516
526
338
550

560
572
582

A, = 428.




C b}

1,7858 | 204
1,8295 |215
1,8781 | 227
1,9168 | 238

1,960¢ T250
20041 | 261

2,0914 | 288
2,1351 1294

2,2224 |817
2,2660 | 329

2,3097, | 340
2,3633 | 852
2,3970 | 368
2,4407 | 874
2,4843% 385

2,5716 | 408
2,6153 | 419

2,6589 | 431
27463 |453

- 2,8336 1476

2,7899 | 465

206
218
229
240

252
263
275
287

298
809
321
332

844
855
366
378

390
401
413
424

p435

447
458
469

481
493
504
516

527,

209

232
244

256

278
289

301
318
324
336

847
869
871
382

39
406
417
429

440
451

1,8477
1,8048
1,9419

1,9890 ,

2,0361
2,0831
2,1802
2,1773

2,224
2,2716
2,3186
2,3657

2,4128
2,4599
2,5070
2,5541

2,6012
2, 6483
2, 6954
2 7425

2,7895
2.8366
92,8837
2,9308

2,973,

38,0250
3,0721
3,1192

3,1663
3,2134
3,2605

3,3076 |

8,3547
3,4018
3,1489

211
222
234
246

257
270
282
293

805
816
828
340

351
363
375
386

398
410
421
438

446
457
469
480
0
492
504

515
L627

549
550
562
574
586
6597 ;

609

1,5309
1,5792
1,6274

1,6757
1,7240
1,7722
1,8206

1,8688
1,9170
1,9653
2,0136

2,0618
2,1101
2,1584
2,2066

*2,3549
. 2,3081
2,3514
2,8997

2,4479
2,4962
2,6445
2,5927

2,6410
2,6893
2,7875
2,7858

28341
2,6823
2.9306
2,9788

3,0271

38,0754
3,1236
3,1719

38,2202
3,2684
3,3167
83,3650

3,4182 .

3,4615
3,598

A, = 483,

391

403
414
427
438

450
462
474
486

498
509
522
533

544
5567
568
580

592
604
615




L]

. | 2y 2
20 ., P2, VY; e="%, V=231



)

2. ax 2___a?V,?2
* £, V)); 2=, V=220 21

1,5557 |127] 1,5654gT428) 1,5812 |12@p 1,5941 181 1,6072 | 135
16118 |189] 1,6252" [141] 1,693 |142] 1,6535 |144 16679 |146 .
1.6669 |155| 1,6821 [158| 1,6074 |156) 1,7130 [157 17287 [158. -
17224 |.e5| 1,7389 |166| 1,7555 [169| 1,7724 [170 1.7894. (17

1,7780 |177] 1,7957 |180| 1,8187 |181] 1,8318 [188 1,8501 186
1,8336 (190| 1,8526 [192] 18718 |194| 1)8912 (196 19108 199
1,8891 |203| 1,9094 |205] 1,9299 {207| 19506 |210 19716 |212
1,9447 |215| 19662 |218| 1,9880 |220]| 20100 |223 20323 |225

2,0003 | 228| 2,0231 |230| 2,0461 |283| 2,0694 |236 2,0930 |238 ’
2,0659 |240| 2,0799 |243| 2,1042 |246| 2,1288 [249 21537 |252
2,1114 1 254| 2,1368 |256| 2,1624 |259| 2,1883 (262 22145 (264
2,1670 loral 21936 |269| 2,22056 |272| 22477 |275 2,2752 |278

2,2226 282 2,2786 |285] 2,8071 (288 2,3359 |291
2,2782 2941 2,8367 | 298| 2,665 [301 2,3966 |305
2,3337 | 304y 2,3641 |307| 2,3948 |311| 2,4259 (314 24573 [318
2,3893 |316| 2,4209 |321| 2,4530 |323| 2,4853 [328 25181 |381

<

X XNk

2,4449 »ﬁo 2,4778 |835] 2,5111 |836| 2,5447 |841 25788 |344{ o
2,5004 [B42| 2,5346 |346| 2,5692 |350| 2,6042 '353 26395 |358
2,5560 |355| 2,6915 |358| 2,6273 |863| 2.6636 366 2.7002 |371
2,6116 13671 2,6483 |371| 2,6854 |876| 2,7230 380 2,7610 |884

———
-

-

wio=e

I 2,6672 879 2,7051 |384| 2,7485 |389| 2,7824 2,8217 (397
2,7227 1393| 2,7620 {397] 2,8017 |401| 2,8418 2,8824 |411 %]
2,7783 |405] 2,8188 |410] 2,8598 |414] 2,9012 2,9431
2.8359 14181 2,8757 |422] 2,9179 |427| 2,9606 3,0088

VNN

2,859 4311 29325 |435| £,9760 440 83,0200 446y 0646
2,9450. | 448] .2,9893 | 448| 3,0341a | 454] 38,0795 458 3,1253

3,000& | 456 | 18,0462 |461| 8,09237|466| 3,1389 471} 3,1860
8,0562 |468] 3,1030 |474| 38,1504 |479| 8,1983 484 3,2467

3,117 , 481| 8,1598 |487| 3,2085 |492| 38,2577 7498 8.3075

3,1678 | 494| 3,2167 38,2666 | 505| 3,3171 |511] 83682

3,2229 |506| 38,2735 38,8247 |518| 8,3765 |524| 34289

83,2784 |620| 38,3304 3,3829 [530| 34359 |537| 34896
.

3,3340 |532| 8,3872 8,4410 (544 |13,4954 |549d 3.5508
3,3806 |544) 8,4440 83,4991 |557| 38,5548 |563] 3.6111
#4452 | 557 8,5009 8,55672 {570 | 8,6142 }576 jy3.6718
83,6007 | 5701 €,8577. 83,6163 [583| 3,4736 |3891 3,7825

] | . o
53,5663 | ouz| 8,6145 €,6734 P596| 8,7380 |602q 83,7932 {6
8,6119 1595| 3,6714 |wu.v3.7316 .[608| 38,7924 |616} 38540
83,6674,/ 608 | 38,7282 |616| -3,7897 |621| 3,8518 |629| 39147
*3.7230 6211 87851 [627| 8,8478 |634| 83,9112 ,642] 3,9754 e

,0] 8,7786 | 635| 38,8419 |g40d 39059 |648| 3,707 |6ba| 40861

1| 38,8342 |645| 3,8987 {658] 3,9640+]661| 4,0801 |668{ 4,0969
L2 | 88897 |659| 3,9556 | 6661 4,0222 [673| 4,0805 [681| 4,1876 ,.._ . .

A, = 556. 8y = 568. Ay, = 581. Ay = 594. Ay = 607.







-' Q(Z,V:); z=1c§’ Voz___azv.z.. 23

r2

2% 1,42, 5= 1,44.

Vo’ﬂ@(z,vg A, [Be,V.2)] A, |8,V 8, [R5V 3] 8, 0,V &

00| 1,6890 [142]| 1,7082 [148]| 1,7175 [145| 1,7820 [147] 1,7467 [148
01| 1,7579 |156| 1,7735 [157| 1,7892 {160| 1,8052 [161] 1,8213 [164
02| 1,8268 |170| 1,8438 |172| 1,8610 [174] 1,8784 |176] 1,8960 [178
0,3 | 1,8957 |184] 1,9141 |186| 1,9327 [189] 1,9516 [191] 1,9707 |198

j 0,4 | 1,9646 [198] 1,9844 [201] 2,0045 |203| 2,0248 |205] 2,0453 |208
10,6 2,0885 |212] 2,0547 (215| 2,0762 [218]| 2,0980 |220| 2,1200 |223
10,6 | 2,1024 |226] 2,1250 |230| 2,1480 |232| 2,1712 [235] 2,1947 |237
10,71 2,1713 |241| 2,1954 [243] 2,2197 |247| 2,2444 |249] 2,2693 |253

"§08] 22402 [255] 2,2667 (258| 2,29156 |261| 2,3176 |264| 2,3440 |267
10,9 ] 2,3091 | 269 2,3360 |272| 2,3632 |276| 2,3908 [279] 2,4187 |282
11,0 | 2,3780 [283]| 2,4063 |287] 2,4350 |290| 2,4640 |293| 2,4983 | 297

1,1] 2,4469 |297| 2,4766 |801] 2,5067 |305] 2,5872 |308] 2,5680 |812

2,6158 |31 2,5469 |316| 2,6785 [319] 2,6104 [323| 2,6427 |326
2,5847 |326) 2,617 |328| 2,6502 [834] 2,6836 [837| 2,7173 |342
841} 2,6876 |344| 2,7220 |348| 2,7568 |352| 2,7920 {356
2,7224 |855| 2,7579 |358| 2,7987 |863] 2,8300 |3867| 2,8667 |371

2,7913 | 369} 2,8282 |373| 2,86565 |377]| 2,9082 [381| 2,9413 | 386
383| 2,8085 |387| 2,9372 |892] 2,9764 |396| 3,0160 | 401
2,9291 |(39Y| 2,9688 |402] 8,0090 |406| 83,0496 |411| 38,0907 |415
41]51 3,0391 | 416 8,0807 [421| 8,1228 [425] 3,1658 |481

38,0669 |426| 3,105 '|430| 8,1525 [435| 8,1960 |440
38,1358 |440| 3,1798 |444| 82242 [450| 8,2692 |455
3,2047 [454| 3,2501 |459| 3,2060 |464| 3,3424 |469
3,2736 |468| 83,3204 |473| 38,3677 |479| 83,4156 |484

8,3425 |482| 83,3907 |488| 8,4395 |493| 83,4888 |499
8,4114,|496] 38,4610 |502| 38,5112 |508] 8,5620 |518
38,4803 |b11| 3,5814 |516] 38,5830 |522] 8,6352 |528
83,6492 |525| 3,6017 |530| 8,6547 |5637| 38,7084 | 543

Ot N
N
[=2]
ot
[3:)
o

-

I e e
Soue
N N
Y
EEE
(=] o

- e e

e

DO PN
NOOtk WNO=O

3,6181 |539| 38,6720 ‘| 545]- 3,7265 .| 551 [ 3,7816 (557
8,7423 |559| 83,7982 |566| 83,8548 |572
3,7559 |567| 8,8126 |574| 83,8700 |580] 38,9280 |587
3,8248 1581| 8,8829 |588] 8,9417 |[595] 4,0012 | 601

3,8937 [695| 83,9532 |603] 4,013 |609| 4,0744 (616
3,9626 |610| 4,0286 |616| 4,0852 |624] 4,1476 |631}
4,0315 (624 4,0939 |631] 4,1570 |638| 4,2208 | 645
4,1004 [638] 4,1642 [645| 4,2287 [653| 4,2940 |660

4,2345 | 660| 4,005 |667| 4,3672 |674
4,2382 | 666| 4,3048 |674| 4,3722 |682| 4,4404 |689
4,3071 |680] 4,8751 | 689 4,4440 |696] 4,6136 |704
43760 [695| 4,4455 [702] 4,6157 |711] 4,6868 |718

4,5158 |[717] 4,5876 |725| 4,6600 |738
45861 |731| 46592 |740| 47382 |748
4,5827 | 787 4,6564 |746] 4,7310 |754| 4,8064 [762
A, = 689. Ay = 703. 4, =1T718. Ay =732
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\A

£ = 1,50.
[

. X 3_«2"12 H
PR, V)); ==, V=254

r? .

2 =152 |‘= 1,54. = 1,56.

z =1,58.

(V)

A

z

‘P(z‘Vo")

A

2

F‘P(z,V(f) A

2

®(z,V,7) A

3

cCAN!

A

3

oo
-0

LLS
W

-

cooP
[ SO

~

o
@

0,9

-
- - - -
—

Pt ot ok ok
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~

e
omNuNm e
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>
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—owm wT
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W W Www SO ww WO W NN NN
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o
oo

1,7615
1,8377
1,9188
1,9900

2,0661
2,1423
2,2184
2,2946

2,3707
2,4169
2,5230
2,5992

2,6753 .

2,7615

2,8276

2,9038
L 3

2,9799
38,0561
3,1322
8,2084

2 0945
07
68
30

91

353
0,/1414
8,8176*

,3,8937
3,9699
4,0460
41222

4,1983
4,2745 -
4,3506
4,4268

4,5029
4,5791
4,6552
4,7314

4,8075
48837
4,9598

Ay, =762,

150
165
180
195

210
225
240

255

270
285
300
315

330
345
360
376

390
405
420
435

450
465
480
495

510
525
541
555

570
585
600

@5

630
645
660
675

690
705
720
735

751
765
781

1,7765
1,8542
1,9318
2,0095

2,0871
2,1648
2,2424
2,3201

2,3977
2,4754
2,5530
2,6307

2,7083
2,7860
2,8636
2,9413

8,0189

3,1742
38,2519

8,3295
8,4072
3,4848
8,5625

3,6401
38,7178
38,7955
3,8731

3,9507
4,0284
4,1060
4,1887

4,2613
4,3390
4,4166
4,4943

4,5719
4,6496
4,7272
4,8049

4,8826
4,9602
5,0379

3,0966 :

r

152
167
182
197

213
227
243
258

273

Ay = T77.

1,7917
1,8709
1,9500
2,0292

2,1084
2,1875
2,2667
2,3459

2,4250
2,5042
2,5834
2,6626

2,7417
2,8209
2,9001
2,9792

3,0584
3,1376
3,2167
3,2959

38,3751
38,4543
83,5334

3,6918
3,7709
3,8501
3,9293

4,0084
4,0876
4,1668
4,2459

4,3251
4,043
4,4835
4,5626

4,6418
4,7210
4,8001
4,8793

4,9585
5,0376
5,1168

By =

154
169
185
200

215
231
246
261

277
292

307
¢
338
53

368
384

399
414
430
446

461
476
49z

3,6126 | 507

522
538
553
563

-| 584
599
614
630

645
660
675
691

706
721
737
753

768
784
799

792.

1,8071 |155
1,8878 |170
1,9685 | 186
2,0492 | 202

2,1299 |217
22106 |233
2,2913 | 248
2,8720 | 264

2,4527 | 280
25334 | 295
2,6141 |311
2,6948 | 326

27755 | 342

29369 |373
3,0176 |339

3,0983 | 404
3,1790 | 420
8,2597 | 435
3,3405 | 450

3,5019 |481
3,5826 |497
3,6633 | 512

3,7448 | 528
3,8247 |544
89054 | 559
38,9861 | 375

© 4,0668 | 590
4,1475 | 606
4,2282 | 622
4,3089 | 637

4,3896 | 653
4,4703 | 668
4,5510 | 684
4,6317 | 700

£1124 | 715
4,7931 | 731
4,8738 | 746
4,9546 | 761

5,0853 | 776
5,1160 |792
5,1967 | 808

Ay, = 807.

2:8562 |353 |

3,4212 | 48]

1,8226
1,9048
1,9871
2,0694

2,1516
2,2339
2,3161
2,3984

2,4807
2,5629
2,6452
2,7274

2,8097
2,8920
2,9742
8,0565

3,1367
3,2210
3,3032
3,3855

38,4678
3,5500
3,6323
3,7145

3,7968
3,8791
3,9613
4,0436

4,1258
4,2081
4,2904
4,3726

4,4549
4,5371
4,6194
4,7017

4,7839
4,8662
4,9484
65,0307

5,1129
5,1952
5,277

167
178
189
204

220
236
252
267

283
299
314
330

346
361
377
393

409
424
141
456

471
487
503
519

544
550
566
581

598
613
628
645

660
676
691
707

723
738
755
770

786
802}
817

A, = 823.



R,V e=12, Vi=200 25

=180
VARV 4, [@,V ) 4

l 2= 162.

P2,V A, [R(2,V)] A, B,V

z 2z

1,8383 1159 1,8542 |161] 1,8703 [163] 1,8866 |164] 1,9030 |167
1,9221 |1175] 1,9396 [177| 19578 [179| 1,9752 |181| 19933 |184

190| 2,0250 |194] 2,0444 |195| 2,0639 |197] 20836 |200
2,0808 |207| 2,1105 |209| 2,1314 (211| 2,825 [214| 21739 |217

-

coooL
W -=O
»

<

2,1736 |223| 2,1959 [225] 22184 |228| 22412 |280| 2,2642 |234
2,2575 |238| 2,2813 |241] 23054 |244| 2,3298 |247| 23545 |250
2,3413 |254| 23667 [258] 23925 |260| 2,4185 |263] 24448 |267
24251 |271] 2,4522 |273] 24795 |277| 2,5072 |280] 26852 |283

2,5090 |286| 2,5376 |289| 2,5665 |293| 2,5958 |297| 2,6255 |299

: 2,6230 [306( 2,6536 |309]| 2,6845 |318| 2,7158 |316
2,6766 |318| 2,7084 |322] 27406 |325| 2,7731 [330| 2,8061 |333
2,7604 |334]| 2,7938 |338, 12,6276 |342| 2.8618 |346| 2,8064 |349
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2,8793 1353 2,9146 |858| 2,9504 |363| 2,9867 |366
2,0647 |370| 38,0017 |374] 8,0391 [379| 83,0770 |383
3,0119 1382 3,0501 |386] 83,0867 |391] 38,1278 |895| 83,1673 |399
3,1365 |402| 3,1757 [407| 3,2164 |412| 8,2576 |416
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3,2209 |419] 3,2628 423} 3,3051 |428| 83,3479 |433
8.2634 (430| 3,3064 |434| 33498 |439] 3,3937 [445| 34382 |450
38,3478 [445| 3,3918 |450| 34368 |456| 8,4824 |461| 35285 |466

34772 |466| 3,5238 [472| 3,56710 [478) $.6188 |483
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36149 |477| 83,5626 [483] 3,6100 |488| 38,6597 |494| 37091 |500
38,5987 |493| 3,6480 [499| 38,6979 |505| 3,7484 |510| 37994 |516
3.6826 [509| 3,7335 |514| 3,7849 |521| 83,8370 |527| 38897 !333
83,7664 |525| 83,8189 |531| 85,8720 |537| 3,9257 |543| 39800 {550
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3,9043 |547| 3,950 |553| 4,0143 |560| 4,0703 |566
39341 |556| 3,9597 |563| 4,0460 |570| 4,1030 |576| 41606 |383
40179 |572{ 4,0751 [580] 4,1331 |585| 4.1916 |593| 42509 |600
41017 |589| 4,1606. |395| 4,2201 |602] 4,2303 |609] 4.3412 616
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4,1856 |604| 4.2460 [611| 4,3071 [619| 43690 |625| 4,4315 633

y 43314 1627 4,3941 |635| 4,4576 |642| 45218 |650
4,3532 |636| 4,4168 |644] 4,4812 |651| 4,5463 [653| 4.6121 |G66
44371 [651| 45022 1660 4.5682 |667| 14,6549 |675| 4,7024 |¢83
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4,5209 |668| 45877 |675| 4,6552 |684| 4,7236 |691] 4,7927 | 700
4,6047 |684| 4,6731 |692| 4,7423 [699| 48122 |708| 48830 716
46885 (700| 4,7585 |708| 4,8293 |716| 4,9009 |724| 49738 733
47724 |T15( 48439 | 724 49163 |732| 49895 |741] 5,0636 750
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49293 |740| 5,0033 |749| 5,0782 | 757| 5,1539 l 767
4,9400 |748] 5,0148 756 5,0904 |765{| 5,1669 |773| 5,2442 | 783
5,0239 (7631 5,1002 | 772} 5,1774 |781| 5,25560 |790| 35,3345 |800
5,1077 |779] 5,1856 |788| 53,2644 |79S| 5,3442 |806| 54248 817
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51915 |795| 5,2710 |805| 5,35156 |813| 5.4328 |824| 5,5152 | 882
527564 |811| 5,3565 |820| 5,4385 |830| 5,5215 |840| 5,6055 |849
58592 |827| 5,4419 |836| 5,5255 |846| 5,6101 |857| 5,6958 |866

| 8,=838. | A,=854 | A,=870. | A,=887. | A,=908. I
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26 VIL Table des valeurs de 3(z,V,); :==,

v 2 a?V?

0o~ g2 °
e ——————
£=10,02. = z'= 0,06. £ =0,08. i
2 7 2 2
A, | XV )4, 3,V )[4, |3, V,) AzJ
|
101] 1,0101 {102 1,0306 |105] 1,0411 106
111} 1,0111 {112 1,0337 |115| 1,0452 {117
121} 1,0121 |122 1,0367 |126] 1,0493 |128
131] 1,0181 (188 1,0398 [136] 1,0534 |1388
141] 1,0141 |143 1,0429 |146] 1,0575 | 149
151 | 1,0151 |153 1,0459 |[157] 1,0616 |160
161] 1,0161 |163 1,0490 |167] 1,0657 |170
171] 1,0171 |174 1,0620 [178] 1,0698 |181
181 1,0181 [184 1,0551 |189| 1,0740 | 191
191| 1,0191 {194 1,0582 [199] 1,0781 (201
201] 1,0201 | 204 1,0612 |210| 1,0822 |212
211| 1,0211 (215 1,0643 |220| 1,0863 | 2231
1,2 2211 1,0221 |225 1,0673 |2381] 1,0904 |234
1,3 2321 1,0232 |234 1,0704 [241] 1,0945 |244
14 2421 1,0242 | 244 1,0735 |251| 1,0986 |255
1,5 252 1,0252 | 255 1,0765 |262| 1,1027 | 266
1,6 262| 1,0262 |265 1,0796 |272] 1,1068 | 276
1,7 272| 1,0272 |275 1,0826 |283] 1,1109 |287
1,8 282 1,0282 | 286 1,0857 |293] 1,1150 |298
1,9 292 | 1,0292 |296 1,0888 {304] 1.1192 |308 |
2,0 802| 1,0302 |306 1,0918 (315 1,1233 |318(
2,1 312| 1,0312 |316 1,0949 {325 1,1274 |329
2,2 322| 1,0322 (327 1,0979 [336] 1,1315 |340
2,3 832| 1,0332 (3387 1,1010 {346 1,1356 |350
24 342| 1,0342 |347 1,1041 |856] 1,1397 | 361
2,5 352| 1,0352 |357 1,1071 [367] 1,1438 | 372
2,6 362] 1,0362 |368 1,1102 |377| 1,1479 | 383
2,7 372| 1,0372 |378 1,1133 |387] 1,1520 393{
2,8 383| 1,0383 |387 1,1168 [398] 1,1561 404
2,9 393| 1,0393 |397 1,1194 | 408] 1,1602 | 415
3,0 403 | 1,0403 | 408 1,1224 |420| 1,1644 | 424
3,1 413| 1,0413 | 418 1,1255 |430| 1,1685 | 435!
3,2 423 1,0423 |428 1,1286 |440] 1,1726 | 446
3,3 433 1,0433 |439 1,1316 |451] 1,1767 | 456
34 443 1,0443 |449 1,1847 |461| 1,1808 | 467
35 453| 10468 |459 11877 |472| 11849 |478
3,6 463 | 1,0463 |469 1,1408 | 482 1,1890 |489
3,7 4731 1,0478 |[480 1,1439 |492] 1,1981 |499
3,8 483 | 1,0483 | 490 1,1469 |503| 1,1972 |510
3,9 493 | 1,0493 | 500 1,1500 [513] 1,2013 | 521
4,0 503| 1,0503 |510 1,1580 |524| 1,2054 |531
4,1 513| 1,0513 |521 1,1561 |[534] 1,2095 [b542
4,2 523 | 1,0523 |531 1,1592 |545| 1,2137 | 552
=0. 4y =10. Ay =30 Ay = 41.
e




3@ Vs =22, Vi="20 27

¢ 0 r?

l 00| 1,0517 |108] 1,0825 |109] 1,0784 110 1,0844 | 113
0,1 | 1,0669 |118] 1,0687 [120] 1,0807 [122] 1,0929 |123
02| 1,0621 [129] 1,0750 {181| 1,0881 |132] 1,0013 {135
03] 1,0672 |140] 1,0812 [142] 1,0954 |144] 1,098 |145

0,4 | 1,0724 [151] 1,0875 |152] 1,027 155 1,182 |157
05| 1,0776 |161| 1,0937 |164| 1,1101 [166]| 1,1267 |168
06| 10827 [173] 1,000 |174]| 11174 [177] 1,1851 |179
0,7 | 1,0879 [183] 1,062 {186 1,1248 |188| 1,1436 |190

08| 1,0931 [194] 1,1125 [196] 1,321 |199| 1,1520 |202
09| 1,0982 |205| 1,1187 [207| 1,13904 |210| 1,1604 213
10| 1,034 [215| 11249 |219] 1,1468 |221| 1,1689 |224
1,1 | 1,086 [226| 1,1312 |229| 1,1541 |232| 1,1778 {236

1,1138 |236| 1,1374 |240| 1,1614 |244| 1,1858 |[246
248] 1,1437 |251| 1,1688 |254] 1,1942 |258
1,241 |258| 1,1499 |262] 1,1761 |266| 1,2027 |269
1,1293 |269| 1,1562 |273| 1,1835 [276| 1,2111 |280

1,1344 |280] 1,624 [284] 1,1908 |288| 1,2196 |291
1,396 |291] 1,687 |294| 1,0981 |299| 1,2280 |303
1,1448 |301| 1,1749 (306 1,205 |309| 1,2364 |14
11500 |312] 1,812 |316| 1,2128 [s21] 1,2449 |325
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1,1551 |823| 1,0874 |s28| 1,2202 |881| 1,2588 |837
1,1603 |334| 1,1937 |3$38] 1,2275 |348] 1,2618 |3847
1.1655 |344] 1,1999 |349| 1,2348 |354| 1,2702 |359
1,706 |356| 1,2062 |360| 1,2422 |365]| 1,2787 |370

366| 1,2124 |371] 1,2495 |376| 1,2871 |381
11810 |377| 1,2187 |881] 1,2568 [387| 1,2955 |393
1,1862 |388| 1,2250 [392| 1,2642 [398] 1,3040 |403
11918 [399] 1,2312 |203] 1,2715 |409| 13124 |415
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1,2374 [415] 1,2789 |420] 1,3209 |426
1.2017 {419] 1,2436 |426] 1,2862 |431| 1,3203 |437
431 1,2499 |436| 1,2935 |443| 1,3878 |448
1,2120 |441| 1,2561 |448] 1,3009 |453| 1,462 | 460
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2| 12172 (452] 1,2624 |458| 1,3082 |465| 1,3547 |470
3| 12028 |463]| 12686 |470| 1,3156 |475| 1,3631 |482
4| 12275 |474| 12749 [480| 1,3229 [486| 1,3715 |494
5| 12327 |484] 12811 [491] 1,3302 [498] 1.3800 |304
6
7
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1,2379 [495| 1,2874 |502| 1,8376 |508| 1,3884 |516
1,2430 [506] 1,2086 |513| 1,3449 |520| 1,3969 |527
38| 1,2482 |517] 1,2099 |528] 1,3522 |531| 1,4053 |538
39| 1,253¢ |3527| 1.3061 |535| 1,3596 |642| 1,4188 |549

40 12585 |539] 1,3124 {545] 1,3669 [558| 1,4222 |561
41| 12637 |549| 1,3186 |557| 1,3748 |564| 1,4307 |571
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5 =0,30. £ =0,32. £=0,34. 2 =0,36. 5 =0,38.
2 2 2 2 2 2
Vo [ 32,V A, [He, V)| A, |3,V )| A, | He, V)| 8, [ K=V, 4,
0,0 1,1662‘ 1231 1,1785 |125{ 1,1910 |127] 1,2037 |128] 1,2165 |1381
0,11 1,1828 |1386] 1,1964 |187]| 1,2101 |140] 1,2241 ] 141| 1,2382 | 1438
02| 1,994 |148] 1,2142 |150| 1,2202 |162| 12444 |154| 1.2598 |157
08| 1,2161 |160| 1,2321 [162] 1,2483 |165| 1,2648 |167| 1,2815 | 169
0,4 | 1,2827 |172| 1,2499 |175| 1,2674 |178] 1,2852 |180| 1,3032 |182
05| 1,2493 [185] 1,2678 [187] 1.2866 |190| 1,3055 |193| 1.8248 |195
06| 1,2659 |197| 1,2866 |200] 1,3056 |208| 1,3259 [206| 1,3465 |208
0,7 | 1,2825 |210| 1,3035 |212| 1,3247 |216| 1,3463 |218| 1,3681 |222
0,81 1,2992 [221} 1,3213 (225]| 1,3438 |228]| 1,3666 |232| 1,3398 |234
09| 1,3168 |234| 1,3392 [287| 1,629 [241| 1,3870 |244| 1,4114 |248
10| 1,3324 [246] 1,3570 |250] 1,3820 |254] 1,4074 |257| 1,4381 |260
1,1 1,3490 (259| 1,3749 |262]| 14011 |266| 14277 (270| 14547 |274
1,21 1,3656 |272] 1,3928 |274| 1,4202 |279] 1,4481 (283 1,4764 {286
1,31 1,3823 |283| 1,4106 |288]| 1,4394 |291] 1,4685 [295| 1,4980 |300
1,41 1,3989 |296] 1,4285 |300| 1,4585 |304| 1,4889 |308]| 1,5197 |312
1,56 1,4156 |308] 1,4463 (313| 1,4776 |316| 1,6092 |821| 1,5418 |326
1,6 | 1,4821 |321] 14642 (825]| 1,4967 [829| 1,56296 |834| 1,5630 |339
1,71 1,4487 [333] 1,4820 |338| 1,5158 [342] 1,6500 |347| 1,5847 |851
1,81 1,4653 [846| 1,4999 [850| 1,6349 |854] 1,5703 |360| 1,6068 |365
1,91 1,4820 |867| 1,6177 |368] 1,6540 |367| 1,5907 |873| 1,6280 |877
2,0 | 1,4986 [s70| 15866 |375]| 1,6781 {380| 1,6111 |885| 1,6406 |391
2,11 1,56152 [382] 1,56534 |388| 1,5922 |892] 1,6314 [399] 1,6713 |403
22| 15818 [395] 1,5713 |400| 1,6113 |405] 1,6518 [411]| 1,6929 (417
2,3 | 1,6484 [407| 1,5891 |413] 1,6304 |418| 1,6722 [424| 1,7146 |430
2,4| 1,5651 |419]| 1,6070 |425] 1,6495 |431| 1,6926 |436] 1,7862 |443
25| 1,5817 |431]| 1,6248 |438]| 1,6686 |443| 1,7129 [450| 1,7579 | 456
2,6 | 1,5983 |444| 1,6427 |450| 1,6877 |466] 1,7333 |462| 1,7795 | 469
2,7 | 156149 |456| 1,6605 |463| 17068 |469| 17537 |475| 1.8012 | 482
2,81 1,6315 |469| 1,6784 |475| 1,7259 (481 1,7740 |488] 1,8228 495
291 1,6482 |480| 1,6962 |488| 1,7450 (494 1,7944 |501| 1,8445 |508
3,0] 1,6648 |493| 1,7141 |500| 1,7641 [507] 1,8148 [514| 1,8662 |520
31| 16814 [505| 17819 [513] 17882 |519| 18851 |527| 1.8878 |534
32| 1,695 |518] 1,7498 |525| 1,8028 |532| 1,8555 |540| 1,9005 |547
3,3| 1,7146 |531] 1,7677 |537| 1,8214 |545] 1,8759 [552] 1,9311 |560
3,41 1,7318 |542] 1,7855 |550| 1,8405 |557| 1,8962 [566| 1,9528 |573
3,56 1.7479 [56556] 1,8084 |562| 1,8596 [570| 1,9166 |578| 1,9744 |5S6
8,6 | 1,7645 |567| 1,8212 [575| 1,8787 |583| 1,9870 |501| 1,9961 |599
8,7] 1,7811 (580| 1,8891 {587 1,8978 [596]| 1,9574 [603| 2,0177 (612
3,8 | 1,7977 |592| 1,8569 [600) 1,9169 |608]| 1,9777 [617] 2,0394 |625
3,9 1,8144 |604] 1,8748 |612] 1,9860 |621] 1,9931 |629] 2,0610 | 639
4,0 1,8310 (6161 1,8926 |625] 1,9551 |634| 2,0185 |642]| 2,0827 |651 ’
41| 18476 |629| 19105 |637] 19742 |646| 2,0388 |655| 2,1043 |665
42| 18642 |641| 1,9283 |650| 19938 |659| 20592 |668| 21260 |677
A, = 166. Ay = 179. Ay =191 A, = 204. A, =217,

[




. ,_azr 3 ___a?V?
)i i=—, V=5~

1,2525 | 145 148 1,2818 |149] 1,2967 [151
1,2755 | 158 161] 1,3074 |163| 1,8237 |165
1,2984 | 172 174| 1,3330 [(176] 1,3506 |179
1,3214 [185 187 1,3586 |190| 1,8776 |193
1.8443 [ 198 201 | 1,3842 |204| 1,4046 {206
1,3673 | 211 214| 1,4098 |218| 1,4316 |220
1,3903 | 224 2281 1,4355 |230] 1,4585 |234
1,4132 | 238 2411 1,4611 |[244| 1,4855 |248
1,4362 | 261 254 1,4867 [258] 1,5125 261
1,4591 | 264 268 1,5123 |[272| 1,6395 |275
1,4821 |277 281 1,5379 |285] 1,6664 |289

1,2]| 1,5050 |291 204| 1,5635 [299| 1,5934 |308
13| 1.5280 |304 308| 15892 |812]| 16204 (316
1,41 1,5509 |317 322| 1,6148 (325 1,6473 |83l
15| 15789 |380 335| 16404 |339| 1,6743 |344
1,6 | 1,5969 |343 348| 1,6660 [853] 1,7013 |358
1,71 16198 |357 861] 1,6916 |367] 1,7283 |371
1,8] 1,6428 369 375 1,7172 [380] 1,7552 |386
1,9 | 1,6657 |[383 388| 1,7428 [394| 1,7822 [399
0| 1,6887 [396 402} 1,7685 [407| 1,8092 (413
1| 17116 [410 415| 17941 |421] 18362 |426
,2 | 1,7346 {422 429| 1,8197 [434] 1,8631 |441

, 31 1,7576 | 435 442] 1,8458 |448] 1,8901 |454
4| 1,7805 |449 455| 1,8709 |462| 1,9171 [468
1,8035 |462 468| 1,8965 |475]| 1,9440 |482
1,8264 | 476 481| 1,9221 (489] 1,9710 |496
1,8494 | 488 496 1,9478 |502| 1,9980 |509
1,8728 | 502 509| 1,9734 |516] 2,0250 |528
1,8953 | 5156 5221 1,9990 (529| 2,05619 |537
1,9182 | 529 535] 2,0246 |543] 2,0789 |551
1,9412 | 541 549 | 2,0502 |557| 2,1059 |564

3,2 | 1,9642 |554 562| 2,0758 [570] 2,1328 |578
3,81 1,9871 |568 576| 2,1015 |583] 2,1598 (592
34| 2,0101 |581 589 2,1271 |597| 2,1868 |605
35| 2,0330 |594 603§ 2,1527 |611] 2,2138 |619
8,6 | 2,0560 |607 616] 2,1783 |624| 2,2407 |638
3,7 | 2,0789 |621 629 | 2,2039 |638]| 2,2677 | 647
3,8] 2,1019 |634 642| 2,2295 [652| 2,2947 |660
39| 2,1249 (647 655| 2,2551 |666] 2,3217 |674
4,01 2,1478 | 660 670 2,2808 |678| 2,3486 |688
41| 21708 |673 683| 2,3064 |692] 2.8756 |702
42| 2,1987 | 687 696] 2,3320 |706| 2,4026 |715

Ap=266. | Ayp=270.




31

2z = 0,56. £z = 0,58. II

Av = 840.

2 2
3V A, |36V )| A, |
1,2974 | 142 148 146| 1,3405 |147| 1,3662 |150
1,3272 | 156 157 160| 1,3745 |163| 1,3908 | 164
1,3569 | 170 172 175| 1,4086 |177| 1,4263 |179
1,3867 | 184 186 189 1,4426 |192| 1,4618 |195
1,4164 | 198 201 204 | 1,4767 [206| 1,4973 210
1,4462 | 212 215 218| 1,5107 |222| 1,6329 224
14759 | 226 230 233| 15448 |236| 15684 |239
1,5957 240 244 247| 1,5788 |251] 1,6039 254
1,5354 \ 255 258 262] 1,6129 [265] 1,6394 |270
1,5651 | 269 273 276 1,6469 |281] 1,6750 |284
1,5949 {283 287 291] 1,6810 |295] 1,7105 |299
1,6246 | 297 302 8056| 1,7150 |310] 1,7460 314
1,2 ] 1,6544 |811 316 320| 1,7491 |324] 1,7815 329
{ 1,3 1,6841 |326 330 334] 1,7831 {339] 1,8170 345
1,4 1,7139 (339 345 349| 1,8172 |354| 1,8526 859
11,6 | 1,7436 |3854 358 364| 1,8512 [369] 1,8881 374
61 1,7734 | 367 373 879| 1,8853 |383| 1,9236 389
,7] 1,8031 | 382 387 393| 1,9193 |398] 1,9591 | 404 1
8| 1,8828 |397 401 408 1,9534 |413| 1,9947 419
9| 18626 {410 416 22| 19874 |428| 20302 |434
j 2,0 ] 1,8923 425 480 437 2,0216 |442] 2,0657 449
2,1 ] 1,9221 |438 445 451 | 2,0555 |457] 2,1012 464
12,2 | 1,9518 | 453 459 466 | 2,0896 |472] 2,1368 78
12,3 | 1,9816 |467 473 480] 2,1236 (487 2,1728 494
124 2,0113 | 481 488 494 | 2,1577 |502| 2,2078 509
1275 | 2,0410 | 496 502 509| 21017 |516| 224338 |524
f 2,6 | 2,0708 | 509 517 524 2,2258 |531| 2,2789 538
2,7 | 2,1005 |524 531 538| 2,2598 |[546| 2,3144 | 553
: |
2,81 2,1303 | 537 546 5521 2,2958 |561| 2,3499 569 !
i 2,9 | 2,1600 |552 560 567 2,8279 |575| 2,3854 584
130 | 21898 |566 574 531| 23619 |591| 2.4210 | 598
3,1 2,2195 |580 588 597 | 2,3960 |605] 2,4565 613
§ 3,2 | 2,2493 | 594 602 611] 2,4300 |620) 2,4920 628
13,31 2,2790 | 608 617 626] 2,4641 |684] 2,5275 644
3,4 | 23087 | 623 631 640| 24981 |650| 25631 |658
3,5 2,3385 |637 645 655| 2,5322 [664| 2,5986 673
36| 2,3682 |651 660 669| 2,5662 |679| 2,6841 |688
3,7 | 2,3980 |665 674 684| 2,6003 [693| 2,6696 | 703
| 3,8 | 2,4277 | 679 689 698] 2,6343 |708]| 2,7051 |719
3,91 2,4575 | 698 708 713| 2,6684 |728]| 2,7407 | 733
14,0 2,4872 | 708 717 727| 2,7024 |738| 2,7762 748
4,1] 2,6170 | 721 732 742| 2,7365 |752| 2,8117 |763
42| 2,5467 |736 746 756 2,7705 |767| 2,8472 [778

]
A, = 356.
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2z = 0,80.
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bt bk Pk Sk

~

U WO N

o

-

1 1
1
1
1

-

Bt

L S )
B -G PN = O

-

B

LW DPND

k=2 - ]

~

et

N -0 LoD Ot W N

~

Pt et

- -

3
3
E
3
3
3
3
[ 3
4
4
4

~

1,5819
1,5851
1,6383
1,6915

176
192
210
227

244
262
279
297

1,7447
1,7979
1,8511
1,9048

1,9575
2,0107
2,0639
2,1170

314
331
349
367

2,1702
2,2234
2,2766
2,3298

2,3830
2,4362
2,4894
2,5426

2,6958
2,6490
2,7022
2,7554

385
402
419
437

454
472
489
506
524
541
558
576

2,8085
2,8617
2,9149
2,9681

594
612
629
646

3,0213
8,0745
3,1277
3,1809

664
681
699
716

38,2841
3,2873
8,3405
3,3937

738
751
768
786

3,4469
3,6001
3,5532
8,6064

803
820
839
856

3,6596
38,7128 |891
3,7660 | 908

By = 582.

874

177
195
212
230

1,494
1,6043
1,6593
1,7142
1,7691 |248
1,8241
1,8790
1,9340

284
301

319
837
354
872

1,9889
2,0438
2,0988
2,1537

389
407
425
443

2,2087
2,2636
2,3185
23736

461
478
496
514

2,4284
2,4834
2,5383
2,5932

2,6482
2,7031
2,7580
2,8180

531
549
567
584

2,8679
2,9229
2,9778
8,0827

3,0877
3,1426
3,1976
3,2525

603
620
638
656

678
691
708
726

744
761
780
797

38,3074
3,3624
83,4178
3,4728

815
833
850
868

885

3,5272
3,5821
3,6371
8,6920

38,7470
3,8019 |903
83,8568 | 921

Ay = 549.

1,6671
1,6288
1,6805
1,7872

1,7939
1,8507
1,9074
1,9641

2,0208
2,0775
2,1842
2,1909

2,2476
2,3043
2,3610
2,4178

2,4746
2,5312
2,6879
2,6446

2,7013
2,7580
2,8147
2,8714

2,9282
2,9849
3,0416
3,0983

8,1650
3,2117
3,2684
3,3251

3,3818
3,4385
3,4953
3,5520

8,6087
3,6654
3,7221
3,7788

3,8355
3,8922
3,9489

180
198
216
234

262
269
287
805

341
369
377

396
414
432
449

467
485
503
521

539
557
575
593

610
628
647
665

683
701
719
787

755
778
790
808

826
844
862
880

899
917
935

A, = b67.

328

1,6851
1,6436
1,7021
1,7606

1,8191
1.8776
1,9861
1,9946

2,0531
2,1116
2,1701
2,2286

2,2872
2,3457
2,4042
2,4627

2,5212
2,6797
2,6382
2,6967

2,7652
2,8137
2,8722
2,9307

2,9892
8,0477
3,1063
3,1648

3,2238
3,2818
8,3408
3,3988

83,4578
38,5168
3,5743
8,6328

3,6913
3.7498
38,8083
3,8668

3,9254
3,9839
4,0424

292
310

328
347
865
388

400
419
437
455

474
492
510
529

547
566
583
602

620
638
656
674

692
711
729
747

765
784
802
820

839
857
875
893
911

929
947

A, = 585.




3 VD; p=22, V=LY 35

¢ 0 r2

£ = 0,90, £=0,92. z=0,94. 2z = 0,96. & =0,98.

Vo2l J(Z,Voz) A S(ero‘z) A J(Z:Yoz) A g(z,Vo“) A 5(‘71‘702) A

z 2z

z

00| 1,6218 [187] 1,6405 [191] 1,6596 | 193] 1,6789 | 195| 1,6984 | 199
01| 1,6840 [206] 1,7046 |209| 1,7255 | 212| 1,7467 | 216] 1,7683 | 218
02| 1,7461 |225| 1,7686 |229| 1,79156 | 231| 18146 | 235 1,8381 | 238
03| 1,8083 |244| 1,8827 |247] 1,8574 | 251 1,8825 | 255] 1,9080 | 258

0.4] 1,8705 [262] 1,8967 [267| 1,9284 270J 1,9504 | 274 1,9778 | 278
05| 1,9327 |281] 1,9608 |285| 1,9893 | 290 2,0183 | 293 20476 | 298
06| 1,9948 |301] 2,0249 |304] 2,0553 | 309] 2,0862 | 313| 2,1175 | 318
07| 2,0570 |{319] 20889 |323]| 2,1212 | 328] 2,1540 | 333| 2,1873 | 338

08| 2,192 |338]| 2,1530 |342| 21872 | 847| 22219 | 353| 22572 | 357
09| 21814 [356| 2,2170 |362| 2,2532 | 366| 2,2898 | 372| 2,3270 | 377
1,0| 2,2436 [375]| 22811 |380| 2,3191 | 386| 2,3577 | 391| 2,3068 | 398
13| 2,3057 |394] 2,3451 [400] 2,3851 | 405| 2,4256 | 411 2,4667 | 417

2] 2,3679 [413] 2,4092 |418| 2,4510 | 426 2,4985 | 430] 2,5365 | 437
3| 2,4301 -[431] 2,4732 |438] 2,5170 | 444]| 2,5614 | 450| 2,6064 | 456
4] 2,4923 |450| 2,5373 |456| 2,5829 | 463] 2,6292 | 470] 2,6762 | 477
5] 2,6645 |468] 2,6013 |476| 2,6489 | 482 2,6971 | 490] 2,7461 | 496

-

16| 2,6166 |488| 2,6654 |494| 2,7148 | 502| 2,7650 | 509| 2,8159 | 516
17| 26788 |506| 27294 |514| 27808 | 521| 2,8329 | 528| 2,8857 | 537
1.8]| 27410 [525| 2,7935 |533| 2,8468 | 540| 2,9008 | 548| 2,9556 | 556
19| 2,8032 |543| 2,8575 |552| 2,9127 | 560] 2,9687 | 567| 8,0254 | 576
20| 28653 |563| 29216 [571| 2,9787 | 579| 3,0866 | 587| 3,0953 | 595
21| 2,9275 |582] 2,9857 |589| 38,0446 | 595| 8,1044 | 607] 3,1651 | 616
2.2| 29897 |600| 30497 |609| 81106 | 617| 3,1723 | 627| 32350 | 636
23| 3,0519 |619] 31188 |627| 81765 | 637] 3,2402 | 646 3,3048 | 656
24| 38,1141 |637| 38,1778 |647| 3,2425 | 656] 3,3081 | 665] 3,746 | 676
25| 31762 |657| 3,2419 |665| 3,3084 | 676| 3,3760 | 685 3,4445 | 695
26| 32384 |675] 3,3069 |685| 8,3744 | 695| 3,4439 | 704 38,5143 | 715
27| 38006 |694] 33700 |704| 84404 | 718 35117 | 725| 3,5842 | 734
28| 38628 |712| 3,4840 [723| 8,5063 | 733 3,5796 | 744| 3,6540 | 755
29| 38,4249 |782| 3,4981 |742| 3,5728 | 752| 3,6475| 764| 3,739 | 774
30| 34871 |750| 38,5621 |761| 83,6382 | 772| 38,7154 | 783| 3,7937 | 794
31| 35493 |769| 3,6262 |780| 37042 | 791| 3,7838 | 802| 3,8635 | 815
32| 36115 |787| 36902 |799| 38,7701 | s11| 38512 | 822| 3,9884 | 834
38| 36737 |806| 37543 [818| 3,9361 | 830 3,9191 | 841 4,0032 | 854
34| 87358 |825|-3.8183 |837| 38,9020 | 849 3,9869 | 862 4,0731 { 873
35| 37980 |844| 3,824 |856| 3,9680 | 868| 4,0548 | 881 4,1429 | 894
36| 38602 |863| 3,9465 |875| 4,08%0 | 887 4,1227 | 901] 4,2128 | 9138
37| 3.9224 |881| 4,0105 |891| 4,0999 | 907| 4,1906 | 920 4,2826 | 933
38| 39845 |901] 40746 [913| 41639 | 926 4,2585 | 939| 4,3524 | 954
89| 4,0467 [919] 4,1386 |932| 4,2318 | 946| 4,3264 | 95°| 4,4223 | 973
40| 4,089 |938] 4,2027 |951] 42978 | 965 43948 | 978| 4,4921 | 993
41| 41711 |956| 4,2667 |970| 4,3637 | 984] 4,4621 | 999| 4,5620 (1012
4,2| 4,2833 |975| 4,3308 [989| 4,4297 [1003| 4,5300 |1018[ 4,6318 [1033
A,=622. | A,=641. | A4,=660. | 4,=679. | A,=0698.




3. ox 2 _ atV,?
3@ V) e=—, V) =5

£=1,00. z=102 | z=104 £ =1,06. 2 =1,08.

32 V)| 8, |3V A, |3V 8, |3z Vo) 8, | Ha Vo) A

z z
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- e
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1,7183 | 201} 1,7384 | 205| 1,7689 | 207| 1,7796 | 210y 1,8006 | 214
1,7901 222' 1,8123 | 224 1,8347 229I 1,8576 | 231] 1,8807 | 235
1,8619 [ 242| 1,8361 | 245] 1,9106 | 249| 1,9355 | 253| 1,9608 | 256
1,9338 | 262] 1,9600 | 265] 1,9865 | 270] 2,0135 | 273] 2,0408 | 278

2,0056 | 282] 2,0838 | 286] 2,0624 2,0914 | 295] 2,1209 | 299
2,0774 | 302| 2,0076 | 807| 2,1383 2,1694 | 315 2,2009 | 321
2,1493 | 822| 2,1815 | 827] 22142 2,2474 | 336] 22810 | 342
22211 342| 2,2553 | 348 2,2901 2,3253 | 358] 2,3611 | 362

2,2929 | 363] 2,3202 | 368| 2,3660
2,3647 | 883] 2,4030 | 388| 2,4418
2,4366 | 403| 2,4769 | 408} 2,5177
2,5084 | 423| 2,5507 | 429| 2,5936

2,5802 | 443] 2,6245 | 450 2,6695
2,6520 | 464| 2,6984 | 470| 2,7454
27239 | 483] 2,7722 | 491| 28213
27957 | 504] 2,8461 | 511| 2,8972

2,8675 | 524] 2,9199 | 531| 2,9730
2,9394 | 544] 2,9938 | 551 8,0489
3,0112 | 564] 3,0676 | 572| 3,1248
83,0830, | 584] 38,1414 | 593| 3,2007

38,1548 | 605| 3,2153 | 603| 3,2766
3,2267 | 624| 3,2891- | 634| 38,3525
3,2985 | 645| 3,3630 | 654] 3,4284
3,3703 | 665| 83,4368 | 674| 35042

2,4038 | 378] 2,4411 | 884
2,4812 | 400 2,5212 | 405
25592 | 421] 2,6013 | 426
2,6372 | 441| 2,6813 | 448]

2,7151 | 463| 2,7614 | 469 ]
2,7931 | 483| 2,8414 | 491}
2,8710 | 505] 2,9215 | 512
2,9490 | 526] 3.0016 | 533

3,0269 | 547 3,0816 | 555}
83,1049 | 568] 3,1617 | 576
3,1829 | 589] 3,2418 | 597
3,2608 | 610 3,3218 | 619

3,3388 | 631] 3,4019 | 640
3,4167 | 653| 3,4820 | 661 |
83,4947 | 673] 3,5620 | 683 |
3,6727 | 694] 3,6421 | 704§

3,4422 | ¢84] 38,5106 | 695| 83,5801
3,5140 | 705] 3,5845 | 715| 83,6560
83,5858 | 725| 3,6683 | 736| 38,7319
3,6576 | 746] 3,7322 | 756| 3.8078

38,6506 | 715| 3,7221 | 726§
3,7286 | 736| 3,8022 | 747
3,8065 | 758| 3,8823 | 768§
3,8845 | 778| 3,9628 | 790

38,7295 | 765| 3,8060 | 777| 3,8837 | 788| 3,9625 | 799 4,0424 | 811]
3,8013 | 786| #8,8799 | 797| 3,9596 | s08| 4,0404 | s21] 41225 | 832}
38,8731 | 806| 3,9537 | 818| 4,0856 | 829] 4,1184 | 841| 4.2025 |
3,9450 | 825| 4,0275 | 88| 41113 | 850| 41963 | 863 42826 | 875

4,0168 | 846] 4,1014 | 858| 4,1872 | 871| 4,2743 | 883] 4,3626 | 897 |
4,0886 | 866] 4,1752 | 879] 4,2631 892I 4,3523 | 904] 4,4427 | 918
4,1604 | 887| 4,2491 | 899 4,3390 | 912| 4,4302 { 926] 4,5228 | 939 {
4,2323 | 906] 4,3229 | 920] 4,4149 | 933] 4,5082 | 946] 4,6028 | 961 }

4,3041 | 927] 4,3968 | 940] 4,4908 953] 4,5861 | 968§ 4,6829 | 982
4,3759 | 9471 4,4706 | 961| 4,6667 | 974] 4,6641 | 989 4,7630 (1003 |
4,4478 | 966] 4,5444 | 981 4,6425 | 996] 4,7421 |1009] 4,8430 (1025 f
4,5196 | 987] 4,6183 [1001] 4,7184 |1016] 4,8200 ‘{1031 4’,9231 1045

4,5914 [1007| 4,6921 1022| 4,7943 |1087| 4,8980 [1051| 5,0031 [1067 |
4,6632 [1028| 4,7660 [1042| 4,8702 [1057) 4,9759 |1073{ 5,0832 |1088 |
4,7351 |1047] 4,8398 |1063| 4,9461 |1078 50539 [1094] 5,1638 |1109 |
4,=T18. | 8,=1738. | 8,=759: | 8,=1780. | A,=801.

0y



*

Y 3, VY, z:?—’, V::."-‘:,L‘z. : 37

z = 1,10. z=1,13. z =114 z=1,16. z2=1,18. I

.V.)21 J(zavoz) A 3(z1v02) A 5(z7V02) A J(z’voz) A J(Z:Voz) A

2 2z 3

z

00| 1,8220 | 216] 1,8436 | 220| 1,8656 | 223| 1,8879 | 226 1,9105 | 229
0,1| 1,9042 | 238 1,9280 | 241] 1,9521 | 246 19767 | 248| 2,0015 | 253
0,2] 19864 | 259] 2,0123 | 264] 20387 | 267] 2,0654 | 272| 2,0926 | 275
o3| 20686 | 281] 2,0967 | 286] 21253 289| 2,1542 | 294| 2,1836 | 299

04| 2,1508 SOSH 2,1811 | 307} 22118 | 812 2,2430 | 817] 2,2747 | 321
0,5| 2,2330 | 824] 2,2654 | 330] 2,2984 | 334] 2,3318 | 339| 2,3657 | 844
0,6 2,3152 | 346] 2,3498 | 351 I 2,3849 | 357] 2,4206 362! 2,4568 | 867
0,7] 2,3973 | 369] 2,4342 | 373| 2,4715 | 379] 2,5094 | 384] 2,5478 | 390

08| 2,4795 | 890] 2,5186 | 396] 2,6581 | 401] 25982 | 407| 2,6389 | 413
0,9 2,6617 | 412| 2,6029 | 417| 2,6446 | 424] 2,6870 429| 2,7299 | 436
1,0| 2,6489 | 433 2,6872 | 440| 2,7312 | 445 2,7757 | 453| 2,8210 | 459
1,1| 2,7261 | 485] 2,7716 | 461 28177 | 468| 2,8645 | 475 2,9120 | 482

1,2] 2,8083 | 477) 2,8560 | 483] 2,9043 | 490} 2,9533 | 498] 3,0031 | 504
1,3] 2,8905 | 498] 2,9403 | 505] 29908 | 513] 3,0421 520| 3,0941 | 528
1,4] 29727 | 520] 83,0247 | 527) 3,0774 | 536] 3,1309 | 543] 3,1852 | 550
1,5] 8,0549 | 541] 3,1090 | 550| 3,1640 | 657 3,2197 | 565| 3,2762 | 574

16| 3,871 | 563| 3,193¢ | 671] 3,2505 | 580 3,3085 | 588| 3,3673 | 596
17| 32193 | 585| 32778 | 593| 3.3871 | 602 3,3973 | 610| 3,4583 | 620
1.8] 33015 | 606| 3,3621 | 615| 34236 | 624] 3,4860 | 634| 38,5494 | 642
1,9| 33837 | 628| 34465 | 637| 38,5102 | 646| 35748 | 656| 3,6404 | 665

0| 38,4659 | 660] 3,5309 | 659] 3,6968 | 668 3,6636 | 679] 3,7315 | 688
2,1| 38,5481 | 671] 83,6152 | 681} 3,6833 | 691] 3,7524 | 701] 38,8225 | 711
2| 3,6303 | 693] 3,6996 | 703] 3,7699 | 713| 3,8412 | 724] 3,9136 | 734
83,7125 | 714| 3,7839 | 725] 8,8564 7861 3,9300 | 746 4,0046 | 757

3
4| 3,7947 | 736] 39688 | 747| 39430 | 758| 4,0188 | 769| 4,0957 | 780
3.8769 | 768] 3,9527 | 769| 4,0296 | 780| 4,1076 | 791| 4,1867 | 808
39591 | 779] 4,0370 | 791| 41161 | 802| 41963 | 815| 42778 | 826
40413 | 801| 4,1214 | 813| 4,2027 | 824 4,2851 | 837| 4,3688 | 849

5
6
7
81 4,1235 | 823] 4,2058 | 834} 4,2892 | 847]| 4,3739 | 859L 4,4598 | 872
9| 4,2057 | 844] 4,2901 | 857| 4,3758 869I 4,4627 |'882| 4,5509 | 895
0] 4,2879 | 866 4,3745 | 878| 4,4623 | 892] 4,6515 | 904] 4,6419 | 918
3,1| 4,3701 | 887| 4,4588 | 901 4,5489 | 914] 4,6403 | 927] 4,7330 | 941

32| 41,4523 4,5432 | 928| 4,6355 | 936
3.3| 45345 | 931] 4,6276 | 944] 4,7220 | 959
3.4| 4.6167 | 952| 47119 | 967] 4,8086 | 980
35| 46989 | 974] 4,7963 | 988] 4,8951 (1003

36| 4,781 996| 4,8807 (1010] 4,9817 (1025| 50842 [1040| 5,1882 1056

4,7291 | 949| 4,8240 | 964
4,8179 | 972] 49151 | 987
4,9066 | 995] 5,0061 [1010
4,9954 |1018] 5,0972 |1032

3.7| 48633 |1017] 4,9650 [1033| 50683 [1047] 51730 [1063| 52793 |1078
38| 4,9455 [1089| 50494 |1054] 5,1548 [1070] 5,2618 |1085| 5,3708 (1102
39| 50276 (1061| 51337 |1077| 52414 |1092| 53506 (1108 5,4614 [1124

4,0| 5,1098 |1083| 5,2181 [1098] 5,3279 |1115] 5,4394 [1130| 5,6524 |1148
41| 5,1920 (1105 5,3025 |1120f 5,4145 |(1137| 5,5282 |11563] 5,6435 (1170
4,21 5,2742 |11 5,868 |11 42‘ 5,6010 |1159] 5,6169 [1176] 5,7845 |1193

Ay=822. | A,=844. | A,=866. | A,=888 | A,=910.




3. ax 2 a2V, 2 L)
J(Z)Vo)) 2271 vo ='—;i_.-’

£z =1,20. 7=1,22. z=1,24. z =1,26. z=1,28.

132,V %) 8, |32,V 4, [ 32,V B, | 3(e,V,)| 8, | 32, V)| A

z z z 4

3

btk it Bk
- e
Ot O3 0D
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el
S=N¢ JE W7

W=

.

NN NN WOt
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et

Pt et
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o b b O W W w U0 oo w O W NN DO

=0 CONND QUi B O

By

1,9834 | 238| 1,9567 | 236] 1,9803 | 240| 2,0043 | 243| 20288 | 247
2,0268 | 256] 20524 | 260| 2,0784 | 263 2,1047 | 268 21815 | 271
2,1201 | 2s0| 2,1481 | 283| 21764 | 288| 2,2052 | 291| 2,2343 | 297
2,2185 | 802| 2,2437 | 307 2,2744 3121 2,3056 | 316] 2,8372 | 331

2,3068 | 326] 2,3394 | 831| 2,3725 | 335] 2,4060 | 341] 2,4401 | 345
2,4001 | 350] 2,4351 | 354| 2,4705 | 360] 2,5065 | 364] 2,5429 | 871
2,4935 | 872| 2,5307 | 378| 2,5685 | 384| 2,6069 | 389 2,6458 | 395
2,5868 | 396 2,6264 | 402| 2,6666 | 407| 2,7073 | 414] 2,7487 | 419

2,6802 | 419 2,7221 | 425| 2,7646 | 431| 2,8077 | 438 2,8515 | 444
2,7735 | 443| 2,8178 | 448| 2,9626 | 456| 2,9082 | 462| 2,9544 | 469
2,8669 | 465 2,9134 | 473| 2,9607 | 479| 38,0086 | 486| 3,0572 | 494
2,9602 | 489 3,0091 | 496 3,0587 | 503| 35,1090 | 511} 3,1601 | 518

3,0535 | 513] 8,1048 | 519| 38,1567 | 528| 38,2095 | 535 83,2630 | 543
83,1469 | 535] 38,2004 | 544 3,2548 | 551| 38,3099 | 559] 38,3658 | 568
3,2402 | 559| 38,2961 | 567| 38,3528 | 575| 38,4108 | 584] 3,4687 | 592
3,3336 | 582| 3,3918 | 590} 38,4508 | 600 38,5108 | 608| 3,5716 | 617

3,4269 | 605| 3,4874 | 615| 38,5489 | 623| 3,6112 | 632 36744 | 642
3,5203 | 628 3,5831 | 638| 38,6469 | 647| 38,7116 | 657| 3,7773 | 666
3,6136 | 652| 83,6788 | 661] 3,7449 | 671| 3,8120 | 681] 3,8801 | 692
37069 | 676] 3,7745 | 685| 3,8430 | 695 3,9125 | 705| 3,9880 | 716

3,8003 | 698 3,8701 | 709 3,9410 | 719 40129 | 730] 4,0859 | 740
3,8936 | 722| 3,9658 | 732| 4,0390 | 748| 41133 | 754] 41,1887 | 765
3,9870 | 745| 4,0615 | 756] 4,1371 | 767| 4,2188 | 778| 4,2916 | 790
4,0803 | 768 4,157t | 780| 4,2851 | 791| 4,3142 | 803| 4,3945 | 814

4,1737 | 791| 4,2528 | 803| 4,3831 | 815| 4,4146 | 827| 4,4973 | 839}
4,2670 | 815| 43485 | 827] 4.4312 | 39| 4,5151 | 851] 4,6002 | 864
4,3604 | 886| 44442 | 850| 4,6292 | 863 4,6165 | 875| 4,7030 | 889
4,4537 | 861| 4,5398 | 874| 4,6272 | 887| 4,7159 | 900 4,8059 | 913

45470 | 885| 4,6355 | 898| 4,7258 | 911| 4,8164 | 924] 49088 | 938
4,6404 | 908| 47312 | 921| 4,8233 | 935| 4,9168 | 948| 5,0116 | 963
47387 | 931| 48268 | 945| 4,9213 | 959] 50172 | 973 5,1145 | 987
48271 | 954] 4,9225 | 969] 50194 | 982| 5,1176 | 998| 52174 [1012

4,9204 | 978| 50182 | 992| 5,1174 |1007| 52181 [1021] 58202 [1037]
50138 [1001] 5,1139 [1015| 5,2154 [1031| 5,3185 |1046| 54231 |1061
51071 [1024] 5,2095 [1040] 5,3135 |1054] 5,4189 [1070] 55259 (1086 |
5,2004 (1048] 5,3052 [1063| 54115 |1079] 55194 [1094| 56288 [1111]
5,2938 (1071] 5,4009 (1086 5,5095 (1103| 5,6198 |1119] 5,7817 (1135 ]
53871 [1094] 54965 [1111] 56076 |1126] 5,7202 [1143| 56345 [1160 |
54805 [1117| 55922 (1134 5,7056 |1151] 58207 [1167] 59374 1185 f
55738 [1141] 56879 [1157| 5,8036 |1175| 5,9211 [1192| 60408 1209

56672 [1164] 57836 [1181] 59017 [1198] 6,0215 [1216] 6,1481 [1234]
57605 (1187| 5,8792 [1205] 59997 |1222| 6,1219 [1241] 62460 (1259
58538 [1211] 59749 [1228] 6,0977 (1247 6,2224 [1264] 6,3488 |1284 |

Bp=938. | 8,=957. | a,=980. | A,=1004. | A,=1029.
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276
300
326

361
375
401
426

451
476
501
526

561
576
601
626

651
676
701
726

751
777
801
827

852
876
902
927

951
977J
1002

1026

1077
1102
1127

1062|

1152
1177
1202
1227

1252J
1277

1302

5,9604
6,0682
6,1761
6,2839

6,3917
6,4996
6,6074

Ay = 1078.

864
890,
914
940

966
991
1017
1042|

1087
1093
1119
1148

1169
1195
1220
1245,

1271
1296
1322

2,2141
2,3245_
2,4349

2,5458
2,6556
2,7660
2,8764

2,9868
3,0972
3,2075
3,3179

3,4283
3,6387
3,6490
3,7594

38,8698
3,9802
4,0905
4,2009

4,3118
4,4217
4,5320
4,6424

4,7528
4,8632
4,9735
5,0839

5,1943
5,3047
5,4151
5,6254

5,6858
5,7462
5,8566
5,9669

86,0778
6,1877
6,2981
6,4084

6,5188
6,6202
6,7396

Ap = 1104.

2,1657
2,2713
2,3869
2,5024

2,6180
2,7336
2,8492
2,9647

3,0808
3,1959
3,3115
3,4270

3,5426
3,6582
37737
3,8893

4,0049
4,1205
4,2360
4,3516

4,4672
4,5827
4,6983
4,8139

4,9295
5,0450
5,1606
5,2762

5,3918
65,5073
56,6229
5,7385

5,8540
5,9696
6,0852
6,2008

6,3163
6,4319
6,5475
6,6631

6,7786
6,8942
7,0098




‘. S(z,Vo’)-, z=g§’vv°,=
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50 90 90 00
CuUs WO
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© wowu®
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2,30056
2,4187
2,5870

2,6552
2,7734
2,8917
3,0099

3,1281
3,2463
3,3646
3,4828

3,6010
3,7193
3,8875
8,557

4,0739
4,1922
4,3104
4,4286

4,5469
4,6651
4,7833
4,9015

5,0198
5,1380
5,2562
5,3745

5,4927
5,6109
57291
5,8474

5,9656
6,0838
6,2021
6,3203

6,4385
6,5567
6,6750
6,7932

6,9114
7,0297

297
324
350,

877
405
431
458

485
513
539,
566,

593
620
647
674

701
727
765
782

808
835
863
890,

916
943

971F
997

1024
1051
1079
1105

1182
11569
1186,
1213

1240,
1267
1294
1321

1348
1374
1401

2,3302
2,4511
2,5720

2,6929
2,8139
2,9348
3,0657

3,1766
3,2976

'8,4185

3,5394

3,6603
3,7813
3,9022
4,0231

4,1440
4,2649
4,3859
4,5068

4,6277
4,7486
4,8696
4,9906

5,1114
5,2323
5,3533
65,4742

5,5951
5,7160
5,8370
5,9579

6,0788
6,1997
6,3207
6,4416

6,5625
6,6884
6,3044
6,9263

7,0462
7,1671
7,2880

2,3603 | 305
2,4839 | 333
2,6076 | 361

27312 | 389
2,8549 | 416
2,9786 | 444
38,1022 | 472

3,2259 | 499
3,3495 | 528
38,4782 | 555
3,5968 | 583]

3,7205 | 611
3,8442 | 638
38,9678 | 667
4,0915 | 694

4,2151 | 722
4,3388 | 750
4,4625 | 777
4,5861 | 805

4,7098 | 838
4,8334 | 861
4,9571 | 888
5,0808 | 916

52044 | 944
53281 | 971
5,4517 (1000
5,56764 [1027

5,6991 |1055
5,8227 (1083
59464 1110
6,0700 {1139

6,1937 [1166
6,3174 [1198
6,4410 [1222
6,6647 1249

6,6883 (1277
6,8120 (1305
6,9357 (1332}
7,0593 (1360

7,1830 [1388
7,3066 (1416
7,4803 [1444

A, = 1287.




2 = 1,56.
ECAN)

2,4095
2,5505
2,6914
2,8324

2,9733
3,1143
3,2552
3,3962

8,5371
38,6781
3,8190
3,9600

4,1009
4,2419
4,3828 | 728
45238 | 758

4,6647 | 789)|
| 4,8057 | 819
4,9466 | 850
5,0876 | 880

Pt ek ot gt
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1
1
1,
1

© Powo s

5,2285 | 910
5,3695 | 940
55104 | 971
5,6514 [1001

-

W N -

5,7928 (1032
59333 |1062
6,0742 [1092
6,2152 [1122

6,3561 [11563
6,4971 [1188]
6,6380 1214
6,7790 (1244

6,9199 (1275
7,0609 {1304
7,2018 [1385
7,3428 (1365,

<

-~

W 6o W 0w
Uit

7,487 [1396,
7,6247 1426
7,7656 [1457
7,9066 |1486]

8,0476 (1517
8,1885 |1547
8,3294 [1578

Ay = 1410.
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4,8341

4,9875
5,1408
5,2042
5,4476

5,6009
5,7543
5,9076
6,0610

-~

1,6
1,7
1,8
1,9

~

-

PP
WO~ O

6,2144
6,3677
6,5211
6,6745

6,8278
6,9812
7,1346
7,2879

7,4418
7,5947
7,7480
7,9014

8,0547
8,2081
8,3616
8,5148

8,6682
8,8216
8,9749

Ay = 1471, | A, =1884.
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z = 0,38.

Yo

VN,

1,162
1,177
1,192
1,206

1,221
1,285
1,249

1,268
1,277
1,290

1,304
1,817
1,330

1,343
1,356
1,369

1,382
1,394
1,407

1,419
1,482
1444

1,456
1,468
1,480

1,491
1,503
1,515

1,526
1,588
1,649

1,560
1,571
1,582

1,598
1,604
1,615

1,626
1,637

11
12
18
15

15
16

17

18
19

22
23

24
24
25

25
26
27

28
28
29

29
30
31

32

33

34
34
35

36
36
37

38
38
39

89
39
39

1,178
1,189
1,205
1.221

1,236
1,251
1,266

1,281
1,296
1,310

1,324
1,339
1,353

1,367
1,380
1,394

1,407
1,420
1,434

1447
1,460
1473

1.485
1,498
1,511

1,523
1,536
1,548

1,560
1,572
1,584

1,596
1,607
1,619

1,631
1,642
1,654

1,665
1,676
1,687

1,699
1,710
1,721

12| 1,185
14] 1,219

15

16| 1,262

17

18] 1,284

18] 1,299
19] 1,315
20| 1,330

21
21

1,202
1,236

1,268

1,345

1,360

22| 1,376

23| 1,390
24| 1404
24| 1,418

26| 1,433
27| 1,447
27| 1,461

27| 1,474

28| 1,488
29| 1,502

30] 1,515
30{ 1,628

31

32| 1,555
33| 1,568
33| 1,581

33| 1,593
34| 1,606
34] 1,618

35| 1,631
36| 1,643
37| 1,656

37| 1,668
38| 1,680
38| 1,692

39| 1,704
40| 1,116
a0| 1,727

40| 1,739
40| 1,760

41

1,542

17
17
17

16

16
16

15

16
15

15
15
15
15

14
14

15

14
14

13

14
14

13

13
14

13

13
13

1,762

12

13
12

13

12
13
12
12

o

12

12
11

12

11
12

12
13
14
14

16
17
17

19
19
20

21
22
23

23
24
25

25
26
27

28
29
29

30
31
31

31
32

32

34
34
35

35
36
36

37
38
38

39
39
40

40
42
42

1,197
1,215
1,283
1,250

1,268
1,285
1,301

1,318
1,384
1,350
1,366
1,382
1,398

1,413

1,428
1,443

1,458
1473
1,488

1,502
1,517
1,581

1,546
1,659
1,578

1,586
1,600
1,613

1,627
1,640
1,653

1,666
1,679
1,692

1,705
1,718
1,780

1,748
1,755
1,767

1,779
1,792
1,804

18
18
17

18

17
16

17

16
16

16

16
16

15

15
15

15

16
15

14

15
14

14

14
14

13

14
13

14

13
13

13

13
13

13
13
12
18
12
12

12

13
12

|

12
13
14
15

15
16
18

18
20
20

21
22
22

23
24
25

26
26
27

28

30

31

32
32
33

33
34
36

36
37
37

37
38

38
39
40

41
40
41

1,200

1,247
1,266

1,288
1,301
1,319

1,336
1,364
1,370

1,387
1,404
1,420

1,436
1,462
1,468

1,484
1,499
1,516

1,530
1,546
1,560

1,576
1,589
1,604

1,618
1,682
1,646

1,660
1,674
1,688

1,702
1,715
1,729

1,742
1,756
1,768

1,781
1,794
1,807

1,820
1,882
1,845

CETIEL
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1,616
1,537
1,668

1,579
1,599
1,619

1,639
1,659
1,678

1,697
1,716
1,735

1,754
1,772
1,790

1,808
1,826
1,844

1,861
1,879
1,896

1,918
1,930
1,947

1,963
1,980
1,996

2,012
2,028
2,044

2,060
2,076
2,091

|

23

24
26
26

26
27
19 5

19(22
19 59
30

18
31
181349

32

18 34
34
17|35

35
36
17 3¢

17|37
16
38

16 89
16 39
40

40

e

1,587
1,559
1,581

1,608
1,624
1,645

1,665
1,686
1,706

1,726
1,745
1,765

1,784
1,803
1,822

1,840
1,859
1,877

1,895
1,918
1,981

1,948
1,966
1,983

2,000
2,017
2,084

2,051
2,067
2,084

2,100
2,116
2,132

21
21

20
21

20
19

19

19
19

18

19
18

18

18
18

17

18
17

17

17
17

17

16
17

16

16
16
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£=0,62.

2z = 0,64.

V2

0

JE— a? \.lz

2

£ = 0,66.

[GEAN)

A

V|

A

H |

L/EANII

'V2

o

Ul

)

ey fo
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oo
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20

20

35
35

86
36
86

87
38
38

39
39
40

1,363
1,394
1,425
1,455

1,484
1,618
1,541

1,568
1,596
1,622

1,648
1.674
1,700

1,725
1,750
1,774

1,798
1,822
1,845

1,868
1,801
1,914

1,986
1,958
1,980

2,001
2,023
2,044

2,065
2,086
2,106

2,126
2,146
2,166

2,186
2,206
2,225

2,244
2,268
2982

2,801
2,320
2,338

31
31
80

29

29
28

27

28
26

26
26
26
25
25
24
24

24
23

23

23
23

22
22
22
21

22
21

21
21
20
20

20
20

20

20
19

19

19
19

19

19
18

14
15
16
17
18
18
19

21
21
22

23
24
24

25
25
26

27
27
28

29
30
30

31
32
32

38
38
34

34
34
35

86
37
37

38
38
39

89
40
40

41
41
41

1,377
1.409
1,441
1,472

1,502
1,631
1,560

1,689
1,617
1,644

L671 oo
1,698 |2/
1,724

1,750 |
1775 |28

1.800 2%

1,825
849 24
1,878 |

1,897 |,
1,921

1,944 |23
1,967 |
1,990 |23
2,012 |22

2034 |-

2,056 |22

2078 |22
2,099
2,120
2,141

2,162

2185 121];

2,203 |20

2,224
2,244 |20
2,264 |20

2,283 |
2303 |20
2,322 |19

2,342
2.361 |19
2,379 (18

1,391
1,424
1,457
1,488

1,519
1,560
1,580

1,609
1,688
1,666

1,694
1,721

1,748 -

1,776
1,801
1,827
1,852
1,877
1,902

1,926

1,950

1,974

1,998 .

2,021
2,044

2,067
2,089
2112

2,184
2,155
2,177

2,198
2,219
2,240

2,261
2,282
2,302

2,322
2,342
2,362

2,382
2,402
2,421

42
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Ve,V e=2, V2=

a? Vl

2

e



z2=0,92. . £ = 0,96. = 0,93,

UNA, A U;(z,\i)")/_\ A 1T(EN)A

- -

.- v -

By

OO DD Oves

-

DODD DO DD b ot ot bk et et et

%ﬂ=

16| 1,632 |.. 17
1o|17| 1882 |3018
18] 1,781 14319
45 46 ao 148
20| 1,779 19
44 45 L |16
A
VR I 4.
22| 1,914
40, 11 42 43
1,888 . l28| 1,911 23| 1,984 |, 193| 1,957 | ;23
1928 |30 10 10/24| 1,999 |§7l2¢
1,967 3Yi24] 1,99 24| 2,015 25] 2,040 25
58" 39 40 40
2,005 fes5] 2,080 1,.125] 2,055 o125 2,080 i,.
2,042 57/26] 2,004 39196 2,120 (39
2,079 97 26| 2,105 |37i27] 2,182 [38i27| 27150 (3%le7
2,115 36 37’2 3793 2,197 i3828
, 110 } y !
2,150 |35/ag] 2178 22528 2206 137|ag| 2235 3*73128
2,185 (3%i29| 2214 |36i20] 2)243 37|20 2.272 |37 20

85 35
2,219 34 !34 %5 30| 2,308 |
2258 |52:30] 2,283 |3%130| 2,818 135)31) 2,844
2,286 |2 31| 2,317 (Si31] 2348 |38i31) 2,379
38! 33 34 ,
2819 | i81] 2350 | /82| 2382 so| 2414
2,851 |78 2383 |03 /88| 2416 34120] 2,448
2,383 |32!33] 2416 33| 2,440 133/33] 2.482

81 132 32

2414 |, 134) 2448 | 133 2481 34| 2,515
2445 (31/34] 2479 3; 34| 2313 -;‘2 35| 2,548
2,476 35| 2,511 34| 2,545 32|35| 2,580

30 131 32
2,506 36] 2,542 351 2,677 351 2,612
36| 2,644

1,584
1,681
1,677
1,721

1,764 431,20 1,784
1,807
1.848

2,536 g‘) 38| 2572 gg 36| 2,608 |31
2,566 |30|36| 2602 37| 2,639 |3!(3¢| 2,675
29 30 80
2595 |,0187| 2,682 |, 87| 2669 | ls7| 2,708
2,624 |29138| 2,662 |30137] 2.899 33| 2,787
2,658 |29|38| 2,601 29 38| 2729 |30|3g| 2767

28 29 2
2681 | 1s0f 2720 og 39| 2797
2,709 128139| 2748 28i39] 91787 |29|40| 2627
2,737 |28|39] 2,776 28140| 2:816 |2940| 21856
27 28 2
2,764 |,_140[ 2,804 | 23““ 2,845 qg s0] 2,885
2,791 |27 141[ 2,832 | 2341] 2,873 |28 45| 2014
2,818 i 2,859 I 42| 2,901 [284]] 2942
2 P 27
2,846 | l41| 2,886 | _l4: : 2,970
2871 (26:49| 2913 |27 43| 2956 |28 22 2998
2,807 126143] 2,940 127|43| 2,983 27|,3| 3026

26
2,928 43| 2,966 6|48 3,068
;144 8,080

2,949 26/44| 2:993 ;27 2
2,975 |26|44| 3,019 |26|44| 3,068 (27|44] 3107
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2YV.2
_xV

56 U V)); 2=%, Vi=25

£=1,32 z=134. z=1,36.

N L PA RN e BN AN EV P

AU

AZ

[
20| 1,974 l ,'20
21| 2,046 |
22| 2,115

19] 1,985 |.0119] 1,954
20| 2,004 21| 2,025
21| 2071 |gei22| 2,008 |o°

men 28
o ow

)

-

-

-
o RN =2}

oo o

Svm uUso;

Bty

-

Do Wb =

0w~

&y

23] 2137 |%6|28| 2160 |%7|28| 2.183
24| 2,200 |, |24| 2224 | |24| 2048 |, 24
24| 2981 |31\26| 2,286 |07 (26| 2,312
25| 2321 |90|26| 2,347 |!|27| 23374 .26
27| 2,380 | 26| 2,406 | ol28] 2,434
28| 2437 |97|27| 21464 [28l29| 2493 |
28| 21493 |%6|28| 25521 (%7 20| 2550 |
2,518 ;; 29 2,547 243 29| 2,576 2130 2,606 lf‘.;‘s'.o
25570 |2%|30| 2,600 |25s0f 2.630 |p3/81| 2561
2621 |2131| 20652 |92|s2| 2,684 |°*[31] 2715
e RE T2 _ 53
2,672 |o182) 2704 | |82 2736 | i32| 2768
2721 (10/38] 2754 |30183| 2787 2] 83| 2820 >V 33
2770 |4%23| 2:803 |49|84| 2)837 %0 34| 2igr1 5li3g
2,818 pary z’s 2 %54 z’sse 95| 2o
- 2,854 - P 2921
2,865 |32/54| 25899 147135 2,934 [48.36] 2970 .
2011 |4635] 20946 |47|36] 2982 |*° 36| 3018 .
45 47 4
2,956 4; 36] 2,992 46 37| 3,029 ' 37| 3,066 2?107
8,001 |, gg 3,088 |- :-sg 3,075 38| 8,113 4(‘5137
3,045 3,083 |45|38| 3121 38| 3159 |4038
3,089 o 3,10' 159 5,166 5 3’ 04 45'
27 g 2 &
3:133 189 371 13139] 3210 |43139| 3,249 |45140
317 40| 3214 |43|39| 3253 |%3|40] 5,293 !
2 b o | 258 | 208 4041
3,216 |, |40l 3,256 | -ls0| 8,206 |,.141] 5,387 |
3,257 (41|41 3208 |42|41] 3339 [43]41] 8380 (45'42
3208 |41/a1] 3330 41|42 3381 |42|42| 3428 4343
5,38 |0\az| 5380 |*'|a2| 3422 | as| 565 |
] < L
3,378 40142 3,420 40]43 3.463 |41143] 37506 i
3,417 |39/43| 3460 |40|44| 3502 [*!|43| si5a7 | 4ll44a
39 40 40 41
8456 (o (44f 3,500 | 144] 3544 |0144) 5588 f
g,gsu 2a|90| 8,589 |3944| 8588 45| 3,628 gjg 46
32 [38(45| 35577 (38|43 3622 (3% 46| 668 40|46
EE 38 L) 39
8,670 |o_(46| 3,616 |, 46| 8,661 | 146 3,707 | 147
3,607 |37146] 3,655 |58|46| 3.690 (33]47] 3746 39|47
3,644 |37|46] 3,690 (57|47 3,787 |38 48| 3785 139|475
36 57 38 138
3,680 | |47| 8,727 |._|48| 3,776 |..|48] 3,828 5.
3,716 |36/48 3,764 37148] 8812 g; 48] 3:860 3749
8,752 3(; 48| 3,800 i 49| 3,849 o 49| 3,898 58|49
) 36! | g7
3,788 55 98| 3836 | 140l 885 |, 150 3,935 o le
823 |30 1a9| 872 |36149] 5921 3650 3071 50
8,858 49| 3,907 |35 50| 8,957 50| 4,007 |36 51

~

e oW WWWw WWW OJNJJQ DODRN DN DR b bt bk bt b ot pd ot et b

(XX~}

~




B =D ©®

- -

- -

- -

b ot et et et et OO
- - -

-

1
1
i 1
1,
2
2

<

- e

Bttty

-

P

St wiv= Dwom _uNoo;

<

By

PWW WWW WD NN DN

<

DD

b =Dt
R0

—

—




z = 1,56.

YN

-

— ot
- -

—

—

-

—

-

o ettty —o e taw oo

-
—

N NDNON NN -

80
78
76

73

70/
69

67

66

2,220
2,299
2,376
2,450
2,521
2,591
2,659
2,726
2,791

2,854

2916

2,976

3,036
3,094
3,151

3,207
3,263
3,317

3,870
3,423
8,475

3,526

3,576

3,626

3,675
8,723
3,771

3,818
3,864
3,910

3,965

4,000
4,045

4,089
4,132

4,175

4,218
4,260
4,302

4,343
4,384
4,424

82153

24
25

26
28
29

30
30

81

32

33

34

35
36
37

38
38
39

40
40

41
41

42

43

43
44
45

45
46

47

48

49
49

50

51

5|51
52

52

53
63
64

2,243
2,323
2,401

2,476
2549
2,620

2,689
2,756
2,822

2,886
2,949
8,010

3,071
3,180
3,188

3,245
3,301
3,356

3,410
3,463
3,616

8,567
3,618
3,669

8,718
8,767
3,816

3,863
3,910
3,957

4,003
4,049
4,094

4,138
4,182
4,226

4,269
4312
4,354

4,396
4,457
4,478

83
80

-

75
73
71
69

67
66

64

63
61

61

59
58

57

56
55

54
53
53
51
51
51

49

49
49

47

47

47
46

46
45

44

44
44

43

43
42

42

41
41

23
24
25

26

27

28

29

30

31

32

33

35
35

36

37
38
39

40

41
41

42
43
43

44
45
45

46
47
48

48
49

50

51
51
52
53

53
55

2,181

2,266

2,347
2,426

2,502

2,576
2,648

2,718
2786
2,853

2,918
2,982
3,045

3,106
3,166
3,224

3,282
3,339
3,395

3,450
3,504
3,557

3,609

3,661

3,712

3,762
3,812

3,861

3,909
3,957
4,004

4,051
4,097

4,143
4,188

4,282
4,277

4,320
4,364
4,407

4,449
4,491
4,533

85
81
79

76

74
72

70

68
67

65

64
63

61

60
58

b4
53

52
52
51
50

50
49

48

48
47

47

46
46

45

44
45

43

44
438

42

42
42
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1,142
1,155
1,168
1,180

1,193
1,205
1,217

1,229
1,241
1,253

1,264
1,276
1,287

1,299
1,310
1,321

1,332
1,342
1,353

1,364
1,374
1,385

1,395
1,405
1,416

1,426
1,436
1,446

1,455
1,465
1,475

1,485
1,494
1,504

1,513
1,522

1,532

1,541
1,550
1,559

1,568
1,577
1,586

1,148
1,162
1,175
1,188

1,201
1,214
1,226

1,239
1,251
1,263

1,275
1,287
1,298

1,310
1,822
1,333

1,344
1,356
1,367

1,378
1,388
1,399

1.410
1,420
1,431

1,442
1,452
1,462

1,472
1,482
1,492

1,502
1,512
1,522
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1,541
1,651
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1,570
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66 6(z,V02)? 7=2=, A

£ =10,60. & = 0,62. £ =0,64. 2 =0,66. 2 ="0,68.

=
[
“N
<
=
>
fo
‘l\z
-
W
>
(>

&(2,V,)[A,18,18(2,V)8,(4,16(,V,)]A

0 0

<
L

(

1,178
1,194
1,210
1,226

15

7| 1,85 6| 1191 |,
7| 1,201 181 7] 1,208 |17
7| 1,217 8] 1225 |17
7| 1,233 8| 1,241

8 8

9 8

9 9

-~

16
16

15
156

6
7
14| 7

1210 8| 1218
8
8
9

-

o ooo9o
3 DO W~ O
r
N
[}
(=]

18 1,241 1,249 1057 |8
1239 |14 1.256 (13| 9] 1,265 1278 |16
14 1271 (3| 9| 1280 |13| 9| 1,289 |16
14 14 16 15 16
13 10| 1,286 || 9| 1,295 | .|10] 1,805 |
1,280 |13110] 1,200 |14/10] 1300 |14110| 1310 |13110] 1820 |13
1294 (10| 1504 | Hi0f wsta | Piuif 1825 |19110] 1385 |12
n| 1,828 |, (1] 1,380 | (1] 1,350 |
13 u| a2 (M| 1363 41| 1364 |14
13 342 14 303 114 264 115
” o1z 1se6 |14\1f vaer |2 am |10
12 12| 1,369 |, 112 1881 || 112 1308 | |
12 18| 1388 |1412f 1305 (14112| 1407 |13
o o8| 1396 | 13]18) 1409 |14 12] 1421 |4
18| 1,400 |..|14| 1428 | |12] 1,435
1395 (12114 1,409 13118| 1422 13114 1436 18118 1,449 |12
1407 |12 1g) 1amn |12 13035 |12 1a) 1ag0 |1%18f 162 |10
1
16| 1,448 | |14] 1462 | |14] 1,476
12115| 1446 | 12114 1460 |12)15] 1,475 |13|14] 1,480 |12
Le4s | 15| 1as8 | %1l 1478 |10 1s) 1468 |13 )1e) 1002 |18
12 15| 1485 | ol15| 1,500 | o115] 1,816 | g
1467 |12/15| 1482 |12(15| 1497 |!2/16] 1513 (13115] 1508 |]3
1,478 |1Vi16] 11494 |12|15| 1,509 |12|16] 15625 |12|16] 1,541
1 1 12 13 18
1216|1805 [ ol16] 1521 | hir| 1588 | ol16] 1854 |1,
1216| 1,817 |1ai16| 1538 |12/17] 1550 |12)16] 1566 |]2
1oz 17| 12 |TMie| Lsds |12 07| 1562 | %6l 1578 |12
12
7| seo || s | Dhal 14 |1 0 |,
1584 |i7| vse1 |12118) 1569 12017 1586 (12117 1608 |12
1545 | 11118 1568 | Ti17| 1080 |1 18| 1596 | 27| vers |2
1
1o 18| 1,892 | ;18] 1610 | (17| 1627 |
1566 |19/19] 1585 |1111s| 1608 |1118] 1621 {1i1sf 1639 |12
1577 |11of ves |111is| vota |11l1s| 1688 |12)18) 1651 |12
1 11 1
0 18 1625 | 19| 1644 | 19| 1663 |
1,598 1919 1617 |1919] 1636 |11]19| 1655 (11119] 1674 |12
1609 |11l 1628 | 119 1647 |11I20f 1667 |1210| 1igss |3
11
10 19f 1,658 | 120 1,678 | l10f 1697 |
17120] 1,649 20| 1,669 [1120] 1,689 11[20] 1709 |3
1,640 20| 1,660 20| 1,680 [11!20| 1,700 20| 1,720
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72 g(z, Voz) y £ = gc?, V02 p— —rz—'.

£=1,20. £=122. £=1,24. £=126. £=128.

VB (2,V.))A,A i@(zZVI_f)A Azli;(z,\f;’)A A6, V1A, A, B2,V A

v v %

0,0] 1,870
0,1] 1,400
0,2 1,430
o,sr 1,459

1,488
0,6| 1,516
0,6 1,543

0,7| 1,569
0,8 1,59
0,9] 1,621

1,0| 1,647
11| 1,672
1,696

1,378 |4, 1,385 g,

1,898 |5o 1,401
1,409 |20 1,417 |27

8 7 8 8 35
9 8 8| 1425 8| 1438 |32
o| 1,439 |30 9] 148 |32) 8| 1,456 31| 9] 1465 |22
of 1468 (2910l 1a7e %) 0| 1487 | ) o] 1496 |
9| 1497 [..|10| 1,507 [,.[10] 1,517 9| 1,626
28|10[ w3528 |32110 1,536 gg 10| 1,546 (22(10] 1,856 3
2710) 1568 |*7\11f vgea |20 ap7a (P11 185 |
A 2
o6|11| 1880 |57111] 1591 |o, 11 1,602 23911 1,613
26112| 1607 |27/11| 1618 |27 12| 1,688 (25(11] 1641 |28
26 12] 1,633 %6 12| 1,645 26 12| 1,657 26 12| 1,669 .
7
12| 1,859 |- |12| 1,671 |5 |12| 1,683 |..|13] 1,696
28112| 1,684 Blis| 107 gg 12| 1,700 |28/13) 1722 |28,
13] 1,709 13| 1,722 18| 1,785 [<°|18] 1,748 i
24 24 25 25 2
1720 |5, 18| 1788 |1 J1a| 17a7 o s 1760 [ 14l 177a (o
L7aa (24103 1767 |24(1af 1771 |24014) 2785 |22 114f 1709 |23
1767 |23|1a] 1781 |24|14| 1795 |*4[14] 1809 [24|15] 1,824
1790 12114l 1804 |Bl1s] 1819 |2414] 1888 |2 15 1,808 |2
14 . 9y
1813 (23)14 1,827 23115 1842 23115| 1857 '|22115] 1,872 |24
1885 |22(15| 1850 |23|15| 1,865 |23|16] 1,881 |24|15] 1,396
22 23 23 23 28
1,857 |5o116] 1878 |0 16| 1,888 |o0116] 1,904 |oof15| 1,919 | 0
1879 (22|16| 1,895 |2216| 1911 |28116| 1927 |23)15] 1,942 |23
1901 |22|1g] 1,917 [22|16| 1,983 |22|16] 1,949 |22|16| 1,965
1,922

2 2 ] vess |22[ie] 197 |22]17] 1,088 28
1,948 |21117] 1,960 (22)17 1,977 2116 1,993 22h7| 2010 22
1,964 7 1,981 17| 1,998 7 2,015 17| 2032 |22

2 20 1 21 22
1984 |, 17| 2,001 | t18[ 2019 |5 117] 2,086 18| 2,064 |5
2,005 |20117] 2022 |21)18| 2,060 |71 117| 2057 |27 118] 2,075 |3
2,025 18| 2,043 18] 2,061 17| 2,078 18| 2,096 |2

20 20 20 21 S 21
2,045 |, ao|18| 2081 [50118] 2,009 18f 2117 o
2,065 (20118| 2,083 |20/18] 2,001 \2V10f 2,120 |20118] 2,088 |21
2,084 |19(19] 2,108 18] 2,121 19 2,140 19| 2,159

19 19 20 20 21
2,103 19] 2141 19| 2,160 20| 2,180.
2122 1920] 2142 (2019] 2,161 2019 2,180 20120 2,200 2
2,141 o|20 2,161 20| 2,181 o|19[ 2200 7120 2,220

1 19 1 20 {20
2,160 19 19|20 2,200 19]20 2,220 19|20 2,240 20
2,179 18 201 2,199 19 20} 2,219 19 20] 2,239 19 21| 2,260 19
2,197 2] 2218 0|20 2,238 o|20 2,258 o2 2,279 o
2,215 | o 1sl21] 2287 | gloof 2,277 | Jla1f 2208 |
2,283 | 18131 2254 |1819)] 2275 18151 2,296 |1311| 2:817 |18
2,261 18 21| 2,272 8 22| 2,294 8 21| 2,315 19 21| 2,386 19
2,269 | o 1a/22| 2812 | cloaf 2384 | lon] 2,885 | o
2,287 17 21| 2,308 18 22| 2,330 s 22| 2,352 18 29| 2,374 18
2,304 20| 2,326 |18|9a| 2,348 [18|2g| 2,370 |18|2a| 2,392
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19139
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19199
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G(s, V,3;

£=1,52.

ax

2= —
(4

£ =1,

54.

’ Vo’=

a?V,2?
r?

£ =1,56.

75

(& V)

A4, [B(2, V.

L I 1

A

v

(2, %)

v

A 1A

1,498
1,587
1,675
1,612

1,648
1,683
1,718

1,752
1,785
1,817

1,849
1,880
1,911

1,941
1,970
2,000

2,029
2,057
2,085

2,112
2,139
2,166

2,193
2,219
2,244

70
2Bos
#2,320

2,344
2,369
2,393

2,417
2,440
2,463

2,487
2,510
2,532

2,565
2,577
2,599

2,621

2,642
2,664

g9| 8| 1,606
33| 9] 1,546
37| 9] 1584

10[ 1,622
36

10| 1,658
ol11| 1694
12| 1730

12| 1764
gg 12| 1797
13| 1,880

32

g1/13| 1.862

31/14| 1,894
14] 1,925

30114 1,955
15| 1985
30115] 2,015

25| 206
ggle 2,073
18| 2101

117 2120
arl7| 2156
17} 2183

271 2,010
2117| 2,236
°118] 2,262

26

35 181 2,288

a1 2314
19| 2339

24
o5(20] 2,364
24|19] 2388

20| 2413

24

20| 2,437
28191| 2.461
23/91| 2,484

g 21| 2,508

21| 2531
22191| 2/383

21| 2576
221991 2599
22|92| 2621

22 :

22| 2,648
21198] 2665
22|93] 2687

40
38
38

36
36
36
34

33
83

82

32
31

30

30
30

29

29
28

28

27
27

27

26
26

26

26
2%

25

24
26

24
24
23
24

23
22

23

23
22

22

22
23

40
89
38

87

37
35

35

34
33

33

32
31

31

30
80

30

29
28

28

28
27

28

27
26

26

26
25

25

25
25

24

24
24

24
23

23

23
23

22

22
22

28122

a1
40| 2
38

38

37
36

36

34
84

83
33

31

30
31[18

30

29
16

28

28/,7
28

27
18
26 19

27
26

19
2599
26

25

20
25|29
25

24
24 b

21
23
28]9g

23
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%3(z,V0’); z=°‘c—”, V02=

a2 V2




0,0406 | 207
0,0407 |209
0,0407 | 209

0,0408 | 209
0,0408 |210
0,0409 |210
0,0409 |212

0,0410 |212
0,0410 |213
0,0411 218
0,0412 |215

0,0412 |215
0,0412 |216
0,0413 216
0,0418 |217

ot

-

0,0414 |218
0,0415 |218
0,0415 |219
0,0416 | 219

-

Lous

1
3
1
1

-

0,0416 |221

0,0417 221
0,0417 |222
0,0418 |222

°

-

PPP®
[= 3 GO DO

0,0418 |228
0,0419 |224
0,0420 |225
0,0420 |225

29191080
-~

-

0,0420 |226
0,0421 |227
00422 |227
0,0422 {228

 pwpN
ol

-

0,0423 |228
00423 {229
0,0424 (230
0,0424 |231

-

0,0425 |281
00425 |282
00426 | 232
00426 T234

-

0 ¢ 00 ¢o
S vou: oieed

-

©0 05 &0 &0

-

0,0427 | 284
0,0428 | 2356
0,0428 ¥ 235

dp=1.

-

o~
DO e

‘o



78 1RV =, V=

£=0,10.

Ve RN A

z

0,0] 0,1034 |215] 0,1249 |219] 0,1468 |221| 0,1689 |224
0,1| 0,1038 |216| 0,1254 |220| 0,1474 |224] 0,1698 |226
0,2] 0,1041 |218| 0,1259 [222] 0,1481 |[226] 0,1707 |229
0,3] 0,1044 |220| 0,1264 |223] 0,1487 [229] 0,1716 |23l

0,4| 0,1048 |221] 0,1269 |225| 0,1494 |230| 0,1724 |[234
0,5] 0,1061 |223] 0,1274 |226| 0,1500 |233{ 0,1788 |287
06| 0,1055 [224] 0,1279 (228| 0,1507 |235| 0,1742 |239
0,7| 0,1068 |226] 0,1284 |229] 0,1513 |238| 0,1761 |241

08| o,1062 |227] 0,1289 |231] 0,1520 |240] 0,1760 |243
09| 01065 [229] 0,1294 |232] 0,1526 [248| 0,1769 |246
1,0| 01068 |231| 0,1299 |234| 0,1538 |245]| 0,1778 |248
1,1 0,072 |232| 0,1304 |236| 0,1540 |247| 0,1787 |250

0,1075 |234| 0,1309 |237| 0,1546 |[250)] 0,1796 |2563
0,1079 |235| 0,1314 [239]| 0,1553 |251] 0,1804 |256
0,1082 (237] 0,1319 |240] 0,1559 (254 0,1813 |258
0,1085 |239]| 0,1324 |242| 0,1566 |256| 0,1822 |261
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0,1089 |240| 0,1329 [243]| 0,1572 [259| 0,1831 |263
01092 |242| 0,1334 {245 01579 [261] 0,1840 |265
0,1096 |243| 0,1339 |246| 0,1585 |264| 0,1849 |268
01099 |244| 0,1343 [249| 0,1592 |266| 0,1858 |270
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10,1103 [245] 0,1348 |250] 0,1598 |268] 0,1867 |272
0,1106 (247 0,1353 |252] 0,1606 {271| 0,1876 |274
0,1109 |249] 0,1358 |263| 0,1611 [273] 0,1884 |278
0,1113 [250] 0,1363 [255| 0,1618 |275} 0,1898 |280

e e

0,1116 |252] 0,1368 [256| 0,1624 |278| 0,1902 |282
0,1120 |253| 0,1373 [258| 0,1631 [280] 0,1911 |28b
0,1123 |255] 0,1378 |259| 0,1637 (283| 0,1920 287
0,1126 (257 0,1383 [261| 0,1644 |285] 0,1929 |289

0,1130 |258| 0,1388 |263| 0,16561 [287| 0,1938 |292
0,1183 [260]| 0,1393 |264] 0,1657 [290| 0,1947 |294
0,1187 |261] 0,1398 |266| 0,1664 |(292| 0,1956 |296
0,1140 |263| 0,1403 [267] 0,1670 |294} 0,1964 |299
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0,1144 |264| 0,1408 |269]| 0,1677 |296] 0,1973 |302
0,1147 (266 0,1418 [270] 0,1683 |299| 0,1982 |304
0,1150 |268] 0,1418 [272] 0,1690 |301| 0,1991 |306
0,1154 |269| 0,1423 |273| 0,1696 |304] 0,2000 |309
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0,1157 |271] 0,1428 [275] 0,1708 [306] 0,2009 |311
01161 [272] 0,1433 |276| 01709 [309| 0,2018 [313
0,1164 [278| 0,1437 |279] 0,1716 |311] 0,2027 |316
0,1167 |275| 0,442 [280] 0,1722 [313] 0,2035 |319
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0,1171 |276| 0,1447 |282] 0,1729 (315] 0,2044 |321
0,1174 |278| 0,1452 [283| 0,1735 |318| 0,2068 |324
0,1178 [279( 0,14567 [285|"0,1742 |320| 0,2062 |326
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264
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277
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297
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307
311
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317
321
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334
337

340
344
347
350

354
357
1361
364
867

371
374

0,2604
0,2625
0,2645
0,2665

0,2686
0,2706
0,2727
0,2747

237
240
244
248

251
255
258
262

266
269
274
277

0,2767
0,2788
0,2808
0,2829

0,2849
0,2869
0,2890
0,2910

281
285
288
292

295
299
303
306

0,2931
0,2951
0,2971
0,2992

0,3012
0,3083
0,3053
0,3074

0,8094
0,3114
0,3135
031561

310
318
317

321

325
329
332
336

339
348
347
350

0,3176
0,3196
0,3216
0,3287

354
357
361
365

0,3257
0,3278
0,3298
0,3318

0,3339
0,3359
0,3380
0,3400

369
375
376
380

0,3420
0,3441
0,3461
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0,2841
0,2865
0,2889
0,2918

0,2937
0,2961
0,2985
0,3009

0,3038
0,3057
0,3082
0,3106

0,3130
0,3154
0,3187
0,3202

0,3226
0,3250
0,5274
0,3298

0,3322
0,3346
0,3370
0,3395

0,3419
0,3443
0,3467
0,3491

0,3515
0,3539
0,3568
0,3587

0,3611
0,3635
0,3659
0,3683

0,3708
0,3732
0,3756
0,3780

0,3804
0,3828
0,3852
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248
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264
268

272
276
279
288

288
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296
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316
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348
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356
360
364

368
372
376
380

388
387
391
395

400
404
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0,3081
0,3109
0,3137
0,3165

0,3193
0,3221
0,3249
0,3277

0,3305
0,3333
0,3361
0,3389

0,3418
0,3446
0,3474
0,3502

0,3530
0,3568
0,3586
0,3614

0,3642
0,3670
0,3698
0,3726

0,3754
0,3782
0,3811
0,3839

0,3867
0,3895
0,3923
0,3951

0,3979
0,4007
0,4035
0,4063 | 894

0,4091
0,4119
0,4147
0,4175

0,4204
0,4232
0,4260
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0,3324 |246] 0,3570 |250| 0,3820 |254| 0,4074 |257} 0,4381 |260
0,3856 |252| 0,3608 |255| 0,3863 |258| 0,4121 |263] 0,4384 |266
0,3389 |266| 0,3645 |[260] 0,3905 |263]| 0,4168 |269] 0,4437 |272
0,3421 |261] 0,3682 |265| 0,947 |269| 0,4216 |274| 0,4490 | 279

0,3453 |266| 03719 [270] 0,3989 |274| 04263 |280| 0,4543 |285
0,3486 |270| 0,3756 |275| 0,4031 |280| 0,4811 |285| 0,4596 |291
0,3518 |275| 0.3793 |280| 0,4073 |285| 0,4358 |291| 0,4649 |297
0,3551 |279| 0.3830 |285| 0,41156 |291| 0,4406 |296| 0,4702 |303

0,3583 1284] 0,3867 |290] 0,4157 [296| 0,4453 |302| 0,4755 | 309
0,3615 1289 0,3904 |295| 0,4199 |301| 0,4500 |308] 0,4808 |316
0,3648 |293| 0,3941 |300| 0,4241 |307) 04548 |314} 0,4862 |320
0,3680 298| 0,3978 |305| 0,4283 |312| 0,45956 |320) 0,4915 |327

0,3713 [302| 0,4015 |310| 0,4325 |317] 0,4642 |326| 0,4968 |333
0,3745 1307 | 0,4052 [3815| 0,4367 |323| 0,4690 |331{ 0,5021 |339
0,3777 |312] 0,4089 |(320| 0,4409 |328{ 0,4737 |337| 0,6074 |345
0,3810 |316] 0,4126 |325| 0,4451 (334| 0,4785 |342| 0,5127 |351

0,3842 |321| 04163 |330| 0,4493 |339] 04832 |348| 0,5180 |357
0,3874 |326| 04200 |336| 0,4536 |343] 0,4879 |354| 0,5233 |363
0,3907 |330| 0.4287 |341| 0,4578 |349| 0,4927 |352| 0,5286 |369
0,3939 [335| 04274 |346| 04620 |354| 0,4974 |365| 0,339 |378

0,3972 (339 0,4811 [351| 0,4662 |360| 0,5022 |370} 0,56392 |382
0,4004 (345 0,4349 |355| 0,4704 |365| 0,5069 |377| 0,5446 | 387
0,4036 [350| 0,4386 [860| 0,4746 |370| 0,5116 |383| 0,5499 |393
0,4069 (354] 0,4423 [3656] 0,4788 |3876| 0,5164 |388| 0,5652 |399

04101 |359| 04460 |870| 04830 |881| 05211 394 0,5605 |405
0,4133 |364| 0,4497 |375] 0,4872 [386] 0,5258 |400]| 0,5658 |411
0,4166 |368| 04534 |380| 0,4914 [392] 0,5306 |405] 0,571 |417
0,4198 373 04571 |385| 0,4956 |397| 05353 |411] 0,5764 |424

04231 (377 0,46p8 [390] 0,4998 |403| 0,5401 |416| 0,5817 |[430
0,4263 | 332| 0.4645 |395]| 0,5040 |408| 0,5448 |422| 0,5870 436
0,4295 (387 0,4682 [400]| 0,5082 |413| 0,5495 |426| 0,5923 |[442
0,4328 (391 0,4719 [406| 0,5125 |418| 0,5543 |433| 0,5976 |448

. 0,4360 396 0,4756 |411] 0,5167 |423| 0,5590 |439] 06029 |454
0,4393 400 0,4793 |415| 0,5208 |430] 0,5638 |445| 0,6083 |459
0,4425 |405| 0,4830 |421| 0,6251 |434| 0,5685 |451| 0,6186 |465
0,4457 | 410 0,4867 [426| 0,5293 |439| 0,5782 |457| 0,6189 |[472

0,4490 |414] 0,4904 [4381 | 0,5335 |445] 0,5780 |462| 0,6242 |478
0,4522 |419] 0,4941 [486 | 0,5377 [450| 0.5827 |468| 0,6295 |484
0,4564 | 424| 0,4978 |441| 0,5419 |456| 0,5875 [473| 0,6348 |490
0,4587 |428| 0,50156 |446 | 0,5461 [461] 0,5922 [479| 0,6401 |496

04619 [4331 0,5052 |451 ] 0,5508 |467| 0,5969 [485| 0,6454 |502
0.4652 | 437]| 0,5089 |556 | 0,5545 |472| 0,6017 [490| 0,6507 |508
0,4684 |443] 05127 [460| 0,5587 [477| 0,6064 |496] 0,6560 |514

A, = 32. A, = 37. A, = 42. Ay = 47. A, = 53.
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271
277
283

296

322
329

341
347
354
860

367
378
380
&
392
398

405
412

418
425
431
437

443
450
466
463

469
476
482
488

494
501
507
614

521
527
534

329
335

349
356
362
370

376
383
390
897

403
410
417
423

430
437
444
450

458
464
471
478
485
491

498
505

512

518
526

532

538
546
562

283
291

313
321

343
351

360
373

388

396
403
410
418

425
433
441
448

456
463
471
478

486
493
501
508

516
524
531
539

546
554
561
569

576
584
591
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2z = 0,52.
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0,5949
0,6044
0,6139
0,6234

0,6328°
0,6423
0,6518
0,8613

0,6708
0,6808
0,6898
0,6998

0,7087
0,7182
07277
0,7372

0,7467
0,7562
0,7657
0,7752

0,7847
0,7941
0,8036
0,8131

0,8226
0,8321
0,8416
0,8511

0,8606
0,8701
0,8795
0,8890

0,8985
0,9080
0,9175
0,9270

0,9365
0,9460
0,9554
0,9649

0,9744
0,9839

581

0,9984

281
289
297
306

315
328
331
389

0,6230
0,6333
0,6436
0,6540

0,6648
0,6746
0,6849
0,6952

848
356
364
872

0,7056
0,7159
0,7262
0,7365

0,7469
0,7572
0,7676
0,7778

0,7882
0,7986
0,8088
0,8191

0,8294
0,8398
0,8501
0,6604

382
390
398
406

415
423
431
439

447
457
465
478

481
490
498
506

0,8707
0,8811
0,8914
0,9017

514
523
532
540

548
556
565
578

0,9120
0,9224
0,9827
0,9430

0,9533
0,9636
0,9740
0,9848

0,9946
1,0049
1,0153
1,0256

1,0859
1,0462
1,0566

589
607
615

623
632

453

462
470
479
488

497
505
514
522

581
539
548
557

566
575
583
591

600
609
617
626
635

644
6562
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300
309
819

328
337
346
3566

864
871
381
391
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409
418
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304
814
823

838
342
852
861
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382
391
400

410
419
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487

447
457
466
476

486
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504
514
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533
542
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0,6810
0,6931
0,7052
07178

0,7294
0,7416
0,7536
0,7657

0,7778
0,7897
0,8019
0,8140

0,8261
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1,0928
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656
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1,1528
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0,8410
0,8540

0,8671
0,8801
0,8931
0,9061

0,9192
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0,9453
0,9584

0,9714
0,9845
0,9976
1,0106

1,0236
1,0867
1,0497
1,0628

1,0758
1,0889
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1,1411
1,1541
1,1671
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498
507
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547
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568
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492
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564
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623

340
351

0,8015
0,8177
0,8338
0,8500

0,8661
0,3823
0,8984
0,9146

312
323
334
345

857

379
390

0,9307
0,9469
0,9630
0,9792

412
424
435

446
457
469
480

0,9953
1,0115
1,0276
1,0438

491
502
514
524

536
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559
569

1,0699
1,0761
1,0922
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1,1245
1,1407
1,1568
1,1730
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603
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1,1891
1,2058
1,2214
1,2876

1,2637
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1,4152
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704
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738
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0,8500
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316
828
340
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863
374
387
398

0,9018
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0,9363
0,9536

0,9709
0,9881
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468
479
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584

596
607
619
631

1,0399
1.0572
1,0745
1,0918

1,1090
1,1263
1,1436
1,1608
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a2 V,?

3 . _ax 2 ___
84 z.%‘(z,Vo), Z—-c—, ‘C) — T2
r 2z =0,70. g =0,72. z2=0,74. z=10,76. z=10,78.
2 2 2 2 2

WA Lf.@(z,\{,’) A, Tz.‘P(z,\{, A AN W H:.@(z,\{, )| A, RN A
0,0 | 0,8964 [326] 0,9290 |330]| 0,9620 |3835]| 0,9955 |339| 1,0294 |345
0,1 | 0,9161 |338] 0,9499 |343| 0,9842 (348 1,0190 |354| 1,0544 |358
0,2 0,9857 (351 0,9708 |356| 1,0064 |362| 1,0426 |367] 1,0793 |378
0,3 | 0,9554 |363| 0,9917 |369]| 1,0286 |375| 1,0661 {381] 1,1042 |388
0,4 09750 {376| 1,0126 |382] 1,0508 |888| 1,0696 |396| 1,1292 |402}

| 06| 0,9947 [888] 1,0885 |395| 1,0780 |402] 1,1132 [409]| 1,1541 |417]
0,6 | 1,0143 |401| 1,0544 |408]| 1,0952 |415| 1,1867 |424| 1,1791 |431|
0,7 1,0340 |418| 1,07563 |421| 1,1174 |429] 1,1603 |437] 1,2040 |445
08| 1,0536 [426] 1,0962 |434| 1,1396 |[442} 1,1838 |451] 1,2289 |460
0,9] 1,0733 [438] 1,1171 |447| 1,1618 |456| 1,2074 |465| 1,2539 |474}
1,0| 1,0929 [451| 1,1880 |460| 1,1840 {469 1,2309 [479] 1,2788 | 489}
1,1 1,1126 [463]| 1,1589 |473| 1,2062 | 483} 1,2545 (493| 1,3038 | 508}
1,2 | 1,1822 |476| 1,1798 |486| 1,2284 |496| 1,2780 |507] 1,3287 | 518§
1,3| 1,1519 |488| 1,2007 |499| 1,2506 |510| 1,3016 |5621] 1,3537 |532|)
1,4 1,1715 |501| 1,2216 |512] 1,2726 |523| 1,3251 |585| 1.3786 |546 |
1,6 1,1912 [513] 1,2425 [525] 1,2950 |537| 1,487 |548| 1,4035 |5

Il 1,6 1,2108 |{525] 1,2633 |539| 1,8172 |550| 1,722 [563] 1,4285 575
1,7] 1,2305 |537| 1,2842 | 552} 1,3394 [564| 1,3958 [576] 1,4584 |590]
1,8] 1,2501 |550] 1,3051 |565| 1,3616 [577| 1,419 |591| 1,4784 {604 |
1.9 | 1,298 [562] 1,3260 |578| 1,3838 |590| 1,4428 |605| 1,5083 |619]}
20| 1,284 |575] 1,3469 |591} 1,4060 [604| 1,4664 |618] 1,5282 |634|]
21| 1,3091 |587} 1,3678 |604] 1,4282 [617] 1,4899 |633| 1,6532 |647]
22| 1,3289 | 598 1,3887 {617| 1,4504 [631] 1,5185 |646| 15781 |662}
2,8| 1,3484 [612] 1,4096 |630| 1,4726 |644] 1,6870 {661 1,6031 |676]
24| 1,3680 |625] 1,4305 |643] 1,4948 |658| 1,5606 [674| 1,6280 |691]
25| 1,3877 |637| 1,4614 |656| 1,5170 |671| 1,5841 |689| 1,6530 |705]
2,6 | 1,4073 |650| 1,4728 |669| 1,5392 [685] 1,6077 [702| 1,6779 |720]
2,7| 1,4270 |662| 1,4982 |682| 1,5614 |698] 1,6312 |716] 1,7028 |785
2,8| 1,4466 |676] 1,5142 |694] 1,5836 |712] 1,6548 |730| 1,7278 |748
2,9 1,4663 6871 1,5350 |708| 1,6068 |7256| 1,6783 |744| 1,7527 | 769 |
3,0| 1,4859 |700| 15559 |721| 1,6280 [739| 1,7019 |758] 1,7777 |777]

||31] 1,5056 [712| 16768 |734{ 1,6602 |752| 1,7254 |772] 1,8026 |792|
32| 1,262 |725| 1,5977 |746| 1,6723 |766| 1,7489 |787| 1,8276 |s06|
38| 1,5449 |787] 1,6186 |759| 16945 |780| 1,77256 |800| 1,8525 |821]
34| 1,6645 |760| 1,6395 |772] 1,7167 |793| 1,7960 |814| 1,8774 |835|
35| 1,5842 |762| 1,6604 |785| 1,7389 [807| 1,8196 |828| 1,9024 |849|
36| 1,6088 |775]| 1,6813 |798| 1,761 [820| 1,8431 |842| 1,9273 |864 |
3,7 1,6286 |787] 1,7022 |811| 1,7833 [834] 1,8667 [856| 1,9523 |878]
3,8| 1,6431 [800| 1,7231 {824| 1,8055 |847| 1,8902 |870]| 1,9772 |893
39| 1,6628 |812| 1,7440 [837] 1,8277 [861| 1,918 |884]| 20022 |907
4,0 1,6824 |826| 1,7649 |850]| 1,8499 |874| 1,9378 [898] 2,0271 |922|
41| 1,7021 |837] 1,7858 [863| 1,8721 [888] 1,9609 |911] 2,0520 |936
4,2 1,7217 |850| 1,8067 |876| 1,8948 [901| 1,9844 |926| 2,0770 |950

Apy=197. Ay = 209. Ay =222, Ay = 236. Ay =249.




——
£ =0,80. z=0,82. £ =0,84. z=10,86. £=0,88.
2 2 2 2 2 2
V2PN A, 2PN A, RN A, L R@V))| A, |2 REN)| A,
0,0] 1,0689 |849] 1,0968 | 354] 1,1342 359J 1,1701 | 363 1,2066 | 370
o,1] 1,0902 |365| 1,0267 | 369| 1,1636 | 376| 1,2012 | 380| 1,2392 | 887
02| 1,1166 |379| 1,1545 | 385| 1,1930 | 392| 1,2322 | 397] 12719 | 404
0,3| 1,1430 |894| 1,1824 | 401] 1,2225 | 407| 1,2632 | 414] 1,3046 | 420
04| 1,694 |409| 1,2108 | 416 1,2519 | 423| 1,242 | 430] 1,8372 | 438
05| 1,958 |424| 1,2382 | 481| 1,213 | 439| 1,3252 | 447] 1,699 | 454
0,6 1,222 |438| 1,2660 | 447| 1,3107 | 455 1,3562 | 463| 1,4025 | 472
0,7] 1,2485 |454| 1,2989 | 468} 1,3402 | 470| 1,8872 | 480] 1,4852 | 489
08| 1,2749 |469| 1,3218 | 478 1,3696 | 486| 1,4182 | 497| 1,4679 | 505
09| 1,3013 |484] 1,3497 | 493| 1,3990 | 508| 1,4498 | 512 1,5005 | 523
1,0 1,3277 |499| 1,3776 | 508] 1,4284 | 519] 1,4808 | 529| 1,5832 | 539
f[11] 13541 |518] 14054 | 524 14578 | 535| 1,518 | 54| 1,5658 | 557
1,2| 1,8805 |528| 1,4338 | 540] 14873 | 550| 1,5423 | 562 1,5985 | 578
1,3] 1,4060 |543| 14612 | 555| 1,5167 | 566| 15733 | 579| 1,6312 | 590
1.4] 1,4332 |559| 1,4891 | 570] 1,5461 | 682| 1,6043 | 595| 1,6638 | 607
1,6]| 1,4596 |573| 1,5169 | 586| 1,5755 | 599| 1,6354 | 611 1,6965 | 624
1,6| 1,4860 |588| 1,5448 | 601| 1,6049 | 615| 1,6664 | 637] 17201 | 642
1,7| 1,6124 |603| 1,5727 | 617| 1,6344 | 630| 1,6974 | 644] 1,7618 | 658
1,8| 1,5388 |618| 1,6006 | 632| 1,6638 | 646] 17284 | 661| 1,7945 | 675
19| 1,5652 |633| 1,6285 | 647 1,6982 | 662 1,7594 | 677 1,8271 | 692
20| 1,5916 |647| 1,6563 | e63| 1,7226 | 678] 1,7904 | 694 1,8598 | 705
l2x| 16179 |e6s| 16842 | 67| 17520 | 694| 18214 | 710 18924 | 726
29| 1,6443 |678]| 1,7121 | 694] 1,7815 | 709| 1,8524 | 727| 1,9251 | 787
23| 1,6707 |693| 1,7400 | 709| 1,8109 | 726| 1,8835 | 742| 1,9577 | 761
24| 1,6971 |708| 1,7679 | 724] 1,8403 | 742| 1,9145 | 759 1,9904 | 777
25| 1,7285 |722| 1,7957 | 740| 1,8697 | 758| 1,9455 | 776] 2,0281 | 794
26| 1,7499 |737| 18256 | 755| 1,8991 | 774] 1,9765 | 792| 2,0557 | 811
27| 1,7763 |752| 1,85156 | 771] 1,9286 | 789| 2,0075 | 809 20884 | 828
2,8 1,8026 |768| 1,8794 | 786| 1,9580 | 805| 2,0385 | 825| 2,1210 | 845
29| 1,8200 |782] 1,9072 | 802| 1,9874 | 821| 2,0695 | 842| 2,1587 | 862
3.0 1.8554 |797] 1,9351 | 817] 2,0168 | 838| 2,1006 | 858] 2,1864 | 878
31| 1,8818 |812] 1,9630 | 832] 2,0462 | 854| 2,1318 | 874] 2,2190 | 896
32| 1,9082 |827| 1,9909 | 848| 2,0757 | 869| 2,1626 | 890 2,2516 | 914
33| 1,9846 |842]| 2,0188 | 863| 2,1051 | 885| 2,1936 | 907| 2,2843 | 980
34| 1,9609 |857| 2,0466 | 879] 2,1345 | 901| 2,2246 | 924| 2,3170 | 947
35| 1,9873 |872| 2,0745 | 894] 2,1689 | 917| 2,2556 | 941| 2,3497 | 963
3,6] 20187 |887] 2,1024 | 909 2,1933 | 93| 2,2866 | 957 2,3823 | 981
37| 2,0401 |902] 2,1303 | 925] 2,2228 | 949] 2,3177 | 972| 2,4149 | 998
38| 20665 |916] 2,1581 | 941 2,2522 | 965| 2,3487 | 989] 24476 (1015
39| 2,0929 |931| 2,1860 | 956] 2,2816 | 981| 2,3797 |1006] 2,4808 [1032
2,1193 |946] 2,2139 2,110 | 997| 2,4107 (1023] 2,5180
2,1456 |962] 2,2418 2,3405 |1012| 24417 [1039| 25456
2,1720 |977| 2,2697 2,3609 [1038| 2,4727 11056| 2,5783
A, =264. | B,=279. | 2,=294. | A,=810. | a,=327.




B gtz yi_ =W

86 Z.Q(Z,Vo), Z—-—c—, Vo =7
= v I
i £=0,90 £=092. £=094. £=0,96. £=098. |

2 2 2 2 3 2

V. 2@ N A, e REN) A, RN A, 2PNy A, [ 22| A, }
|
00| 1,2436 | 875| 1,281 | sso| 1,8191 | 386| 1,3577 | 391| 1,968 | 398
01| 12779 | 398| 1,3172 | 398 1,8570 | 408 1,3975 | 410 1,4385 | 417§
02| 13123 | 410] 13538 | 416] 1,3949 | 428| 14372 | 430 14802 | 487
03| 13466 | 428] 13894 | 434| 14828 | 442 14770 | 449 1,5219 | 456
04| 1,3810 | a45| 14255 | 453| 1,4708 | 456| 1,5164 | 472] 1,5686 | 476
05| 1,4158 | 463| 14616 | 471| 1,5087 | 479 1,5566 | 487| 1,603 | 495|
06| 14497 | 480| 1,4977 | 489| 1,5466 | 497 16963 | 607 1,6470 | 515
07| 14841 | 497| 1,5888 | 507| 155845 | 516| 1:6361 | 525] 1,6886 | 636|
|
l0,8] 1,5184 | 515| 1,699 | 525| 1,6224 | 535 1,6769 | 544] 1,7808 | 555
09| 15528 | 542] 1,6080 | 48| 1,6608 | 554| 1,7157 | 563| 1,7720 | 575 |
10| 16871 | 550] 1,6421 | 561] 1,6982 | 572 1,7554 | 588 1,8137 | 594
11| 156215 | 567 16782 | 579] 1,7361 | 591| 1,7952 | 602| 1,8654 | 614§
1,2| 1,6658 | 585| 1,7148 1,7740 | 610] 1,8350 | 621] 1,8971 | 633}
1,3| 1,6902 | 60s| 1,7505 1,8120 | 628] 1,8748 | 640 1,9388 | 668
1,4| 1,7245 | 621| 1,7866 1,8499 | 646| 1,9145 | 659\ 1,9804 | 674
1,5| 1,7589 | 6s8| 1,8227 1,8878 | 665 1,9543 | 678 2,0221 | 693]
1,6]| 1,7988 | 655| 1,8688 1,9257 | 684| 1,9941 | 697] 2,0688 | 713]
1,7| 18276 | 673 1,8049 1,9636 | 703] 2,089 | 716| 2,1055 | 732
18| 18620 | 690| 1,9810 2,0015 | 721| 20736 | 736] 2,1472 | 752
1,9| 1,8963 | 708| 19671 2,0394 | 740| 21184 | 785| 2,889 | 771|
12,0] 1,9807 | 725] 2,0032 2,0778 | 759| 2,1682 | 778| 92,2806 | 792
21| 19650 | 743| 2,0893 21152 | 778 2,1930 | 792| 2,2722 | 811
22| 1,9994 | 760] 2,0754 216581 | 796| 2.2327 | 812| 32,3139 | 881]
23| 2,0888 | 777] 2,1115 2,1911 | 814| 22725 | 31| 2,356 | 851
2,4 2,0681 | 795| 2,1476 22290 | 838| 32,3128 | 850 2,3978 | 870]
25| 21025 | s12| 211887 2,2669 | 852| 23521 | 869| 24390 | 890
2.6| 21368 | 830] 2,2198 2,3048 | 870 2,3918 | 889| 2.4807 | 909]
27| 21m2 | s47| 2,569 2,3427 | 889| 2.4316 | 907] 25223 | 930
28| 2,206 | ses| 2,2021 2,3806 | 908| 24714 | 926 2,5640 949
2,9| 22399 sssl 2,3282 - 24185 | 927 255112 | 945 2,6057 | 969 |
8,0| 2:2742 | 901] 2,3643 24564 | 945 2,6509 | 965| 2.6474 | 989
31| 23086 | 918| 2,4004 2,4943 | 964| 2,907 | 984] 26891 1003
32| 2,430 | 985| 2,4865 2,6828 | 982| 2,6305 (1003 2,7308 1028}
33| 2,3773 | 953| 2,4726 26702 (1001] 2,6708 [1021] 2,7724 |1048
84| 24117 | 970] 2,5087 2,6081 [1019] 2,7100 [1041f 2,8141 |1068
35| 24460 | 988| 2,5448 2,6460 (1088 2,7498 [1060| 28558 [1087|
3,6] 24804 |1005| 2,6809 2,6889 |1057] 2,7896 [1079] 2,8975 107
87| 2,5147 1028 2,6170 2,7218 (1076] 2,8294 [1098] 29392 |1126
88| 25491 (1040] 2,6581 2,7597 (1094] 2,8691 [1118] 2,9809 1146
8,9| 2,6835 (1057 2,6892 2,7976 (1113] 29089 [1187| 83,0226 [1166]
40| 26178 |1075] 2,7283 28365 |1132] 2,9487 (1158 8,0642 1186
4,1 2,6522 [1092| 2,7614 2,8785 (1150 2,9885 (1174 8,1059 1206 |
43| 2:6865 [1110] 2,7975 29114 1168 3,0282 [1194] 8,1476 |1225 |
344. | A, =381 By =3879. | 4,=898. | Ay=417. |
1 - |




£=1,06.
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1,5177
1,5656
1,6138
1,6610

1,7088
1,7566
1,8044
1,8521

1,8999
1,9477
1,9954
2,0482

2,0910
2,1388
2,1865
2,2343

2,2821
2,299
2,3776
2,4254

2,4732
2,5209
2,5687
2,6165

2,6643
2,7120
2,7598
2,8076

2,8554
2,9081
2,9509
2,9987

3,0464
8,0942
3,1420
8,1898

3,2375
8,2858
3,3331
38,3808

3,4286
8,4764

565

586|
608,
630)
651

672
698
716)
737

768,
719
801
823

844
866
887
908

929
962
973
994

1015]
1037,
1059)
1080,

1102
1123
1144
1166]

1187,
1208
1230
1252

1274
1295,
1316

8,5242

A, = 478.

1,6592

"1,6091

1,6590
1,7089

1,7689
1,8088
1,8687
1,8086

1,9585
2,0085
2,0684
2,1088

2,1582
2,2081
2,2581
2,3080

2,8579
2,4078
2,4577
2,5077

2,5576
2,6075
2,6574
2,7073

2,7572
2,8072
2,8671
2,9070

2,9569
8,0068
3,0668
8,1067

8,1566
3,2065
8,2564
3,8064

8,3562
3,4062
38,4561
8,5060

83,6660
8,6059

448
465
487

609
568

598

641
663

686
708
729

796
818
889

862
884
906
928,

9561
972
994
1016

1039
1061
1082
1104

1127
1149
1171
1198

1216
1287
1259
1282

1808
1326
1347

8,6558

Ay = 499,

3,0608
3,1129
3,1650
3,2171

3,2698
3,8214
38,8736
8,4257

38,4778
3,6299
3,6820
38,6842

8,6863
8,7384
8,7906

A, =521,




»
88 R,V 2= ’;‘9 , V= g;_;’.

£ =1,10. z=1,12. z=1,14. z=1,16. £=1,18.

2 R(2N)| A, e PeN))| A, [ PEN) A, [ RN A, [ PN

2 2 z

1,6439 1,6872 | 440 1,7312 | 445| 1,7757 | 453] 1,8210
1,6983 1,7440 | 446] 1,7908 | 470] 1,8873 | 478] 1,8851
1,7527 1,8007 | 487| 1,8494 | 495| 1,8989 | 503| 1,9492
11,8071 1,8574 | 511 1,9085 | 520 1,9605 | 528] 2,0133

1,8616 | 526| 19141 | 535 1,9676 | 544] 2,0220 | 5563] 2,0773
1,9159 1,9709 | 559 J 2,0268 | 568| 2,0836 | 578 2,1414
1,9703 2,0276 | 583| 2,0859 | 593 2,1452 | 608] 2,2055
2,0247 2,0843 | 607] 2,1450 | 617 2,2067 | 629] 2,2696

2,0791 2,1410 | 631] 2,2041 | 642] 2,2683 | 6564| 2,3337
2,1335 2,1978 | 654] 2,2632 | 667] 2,3299 | 679] 2,3978
2,1879 2,2546 | 678 2,3223 | 692] 2,3915 | 704| 2,4619
2,2423 2,3112 | 708 2,3815 | 715| 2,4530 | 730] 2,5260

2,2967 2,3679 | 727| 2,4406 | 740| 2,5146 | 755| 2,5901
2,3511 2,4246 | 751| 2,4997 | 766\ 2,5762 | 780| 2,6342
2,4055 2,4814 | 774] 2,5588 | 790| 2,6378 | 805| 2,7183
24598 2,5881 | 798| 2,6179 | 814] 2,6993 | 831] 2,7824

TRt

2,5142 | 806| 2,6948 | 822| 2,6770 | 839 2,7609 | 856| 2,8465
2,5686 | 829] 2,6515 | 847 2,7362 | 863| 2,8225 | 881] 2,9106
2,6230 | 853] 2,7083 | 870| 2,7953 | 888| 2,8841 | 906 2,9747
2,6774 | 876] 2,7650 | 894| 2,8544 | 912] 2,9456 | 932| 3,0388

- v -

2,7318 | 899] 2,8217 | 918] 2,916 | 937 3,0072 | 957| 3,1029
2,7862 | 922| 2.8784 | 942| 2,9726 | 962| 3,0688 | 9s2| 38,1670
2,8406 | 946 2,9362 | 966| 8,0318 | 986| 3,1304 [1007| 83,2311
2,8950 | 969] 2,9919 | 990] 3,0909 |1010| 3.1919 1033 38,2052

-

-

6
7
8

9
0
1
2
3

BN NN

-

2,9494 | 992| 3,0486 [1014] 3,1500 [1035| 3,2585 |1058| 3,8598
3,0038 (1015| 3,1053 |1038] 38,2091 [1060] 3,3151 |1088| 38,4234
3,0582 (1039| 3,1621 [1061] 3,2682 |1085| 3,3767 |1108| 3,4875
3,1126 [1062] 3,2188 |1085] 8,3278 (1109] %4382 [1136] 35517

O 1O IO 1O
ot

~

-

3,1670 |1085] 38,2755 [1110] 38,3865 [1133] 3,4998 (1160| 38,6168
3,2214 1108| 3,3322 |1134] 38,4456 [1158] 8,5614 |11856| 3,6799
3,2758 |1132] 3,3890 |1157| 38,5047 |[1183] 3,6230 {1209] 38,7439
83,3301 (1156] 5,4457 |1181) 38,5638 [1207] 38,6845 (1235 3,8080

-

29 00 1O O
—2ww

Py

3,8845 |1179] 3,5024 [1205] 3,6229 [1282] 3,7461 [|1260] 3.8721
38,4389 1202] 3,6591 [1229] 3,6820 |1257| 83,8077 |1285| 83,9362
3,4983 [1225] 3,6158 [1254] 3,7412 |1281] 3,9693 [1310] 4,0003
3,5477 (1249 3,6726 (1277 3,8003 [1805] 3,9308 [1336] 4,0644

~

QO Lo W
-

-

DoNme Tiael

8,6021 (1272 3,7208 [1301] 3,8594 [1330| 3,9924 [1362] 4,1296
38,6565 |1295| 3,7860 (1825 3,9185 [1355| 4,040 |1388| 4,1928
3,7100 |1318] 38,8427 |1349] 39776 |1380] 4,1156 [1413] 4,2569
38,7663 |1342] 3,8095 1372| 4,0367 |1404] 4,1771 |1439] 4,3210

e adiad

<

3,8741 |1388] 4,0129 |1421] 4,1550 (1453] 4,3003 [1489] 4,4492
3,9285 |1411] 4,0696 |1445] 4,2141 ([1478] 4,3619 [1514] 4,5133

Bp=544. | A,=0567. | 8,=591. | A,=616. | 8,=6a1.

Lol
[ =

~

3,8197 [1365] 83,9562 (1397] 4,0059 1429H 4,2387 |1464] 4,3851
3
8




R (e, V)); 1 =2, V= “’rz". 89

s=124 =1,26.

A, RN A, RN A, |2 R(N2) A

z z

1,8669 | 465] 1,9184 473J 1,9607 | 479 2,0086 | 486
1,9385 | 493] 1,9828 | 499 2,0827 | 508| 2,0835 | 515
2,0002 | 519] 2,0521 | 527| 2,1048 | 535| 2,1583 | 544
2,0669 | 545| 2,1214 | 555 2,1769 | 563| 2,2832 | 572

2,1356 | 552 2,1908 | 581| 2,2489 | 591] 2,3080 | 601
2,2003 | 598] 2,2601 6091 2,3210 | 619 2,3829 | 630
2,2670 | 625] 2,3295 | 636] 2,3981 | 647| 2,4578 | 658
2,3887 | 651 2,3988 | 663| 2,4651 | 675 2,5326 | 687

2,4004 | 678 2,4682 | 690| 2,6872 | 708] 2,6075 | 715
2,4670 | 705| 2,56375 | 718| 2,6093 | 730 2,6823 | 745
2,5387 | 731] 2,6068 | 745 2,6813 | 759| 2,7572 | 778
2,6004 | 758] 2,6762 | 772] 2,7534 | 787| 2,8321 | 801

2,6671 | 784] 2.74556 | 800| 2,8255 | 814 2,9069 | 830
2,7338 | 811] 2,8149 | 826] 2,8975 | 843] 2,9818 | 859
2.8005 | 837 2,8842 | 854] 2,9696 | 861} 8,0567 | 887
2,8672 | 864] 2,9536 | 881| 3,0417 | 898| 3,1315 | 916

2,9338 | 891| 38,0229 | 908| 38,1137 | 927| 3,2064 | 944
3,000 | 917| 3,0922 | 936] 3,1858 | 954] 3.2812 | 974
3,0672 | 944| 3,1616 | 963| 3,2579 | 982| 3,3561 [1002
38,1339 | 970] 3,2309 | 990| 3,3299 [1011] 3,4310 |1080

3,2006 | 997| 3,3003 |1017| 3,4020 (1038] 83,5058 |1059
3,2673 11023| 3,3696 [1045] 3,4741 |1066| 3,5807 {1088
3,3340 |1050| 3,4590 (1071} 3,5461 [1094] 38,6565 (1117
3,4006 |1077] 38,5083 [1099] 38,6182 [1122] 38,7304 |1145

3,4678 (1103| 35776 [1127| 3,6908 |1150] 3,8053 (1173
38,6340 |1130] 3,6470 |1153| 3,7628 |1178] 3,8801 (1203
3.6007 |1156] 3,7163 [1181| 3,8344 [1206] 8,9550 (1231
3,6674 |1183| 83,7857 |1208| 3,9065 [1233| 4,0298 (1260

.

-

-

Novh wh=o

-

2
2
2
2,
2
2
2
2

3,7341 |1209] 3,8550 (1235] 3,9785 [1262] 4,1047 (1288
3,800 |1235] 3,9243 [1263| 4,0506 [1290] 4,1796 [1317
3,8674 1263} 3,9937 [1290| 4,1227 [1317] 4,2544 |1846)
3,9341 [1289] 4,0630 (1317| 4,1947 |1346| 4,3298 |1374

-

©0 0o 1O 1O
—ow©m

o
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4,0008 |1316| 4,1324 |1344] 4,2668 ]373r 4,4041 |1403
4,0675 |1342| 4,2017 (1372| 4,3389 (1401| 4,4790 |1432
4,1342 |1369] 4,2711 |1398| 4,4109 |1430] 4,5539 |1460
4,2009 [1395] 4,3404 (1426] 4,4830 (1457| 4,6287 [1489

oo ww

~

42676 |1421] 4,4097 |1454] 4,6551 |1485] 4,7086 |1617
4,4343 11448] 4,4791 |1480| 4,6271 15131 4,7784 (1547
4,4009 [1475] 4,5484 |1508| 4,6992 (1541| 4,8583 |1576
4,4676 [1502| 4,6178 (1535 4,7713 |1569] 4,9282 |1603

4,5843 [1528] 4,6871 1562I 4,8433 [1597| 5,0030 (1632}
4,6010 {1556] 4,7565 |1589| 4,9164 |1625| 5,0779 |1661
4,6677 [1581] 4,8258 (1617| 4,9876 1§52| 5,1527 (1691

A, = 667. 8, = 693. Ay = T721. Ay =T749.
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90 2R (2, V), Z=S;-, V°2=°-lzrzl".

£=1,34. £ =1,36. £=1,38.

s PN A, [ RN A, [ RN A

z z

2,2076 2,2591 | 524] 2,3115 | 531 |
01| 2,1878 | 531| 2,2404 | 2,2948 | 547| 2,3490 | 556| 2,4046 | 564 |
02| 2,679 | 561| 2,3240 | 570 2,3810 | 679| 2,4389 | 68s| 2,4977 | 598
601] 2,4678 2,6288 | 621] 2,5909 | 630}

2,6645 | 642]| 2,6187 | 659] 2,6846 | 658§
0,6 2,6099 | 651 2,5750 | 663] 2,6413 | 674] 2,7087 | 685 2,7772 | 697 |
0,6| 2,5906 | 681] 2,6687 | 693| 2,7280 | 706| 2,7986 | 717| 2,8703 | 730}
2 2,8148 | 787] 2,8885 | 750} 2,9635 | 763 |

¥ 2,9015 | 769| 2,9784 | 782| 3,0566 | 796 |
09| 2,8826 | 771] 2,9097 | 786 2,9883 | 800| 3,0683 | 815| 38,1498 | 829 |
1,0| 29182 | so2| 2,9984 | 817| 8,0751 | 831| 38,1582 | 847| 32429 | 862
L1| 2 832 847| 8,1618 | 863| 3,2481 | 885] 38,3366 | 890

1,2| 8,0745 | 862| 38,1607 | 879| 8,2486 | 894] 38,3880 | 912] 8,4292 | 929§
1,31 8,1552 | 892| 8,2444 | 909] 38,3353 | 926] 38,4279 | 944] 8,5223 | 962
1,4] 8,2359 | 922| 8,3281 | 940] 38,4221 | 958| 8,6179 | 976] 38,6166 | 995 |
1,6| 8,31656 | 962| 8,4117 | 971] 8,5088 | 990] 38,6078 |1008| 38,7086 |1028 |

8,3972 | 982| 38,4954 |1002] 38,6956 |1021] 3,6977 [1041| 38,8018 (1061 |
8,6823 1058} 8,7876 [1073| 38,8949 [1094 |
8,5585 [1048| 38,6628 |1063| 83,7691 |1084|.38,8775 [1106] 3,9881 [1127§
38,6392 [1072] 38,7464 [1094| 8,8668 [1116| 38,9674 [1136] 4,0812 (1161}

8,7198 (1108] 3.8301 (1125 3,9426 |1147| 4,0673 |1171] 4,1744 [1198 |
38,8005 |1133] 83,9188 (1165 4,0298 |1179| 4,1472 (1208] 4,2675 |1227]
4,1161 |1210] 4,2871 [1285] 4,3606 |1260 |
8,9618 {1193] 4,0811 [1217] 4,2028 [1243] 4,8271 |1267| 4,4638 |1293

4,0425 (1228] 4,1648 (1248| 4,2896 |1274]| 4,4170 (1299] 4,5469 |1326
4,3763 |1306] 4,6069 [1832] 4,6401 |1359}
61 4,2088 |1293) 4,8321 (1310] 4,4631 [1837] 4,5968 [1364| 4,7332 |1398]
1313| 4 1840] 4,6498 [1369] 4,6867 |1397| 4,8264 [1425]

4,6366 [1400] 4,7766 (1429] 4,9195 |1469]
2,9] 4,44568 |13873] 4,6831 |1408] 4,7234 |1431] 4,86656 |1462] 5,0127 |1491}
8,0| 4,6264 |1404] 4,6668 |1433] 4,8101 |1468| 4,9564 |1494] 5,1058 |[1525
1434 4 1464] 4,8969 |1494] 5,0468 [1526] 5,1989 {1558

4,9836 |1526| 5,1362 [1669] 5,2921 [1591f
8,8| 4,7684 4,9178 (1526 5,0704 (1568 5,2262 |1590| 5,8852 [1625]
8,4| 4,8491 |15624] 65,0016 [1556] 5,1571 |1590] 5,3161 |1623] 5,4784 |[1657
8,6| 4,9297 |1654{ 5,0851 |1688] 5,2439 |1621} 5,4060 [1655| 5,5715 [1691

5,3806 1653| 5,4969 (1688] 5,6647 1723
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8,7] 5,0911 [1614] 5,2526 [1649| b5,4174 [1684| 5,56858 [1720| 5,7678 [17567
8,8| 5,1717 [1645| 65,3362 [1679] 5,6041 (1716| 56,6757 [1763| 56,8510 [1789 |
89| 5,2524 |1674{ 56,4198 |1711] 5,6809 |1747| 5,7666 |1785| 5,9441 |1823

40| 5,8830 |1705} 5,6085 (1741] 5,6776 l779| 5,86565. |1818] 6,0873 (1856

4,1| 65,4187 |1785 1772| 5,7644 |1810| 5,9464 |1850| 6,1304 |1889]
1803| 65,8011 [1843| 6,0354 |1881| 6,2285 [1928

837. | Ap=868. | A,=899. | A,=0981.




£=1,40,
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2 RN) A, e RN
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Pt bt ot b
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WD
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o) Sy

2,3646 539‘
2,4610 | 578
2,5575 | 607
2,6589 | 641
92,7504 | 675
2,8469 | 708
2,9433 743I
3,0398 | 776
3,1862 | 811
3,2827 | 844
3,3291 | 879
3,4256 | 912
83,5221 | 946
3,6185 | 980
3,7150 {1018
3,8114 |1048
3,9079 |1081
4,0043 1116
4,1008 [1149]
4,1978 (1188
4,2937 1217
4,3902 1251

4,4866 1285
4,6831 [1819]

4,6795 [1353
47760 (1387
4,8725 (1420
4,9689 1455

5,0654 1488
5,1618 (1528
5,2583 1566
5,3547 (1591

54512 (1624
5,5477 |1658
5,6441 [1692]
57406 (1726

5,8370 (1760
5,9335 1793
6,0209 (1828
6,1264 (1861

6,2229  |1695|
6,3193 [1929
6,4158 (1963

Ay = 965.
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z=1,52.

z=1,54.

2Rz

2 R(zY,})

A

z

2 RN

A

£
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2,6428
2,7666
2,8707
2,9849

38,0992
8,2134
3,3276
3,4418

3,6561
3,6703
8,7846
3,8987

4,0180
© 4,1272
4,2414
4,3556

4,4699
4,5841
4,6983
4,8125

4,9268
5,0410
5,1552
5,2694

5,3837
5,4979
5,6121
5,7263

5,8406
5,9548
6,0690
6,1832

6,2975
6,4117
6,5259
6,6401

6,7542
6,8686
6,9828
7,0970

7,2113
7,3255
7,4397

580)
6518|
657
695

732
770,
809,
847

884
923|

961

1036
1075,
1113}
1151

1189
1227
1265
1804

1341
1879,
1417
1456

1493
15631
1670
1608

1646
1684
1722
1760

1797
1836
1874
1912

1950
1988
2026
2064

2102
2140
2178

2,7008
2,8183
2,9864
8,0544

3,1724
38,2904
3,4085
8,5265

3,6445
3,7626
3,8806
3,9986

4,1166
4,2347
4,3527
4,4707

4,6888
4,7068
4,8248
4,9429

5,0609
5,1789
5,2969
5,4150

5,5380
5,6510
5,7691
5,8871

6,0051
6,1232
6,2412
6,3592

6,4772
6,5963
6,7138
6,8318

6,9494
7,0674
7,1854
7,3034

7,4215
7,5395
7,6575

589,
628
667
706

745
784
822
862|

901
989
978
1017

1057
1095
1184
1178}

1211
1251
1290
1328

1867
1406
1446
1484

1523
1562
1601
1640

1679]
1717
1756
1796

1835
1873
1912
1951

1990
2029
2068
2107

2145
2185

Ay = 1180,

2224

2,7592
2,8811
8,0031
38,1250

8,2469

' 8,3688

8,4907
3,6127

8,7346
3,8665
38,9784
4,1003

4,2228
4,3442
4,4661
4,5880

4,7099
4,8319
4,9538
5,0757

5,1976
5,3195
5,4415
5,6634

5,6853
5,8072
5,9292
6,0511

6,1730
6,2949
6,4168
6,588

6,6607
6,7826
6,9045
7,0264

7,1484
7,2703
7,3922
7,5141

7,6360
7,7580
7,8799

598
638
677
717

757
797

837
876

916
956
996
1086

1075
1115
1155,
1195

1235
1276
1814
1354

1894
1434
1473
1513

1553
1598
1632
1672

1712
1752
1792
1831

1871
1911
1951
1991

2030
2070
2110,
2150

2190
2229

Ap = 1219,

2269

2,9449
3,0708
3,1967

3,3226
38,4485
3,5744
3,7003

3,8262
3,9521
4,0780

- 4,2039

4,3298
4,4557
4,5816
4,7075

4,8334
4,9593
5,0852
5,2111

5,3370
5,4629
5,5888
5,7147

5,8406
5,9665
6,0924
6,2183

6,3442
6,4701
6,5960
6,7219

6,8478
6,9737
7,0996
7,225b

7,3614
74773
7,6032
7,7291

7,8550
7,9809
8,1068

648,

689
729,

770]
810
851
892

982
973
1014
1005

1095
1136
1177
1217

1258

1299
1389,
1380

1421
1461
1502
1543

1583
1624
1665,
1706

1746
1787
1828
1868

1909
1950
1990
2031

2072
2112
2153
2197

2285
2275

Ay = 1259.

2316

3,0097
38,1397
3,2696

83,3996
8,5295
3,6595
3,7895

8,9194
4,0494
4,1794
4,3094

4,4393
4,5693
4,6993
4,8292

4,9592
L 5,0892

5.2191
5,3491

5,6090
1 5,7390
5,8690

5,9989
6,1289
6,2589
6,3889

6,5188
6,6488
6,7788
6,9087

| 7,0887
7,1687
7,2986
7,4286

7,6586
7,6885
7,8185
7,9485

8,0785
8,2084
8,3384

54791 .
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2R(2,V)}); 5= “?"’,

£ =1,60.

£ = 1,62.

3=1,64.

‘V2

0

_ a2 vlz
=7

2 =1,66.
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2.®(zV)| A

z

2.R(zN?) A

’0

2. RN
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A RN A, |2 RN,
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2,9413 | 625
38,0754 | 668
3,2095 | 711
3,3487 | 753

84778 | 795
83,6119 | 838
8,7461 | 880
3,8802 | 923

4,0143 | 966
4,1485 (1007
4,2826 (1050
4,4167 [1093|

4,6508 1136
4,6850 {1178
48191 [1221
49652 (1268

5,0874 |1305
52215 |1348
5,8556 (1391
54897 [1434

5,6239 (1475
57530 (1518
58921 |1561
6,0263 [1603|

6,1604 1646
6,2945 1688
6,4286 (1731
6,5628 1776

6,6969 |1816!
6,8310 [1859
6,9652 1901
7,0993 (1943

7,2834 [1986]
7,3675 |2029
7,5017 (2071
7,6858 2114

7,7699 (2156
7,9041 (2198
80882 |2241
8,1723 [2284

8,8064 |2327
8,4406 [2369,
8,6747 (2411

4y, = 1341.

3,008 | 635
3,1422 | 678
3,2806 | 721
38,4190 | 765

8,0673
3,2100
3,3627
3,4965

3,5573 | 809
3,6957 | 852
3,8341 | 895
3,9725 | 939

4,1109 | 982
4,2492 (1026
4,3876 (1070
4,5260 (1113

4,6644 (1156
4,8028 (1199
49412 1248
5,0795 (1287

5,2179 1330
5,3563 (1374
54947 (1417
5,6331 |1460)

57714 |1504
5,9098 |1548
6,0482 11591
6,1866 1634

6,3250 (1677
6,4633 (1722
6,6017 [1765!
6,7404 (1805

8,6382
3,7809
3.9236
4,0664

4,2091
4,3618
4,4946
4,673

4,7800
4,9227
5,0655
5,2082

5,3509
5,4937
5,6364
5,7791

5,9218
6,0646
6,2078
6,3500

6,4927
6,6355
6,7782
6,9209

6,8785 (1852
7,0169 |1895
7,1553 (1938
7,2936 (198

7,4320 (2026,
7,5704 2069
7.7088 [2112
7,8472 |2156)

7,9855 |22
8,1239 [2243
8,2623 2286
8,4007 |23

86891 (2378
8,6776 (2416
8,8158 |2461

A, = 13884,

7,0637
7,2064
7,8491
7,4918

7,6346
7,7773
7,9200
8,0623

8.2055
8,3482
8,4909
8,6337

8,7764
8,9191
9,0619

644
689|
783

777

822
866
911
955

1000
1044
1088
1183

1177
1222
1266
1810

1355
1399,
1444
1488

1533
1577
1621
1661

1711
1754
1799
1844

1888
1932
1977|
2022

2065
2110
2155
2198

2243
2288
2333
2376
2421

2509

A, = 1427.

2466'

3,1817 | 654
3,2789 | 699
3,4260 | 745
3,6733 | 7

38,8204 | 885
38,8676 | 881
4,0147 | 926
4,1619 | 972

4,3091 (1017
4,4562 1063
4,6034 uosl
4,7506 (1153

4,8977 (1199
5,0449 1244J
5,1921 |1289
5,3392 |1335

5,4864 |1380)
5,6336 (1425
5,7808 (1471
5,9279 1517,

6,0751 |1562]
6,2223 (1607
6,3694 (1658
6,5161 |1703]

6,6638 1743
6.8109 (1789)
6,9581 |1834
71053 1879

7,2525 (1924
7,3996 (1971
7,5468 (2016
7,6940 (2061

7,8411 (2107
7,9883 (2152
8,1355 (2197
8,2826 (2248

8,4298 |2288
8,5770 (2338
8,7242 |2378
8,8713 (2424

9,0185 [2470
9,1657 (2515
9,3128 |2561

A, = 1472.

8,1971
8,3488
8,5005
3,6522

3,8039
8,9556
4,1073
4,2591

4,4108
4,5625
4,7142
4,8659

5,0176
5,1698
5,3210
5,4727

5,6244
5,7761
5,9279
6,0796

6,2318
68,3830
6,5347
6,6864

6,8381
6,9898
7,1415
7,2932

7,4449
7,6967
7,7484
7,9001

8,0518
8,2085
8,3552
8,5069

8,6586
8,8108
8,9620
9,1187

9,2655
9,4172
9,5689

664
710
757
803

860
896
942
988

1034
1081
1127
1184

1220
1267
1813
1360

1408
1453
1498
1545

15691
1687
1684
1730

1777
1823
1870
1916

1963

2055
2101

2148
2194
2241
2287

2383
2380
2426
2473

‘ .
2518

2565
2611

A, = 1517.
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94 XI Table des valeurs de 23(s, V,); s="", V ="_r.

2 = 0,04.

2.3z V)| A

2

0,0408
- 0,0409
0,0410
0,0411

0,0411
0,0412
0,0413
0,0414

0,0415
0,0415
0,0416
0,0417

0,0418
0,019
0,0419
0,0420

yoyere
[ G

-

0,0421
0,0422
0,0428
0,0424

0,0424
0,0425
0,0426
0,0427

0,0428
0,0428
0,0429
0,0430

-

-

LoNum

Tl m o

NGowia

~

0,0431
0,0432
0,0432
0,0433

-

—~owm

0,0484
0,0435
0,0436
0,0436

0,0437
0.0438
0,0439
0,0440

- e

-

g

0,0441
0,0441
0,0442

-~

= Wou:m Trawis

{2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
3
8
8
3
3
8
8
8
3
3
4
4
4




£=0,10.

. ax 2 a?V2
235, V)); e==, V=251

£=0,12.

(4

= 0,14.

2

£=0,16.

95

2=0,18.

2.3(z V")

2.3(2V")

A

z

2.3(2 V%)

A

Z

2.3z V)| A

z

2.3 V")
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OO NN bt e b
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[~} [-Xe 200 X- 2
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Cwm Nowh o=

-

~
s

By

o hwl
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WWWLW WWWw WK
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0,1062
0,1057
0,1062
0,1067

0,1072
0,1078
0,1083
0,1088

0,1093
0,1098
0,1103
0,1109

0,1114
0,1119
0,1124
0,1129

0,1184
0,1140
0,1145
0,1150

0,156
0,1160
0,1165
0,1171

0,1176
0,1181
0,1186
0,1191

0,1196
0,1202
0,1207
0,1212

0,1217
0,1222
£ 0,1228
0,1283

0,1238
0,1243
0,1248
0,1263

0,1259
0,1264
0,1269

228
225
228
230

233
234
237
289

242
244
247
248

251
258

268

261
262
265
267

270
272
275
276

279
281
284
286

289

293
295

298
300
302
304

807

312
814

316
318
821

Ay % 6.

0,1275
0,1282
0,1290
0,1297

0,1805
0,1312
0,1320
0,1327

0,1335
0,1342
0,1850
0,1357

0,1365
0,1372
0,1880
0,1887

0,1395
0,1402
0,1410
0,1417

0,1425
0,1432
0,1440
0,1447

0,1456
0,1462
0,1470
0,1477

0,1485
0,1492
0,1600
0,1507

0,1516
0,1522
0,1530
0,1637

0,1545
0,1562 |
0,1560
0,1567

0,1675
0,1582
0,1590

228
281
233
237

239
242
244
248

250
253
256
259

261
264
267
270

272
275
278
281

283
286
289
292

294
298
300
303

‘805

309
311
814

816
320
822
325

828
831
338
386

339
842
844

by =T.

0,1508
0,1518
0,1528
0,1534

0,1544
0,1554
0,1564
0,1575

0,1585
0,1595
0,1605
0,1616

0,1626 -
0,1636
0,1647
0,1657

0,1667
0,1677
0,1688
0,1698

0,1708
0,1718
0,1729
0,1789

0,1749
0,1760
0,1770
0,1780

0,1790
0,1801
0,1811
0,1821

0,1881
0,1842
0,1852
0,1862

0,1878
0,1883
0,1893
0,1903

0,1914
0,1924
0,1934

232
236
289
242

245
249
252
2566

258

266
268

271
276
277
281

284
288
290
294

297
801
303
807

810
318
316
320

823
826
829
838

336
339
342
846

848
352
856
869

362
865
869

Ay =10.

0,175 |237
0,1749 |240
0,1762 | 245
0,1776 |248

0,1789 |252
0,1803 |255
0,1816 |259
0,1830 |263

0,1843 |267
0,1857 |270
0,1870 |274
0,1884 |278

0,1897 |282
0,1911 |285
0,1924 |289
0,1938 {292

0,1951 |297
0,1965 | 800
0,1978 | 804
0,1992 | 807

0,2006 |312
0,2019 815
0,2032 |319
0,2046 |822

0,2059 |326
0,2073 |830
0,2086 |334
0,2100 |387

0,2113 3841
0,2127 | 344
0,2140 |349
0,2154 | 352

0,2167 {3566
0,2181 |359
0,2194 |364
0,2208 | 367

0,2221 |371
0,2235 |874
0,2249 |877
0,2262 |382

0,2276 | 885
0,2289 |389
0,2803 | 392

Ay =14.

0,1972
0,1989
0,2007
0,2024

0,2041
0,2058
0,2076
0,2093

0,2110
0,2127
0,2144
0,2162

0,2179
0,2196
0,2213
0,2230

0,2248
0,2265
0,2282
0,2299

0,2317
0,234
0,2851
0,2368

0,2885
0,2408
0,2420
0,2437

0,2454
0,2471
0,2489
0,2506

0,2528
0,2540
0,2558
0,2575

0,2592
0,2609
0,2626
0,2644

0,2661
0,2678
0,2695

242
246
260
264

259
263
267
271

275
280

287

292
296

805

308
818
817
322

326
829
334
838

843
346
3860
855

859
364
867
372

376
380
384
888

398
397
401
405

409
414
418

Ay =117



96 5.3(2,V)); z=°‘c—”, Vo’=5’—r¥‘-’.

2=0,20. £=0,22. 2=0,24. z =0,26. £=1028.

2.3V A, lo. 3N 4, [¢.3(eN))| A, 6.3V A, 2.3V A l

z 2

0,0] 02214 |247| 02461 |251| 02712 |257| 0,2969 |262] 0,3231 | 268
0,1] 0,2285 |252| 0,2487 |257| 0,27¢4 |262| 0,3006 |268| 0,3274 | 274
0,2| 02257 |256| 0,2513 |262| 0,2775 |268| 0,3043 |275]| 0,3318 | 280
0,3| 0,2278 |261| 0,2539 |267| 0,2806 |274| 0,8080 |281| 0,3361 | 287

04| 0,2300 |265] 0,2565 |272| 0,2837 |280] 0,8117 |287| 0,3404 | 294
0,6] 0,2321 |270] 0,2591 |278] 0,2869 |285| 0,154 [293| 0,3447 | 301
0,61 0,2342 |275| 0,2617 |283| 0,2900 |291| 0,3191 [299| 0,3490 | 308
0,7] 0,2364 |279| 0,2643 |288] 0,2931 |297| 0,3228 [305| 0,3538 | 315

0,8] 0,238 |284| 0,2669 |293| 0,2962 |303| 0,8265 |311| 0,3576 | 321
0,9] 0,2407 |288] 0,2695 (299| 0,2994 |308| 0,3302 [317| 0,3619 | 328
1,0] 0,2428 (294 0,2722 |303| 0,3025 |314| 0,3339 |324] 0,3663 | 334
1,1] 0,2449 |299| 0,2748 |308] 0,3056 |320| 0,8376 [330| 0,3706 | 341

0,2471 [303] 0,2774 |313| 0,3087 |[325| 0,3412 |337] 0,3749 | 348
0,2492 |308| 0,2800 [319} 0,3119 |330]| 0,3449 |343] 0,3792 | 355
0,2514 |312| 0,2826 |324| 0,3150 [336| 0,3486 [349| 0,3835 | 362
0,2585 |317| 0,2852 (329| 0,3181 (342] 0,3528 |355] 0,3878 | 368

- -

o o b
Ry

-

0,2556 |322| 0,2878 |334] 0,3212 |348] 0,3560 |361] 0,3921 | 375
0,2578 (326 0,2904 |340| 0,3244 |353] 0,3597 |368]| 0,3965 | 381
0,2599 (331 0,2980 |345]| 0,3275 [859| 0,3634 |374| 0,4008 | 388
0,2621 (335 0,2956 |350| 0,3306 [365] 0,3671 |380| 0,4051 | 395

-

bt ek et
-

-

S wwNum Tewio

0,2642 | 340 0,2982 |3855| 0,3337 |371| 0,708 |386| 0,4094 | 402
11 0,2663 |345| 0,3008 |361} 0,3369 |376| 0,745 |392| 0,4137 | 409
2| 0,2685 (849] 0,3034 (366 0,3400 |382| 0,3782 |398]| 0,4180 | 415

31 0,2706 |355| 0,3061 |370| 0,431 |388| 0,8819 |404| 0,4223 | 422
4
b

-

0,2728 (359 0,087 |375| 0,3462 [394] 0,3856 |410]| 0,4266 | 429
0,2749 (364 0,3113 |381) 0,3494 (399| 0,893 |417| 0,4310 | 435
2,61 0,2770 |369| 0,139 |386] 0,3525 |404| 0,3929 |424| 0,4353 | 442
2,7] 0,2792 |873| 0,3165 |391| 0,3556 |410]| 0,3966 |430| 0,4396 | 449

2,8] 0,2813 (378 0,8191 |396| 0,3587 |416| 0,4003 |436| 0,4439 | 456
2,91 0,2835 |382| 0,3217 [402| 0,3619 |421| 0,4040 |442] 0,4452 | 462
3,0] 0,2866 |887| 0,3243 |407| 0,3650 |427| 0,4077 |448| 0,4526 | 469
3,11 0,2878 (391 0,3269 |412| 0,3681 1433| 0,4114 [454] 0,4568 | 476

0,2899 |396| 0,3295 [418] 0,8712 [439| 0,4151 [460| 0,4611 | 483
0,2920 (401} 0,3321 |423] 0,3744 |444| 0,4188 |467| 0,4655 | 489
0,2942 (405| 0,3347 |428] 0,3775 [450| 0,4225 |478| 0,4698 | 496
0,2963 |410| 0,3373 |433] 0,3806 |456| 0,4262 |479| 0,4741 | 503

)

-

0,2985 |415| 0,3400 |437| 0,3837 |462| 0,4299 |485| 04784 | 510
0,3006 |420| 0,3426 |443| 0,3869 |467].0,4336 |491| 0,4827 | 516
0,3027 |4256| 0,3452 |448| 0,3900 |473] 0,4873 |497] 0,4870 | 523
0,3049 |429| 0,3478 |453| 0,3931 |479| 0,4410 |503| 0,4913 | 530

0,3070 |434| 0,3504 |458| 03962 [485| 04447 [509| 0,4956 | 537
0,3092 |438| 0,3530 |464| 0,3994 |489| 04483 |517| 05000 | 543
0,3113 |443| 0,3556 |469| 0,4025 |495| 0,4520 |623| 0,5043 | 550
A, =21 Ap = 26. Ap =81 Ap=137. | edp=148.

—

-

M=o vuuo
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2= 0,38.

3(z,V)

-

<

o o000
WO = O

-

- e e

—-—C90 LPeee
-0 © @ MOV

Lt et S
U ot

woan

-0

Wt

-

SO

-

WM PN NPPPD

-

=oww

~

P00

© woNe tewie

-

09 w0 & &0

-

Rt oty
to

272
280

295

302
309
316
323

331
388
346
353

360
367
874
382

447
454
462
469

476
484
491
498

505
512
520
527

534
542
549
556

568
671
578

278
286
293
301

309
317
825
333

841
349
356
364

872

396

284
293
801
309

318
326
334
343

851
359

376

384
393
401
409

418
426
434
444

452
460
469
477

485
494

510
519

290
298
307
317

325
834
344
352

861
370
379
388

397
406
416
424

432
442
451
459

469
478

495

0,4623
0,4705
0,4787
0,4870

0,4952
0,5034
0,6117
0,519

295 §
305 §
315

324 §

334
348

352
362|

0,5281
0,5363
0,5446
0,6528

0,5610
0,5693
0,5775
0,5857

0,5939
0,6022
0,6104
0,6186

0,6269
0,6351
0,6433
0,6515

0,6598
0,6680
0,6762
0,6845

372/
382
390
400

410§
4194
429|
439}

4“1
457
467

4771

4%‘
496
505
615

524
534
544
553

562
572
582
691

0,6927
0,7009
0,7091
0,7174

601
610
619
629

639
849 |
658
667
677

686
696

0,7256
0,7838
0.7421
0,7503

0,7585
0,7667
0,7750
0,7832

0,7914
0,7997
0,8079
Ay =82,

v

i
—
7



98
2.3 (51 Vo’); 5= cTz ’ vo’ = Ta’ v‘z.



£=0,53.

5.5(5,‘7:) A 2.5(5,%’)

£

0,6820 |840| 0,7160
0,6982 0,7336
0,7144 |368| 0,7512
0,7306 |382] 0,7688

0,7468 |396| 0,7864
0,7630 {410| 0,8040
0,7792 |424| 0,8216
0,7954 |438| 0,8392

0,8116 |452| 0,8568
0,8279 |465| 0,8744
0,8441 |479| 0,8920
0,8603 |493| 0,9096

0,87656 |607| 0,9272
0,8927 |b21| 0,9448
0,9089 |535| 0,9624
0,9251 |549| 0,9800

0,9413 |563| 0,9976
0,9575 | 5677 1,0152
0,9737 |691] 1,0328
0,9899 |605| 1,0504

1,0081 [619| 1,0680
1,0223 |633| 1,0856
1,0885 |647| 1,1032
1,0547 |661| 1,1208

- e
- Ny CR

- -

-

1
l,
11
i 1

TITIER
[ =] [/-We JEX WY

-

1,0709 |675| 1,1384
1,0871 (689 1,1660 |714
1,1038 |703] 1,1736 | 728
1,1195 |717| 1,1912 | 743

1,1357 | 731] 1,2088 | 758
1,1519 | 745 1,2264 772
1,1681 |759] 1.2440 | 787
1,1848 [973] 1,2616 |802

PO 100
o GWone W

-0

1,200 |787| 1,2792 |816
1,2167 |801| 1,2068 |881
1,2829 |815| 1,3144 |846
1,2491 |829| 1,3320 |860

o oo
Ot WO N

1,2658 |843| 1,3496 |875
1,2815 |857| 1,3672 |890
1,2977 |871| 1,3848 |904
1,3189 [885| 1,024 |919

o to
o

-0

1,3801 |899| 1,4200 (934
1,3463 |913| 1,4376 |948
1,3625 |927| 1,4552 | 968

bp=162. | Ay=176.

Y
1 )




100 235, VY); =22, =51

(4

0,8966 | 383 0,9348 | 391 0,9789
393] 0,9221 402! 0,9623 | 410] 1,0083

1| 08443 | 385| 0,8828
2| 08665 | 402] 0,9067 | 411] 0,9478 | 420 0,9898 | 429| 1,0327 | 438
3| 0,8888 | 418] 0,9306 | 428| 0,9784 | 488] 1,0172 | 448] 1,0620 | 459
4

0,9110 | 435| 0,9545 | 446| 0,9991 | 456] 1,0447 | 467| 1,0914 | 479
0,9332 452’ 0,9784 | 463]| 1,0247 | 475 1,0722 | 486] 1,1208 | 498

1,0028 | 481] 1,0604 | 495] 1,0997 | 505| 1,1502 | 518
0,9776 | 486/ 1,0262 | 498] 1,0760 | 511} 1,1271 | 525 1,1796 | 538

0,9998 | 508| 1,0601 | 516 1,1017 | 529| 1,1646 | 544| 1,2090 | 558
0,9| 1,0220 | 520| 1,0740 | 533| 1,1278 | 548] 1,1821 | 568| 1,2884 | 577
1,0| 1,0442 | 537] 1,0979 | 551) 1,1630 | 566| 1,2096 | 582] 1,2678 | 597
1,1| 1,064 | 568| 1,1217 | 569 1,1786 | 585| 1,2871 | 600| 1,2971 | 618

1,0887 | 569] 1,1456 | 587| 1,2043 | 602| 1,2645 | 620| 1,3265 | 638
1,1695 | 604] 1,2299 | 621| 1,2920 | 639| 1,3559 | 657
1,1881 | 608| 1,1934 | 622 1,2556 | 639| 1,3195 | 658| 1,8853 | 677
1,1663 | 620 1,2173 | 639] 1,2812 | 668] 1,3470 | 677| 1,4147 | 697

(S —
QUi WO N
—

-

3
o
a
D

. e .

1,6| 1,1776 | 637] 1,2412 | 657| 1,3069 | 676| 1,8745 | 696 1,4441 | 717
1,7| 1,1997 | 654] 1.2651 | 674] 1,3325 | 694 1,4019 | 716] 1,4785 | 736
1,8] 1,2219 | 671| 1,2890 | 691] 1,3581 | 718| 1,4294 | 735| 1,5029 | 756
1,9 1,2441 | 83| 1,8129 | 709| 1,3888 | 731| 1,4669 753| 1,6822 | 777f°
2,0| 1,2664 | 704| 1,3368 | 726] 1,4094 | 750| 1,4844 | 772| 1,6616 | 797
2,1| 1,2886 | 721] 1.3607 | 744] 1,4351 | 768| 1,5119 | 791] 1,6910 | 816
22| 1,3108 | 738| 1,3846 | 761| 1,4607 | 786| 1,893 | 811 1,6204 | 836
2,8| 1,3330 | 765 1,4085 | 779| 1,4864 | 804| 1,5668 | 830| 1,6498 | 856
12,4] 1,852 | 772 14824 | 706] 15120 | 823| 1,6943 | 849] 16792 | 876
2,6| 1,3774 | 788] 1,4562 | 815] 15877 | 841| 1,6218 | 868| 17086 | 895
2,6| 1,3996 | 805| 1,4801 | 832| 15633 | 860] 1,6498 | 887] 17380 | 915
27| 1,4218 | 822| 1,5040 | 850| 1,5890 | 877| 1,6767 | 906 1,7673 | 936
2,8| 1,4441 | 838] 1,6279 | 867| 1,6146 | s96| 1,7042 | 925| 1,7967 | 956
29| 14663 | 855] 1,5618 | 885 1,6408 | 914| 1,7317 | 944| 1.8261 | 975
30| 1,4885 | 872 1,6757 | 902| 1,6659 9:3 1,7592 | 96| 1,8565 | 995
i3,1| 1,6107 | 889] 1,5996 | 920] 1,6916 | 950] 1,7866 | 983| 1,8849 (1015
32| 16329 | o06| 16235 | 987 17172 | 969| 1,8141 [1002] 1,9143 [1085
88| 1,6551 | 923| 1,6474 | 95| 1,7429 | 987] 1,8416 [1021] 1,9437 [1054
8,4| 1,6778 | 940 1,6713 | 972| 1,7686 |1006| 1,8691 [1040| 1,9781 (1074
85| 1,6995 | 957] 1,6962 | 990 1,7942 [1024] 1,8966 |1068| 2,0024 [1095
3,6| 1,6217 | 974 1,7191 (1007 1,8198 [1042| 1,9240 [1078] 2,0818 |1115
3,7| 1,6440 | 990| 1,7430 (1025| 1,8455 [1060] 1,9515 [1097| 2,0612 [1134
3,8] 1,6662 (1007 1,7669 [1042| 1,8711 [1079] 1,9790 [1116] 20906 (1154
8,9| 1,6884 [1028| 1,7907 [1061] 1,8968 [1097| 2,0066 |1185| 2,1200 [1174
0| 1,7106 (1040] 1,8146 (1078] 1,9224 [1116] 2,0340 |1154] 2,1494 [1194

1,7328 (1067| 1,8385 |1096] 1,9481 [1133] 2,0614 [1174] 2,1788 (1213
1,8624 [1118] 1,9737 [1152] 2,0889 ll98| 2,2082 [1233

8,=239. | A4,=256. | A,=275.

B3
o
L3
Ed
| '8
L
S
[




£=10,78.
2
2.3(2,V,))

1,1815
1,0879 4361 1,1815 | 446 1,2216
1,1213 | 458 1,1671 | 468 ' 1,2618
1,148 | 479 1,2027 | 491 1,3019

1,1882 | 501] 1,2383 | 518 1,421
1,2216 | 528] 1,2739 | 535 1,3822
1,2551 | 544] 1,3095 | 557 1,4224
1,2886 | 566] 1,3451 680| 1,4626

1,8220 | 587 1,3807 | 602 1,5027
1,3564 | 609 1,4163 | 624] 1,47 1,5428
1,3889 | 630] 1,45>19 | 647 1,6829
1,4223 | 652 1,4876 | 669) 1,6281

1,4558 | 673| 1,5281 | 691 1,6632
1,4892 | 695| 1,5687 | 718 1,7034
1,5226 716r 1,5942 737J 1,745

—
-
-0

-

-

I-‘l—:-‘l-l
e

1,6661 | 787| 1,6298 | 759 1,7837

1,5895 | 769| 1,6654 | 781 1,8288
1,6230 | 780| 1,7010 | 803 1,8640
1,6564 | 802| 1,7366 8261 1,9041
1,6899 | 828| 1,7722 | 848 1,9448

oo

-

1

1,

1
1

-

1,7283 | 845| 1,8078 e7oi 1,9844
1,7567 | 867| 1,8434 | 893 2,0246
1,7902 | 8ss| 1,8790 | 915 2,0647
1,8236 | 910| 1,9146 | 937 2,1049

=)

-

-

1,8571 | 981} 1,9502 959| 2,1450
1,8905 | 953 1,9858 | 982 2,1852
1,9240 | 974] 2,0214 {1004 2,2253
1,9574 | 996] 2,0570 |1026 2,26854

QDO w

-

1,9908 (1018 2,0926 (1048 2,3056
2,0243 1088| 21281 1072* 2,3457
2,0577 [1060] 2,1637 |1094 2,3859
20912 (1081] 2,1993 [1116 2,4260

2,1581 |1124] 2,2705 [116] 2,5063
2,1915 |1146] 2,3061 [1183 2,5465
2,2249 [1168] 2,3417 |1205 2.,5866

2,2584 (1189 2,3773 1228 2,6268
2,2018 [1211] 2,4129 (1250 90| 2,6669
2,3263 (1232| 2,4485 |1272f 2,7071
92,8587 [1254] 2,4841 [1295 2,7472

2,1246 nosl 2,2349 |1139] 2,4662

2,8922 (1276] 2,6197 |1817 2,7874
2,4266 (1297| 2,55653 |1389] 2.8276
2,4591 11318] 2,5909 [1861 2,8677

By Ay = 866. =




a2 V,?
e

102 23(2,VY; 2=, Vi=

c



£=0,94. i £=0,98.

te. 32, V)| A, |32,V A, le. 2.3(e,V.")

1,6093 | 507| 1,5600 1,6645
1,682 | 688| 1,6220 1,7829
1,6271 1,6840 1,8018
1,6861 | 599| 1,7460 1,8698

1,7450 1,8080 1,9882
1,8039 1,8700 2,0067
1,8629 1,9820 2,0751
1,9218 1,9940 2,1436

1,9807 2,0560 2,2120
2,0897 2,1180 2,2805
2,0986 2,1800 2,3489
2,1675 2,2420 2,4174

2,2164 2,3040 2,4858
2,2754 2,3660 2,6642
2,3343 2,4280 2,6227
2,3932 2,4900 2,6911

2,4522 2,6520 2,7596
2,5111 2,6139 7 2,8280
2,5700 2,6759 2,8965
2,6289 27879 2,9649

1
1,
1
1

woan

-

2,6879 2,7999 3,0334
2,7468 2,8619 38,1018
2,8057 2,9239 8,1708.
2,8647 2,9859 : 38,2387

10 00 10

-

[CS PN -O

2,9236 8,0479 3,17 3,3072
29825 3,1099 3.3756
3,0414 3,1719 . 3,4440
3,1004 3,2339 8,5125

8,1593 3,2959 3,5809
83,2182 8,3579 3,6494
3,2772 3,4199 37178
3,3361 83,4819 3,7863

3,8950 83,5439 8,8547
8,4539 3,6059 3,9232
3,5129 3,6679 8,9916
35718 3,7299 4,0601,

3,6307 3,7919 4,1285
8,6897 3,8539 4,1969
8,7486 3,9159 4,2654
38,8075 8,9779 4,3338

3,8665 4,0399 4,4028
8,9254 4,1019 4,4707
38,9848 4,1639 4,5892

- -

2010 1O O

50 10 10
~O®WW <o

~

<

© W, tawie

-

-

) b
o




2. __ex 2 __ a? VI’
104 23(6,Vy); e=, Vi=—73-
£ = 1,00 5 =1,02 £2=1,04 2 = 1,06. £=1,08.
2 2 2 2 2
V02 w'g(z;vo) A, lz‘s(z’vo) Az zs(zivo) Az z‘g(z)vo) A‘ z'&z,vo) A’
00| 1,71183 | 549 1,7732 | 560] 1,8292 | 572| 1,8864 | 583| 19447 | 595
01| 1,7901 | 584| 1,8485 | 596] 1,9081 | 609| 1,9690 | 621] 2,0311 | 635
02| 1,8619 | 619] 1,9238 | 638| 1,9871 | 645| 2,016 | 660] 2,1176 | 674
03| 1,9338 | 654 1,9992 | 668| 2,0660 | 683| 2,1343 | 698 2,2041 | 718
04| 2,006 | 689| 2,0745 | 704| 2,1449 | 720 22169 | 787 2,2006 | 752
05| 20774 | 724| 2,1498 | 740| 2,2238 | 758| 2.2096 | 774| 2,3770 | 792
06| 21498 | 758| 22261 | 776] 2,3027 | 795| 2,8822 | 818 2,4636 | 832
07| 2,221 793| 2,3004 | 818 2,8817 | 831| 2,4648 | 852 2,5500 | 871
08| 2,2920 | 829 2,6475 | 889| 2,6864 | 911
09| 2,3647 | 864 2,6301 | 928 2,7229 | 950
10| 24366 | 898 2,7127 | 967] 2,8094 | 989
11| 25084 | 983 2,7954 |1004| 2,8958 (1029
1,2| 2,5802 | 968 2,8780 |1043| 2,9823 [1069
1,3| 2,6520 (1003 2,9607 |1081] 83,0683 (1108
14| 27239 1038| '3,0433 [1119] 3,1552 [1148
1,6| 2,7957 [1073 3,1259 |1158] 83,2417 |1187
1,6| 2,8675 [1108 3,2086 |1196] 8,3282 (1226
1,7] 2,9394 (1142 3,912 [1284] 3,4146 (1266
1,8] 30112 1177| 38,8738 [1278] 3,5011 |1306
1,9| 3,0830 1218 38,4565 [1311] 8,5876 |1345
20| 38,1548 (1248 38,5391 [1349] 38,6740 1385
2,1| 3,2267 [1282 3,6218 (1387 3,7605 [1424
22| 3,2985 (1817 3,7044 |1426| 3,8470 [1463
23| 38,3703 [1352 3,7870 (1464] 3,9334 1508
24| 84422 (1887 3,8697 [1502| 4,0199 (1543
2,6 8,5140 |1422 38,9523 [1541] 4,1064 [1582
2,6| 3,5858 (1457 4,049 |1579| 4,1928 |1622
2,7| 3,6576 (1492 4,1176 |1617] 4,2793 [1661
2,8 8,7295 1526 4,2002 1656 4,3658 (1700
2,9| 3,8013 (1562 4,2828 |1695| 4,4523 (1739
80| 38781 (1597 4,3655 [1732| 4,6387 (1780
3,1 8,9450 [1631 J 4,4481 [1771] 4,6252 1819
8,2| 4,0168 |1686 4,5308 [1809] 4,7117 (1858
3,3| 4,0886 (1701 4,6134 1847| 47981 [1898
3,4| 4,1604 (1737 4,6960 |1886] 4,8846 (1937
86| 4,2328 1771 4,7787 |1924] 4,9711 1976
3,6 4,3041 (1806} 4,8613 |1962| 5,0575 |2017
37| 43759 [1841 4,9439 2001' 5,1440 (2056
38| 4,4478 1875 5,0266 |2039| 5,2805 |2095
39| 45196 1911 5,1092 |2077] 5,3169 (2135
40| 4,5914 1946} 51919 (2115 54034 (2174
41| 46632 (1981 52745 [2154| 5,4899 [2218
42| 4,7351 (2015 5,3671 (2192 5,5763 (2254
Ap =T18. Ap=826. | A,=2885.
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£=1,10.

23(3,VY); 2= ic’f ,

5=1,132.

s=1,4.

\A

— u’V,’
= -l_—f’ .

£=1,16.

2.3(2, V)

A

3

3(,V7)

A, 2.3(,V}

L 4

A, XV A, [ 3(s, VY

£

LeLe
0 19

-

oo0o
Ot

-

e
3

oo
©

ot
SIS
-

- e

b s b b
S OO

-

e
ou:

oo
[N~

-

o SNowvh w

2 10 1O N
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Bohoh OO W@ LW
=0 woNuam hwio -~

2,0042
2,0946
2,1860
2,2764

2,8658
2,4562
2,5467
2,6371

2,7275
2,8179
2,9083
2,9987

3,0892
3,1796
38,2700
3,3604

3,4508
3,413
3,6317
3,7231

3,8125
3,9029
3,9938
4,0837

4,1742
4,2646
4,3550
4,4454

4,5358
4,6262
4,7167
4,8071

4,897
4,9879
5,0788
5,1687

5,2502
5,3496
5,4400
5,5804

5,6208
5,7112
5,8017

607
647
688
729§

770
811
851
892

982
973
1014
1055

1095
1136
1177
1217

1258,
1299
1339
1380)

1421
1461
1502
1543

1583,
1624
1665
1706,

1746
1787
1827
1868,

1909J
1950]
1991
2031

2071
2112
2153
2194

2235
22786
2315

Ay = 904.

2,0649
2,1593
2,2538
2,8483

2,4428
2,5873
2,6318
2,7263

2,8207
2,9152
3,0097
3,1042

3,1987
3,2982
8,3877
3,4821

83,5766
3,6711
3,7656
3,8601

3,9546
4,0490
4,1435
4,2380

4,825
4,4270
4,5215
4,6160

4,7104
4,8049
4,8994
4,9939

5,0884
5,1829
2,2774
5,8718

5,4663
5,6608
5,6563
5,7498

5,8443
5,9388
6,0332

661
703
745

619'

787
829
870,
912

955
997
1038
1080

1122{
1164
1205
1248

1290
1332
1874
1415

1457
1500
1542l
1583

1625
1667
1709
1750

1793|
1835
1877
1919

1960
2002
2044
2087

2128
217

2212
2264

2295
2337
2380

Ay = 945.

2,1268
2,2254
2,3241
2,4228

2,6216
2,6202
2,7188
2,8175

2,9162
3,0149
8,1136
3,2122

3,8109
3,4096
3,5082
3,6069

3,7066
3,8043
38,9030
4,0016

4,1003
4,1990
4,2977
4,3963

4,4950
4,6937
4,6924
4,7910

4,8897
4,9884
5,0871
5,1858

5,2844
5,3831
5,4818
5,6806

5,8791
5,7778
5,8765
5,9762

6,0738
6,1725
6,2712

A, = 987.

631
675
718
761

804
847
891
934

977
1020,
1064
1107

1150
1192
1236

41279

1822
1365
1408
1452|

1495
1538,
1581
1625

1668
1711
1754
1798,

1840
1883
1926
1969,

2013'

2056
2099
2142

2229
2272
2815

2186i

2859}
2402
2445|

2,1899 | 64|
2,2929 689'
2,3959 | 733

2,4989 | 778

2,6019
2,7049
2,8079
2,9109

8,0139
3,1169
3,2199
3,3229

38,4259
38,6288
38,6318
8,7848

3,8378
3,9408
4,0438
4,1468

4,2498
43538"
4,4558
4,5588

4,6618 [1711
4,7648 (1765
4,8678 1799
4,9708 [1844

5,0787 1889J
5,1767 (1934
52797 (1978
5,3827 2022H

5,4857 (2067
5,5887 2111
56917 (2155
5,7947 (2200

5,8977 2244
6,0007 |2289
6,1087 [2338]
6,2067 (2877

6,3097 |2422
6,4127 (2466
6,157 [2510)

4y = 1030.

667
703
749
795

841
886
939
978

1028
1069
1115
1160

1207
1252
1298
1344

1389
1435
1481
15626

1578
1618
1664
1710

1766
1801
1847
1892

1988
1984
2030
2076

2121
2167
2213
22568

2804
2349
2896
2442

2487
2533
25679

A, =1074.

T*



s =1,28.

5.3, V")

2,5966
718| 2,5039 2,6772 | 748| 2,6520 2,7288
765] 2,6206 2,6987 | 798| 2,7785 2,8600
81| 2,7378 2,8203 | 847 2,9050 2,9916

89| 2,8541 2,9419 | 897| 8,0316 3,1238
906| 2,9708 3,0634 | 947| 83,1581 3,2550
953] 83,0876 3,1850 | 997| 83,2847 3,3866
1000{ 38,2042 83,3065 [1047] 38,4112 3,5183

1047| 3,3209 )| 34281 (1097 8,5878 8,6500
1095] 83,4377 3,5497 [1146| 8,6643 3,7816
1142] 3,5544 83,6712 [1196] 83,7908 3,9138
1189) 38,6711 3,7928 |124B| 3,9174 4,0449

1285] 8,7878 3,9143 |1296] 4,0439 4,1766
1282] 38,9045 41 4,0859 |1346| 4,1705 4,3083
1330] 4,0213 4,1575 (1395 4,2970 4,4399
1377] 4,1880 4,2790 |1446] 4,4236 4,5716

1424] 4,2547 4,4006 (1495 4,5601 4,7033
1471] 4,3714 4,6222 (1544 4,6766 4,8349
1518] 4,4881 4,6437 |1595| 4,8032 4,9666
1565| 4,6048 4,7653 |1644] 4,9297 5,0983

. e
OuUs N

woa®

-

1612] 4,7216 4,8865 |1695| 65,0563 5,2299
1659] 4,8383 5,0084 [1744] 5,1828 5,3616
1706] 4,9550 5,1300 |1793] 5,3093 5,4932
17563} 5,0717 5,2515 [1844] 5,4359 5,6249

-

wo=T

-

1800 5,1884 5,3731 |18938] 5,6624 5,7566
1848 5,3052 5,4916 |1944] 5,6890 5,8882
1895] 65,4219 |1 5,6162 [1993] 5,8155 | 6,0199
1942] 5,6386 2| 5,7378 |2043] 5,9421 6,1516

1989 5,6553 5,8598 [2093| 6,0686 6,2832
2035 5,7720 59809 |2142] 6,1951 [2198] 6,4149
2083 5,9888 6,1025 {2192] 6,3217 6,5466
2130] 6,0055 6,2240 [2242] 6,4482 6.6782

-

<o

2
2
2
2,
2,
2

- - -

-0

-

-~

2177| 6,1222 -6,8456 [2292| 6,5748 6,8099
2224] 6,2389 6,4671 2342' 6,7018 6,9416
2271| 6,3556 6,6887 2392 6,8279 7,0782
2318| 6,4728 .6,7103 [2441] 69544 7,2049

E N

~

2866| 6,5891 6,8318 2491 7,0809 7,3365
2413| 6,7058 6,9534 (2541 7,2075 7,4682
2459| 6,8225 7,0749 2591 7,3340 7,5999
2506 6,9392 7,1965 (2641] 7,4606 7,7815

wou®

~

" W O o w PWWW WM N N

25563| 7,0659 7,3181 (2690| 7,6871 7,8632
2601 17,1727 7,4396 (2740 17,7136 7,9949
2648] 7,2894 7,5612 [2790] 17,8402 8,1265

Ay =1167. | A, =1216. | A,=1265. | A,=1817.
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£=1,30.

23(5,V); =22, V=

£=1,32.

s =134.

£=1,36.

atV,
P

107

£=1,38.

5.3(2,V")

z

A, o3,V A, [ 32V A

2.3z, V)

£

A, e 32V

A

2

Ot WO N0

Keialiotio
XN )

°

- -

-

W PN
o to

2,6

o Voua®m Teawio

&0 00 o 0

-

e
DO -t

2,6698
2,8062
2,9432
3,0801

3,2170
38,3539
3,4909
3,6278

3,7647
83,9017
4,0386
4,1755

4,3125
4,4494
4,5868
4,7282

4,8602
4,9971
5,1840
5,2710

5,4079
5,6448
5,6817
5,8187

5,9556
6,0925
6,2295
6,3664

6,5033
. 6,6403
6,7772
6,9141

7,0510
7,1880
7,3249
7,4618

7,6988
7,7857
7,8726
8,0096

8,1465
8.2834
8,4208

bp=1

741
796,
849“
903

958
10121
1066
1120

1176
1228
1282
13887

1390
1445

1499J
1654

1607
1661
1716
1769]

1824
1878
1932
1986

2040
2095
2148
2203)

2257
2310,
2365
2419r

{2474
2527
2582|

2689
2744
2798
2852

2906
2960
3015

869.

2636]-

27434 | 756
2,8858 | 811
3,0281 | 868
8,1704 | 924

3,3128 | 979
38,4551 (1085

83,6976 |1
37398 |114

83,8822 (1201
40245 (1257
4,1668 [1813]
4,3092 1868

4,4515 (1424
4,6939 1479
47362 (1535
4,8786 (1590

5,0209 (1646,
5,1632 (1702
5,3056 (1767
54479 1813

5,5903 (1868
5,7326 (1924
5,8749 (1980
6,0173 |2035

6,1506 (2091
6,3020 [2147]
6,4443 (2203
6,5867 (225

6.7290 [2314
6,8713 (2570
7,0137 |2425
7,1560 |2481

7,2984 253
7,4407 [2592
7,6831 2647
7,7254 |2703,

7,8677 (2769
8,0101 (2814
8,1524 (2870
8,2948 (2925

8,4871 [2981
8,5794 (3037
8,7218 (3092

A, = 1428.

2,9669 | 829
3,1149 | 885
3,2628 | 943

8,4107 1000
8,5586 (1057
37065 (1114
38,8544 (1171

4,0028 (1228
4,1502 (1286
4,2981 1843
4,4460 [1400

4,6989 [1457

2,8190 772|

2,8962
3,0498
38,2034
8,3571

3,6107
3,6643
3,8179
8,9716

4,1251
4,2788
4.4324
4,5860

4,7396

47418 1514
4,8897 [1572
50376 1629

5,1855 (1686
5,3334 (1743
5,4813 (1800,
5,6292 (18568

5,7771 [1915
59250 (1972
6,0729 |2029|
6.2208 |2086

6,687 (2144
6,5167 |2200|
6,6646 |2257
6,8125 2314

6,604 [2371
7,1088 (2429
7,2562 2486
7,4041 (2548

7,5520 |2600)
7,6999 |2657
7,8478 (2715,
7,9957 (3772

8,1486 (2829
8,2915 (2886
8,4394 (2943
8,5873 (8000

8,7352 |3058
8,8831 (3116
9,0310 (8172]

Ay = 1479.

4,8982
56,0469
65,2005

5,3541
5,5077
5,6613
5,8150

5,9686
6,1222
6,2758
6,4294

6,5831
6,7367
6,8903
7,0439

7,1975
7,3512
7,6048
7,6684

7,8120
7,9656
8,1193
8,2729

8,4265
8,5801
8,7387
8,8878

9,0410
9,1946

787
846
905
963

1022
1081
11389
1198

12567
1815
1374
1433

1492
1551
1609
1668

1726
1785
1844
1902

1961
202QJ
2079

2138

2196
2255
2313
2372

2431
2489
2548
2607

2666}
2725
2783
2842

29
2959
801
8077

8135
3194
8263

9,3482

Ay = 1536.

2,9749
3,1344
3,2939
8,4534

3,6129
8,7724
8,9318
4,0913

4,2508
4,4108
4,5698
4,7293

4,8888
5,0483
5,2078
5,3673

5,5267
5,6862
5,8457
6,002

6,1647
6,3242
6,4887
6,6432

6,8027
6,9622
7,1216
7,2811

7,4406
7,6001
7,7596
7,9191

8,0786
8,2381
8,3976
8,5571

8,7166
8,8760
9,0355
9,1950

9,8545
9,5140
9,6786

803
863
923
984

1044
1104
1165
1225

1286
1346
1406
1466

1526
1587
1647
1707

1768
1828
1889
1949

2009
2069
2129
2190

2260
2810
2371
2431

2492
2662
2612
2672

2782
2798
2868
2913

2974
8034
3095
31565

3215
3275

3336

A, = 1595.



108 83(2,V."); 3=?, V= ot

& = 1,40. s =1,44. & =148.

2.3V, A, 3z N))| B, 2.3,V A, |23, V)

8,0652 36| 38,2207 3,3060 3,3929
8,2207 900| 3,3988 3,4906 | 936 3,5842
38,3862 968| 38,6768 3,6752 [1008| 87755
8,5518 1026| 8,7549 83,8597 (1071 83,9668

8,7178 1090 3,9880 4,0443 |1138] 4,1581
3,8828 1153| 4,1110 4,2289 [1205| 4,3494
4,0483 1217 4,2891 4,4185 1272| 4,5407
4,2138 1281] 4,4672 4,5981 (1339] 4,7320

(=4
N}

LL
~ow®

4,3794 1845| 4,64568 4,7827 [1406] 4,9938
4,5449 1408| 4,8283 4,9673 |1473] 5,1146
4,7104 1471 5,0014 5,1619 [1540] 5,3059

st
<

-

4,8759 1535 5,1795 5,3865 |1607] 5,4973

5,0414 1698| 5,8575 55211 [1674| 5,6885
5,2070 1662| 5,5356 5,7057 |1741| 5,8798
5,3725 1726 5,7187 5,8903 |180€| 6,0711
5,5380 1789| 58917 6,0749 1875 6,2624

-

-

--'-_-‘--
e o

6,7036 1853| 6,0698 6,2595 {1942] 6,4537
5,8690 1917] 6,2479 6,4441 12008 6,6450
6,0346 1980| 6,4259 6,6287 2075] 6,8362
6,2001 2044 6.6040 6,8133 [2142] 17,0276

Ttk ot Pt
-

M

6
7
8
9
0

6,3656 2107| 6,7821 6,9979 (2209] 17,2188
6,5311 [2 2171] 6,9602 7,1825 12276 17,4101
6,6966 2984] 17,1882 7,3671 |2343] 17,6014
6,8622 2298 17,8163 7,5517 [2410] 7,7927

7,0277 2362| 7,4944 7,7863 [2477] 7,9840
7,1932 2425| 7,6724 7,9209 (2544 8,1753
7,3587 2489 7,8505 8,1055 [2611] 8,3666
7,5242 2553| 8,0286 8,2901 |2678] 86579

7,6898 261 5J 8,2066 8,4746 [2746] 8,7492
7,8558 2679| 8,3847 8,6592 |2813| 8,9405
8,0208 |26 2743| 8,5628 8,8438 [2880] 9,1318
8,1863 2807} 8,7409 9,0284 (2947] 9,3231

8,3518 2870 8,9189 9,2130 ({3014] 9,5144
8,5174 |: 2934| 9,0970 9,3976 (3081] 9.7057
8,6829 2998] 9,2751 9,6822 (8148 9,8970
8,8484 3061 9,4531 9,7668 |3215] 10,0883 |

9,0139 3124] 9,6812 9,9514 3282& 10,2796
9,1794 3188 9,8098 10,1360 3348] 10,4708
9,3450 3251 9,9878 10,3206 |3415] 10,6621
9,6105 10,1654 10,5062 [3482] 10,8584

A

woum ok

™

9,6760 10,3435 10,6898 (3549| 11,0447
9,8415 10,6216 10,8744 [3616] 11,2360
10,0070 10,6996 11,0590 |3683] 11,4273

Ay =1846. | A, =1913.
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a2V,?

3\ . ez 2 __
23(2,V)1); r=_, Vo= 3% 109
5=1,50. 5 =152 5= 1,54. 5 = 1,56 5=158.

3 2 2 2 2 2
V2 e 3N A, [ 32,V A, |32, V)) A, [2.3(2,V))) A, ¢ 32, V) A,
00| 34817 | 905| 83,5722 | 924| 8,6646 | 942| 83,7588 | 962| 8,8550 | 980
o,1| 3,6799 | 975| 3,7774 | 996| 83,8770 |1017| 3,9787 (1088 4,0825 {1058
0,2| 3,8730 (1047) 3,9827 |1068| 4,1986 [1091] 4,1986 (1113| 4,3099 1137
03| 4,0762 (1117 4,1879 |1141] 4,3020 |1165| 4,4185 [1189] 4,5774 1215
04| 42744 1187 4,3931 |1218] 4,5144 [1239] 4,6388 |1266] 4,7649 |1293
05| 4,4725 [1258] 4,6983 [1286] 4,7269 [1318| 4,8582 [1342] 4,9924 (1371
06| 4,6707 |1329] 4,8036 [1857| 4,9393 [1888| 5,0781 |1418| 5,2199 {1450
0,7| 4,8689 [1399| b5,0088 |1430| 5,1518 [1462] 5,2980 |1494| 5,4474 |1528
08| 50670 |1470] 52140 |1508| 5,3643 [1536] 55179 [1670| 5,6749 (1606

9| 52652 [1540] 5,4192 1575 5,6767 [1611] 5.7378 [1646| 59024 1684
1,0| 54634 |1611| 5,6245 |1647) 5,7892 |1684] 5,9576 (1728] 6,1299 |1762
11| 56615 1682| 58297 1719 6,0016 |1759| 6,1776 [1799] 6,3574 {1840
1,2| 58597 |1752| 6,0849 1792 6,2141 |1833] 6,3974 [1875] 6,5849 1916
1,3| 6,0579 1822 6,2401 [1865| 6,4266 {1907 6,6173 {1951] 6,8124 [1996
1,4| 6,2661 [1892] 6,4453 [1937] 6,6390 [1952] 6,8372 [2027| 7,039 (2074
1,6] 6,4542 (1964 6,6506 [2009] 6,8515 |2056] 7,0671 [2103| 7,2674 2152
1,6| 66524 [2084] 6,8558 |2081] 17,0689 |2180| 7,2769 |2180] 17,4949 (2230
1,7| 68506 |2104] 17,0610 [2164] 7,2764 |2204] 7,4968 [2256| 7,7224 [2308
1,8| 17,0487 |2175| 7,2662712227| 17,4889 |2278] 17,7167 |2332| 7,9499 {2386
1,9]| 7,2469 |2246| 7,4715 [2298] 17,7013 |2353| 7,9366 [2408| 8,1774 |2464
2,0| 74451 |2316] 7,6767 |2371] 17,9138 |2427| 8,1565 |2484| 8,4049 (2542
2,1| 7,6432 [238| 17,8819 |2443| 8,1262 |2601| 8.3768 |2561| 8,6324 (2620
2,2| 7,8414 245 8,0871 [2516] 8,3387 |2575| 8,5962 [2637| 8,8599 2698
2,3| 80396 |2527] 8,2923 2588 8,5511 (2650 8,8161 2713| 9,0874 (2776
2,4| 62377 |2599 8,4976 [2660| 8,7636 |2724] 9,0860 |2789] 9,3149 |2854
2,5| 84359 [2669| 8,7028 |2733] 89761 |2798| 9.2559 |2864| 9,5423 |2933
2,6| 86341 [2739]_ 8,9080 [2805| 9,1885 |2873| 9,4768 [2940] 9,7698 (3011
2,7| 88322 [2810] 9,1132 [2878] 9,4010 2946l 9,6956 [3017 9,9973 3089
2,8| 9,0304 |2881] 9,3185 [2949] 9,6134 |3021] 9.9155 |3098| 10,2248 (3167
29| 9,2286 |2951] 9.5237 [3022] 9,8259 |3095| 10,1854 [3169] 10,4523 |3245
3,0| 9,4268 [3021] 9,7289 [3095| 10,0384 (3169] 10,3553 |3245| 10,6798 |3323
8,1| 9,6249 (3092| 9,9341 (3167| 10,2508 (3244] 10,5752 (3321| 10,9078 (3401
3,2| 9,8231 (3162] 10,1393 (3245| 10,4633 [3817] 10,7950 (3898| 11.1348 |3479
8,3] 10,0213 (3233| 10,3446 (3311] 10,6757 3392| 11,0149 (3474] 11,3623 8557
3,4 | 10,2194 (3304] 10,5498 (3384] 10,8882 [3466| 11,2348 (3550{ 11,5898 |3635
8,5| 10,4176 (3374| 10,7550 (3457| 11,1007 |3540| 11,4547 3626| 11,8173 (3713
8,6| 10,6158 |3444| 10,9602 [3520| 11,3131 [3615| 11,6746 |3702| 12,0448 3791
8,7| 10,8139 |3516| 11,1655 |3601| 11,5256 |3689| 11,8945 (3778 12,2723 {3870
3,8 11,0121 |3586| 11,3707 [3673| 11,7380 (3763| 12,1143 (3855| 12,4998 (3948
3,9 | 11,2103 |3656] 11,6759 [8746] 11,9505 |3837| 12,3342 |3981] 12,7273 |4026
4,0| 11,4084 [3727| 11,7811 |3819] 12,1630 [3911 12,5541 |4007| 12,9548 [4104
4,1| 11,6066 [3797| 11,9863 |3891] 12,3754 |3986] 12,7740 |4083| 18,1823 |4182
4,2] 11,8048 [3868| 12,1916 39631 12,5879 |4060] 12,9939 |4159] 13,4098 4260

v Bp=1982. | Ap=12052. | Ap=2125. | A,=2199. | A&, =2275.




a?V,?

110 2.3(2, V)5 z=ac—z, V=

£=1,62.

2.3(2 V)| A

£ 4

4,0531 {1021
4,1888 (1081] 4,2964 (1103] 4,4067 |1125] 4,5192 4,6341
4,4236 [1161] 4,5397 (1185] 4,6582 |1210]. 4,7792 4,9027
4,6589 |1241| 4,7880 [1267] 4,9097 |1294] 56,0891 5,1712

4.8942 1821] 5,026 [1349] 51612 [1378] 85,2990 5,4398
5,1295 1401 5,2696 {1482 5,4128 [1462| 5,6590 5,7083 .
5,3649 |1480| 55129 [1514] 5,6648 (1546] 5,8189 5,9769
5,6002 [1561| 5,7563 {1595] 59158 [1630] 6,0788 6,2454

58355 (1641 59996 [1677] 6,1678 [1715] 6,388 6,5140
6,0708 (1721] 6,2429 [1759] 6,4188 [1799| 6,5987 6,7826
6,3061 [1801| 6,4862 (1841] 6,6703 |1883| 6,8586 7,0511
6,5414 |1881| 6,7295 {1924] 6,9219 {1967| 7,1186 7,3197

6,7767 |1961| 6,9728 [2006] 17,1734 |2051] 7,3785 7,5882
7,0120 [2041] 7,2161 [2088] 17,4249 [2185| 7,6384 17,8568
7,2478 [2121] 17,4594 [2170] 17,6764 [2219] 7,8983 |3 8,1253
7,4826 [2201] 17,7027 |2262] * 7,9279 [2304] 8,1583 8,3939

7,7179 |2281] 7,9460 [2334] 8,1794 |2388] 8,4182 8,6624
7.9532 |2861| 8,1893 [2417] 8,4810 [2471] 8,6781 8,9310
8,1885 [2442| 8,4327 |2498] 8,6825 [2556] 8,9381 9,1996
8,4238 |2522| 8,6760 (2580 89840 [2640| 9,1980 9,4681

8,6591 |2602| 8,9198 |2662| 9,1655 |2724] 9,4579 9,7367
8,8944 |2682| 9,1626 [2744] 9,4370 [2809] 9,7179 10,0052
9,1297 [2762] 9,4059 [2826] 9,6885 |2893| 9,9772 10,2738
9,3650 2842 9,6492 [2909] 9,9401 [2976| 10,2377 10,5428

9,6003 [2922| 9,8925 {2091 10,1916 |3061| 10,4977 10,8109
9,8356 3002 10,1358 |3073| 10,4431 |3145| 10,7576 11,0794
10,0709 |3082| 10,3791 (3155] 10,6946 |3229] 11,0175 11,3480
10,3062 |3162| 10,6224 |3237| 10,9461 |3314] 11,2775 11,6166

-

- Ty )

-

-

woae

-

WM~ O

10,5415 3242J 10,8657 |3319] 11,1976 |3398] 11,6374 11,8851

10,7768 (3328| 11,1091 (3401| 11,4492 (3481| 11,7973 12,1537
11,0121 (8408| 11,8524 [3483| 11,7007 |3565] 12,0572 12,4222
11,2474 (3488| 11,5957 [3565] 11,9522 |3650] 12,3172 12,6908

11,4827 3563| 11,8390 |3647| 12,2087 (3734] 12,5771 12,9593
11,7180 |3643| 12,0823 |3729] 12,4552 (3818] 12,8370 13,2279
11,9533 (3723| 12,8256 (3811| 12,7067 [3908| 13,0970 18,4964
12,1886 (3803| 12,5689 |3894| 12,9583 |3936] 13,3569 18,7660

12,4239 [3888| 12,8122 |3976] 13,2008 |4070| 13,6168 14,0836
12,6593 (3962] 13,0555 [4058| 18,4615 |4155] 13,8768 14,3021
12,8946 |4042| 13,2988 |4140| 18,7128 [4239] 14,1367 14,6707
13,1299 |4122] 13,5421 |4222| 13,9643 |4323| 14,3966 14,8392

18,3652 (4208| 13,7866 |4303| 14,2158 |4408| 14,6566 15,1078
18,6005 |4283| 14,0288 |4386] 14,4674 |4491| 14,9165 15,3768
18,8358 |4363| 14,2721 l4468| 14,7189 14575 15,1764 15,6449

Ap=2363. | A,=2488. | A,=2515. | Ap=259. | A,=2686.
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XIV. Table des valenrs de D (s) = (1+#4; s=22T1" 113
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XVI. —Logarithmes valgaires. 115




116 (Suite.) — Logarithmes vulgaires.
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(Suite.) — Logarithmes vulgaires.

139

129

134

L 140
141

142
143
144

l 145

146

148
149

0043
0086
0128
0170

0212
0253
0294
0334
0374

0414
0433
0492
0531
0569

0607
0645
0882
0719
0765

0792
0828
0864
0899
0934

0969
1004
1038
1072
1106

1139
1173
1206

‘[ 1239

1271

1303
1885
1867
1399
1430

1461
1492
1523
1563
1584

1614
1644
1673
1703
1732

0004
0048

0133
0175 | 0179

0216
0257
0298
0338 | 0342
0378

0418
0457
0496 | 0500
0535
0573

0611
0648

0722
0759

0795
0831
0867
0903
0938

0973
1007 { 1011
1041 | 1045
1076
1109 | 1113

1143
1176
1209 | 1212
1243 | 1245
1274

1307 | 1310
1839 | 1342
1370 | 1374
1402 | 1405
1433 | 1436

1464 | 1467
1495 | 1498
1626 | 1529
1666
1687 | 1690

1617
1647 | 1649
1676 | 1679
1706 | 1708
1735

0013
0056
0099
0141
0183

0224
0265

0846
0386

0465
0542

0017

0103
0148
0187

0228
0269
0310
0850
0890

0469
0508
0846
0584

0622

0022
0065
0107
0149
0191

0233
0273
0314
0354
Q394

0434
0473
0512
0550
0588

0626
0663
0700
0737
0774

0810

0881
0917
0952

1021
1055
1089
1123

1156
1189
1222
1255
1287

1819
1351
1383
1414
1446

1477
1508
1538
1569
1599

1629
1658

1717
1746

0069

o111

0164
0195

0237
0278
03818
0368
0398

0477
0515
0654
0592

0630
0667
0704
0741
0777

0813
0849
0885
0920
0955

0989
1024
1059
1092
1126

1159
1193
1225
1258
1290

1823
1855
1386
1418
1449

1480
1511
1541
1572
1602

1632
1661
1691
1720
1749

0030
0073
0116
0158
0199

0241
0282
0322
0362
0402

0441
0481
0519
0568
0596

0633
0671
0708
0745
0781

0817
0853

0924
0959

0993
1028
1052
1096
1129

1163
1196
1229
1261
1294

1326
1858
1389
1421
14562

1483
1514
1544
1575
1605

1635
1664
1694
1728
1752

0035
0077
0120
0162
0204

0245
0286
0326
0866

044
048
0523
0561
0599

0637
0674
0711
0748
0785

0821
0856
0892
0927
0962

0997
1031
1065
1099
1183

1166
1199
1232
1265
1297

1329
1361
1392
1424
1455

1486
1517
1547
1578
1608

1638
1667
1697
1726
1756

|
r
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(Suite). — Logarithmes vulgaires.

179

184
185

187
188
189

190
191
192
193
194

195

197
198
199

1761
1790
1818
1847
1875

1903
1931
1959
1987
2014

2041
2068
20956
2122
2148

2175
2201
2227
2253
2279

2304
2330
2855
2380
2406

2430
2455
2480
2504
2529

2553
2577
2601
2625
2648

2672
2695
2718
2742
2765

2788
2810
2833
2856
2878

2900
2923
2945
2967
2989

1764
1793
1821
1850
1878

1906
1934
1962
1989
2017

| 2044
2071
2098
2125
2151

2177
2204
2230
2256
2281

2307
2383
2358
2388
2408

2433
2458
2482
2507
25381

2556
2579
2603
2627
2651

2674
2697
2721
2744
2767

2790
2813
2835
2858
2880

2903
2925
2947
2969
2991

1767
1796
1824
1853
1881

1909
1937
1965
1992
2019

2047
2074
2101
2127
2164

2180
2206
2232
2258
2284

2310
2335
2360
2385
2410

2435
2460
2485
2509
-2633

2558
2582
2605
2629
2663

2676
2700
2723
2746
2769

2792
2815
2838
2860
2882

2905
2927
2949
2971
2993

1770
1798
1827
1855
1884

1912
1940
1967
1995
2022

2049
2076
2103
2130
2156

2183
2209
2235
2261
2287

2312

"2338

2363
28388
2413

2438
2463
2487
2512
25636

2560
2684
2608
2632
2666

2679‘

2702
2725
2749
2772

2794
2817
2840
2862
2885

2907
2929
2951
2973
2995

1772
1801
1830
1858
1886

1915
1942
1970
1998
20256

2052
2079
2106
2133
2159

2185
2212
2238
2263
2289

231%
2340
2365
2390
2415

2440
2465
2490
2514
2688

2562
25686
2610
2634
2658

2681
2704
2728
2751
2774

2797
2819
2842
2866
2887

2909
2981
2983
2976

2997

1775
1804
1833
1861
1889

1917
1945
1978

2028

20565
2082
2109
2185
2162

2188
2214
2240
2266
2292

2817
2343
2368
2393
2418

24438
2467
2492
2516
2541

2565
2589
2613
2636
2660

2683
2707
2730
2753
2776
2799
2822
2844
2867
2889

2911
2934
2956
2978
2999

1778
1807
1836
1864
1892

1920
1948
1976
2003
2080

8057
2084
2111
21388
2164

2191
2217
2243
2269
2294

2320
2345
2370
2895
2420

2445
2470
2494
2619
25643

25667
2591
2615
2639
2662

2686
2709
2732
2756
2778

2801
2824
2847
2869
2891

2914
2936
2958
2980
3002

1781
1810
1838
1867
1896

1923
1951
1978
2006
2033

2060
2087
2114
2140
2167

2193
2219
2245
2271
2297

2322
2348
2373
2398
2423

2448
2472
2497
2521
2545

2570
2594
2617
2641
2665

2688
2711
2736
2768
2781

2804
2826
2849
2871
2894

2916
2938
2960
2982
8004

1784
1813
1841
1870
1898

1926
1953
1981
2009
2036

2063
2090
2117
2143
2170

2196
2222
2248
2274
2299

2325
2330
2375
2400
2425

2450
2475
2499
2524
2648

- 2572
*2596
2620
2643
2667

2690
2714
2787
2760
2783

2806
2828
2861
2874
2896

2918
2940
2962
2984
3006

1787
1816
1844
1872
1901

1928
1956
1984
2011
2038

2066
2092
2119
2146
2172

2198
2225
2251
2276
2302

2327
2863
2378
2403
2428

2453
2477
2602
2526
25650

2574
2598
2622
2646
2669

2698
2716
2789
2762
2785

2881
2868
2876
2898

2920
2942
2964
2986
8008
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XVII. — Logarithmes des fonctions ci;culaires. 119
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9998/|29
9998|128
9998(127
9998|26

9998
9998
9998
9998
9998
-9997
9997/ 9
9996
9996|):
9995
99951
-9994
9993
9993
9992
9991
9990
-9989
9989
9988,
9987
9986
9985
-0580] 7.9983

Talg.l Sin.




120  (Suite.) — Logarithmes des fonctions circulaires.



(Suite.) — Logarithmes des fonctions circulaires. 121



122  XVIII. — Valeurs naturelles des fonctions circulaires.
10° 0 0,00000{1,00000{0,00000 Infinie (60 40 0/0,06976/0,99756/0,06998|14,3007|60
‘ 5 [0,00145(1,00000(0,00145(687,5489(55 5{0,07121(0,99746/|0,07139|14,0079|55
10 |0,00291{1,00000/0,00291|348,7737/50 10/0,07266/0,99736/0,07285(13,7267 50
15 |10,00486/0,99999/0,00436/229,1817/45 15/0,07411/0,99725/|0,07451|13,4566|4%
20 |0,00582(0,99998/0,00582/171,8864(40 20/0,07556|0,99714/0,07578(18,1969(40
25 [0,00727{0,99997(0,00727(1387,5075(35 26/0,077010,99708(0,07724(12,9469(85
80 /0,00873/0,99996/0,00873(114,5887(30 30(0,07846(0,99692(0,07870(12,7062/|30
85(0,01018/0,99995/0,01018| 98,2179/25 85(0,07991(0,99680(0,08017/12,4742/25
40 (0,01164(0,99993(0,01164| 85,9398/20 40(0,08136/0,99668(0,08168|12,2605|20
45 |0,01309(0,99991(0,01309| 76,3900{15 450,082810,99657(0,08309(12,0346(15
50 |0,01454/0,99989(0,01455| 68,7501/10 50/0,08426/0,99644(0,08456(11,8262/10
55 |0,01600{0,99987(0,01600( 62,4992| 5 55(0,08571(0,99632/0,08602(11,6248/ 5
60 |0,01745/0,99985/0,01746| 57,2900 0 89° 60{0,08716/0,99619(0,0874911,4301| @ 85
1°© 0/0,01745|0,99985|0,01746| 57,2900/60 5° 0/0,08716/0,99619/0,08749(11,4301
5(0,01891(0,99982(0,01891| 2,8821(55 5(0,08860(0,99607|0,08895(11,2417(55
10 /0,02036|0,99979/|0,02037| 49,1039/50 10/0,09005/0,995940,09042/11,0594|50
15 [0,02181/0,99976(0,02182( 45,8294(45 15/0,09150/0,99580/0,09189(10,8829 45
20 0,02327(0,99978/0,02328| 42,9641/40 20(0,09293/0,99567|0,09335/10,7119{40
25 |0,02472(0,99969(0,02478| 40,4358/85 25(0,09440(0,99553(0,09482(10,6462(85
80 (0,02618]0,99966/0,02619] 38,1885/30 $0/0,09585/0,99540/0,09629/10,3854 30
85 |0,02763/0,99962/0,02764| 36,1776(25 850,09729/0,99526(0,09776(10,2294(25
40 10,02908/0,99958/0,02910| 34,3678/20 40{0,09874/0,99511(0,09923{10,0780(20
46 10,03054/0,99958/0,08055| 32,7303/18 45(0,10019/0,99497(0,10069| 9,9310(15
50 [0,03199/0,99949(0,03201| 81,2416/10 50(0,10164/0,99482/0,10216( 9,7882/10
55 {0,08845/0,99944/0,08846| 29,8823| § 55/0,10308/0,99467(0,10363| 9,6494] 5
60 10,03490(0,99939/0,03492| 28,6363| 088°|  60]0,10458]0,99452(0,10610| 9,5144/ 0 84
0,03490(0,99939(0,08492| 28,6363/60 6° 0/0,10453(0,99452(0,10610(9,561436
0,03635/0,99934/0,08638| 27,4899|55 5/0,10597|0,99437(0,10658(9,38307|55
0,03781]0,99929/0,03783| 26,4316|50 10/0,10742)0,99421/0,10805|9,25530|58
0,03926/0,9992310,08929( 25,4517|45 15(0,10887|0,99406/0,10952|9,13093 4%
0,04071/0,99917/0,04075| 24,6418/40 20(0,11031(0.99390|0,11099(9,00983 |40
0,04217/0,99911(0,04220| 28,6945(35 25(0,11176(0,99374|0,11246/8,89185(35
0,04362(0,99905/0,04366| 22,9038/30 30(0,11320(0,99357/0,11394 (8,77689/30
0,04607/0,99898(0,04512| 22,1640|25 35/0,11465/0,99341(0,1 1541 8,66482|25
0,04653/0,99892|0,04658| 21,4704/20 40/0,11609(0,99324/0,11688/8,565565(20
0,04798/0,99885/0,04803( 20,8188(15 450,11764(0,99807/|0,11836/8,44896|15
0,04943/0,99878/0,04949( 20,2056/10 50(0,11898(0,99290|0,119838,84496|10
0,05088(0,99871(0,05095| 19,6273| 5 55/0,12043(0,99272(0,12181/8,24345| 5
0,05234/0,99868/0,05241| 19,0811| 0 87°) 60/0,12187(0,99255(0,12278(8,14435| 0 83
0,05234(0,99863(0,05241| 19,0811(60 7° 0[0,12187(0,99255/0,12278|8,14435(60
0,05379|0,99855(0,05387| 18,5645(55 5(0,12331(0,99287|0,12426/8,04756/55
0,05524/0,99847|0,05633| 18,0750/50 10/0,12476/0,99219(0,12574|7,95302|50
0,05669(0,99839(0,05678( 17,6106/45 15(0,12620/0,99200/0,12722(7,86004(45
0,056815(0,99831/0,05824| 17,1693(40 20(0,12764/0,99182/0,12869|7,77035/40
0,05960(0,99822(0,05970( 16,7496/35 25(0,12908/0,99163/0,13017|7,68208|33
0,06105(0,99814/0,06116| 16,3499!30 80(0,13053(0,99144/(0,18165(7,6957530
0,06250(0,99805]0,06262 15,9687)25 85(0,18197 0,99125 0,18818/7,51182|25
0,06395/0,99795/|0,06408| 15,604820 40(0,13341(0,99106/|0,13461|7,42871 20
0,06540(0,99786/0,06554| 15,2571(15 45/0,13485(0,99087/0,13609{7,34786/15
0,06685(0,99776,0,06700| 14,9244/10 50(0,13629(0,990670,13758|7,26873/10
0,06831|0,997660,06846| 14,6059( 5 53(0,13773(0,99047/0,13906|7,19125| 5
0,06976(0,99756(0,06993| 14,3007| 0 86°|  60/0,13917|0,99027|0,14054/7,11537| @ 82
Cos. | Sinus. I Cotg. | Tang. | Are. Cos. | Sinus. | Cotg., | Tang.




(Suite.) — Valeurs naturelles des fonctions circulaires. 123

Are. | Sinus, | Cos. | Tamg. | Cotg. Are. SInus. Cos. Tang. | Cotg.

8° 9/0,18917/0,99027(0,14054(7,11637
5(0,14061{0,99006|0,14202(7,41105
10/0,14205(0,98986/0,14351(6,96823
15/0,14349|0,98965(0,14499(6,89688
20[0,14493|0,98944/0,14648|6,82694
25(0,14637[0,98923(0,147966,75838
30(0,147810,98902/0,14945|6,69116
85(0,14925/0,98880/0,150946,62523
0,15069|0,98858|0,152483|6,56055
45/0,15212(0,98836/0,15391/6,49710
50(0,163560,98814(0,15540/6,43484
55(0,15500(0,98791(0,15689(6,37374
60(0,15643(0,98769/0,15838/6,31375

9° 0/0,15643(0,98769(0,15888/6,31375
5/0,15787|0,98746(0,15988/6,25486
10/0,15931|0,98723(0,16137(6,19703
15(0,16074/0,98700(0,16286(6,14028
29/0,16218/0,98676|0,16435(6,08444
25/0,16361/0,98652(0,16585(6,02962
80/0,16505(0,98629/0,16734/5,97576
850,16648/0,98604|0,16884|5,92288
40/0,16792(0,98580/0,17083|5,87080
0,16935/0,98556|0,17183(5,81966
50/0,17078/0,98531|0,17338(5,76987
55/0,17222(0,98506|0,17483|5,71992
©0/0,17365/0,98481(0,17633(5,67128

10° o 0,17365/0,98481|0,17638(5,67128

12° 0(0,207910,97815/0,21256|4,70463
5/0,20933(0,97784/0,21408|4,67121
10[0,21076/0,97754|0,21£60|4,63825
15/0,21218/0,977230,21712(4,60572
20/0,21360(0,97692(0,21864|4,67863
25/0,21502(0,97661|0,22017|4,54196
30/0,21644(0,97630/0,22169/4,51071
85(0,21786/0,97598/0,22322/(4,47986
40[0,21928/0,97566|0,22475|4,44942
45/0,22070(0,97534|0,22628(4,41936
50/0,22212(0,97502|0,22781|4,38969|10
55(0,22858(0,97470(0,22934/4,36040| 5
60]0,22495[0,97437|0,23087|4,33148| 0770

130 0[0,22405/0,97487/0,28087(4,33148/60 |
5(0,22637/0,97404|0,23240/4,30291(55 &
10[0,22778(0,97371/0,23898(4.27471/50 |
15(0,22920(0,97338(0,23647(4,24685/45 |
20/0,23062/0,97304/0,23700(4,21933(40 |
25(0.23203(0,97271(0,23854/4,19215(35 |
80/0,23345/0.97237/0,24008|4,16530(30
35(0,23486(0,97208(0.24162/4,13877(25
40/0,23627(0,97169|0,24316/4.11256(20
450,237690,97134/0,24470|4,08666(15
500,23910(0,97100/0,246244.06107(10
55(0,24051(0,97065/0,24778|4,08578| 5
60(0,24192/0,97030(0,24988(4,01078| 076° |

14° 0/0,24192(0,97030/0,24933(4,01078

SEHERSSELS

wSn8TELEEEES gmsasawsaws

§

e

5/0,17508]0,98455(0,17688(5,62344/55 5/0,24333/0,96994(0,25087|3.98607
10(0,17651/0,98480/0,17938(5,57638|50 10(0,24474(0,96959(0,25242/3,96165
15/0.17794|0,93404/0,180835.53007 |45 15/0,24615/0,96923|0,25897(3,98751
20/0.17937|0,98378/0,18233|5,48451|40 20(0,24756/0,96887(0,25552(3,91364
25/0,18081(0,08352/0,18383|5,43966(35 25(0,24897/0,96851(0,25707(3,89004 ‘
30/0,18224/0,98325(0,18534|5,39552/30 30/0,25038(0,96815(0,25862|3,86671
85/0,18367|0,98299(0,18684|5,2520625 85/0,25179(0,96778|0,26017|3,84364
40/0,18510(0,98272(0,18835|5,30928(20 400,25320/0,96742(0,26172/3,82088 !
45/0.18652/0,98245(0,18986(5,2671515 45/0,25460|0,96705(0,26328(3,79827
50/0,18795(0,982180,19136/5,22566/10 50/0,25601(0,96667|0,26483(3,77595

60

55

30

45

40

35

30

25

20

10
55/0,18938|0,98190(0,19287(5,18480| 5 55/0,25741(0,96630/0,26639(3,75388( 5 |
60,0,19081(0,98163/0,19438(5,14455| 0709  60/0,25882/0,96593|0,26795(3,73205| 9750 |

60

55

50

45

40

35

30

p 53

20

15

10

5

11° 0‘0,!9081 0,98163(0,19488/5,14455/60 15 0/0,25882(0,96593/0,26795|3,78205

5/0,19224|0,98135(0,19589|5,10490/55 5/0,26022(0,96655(0,26951|3,71046
0,19366(0,98107|0,19740|5,06584 50 10(0,26168(0,96517/0,27107|3,68909
0,19509|0,98079(0,19891(5,02734/45 15(0,26303(0,96479/0,27263(3,66796
29(0,19652|0,980500,20042|4,98940(40 20/0,26448|0,96440/0,27419|3,64705
25/0,19794(0,98021(0,20194|4,95201(35 25/0,26584|0,06402/0,27576|3,62636
30(0,19937/0,97992(0,20845(4,91516/30 30/0,26724|0,96863(0,27732|3,60588
35(0,20079]0,97963/0,20497|4,87882(25 85(0,26864(0,96324(0,27889(3,58562
40(0,20222|0,97934/0,20648|4,84300(20 40/0,27004(0,96285/0,28046(3,56557
45(0,20364|0,97905/0,20800|4,80769(15 45(0,27144(0,96246/0,28203|3,54573
50/0,20507|0,97875(0,20952/4.77286(10 50/0,27284(0,96206/0,28860|3,62609
55(0,206490,978450,21104(4,73851| 5 55/0,27424(0,96166(0,28513|3,50666
60(0,20791/0,97815/0,212564,70463 o 789 60 0,27664 0,96126/0,28675(3,48741| 0 74° |

10
15

T |
Cos. | Sinus. | Cotg. | Tamg. | Are. || Cos. | Simus, | Cotg. | Tang. | Are. |




(Suite.) — Valeurs naturelles des fonctions circulaires.

e ||

16° 0(0,27564
5/0,27704
10(0,27843
15(0,27983
20/0,26128
25(0,28262
30(0,28402
35/0,28341
40/0,28680
45(0,28820
50/0,28959
55/0,29098
60[0,29237

| 17° 0[0,29237

5(0,29376
10/0,29515
15/0,29654
20(0,29793
25(0,29932
30/0,30071
85(0,30209
400,30848
45(0,30486
50(0,30625
55(0,80763
600,30902

18° 0/0,30902
5/0,81040
10/0,31178
15(0,31316
20(0,31454
25(0,31592
30/0,31730
85/0,31868
40/0,32006
45(0,32144
50[0,32282
55[0,32419
60/0,325567

19° 0(0,32557
5/0,32694
10(0,32832
15(0,32969
20/0,38106
25(0,38244
800,33381
85(0,38518
400,33655
45/0,33792
50|0,33929
55/0,34065
60[0,34202

0,96126
0,96086
0,96046
0,96005
0,95964
0,95923
0,95882
0,95841
0,95799
0,95757
0,95715
0,95673
0,95630

0,95630
0,95588
0,95545
0,95502
0,95459
0,95415
0,95372
0,95328
0,95284
0,95240
0,95195
0,95150
0,95106

0,95106
0,95061
0,95015
0,94970
0,94924
0,94878
0,94832
0,94786
0,94740
0,94693
0,94646
0,94599
0,94552

0,94552
0,04504
0,94457
0,94409
0,94361
0,94318
0,94264
0,94215
0,94167
0,94118
0,94068

0,94019
0,93969

0,28675
0,28832
0,28990
0,29147
0,29305
0,29463
0,29621
0,29780
0,29938
0,30097

0,30414

0,30573

0,30891
0,31051
0,31210
0,31370
0,31630
0,31690
0,31850
0,32010
0,32171
0,32331
0,32492

0,32492
0,32653
0,32814
0,32975
0,33134
0,33298
0,33460
0,33621
0,33783
0,33945
0,34108
0,34270
0,34433

0,34433
0,34596
0,34758
0,34922
0,35085
0,35248
0,35412
0,35576
0,35740!
0,35904
0,36068
0,36232
0,36397

0,30255
0,30573

0,30782

3,48741
3,46837
3,44951
3,43084
3,41236
8,39406
3,37594
3,35800
3,34023
3,32264
3,30521
3,28795
3,27085

3,27085
3,25392
8,23714
3,22053
3,20406
3,18775
3,17169
8,15558
3,13972
3,12400
3,10842
3,09298
3,07768

3,07768

3,06252(3

3,04749
3,08260
3,01783
3,00319
298869
2,97430
2,96004
2,94590
2,93189
2.91799
2,00421

2,90421
2,89055
2,87700
2,86356
285023
2,83702
2,62891
2,81091
2,79802
2,78523
277254
2,75996
2,74748

50
45
40

30
25
20
15
10

5
0730

00

29

45
40
35
30
25
20
15
10

5
0729
60

45

071°

20° 0/0,34202

5(0.34339
10/0,34475
15(0,34612
20(0,34748
25(0,34884
30/0,35021
35(0,35167
40/0,35293
45/0,35429
50/0,35565
55(0,35701
60[0,35837

21° 0/0,35837

5(0,35973
10(0,36108
15(0,36244
20/0,36379
25{0,36515
80/0,36650
85:0,36785
40/0,36921
450,37056
5010,37191
53|0,37326
60]0,37461

220 0/0,37461

50,37595
10/0,37730
15/0,37865
20(0.37999
25|0,38134
30(0,58268
85(0,38403
40/0,58537
45(0.38671
50[0,36%05
$5(0,38989
60]0,39073

0,93969
0,93919
0,93869
0,93819
0,93769
0,93718
0,93667
0,93616
0,93565
0,93514
0,93462
0,98410
0,93358

0,93358
0,93306
0,93253
0,93201
0,93148
0,93095
0,98042
0,92988
0,92935
0,92881
0,92827
0,92774
0,92718

'0.92718
0,92664
0,92609
0,92554
0,92499
0,92444
0,92888
092332
0,92276
0,92220
0,92164
0,92107
0,92050

23° 0(0,39073

5/0,89207
10[0,39341
15(0,39474
20[0,39608
25/0.39741
30[0,39875
35/0,40008
40[0,40141
45(0,40275
50{0,40408
55(0,40541
60/0,40674

0,92050
0,91994
0,91936
0,91879
091822
0,91764
0,91706
0,91648
0,91690
0,91531
0,91472
0,91414
0,91355

0,36897
0,36562
0,36727
0,36892
0,37057
0,37228
0,37888
0,37554
0,37720
0.37887
0,38053
0,38220!
0,38386

0,38386
0,38553
0.38721
0,3+888
0,39055
0,39223
0,39391
0,39559
0,39727
0,39896
0,40065
0,40234
0,40403

0,40403
0,40572
0,40741
0,40911
0.41081
0,41251
0,41421
0,41592
041763
0,41933
0.42105
0.12276
0.42447

0,42447
0,42619
0,42791
0,42963
0,43136
0,43308
0,434S1
0,43654
0,43828
0,44001
0,44175
0,44349
0,44528

60
55
50
45
10
35
30
25
20
15

2,74748
273509
2,72281
2,71062
2,69853
2,68653
2,67462
2,66281
2,65109
2,63945
2,62791
2,61646
2,60509

2,60509
2,59881
2,58261
2,57150!
2,66046
254952
2,58865
2,52786
251715
2,50652
2,49597
2,48549
2,47509

2,47609
2,46476
2,45451
2,44488
2,43429
2,42418
2,41422
2,40432
2,89449
2,38473
2,87504
2,36541
2,35585

2,35585
2,34686
233693
2,32756
2,31826
2,30902
2,29984
2,29073
2,28167
2,27267
2,26374
2,25486
2,24604

-
Ve

069

CO‘G-

Sinus,

Cotg.

Tang.




(Suite).

Sinus,

Cos,

— Valeurs naturelles des fonctions circulaires.

Tang. | Cotg. Cos. | Tanmg. Ctg.

24° 0

0,40674/0,91355
5(0,40806/0,91295
100,40939/0,91236
15(0,41072/0,91176
20/0,41205(0,91116
25,0,41337/0,91056
30/0,41469/0,90996
35/0,41602/0,90936
40/0,41734(0,90875
45(0,41866/0,90814
50(0,41998/0,90753
55(0,42130{0,90692
60(0,42262(0,90631

25° 0/0,42262(0,90631
5/0,42394|0,90569
10/0,42525/0,90507
15/0,42657/0,90446
20/0,42788(0,90883
25/0,42920/0,90321
* 800,43051(0,90259
35/0,4318210,90196
40(0,43313/0,90133
45|0,43445(0,90070
50/7,43575/0,90007
55/0,43706 0,89943
60(0,43837|0,39879

26° 0/0,43837/0,89879
50,43968/0,89816
10/0,44098/0,89752
150,44229:0,89687
2010,44359/0,89623
250,44490/0,89558
80|0,446:20{0,89493

35/0,4475010,89428
40|0,44880(0,89363
45/0,45010(0,89298
50.0,45140|0,89282
55(0,45269|0,89167
60(0,45399(0,89101

27° 0/0,45399(0,89101

A

0,45529(0,89085

10/0,45658|0,88968
15/0,45787/0,88902
20,0,45917/0,88835
2510,46046/0,88768
800,46175(0,88701
35/0,46804|0,88634
40(0,46433/0,88566
45(0,46561(0,88499
50/0,46690/0,88481
55/0,46819/0,88863

60/0,46947

0,88295

0,44528(2,24604/60  [28° 0]0,46947|0,88295/0,68171|1,88073
0,44697(2,23727/55 5/0,47076/0 88226|0,53258(1,874156
0,44872(2,22857|50 10[0,47204|0,88158|0,53545(1,86760
0,45047(2,21992(45 15(0,47332/0,88089/0,53732(1,86109
0,45222(2,21132|40 20/0,47460(0,88020{0,53920|1,85462
0,45397|2,20278(35 25(0,47588/0,87951/0,54107(1,84818
0,45573(2,19430/30 30(0,47716(0,87882/0,54296|1,84177
0,45748|2,18587|25 35(0,47844/(0,87812/0,54484/1,83540
0,45924(2,17749(20 40(0,47971(0,877430,54673(1,82906
0,46101|2,16917|15 45/0,48099(0,87673(0,54862(1,82276,
0,46277(2,16090(10 50/0,48226/0,876030,55051 |1,81649
0,46454(2,15268| 5 55(0.48354|0,87532/0,55241(1,81025

0,46631|2,14451| 063°|  60(0,48461(0,87462/0,55431/1,80405
0,46631|2,14451(60 L'z9° 0/0,48481/0,87462(0,55431(1,80405

0,46808/2,18639(55 5/0,48608|0,87391(0,55621(1,79788
0,46985|2,12832|50 10(0,48735(0,87321/0,55812(1,79174
0,47168(2,12030(45 15(0,48862(0,87250/0,56003(1,78563
0,47341/2,11233(40 20/0,48989(0,87178(0,56194/1,77956
0,4751912,10441(35 25(0,49116/0,87107(0,56885(1,77351
0,47698(2.09654(30 30|0,49242/0,87086(0,56577|1,76749
0,47876(2,08872|25 35/0,49869/0,86964|0,56770(1,76151
0,48055|2,08094|20 40(0,49495(0,36892(0,56962|1,75556
0,48234(2,07821/15 45(0,49621(0,86820(0,571551,74964
0,48414(2,06553(10 50|0,49748/0,867480,57348|1,74375
0,48593(2,05790| 5 55|0,49874(0,86675(0,675411,73788
0,48773(2,05030| 064°|  60(0,60000]0,86603(0,57735(1,78205

0,48773(2,05030(60  [30° 0]0,50000|0,86603(0,57735(1,73205

0,48953(2,04276/55 5(0,50126/0,86530(0,57929|1,72625
0,49134|2,03526/50 10/0,50252|0,86457(0,58124(1,72047
0,49315(2,02780|45 15/0,50377|0,86384/0,58818|1,71473
0,49495(2,02039(40 20/0,50503/0,86310(0,58513|1,70901
0,49677(2,01302(35 25|0,506280,86237(0,68709|1,70382
0,49858(2,00569(30 30(0,50754/0,86163/0,58904(1,69766
0,600401,99841(25 35(0,50879/0,86089/0,59101|1,69203
0,50222(1,99116/20 40/0,51004(0,86015(0,59297|1,66648
0,50404|1,98396(15 45/0,51121(0,85941|0,59494|1,68085
0,505871,97680(10 50|0,51254(0,85866/0,69691(1,67530
0,50769|1,96969| 5 550,51379|0,85792/0,69888|1,66978
0,50953(1,96261| 063°  60|0,51504|0,85717(0,60086(1,66428

0,50953(1,96261(60  |31° 0 0,51604/0,85717(0,60086/1,66428

0,51136(1,95557(55 5/0,51628/0,866420,60284|1,65881
0,51319|1,94858(50 10/0.,51753(0,85567|0.60483|1,65387
0,51503(1,94162(45 15(0.51877(0,85491(0,60681(1,64795
0,51688|1,93470/40 20|0,52002|0,85416/0,60881|1,64256
0,51872|1,92782(33 25(0,52126(0,85340(0,61080(1,63719
0,520571,92098(30 30/0,52250|0,85264|0,61280(1,63185
0,52242/1,92418(25 350,52874(0,85188(0,61450|1,62654
0,52427(1,90741(20 40/0,52498/0,85112|0,61681(1,62125
0,52613(1,90069(15 450,52622{0,85035/0,61882|1,61598
0,52798(1,89400(10 50|0,52745(0,84959(0,62083(1,61074
0,529851,88734| 5 55/0,52869/0,84882|0,62285(1,60553

0,63171(1,88073 062°|  60/0,52992|0,84805/0,62487]1,60033

35

45
40
35
30
2
20
15




126

Slns. 7

(Suite) — Valeurs naturelles des fonctions circulaires.

Cotg. |

32° 00,52992
5/0,53116
10/0,53238
15(0,53361
20(0,53484
25/0,53607
30/0,53730
35(0,53853
40/0,53976
45/0,54097
50/0,64220
55(0,54342
60/0,54464

33° 0/0,54464
5/0,64586
10/0,54708
15(0,54829
20/0,54951
25/0,55072
30/0,55194
350,55315
40(0,55436
45/0,55657
50/0,55678
55(0,65799
60/0,55919

34° 0/0,55919
5/0,56040
10(0,56160,
15(0,56280
20/0,56401
25(0,56521
30/0,66641
35/0,56760
40[0,56880
45(0,57000
500,57119
55(0,57238
60/0,57358

85° 0/0,57358
5(0,57477
10(0,57596
15/0,57715
20(0,57833
25/0,57952
30(0,58070
350,58189
40/0,58307
45/0,58425
50|0,58543
55/0,68661
60/0,58779

0,84805
0,84728
0,84650
0,84573
0,84495
0,84417
0,84339
0,84261
0,84182
0,84104
0,84025
0,83946
0,83867

0,83867
0,83788
0,88708
0,83629
0,88549
0,83469
0,83389
0,83308
0,83228
0,83147
0,83066
0,82985
0,82904

0,82904
0,82822
0,82741
0,82659
0,82577
0,82495
0,82418
0,82830
0,82248
0,82165
0,82082
0,81999
0,81915

0,81915
0,81882
0,81748
0,81664
0,81680
0,81496
0,81412
0,81827
0,81242
0,811567
0,81072
0,80987
0,80902

0,62487
0,62689
0,62892
0,63095
0,63299
0,63503
0,68707
0,63912
0,64117
0,64322
0,64528
0,64784
0,64941

0,64941
0,65148
0,65355
0,65563
0,66771
0,65980
0,66189
0,66398
0,66608
0,66818
0,67028
0,67239
0,67451

0,67451
0,67663
0,67875
0,68088
0,68301
0,68514
0,68728
0,68942
0,69157
0,69372
0,69588
0,69804
0,70021

0,70021
0,70238
0,70455
0,70673
0,70891
0,71110
0,71829
0,71549
0,71769
0,71990
0,72211
0,72482
0,72654

1,69517
1,59002
1,58490
1,57981
1,57474
1,66969
1,56466
1,55966
1,56467|15

1,64972/10

1,64478| 5

1,563986| 057°

1,53986(60
1,68497(85
1,58010/50
1,62525(45
1,52043(40
1,515662/35
1,51084(30
1,60607|25
1,50133/20
1,49661(15
1,49190(10
1,48722| 5
1,48256| 0 56°
60

55
50
45
40
35
30
25
20
15
10

45
40
35
30
25
20

1,48256
1,47792
1,47830
1,46870
1,46411
1,45955
1,45501
1,45048
1,44598
1,44149
1,48703
1,43258 5

1,42815 055°

1,42815(60
1,42874/55
1,41934/50
1,41497(45
1,41061/40
1,40627(35
1,40195(30
1,39764(25
1,39336/20
1,38909|15
1,38484(10
1,38060| 5
1,37688| 0549

136° 0[0,58779

50,58896
10(0,59014
15(0,69131
20(0,59248
25/0,59365
30/0,69482
35/0,59599
40(0,59716
45/0,59882
50(0,59949
55/0,60065
60/0,60181

370 0/0,60181

5/0,60298
10[0,60414
15(0,60529
20(0,60645
25(0,60761
30|0,60876
85(0,60991
40(0,61107
45(0,61222
50|0,61337
55/0,61451
60/0,61566

38° 0/0,61566
5(0,61681
100,61795
15(0,61909
20(0,62024
25(0,62138
30/0,62251
35(0,62365
40/0,62479
45(0,62692
50(0,62706
-55/0,62819
60/0,62932

390 0/0,62932

5/0,63045
100,63158
15(0,63271
20(0,63383
25/0,63496
30/0,63608
35/0,63720
40(0,63832
45(0,68944
50|0,64056
55/0,64167
60]0,64279

0,80816
0,80730
0,80644
0,80558
0,80472
0,80386
0,80299
0,80212
0,80125
0,80038
0,79951
0,79864

0,79864
0,79776
0,79688
0,79600
0,79512
0,79424
0,79335
0,79247
0,79158
0,79069
0,78980
0,78891
0,78801

0,78801
0,78711
0,78622
0,78632
0,78442
0,78351
0,78261
0,78170
0,78079
0,77988
0,77897
0,77806
0,77715

0,77715
0,77628
0,77631
0,77489
0,77347
0,77255
0,77162
0,77070
0,76977
0,76884
0,76791
0,76698
0,76604

0,72654
0,72877
0,73100
0,78323
0,73547
0,73771
0,73996
0,74221
0,74447
0,74674
0,74900
0,75128
0,75355

0,75365
0,75584
0,75812
0,76042
0,76272
0,76502
0,76738
0,76964
0,77196
0,77428
0,77661
0,77895
0,78129

0,78129
0,78363
0,78598
0,78834
0,79070
0,79306
0,79544
0,79781
0,80020
0,80258
0,80498
0,80788
0,80978

0,80978
0,81220
0,81461
0,81703
0,81946
0,82190
0,82434
0,82678
0,82923
0,83169
0,83415
0,83662
0,83910

1,87638
1,37218
1,36800
1,36383
1,35968
1,35554
1,35142
1,34752
1,34323
1,33916
183511
1,33107
1,32704

1,32704
1,32804
1,31904
1,31507
1,31110
1,30716
1,30323
1,20931
1,20541
1,29152
1,28764
1,28879
1,27994

1,27994
1,27611
1,27230
1,26849
1,26471
1,26093
1,26717
1,25843
1,24969
1,24597
1,24227
1,28858
1,23490)

1,23490
1,23128
1,22758
1,22894
1,22031
1,21670
1,21310
1,20951
1,20598
1,20237
1,19882
1,19528
1,19175

60
55
50
45
40 -
35
30
25
20
15
10

5
0
60
35
50
45

40
35
30
25
20
15
10

b
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128 Table XIX. Nombres les plus usuels et leurs
logarithmes.

Nombres.
Rapport de la circonférence au diamétre t=3,14159 ...... cestsriicanssesasss]0,49715

o
1—?:—’—:57,2958 B PRI B Wy :15) 4

Base des logarithmes naturels...... e=2,71828 ........cccveuinneesess.]0,43429

M =Loge=0,43429 ............. cesaceees...|1,68778
N S
3= Toge = 290259 < oreeeenenienn | 036222

Accélération de ]a gravilé a St_.Pé. { 32,216 pieds ..... Sresssssseaca .o 1,50807
tersbourg.......ooviiiiiiiin, ou 9,8192 maétres...... cieeeecie....]0,99208

Poids spécifique du fer fondu.......... T2 eeeeeees tetieierssaness..| 085733
» » de Pacier fondu...... 7,85 teescienasessesceassases.] 089437

» » dufer........ ceines T, tesrsessecsesserssssesss.]0,88649

» » du plomb............ 11,85 ceneees evessnsiessssessss}1,06500

» » du bronze....... ... 8,6 teiisserscaarcascessases]0,93450

» . » du cuivre............ 89 Ciesaseciesanasnennn .e...]0,94939

» » du zine fondu........ 6,9 teteciscecarscasnsassessa] 0,83885

» v de étain.........eiv 7,83 ciiviians e reeeeanann 0,86332

» » du mercure...... P £ 1 2 ciereeeeeeessa.]|1,18354
Poids d'un pied cube d’eau............ 69,147 livres. .............0.000..]1,88977
» d’un pouce cube d’ean....... 0,04002 livre.......cvvveeeen.s...]|2,60228

» d’un meétre cube d’air sous la
pression barometrique de 0,75 m., & la
température de 15° C. et & moitié saturé
de vapeurs.............. ciesriens I1,=1,206 kilogramme. ..... ceeesd...]0,08185

Sagéne......coviivrnninnnne. eereess 2,1336 métres....... teessssessss.}0,32911
Pied..covvvirniiennannnn, cecessceee 0,30479 metre...ee.iveecieecee...| 1,48400
Pouce....coeveeeireiiiieiennnese. 002540 metre..ceiieneeeaeion....|2,40483
Poude.....ce.viveviienriiiennncs... 16,380 kilogramme...............|1,21431
Livre...ceovievenriaiorecencaseasss. 04095 kilogramme...............|1,61225
Zolotnik.e. ... vivvieriiieneineees. 4,2666 grammes............. ....}0,62998
Livre:pied?.....00viveviiienennnen. 4,4082 k:im?.iiiievienneness...]0,64426
Poude:pocue?.......covvvrevennn.. . 2639 k:icti...ciiiieinenionns..]|0,40466
Livre-pied............. teveeresasees 01248 kilogrammo-métre..........|1,09621
Poude-pied.......oe0vivvineenaieee. 499256 kilogrammo-métres........|0,69832
Livre anglaise....ceccaeveeennesee.os 0,4586 kilogramme.........v.....}1,65667
Tonne anglaise....cccooeeevveeeec.e. 1016,0 kilogrammes.............. 4,00689
Pied prussien....... ceeeecieneeassss 0,31385 mitre...oceevieenncnn....|1,49672
Pouce prussien................ ceeeas 0,02615 métre......ocoiviiniennnnn 2,41747
Livre prussienne......... 0,50000 kilogramme...... .11,69897




Table XX. Centres de gravité et moments d’inertie 129
de certains corps _de révolution.

L. Cylindre droit & base circulaire dout la masse est M, la hauteur h et le
rayon de la base r. ‘

| 1. Centre de gravité. Ilest au milien de I'axe de figure.
| 2. Moment d’inertie:
a) par rapport & 1’axe de figure
A= 1 My,
b) par rapport A 1’axe équatorial passant par le ceutre de gravité
B=M(Z+%
(5 + %)
I, Céme droit & base circulaire dont la masse est M, la hauteur h et le rayon -
de la base r.

| 1. Centre de gravité. Tlest sur ’axe de ﬁg'ure, aux { A dn sommet.

| 2. Moment d’inertie:
a) par rapport & I'axe de figure
' — 3 2
A =70 M r,
b) par rapport & 1'axe équatorial passant par le ceutre de gravité

B= ,—’O-M(r” +’!;)

IIL. Cénme tronqué & bases circulaires dont la masse est M, la hauteur h et les
rayons des bases r; et r,.

| 1. Centre de gravité. Ilest sur I’axe de figure et sa distance A la base du rayon r,
est égale &

r2+2r,r,+8r2 h

rZarr+r? 4
| 2, Moment d’inertie:

a) par rapport & I’axe de figure
A= 5 M= :*,, |
| b. par rapport & I'axe équatorial passant par le ‘centre de gravité

B=2 M{""’ }(r_rz),[w" "2_15(

r3—r8

! —"z
ri3—ry®




130 (Suite). — Centres de gravité et moments d’inertie,

IV, Sphére dont la masse est M et le rayon r.
| 1. Centre de gravité. Il est au centre de figure.
2. Moment d’inertie par rapport & un diamétre quelconque
A=}t Mr.

V. Demi-sphére dont la masse est M ct le rayon r.

| 1. Centre de gravité. Il est sur Paxe de figure aux 3 r du centre de figure.

| 2. Moment dinertie:
a) par rapport & I’axe de fiigure
=3t Mr,
b) par rapport & 1’axe équatorial passant par le centre de gravité

B = i"’-Mr’.

320
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